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PROLOGO

Este 1ibro ha surgido de 1la experiencia de los
autores en 1la docencia de 1la asignatura "Electrdnica
General” de los estudios de Informdtica de la Universidad
de Granada. En realidad se ha escrito para proporcionar
unas bases minimas de Teoria de Circuitos a dicha asigna-
tura, por lo que su temario se ha adaptado a ella.

El programa de la asignatura Electrénica General se
divide en dos partes: La primera de ellas hace un estudio
descriptivo y funcional de los Dispositivos Electrdénicos,
trata el problema de 1la polarizacién de dispositivos en
circuitos externos, estudia la conmutacién de diodos y
transistores para finalizar con un andlisis de los cir-
cuitos bédsicos de las familias 1légicas. La segunda parte
se ocupa de la Electrdnica Analdgica, en concreto de los
circuitos amplificadores, generadores de funciones analéd-
gicas, filtros activos, generadores de sefial, etc, asi
como de los reguladores de tensidén y potencia, terminando
con un estudio de los convertidores D/A y A/D. Atendiendo
a esta divisidén, en este libro también se distinguen dos
partes disefiada c¢ada wuna de ellas para ser estudiada
antes de la parte correspondiente del temario de Electrd-
nica.

Manifestamos nuestro agradecimiento a todos los
compafieros del Departamento de Electrdnica y Sistemas
Informdticos de la Universidad de Granada que han ayudado
v animado para sacar adelante esta obra) asi como al
Director de dicho Departamento, D. Pedro Cartujo Es-
tébanez y al director de los estudios de Informatica

D. Alberto Prieto Espinosa , por su incondicional apoyo.
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PARTE A: CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y ELEMENTOS DE TEORIA DE
CIRCUITOS EN CONDICIONES DE CORRIENTE CONTINUA.

Este libro se ha escrito para facilitar el estudio
de la asignatura "Electrénica General” incluida en el
Plan de Estudios de Informdtica. Por tanto, no debe
contemplarse como una Teoria de Circuitos p#;a ser es-
‘tudiada de forma secuencial e independiente, sino cono'un
‘apéndicé al conjunto de 1los temas que tratan el temario
de Electrénica propiamente diche.

| ' Nuestra'idéa es que este libro sea cpnsultado en el
momento en que su estudio sea indispensable para seguir
la marcha de la asignatura, en consecuencia, la elecéiﬁn
‘tanto del contenido como del orden de la egposicién se'hg
“hecho de forma que se adapte al resto. En coﬁcreto,ige hﬁ
dividido en dos partes de manera que con solo estudiar la
primera se tengan las herramientas de teoria de circuitqs
necesarias para abordar el tema‘ de 1los Disposifivos
Electrénicos, los problemas de polarizacién de dispositi—
vos en circuitos externos y el andlisis de las configura-
ciones elementales utilizadas en los circuitos légicos.

Para ello se ha incluido en esta Parte A, ademds de
las definiciones necesarias y los teoremas y métodos fun-
damentales para el andlisis de redes, 1la teoria de cir-
cuitos en condiciones de corriente continua, algunos
-ejemplos de andlisis de circuitos en 1los que aparecen
elementos no 1lineales y ejemplos simples de respuestas
transitorias que permitan estimar después lqs retardos
producidos cuando un circuito légico realice una tran-
sicidén entre dos estados estdticos diferentes. En la
Parte B se incluird la parte de teorfia de circuitos cuyo
conocimiento es previo al estudio de 1los temas de Elec-
trénica Analdgica.



Llamaremos elementos a ciertas unidades fisicag
consideradas simples, que disponen de unos terminaleg
externos para interconectarse entre si dando lugar a
.éistemas complejos conocidos como circuitos o redes
eléctricas.

~Nos limitaremos a un tipo concreto de elementos
caracterizados por tener un nimero pequefio de terminales
extérnos (entre dos y cuatro), por permanecer invariantes
en el tiempo y por estar localizados en el espacio.

Les asociaremos unos pardmetros fisicos (resisten-
cia, capacidad, autoinduccién, etc)'independientes de 1la
posicién espacial y del tiempo.

Estos elementos pueden ser activos si son capaces
de suministrar energia al resto del circuito o pasivos si
son capaces de disipar o almacenar energia pero no de
generarla.l

f‘ Un ejemplo de circuito eléctrico podria ser el de
la figura Al. En este caso todos los elementos son de dos

N1 NG terminales excepto E10 que

EL NS ES
— 1
| DS | —J
l - £7 tiene tres. En general los
ES N7 elementos de mds de dos
N8
E4 N4 g8

i terminales se sustituyen

E2
N2&%—4

(R por modelos que contienen
’ES. E9 | varios elementos de dos
: T : terminales con el fin de
NS, N9 NIO facilitar el andlisis.
Figura Al Llamaremos nudos a

aquellos puntos del circuito comunes a dos o mds elemen-
tos. Si en un nudo confluyen mids de dos elementos se le
llama nudo principal o de_conjuncién. En la mayor parte
de los casos s6lo serdn de interés los nudos principales

por lo que nos referiremos a ellos simplemente como nudos

.- Por supuesto ningdn sistesa fisico es capaz de generar energia a partir de la nada. Una
pila, por ejesplo, suministra energia 51 circuito a partir de su propia energia quimica.
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ignorando los demds, a no ser que nos interese el valor
de la tensiodn elécfrica justo en uno de ellos. En el
circuito de la figura Al N2, N3, N4, N5, N8, son nudos
principales, mientras que N1, 'NS y N7 son simplemente
nudos. Obsérvese que N3, NS y N10 son el mismo nudo.

Llamaremos rama a la parte del circuito comprendida
entre dos nudos consecutivos. Un ejemplo en el circuito
de la figura Al puede ser el camino N5-N1-N2.

Uh conjunto de ramas que constituye wun camino
cerrado dentro de un circuito sin pasar dos veces por el
mismo nudo se conoce como una malla. En el circuito de la
figura Al los caminos N2-N1-N5-N4-N2, N5-N6-N7-N8-N4-N5
son ejemplds de mallas.

En general, las ramas, los nudos .y las mallas de
una red son las caracteristicas topolégicas que deter-
minan el nimero de ecuaciones independientes necesarias
para hallar la solucidén - completa de 1las corrientes y

tensiones en la red.

A.3 Leyes de Kirchhoff:

. Las leyes de Kirchhoff son consecuencia directa de
las leyes bésicas del Electromagnetismo ( Leyes de Max-
well ). Son' vdlidas en cualquier instante de tiempo y
pueden enunciarse en la forma siguiente:

1.- Ley de Kirchhoff de las tensiones: En un circuito
cerrado o malla, la suma algebraica de las diferencias de
a b C potencial entre los ex-

tremos de los diferentes

elementos, tomadas todas
[] en el mismo sentido, es

-— cero."”
L 1 Ejemplo: La aplicacidén de
e d esta ley a la malla de 1la

Figura A2 figura A2 puede expresarse
matemdticamente en la forma siguiente:
(Va-Vb)+(Vb-Ve )+ (Ve-Va)+(Vda-Ve )+ (Ve-va)=0
donde las diferencias de potencial se han tomado enyel

sentido indicado por 1la flecha en la figura.
3



Esta ley se puede expresar simbélicamente como:
wmalla ' ‘ (A.1)
vy = 0O
siendo vi 1la diferencaa de potencial entre los extremos
del elemento i-ésimo.

2.- Ley de Kirchhoff de las corrientes: "La suma al-
gebraica de las corrientes que inciden en un nudo,
consideradas todas
ellas entrantes o
todas ellas salien-
tes, es cero."

Ejemplo: La

aplicacién de esta

ley al nudo de la
"Figura A3 ' figura A3-(a) puede
expresarse en la forma
‘ ii+iz+iatia+is=0
La consideracién de que una corriente es entrante o
saliente se hace en principioc de una forma totalmente
arbitfaria, ya -que si una corriente i es entrante, se
puede sustituir por una corriente -i saliente y vicever-
sa. E1 sentido real de la corriente dependeri de cual de
los dos signos sea numéricamente el correcto. En el nudo
de la figura A3-(b) las corrientes ia e is se han supues-
to salientes, por lo que ~-ia y -is serian entrantes. La
ley gque discutimos nos proporciona en este caso la si-
guiente expresién:
iatis+(~ia)+ie+(-is)=0
o bien
ii+izs+iq=ia+is
Por tanto, esta 1ley se podria enunciar en 1la forma
equivalente: "En un nudo, 1la suma de las corrientes
entrantes ha de ser igual a la suma de las salientes."
‘De forma andloga a la ley anterior, podremos ex-

nudo
2 i3 = 0 (A.2)
d

presar simbélicamente

donde iy es la corriente gue entra por la rama j-ésima.
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A.4 Elementos lineales de dos terminales:

Diremos que un elemento es lineal si existe una
relacién lineal entre la tensién eléctrica que soporta y
la corriente que lo atraviesa, es decir, si se verifica
la siguiente propiedad:

Sea 11 1la corriente que atraviesa el elemento
cuando la diferencia de potencial entre sus terminales es
vi, ¥ sea iz la corriente que lo atraviesa cuando la
diferencia de potencial es vz2. Entonces si la tensién
eléctrica aplicada o diferencia de potencial entre sus
terminales fuese una combinacién 1lineal de las anterio-
res, por ejemplo v=ai-vi+az'vz con ai Yy a2z constantes
arbitrarias, la corriente que circularia por él seria la
combinacién lineal airiitaz-iz.

Matemdticamente 1la condicién < anterior se cumple
siempre que la relacién entre v e i1 sea una relacidn
proporcional, diferencial, integral o una combinacién de
ellas.

Veamos unos elementos que verifican la condicién de
linealidad.

A.4-1 EI I 1i 1 . .
i) Resistencia (llamado a veces resistor):

Una resistencia es un elemento tal que al aplicar
una diferencia de potencial entre sus terminales deja

pasar una corriente de

intensidad proporcional a

\k AAAA Vb la diferencia de potencial
A . B . aplicada. Su simbolo
i se representa en la
Figura A4 figura A4. Matemdticamente:
VA - ve = i*R (A.3)

donde el factor de proporcionalidad R es una constante
del elemento llamada resistencia del mismo. Su unidad en
el S.I. es el ohmio ( Q ) relacionado con las unidades

eléctricas de potencial y corriente del Sistema Inter-
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nacional segin la relacién:
1 Q = (1 Voltio)/(1 Amperio) (A.4)

La resistencia es, pues, un elemento lineal por
definicién y a dicha definicién de 1linealidad se le
conoce como "Ley de Ohm".

Asi como 1la resistencia R es una medida de 1la
dificultad que ofrece el elemento al paso de 1la corrien-
té, se emplea la magnitud inversa, 1la conductancia G,
como medida de la facilidad que ofrece el elemento al

paéo de la corriente. Por definicién
G=1/R (A.5)

y su unidad es el Siemens (S) llamado anteriormente mho
(0).
ii) Condensador:

Un condensador ideal consiste en un par de ar-
maduras perfectamente conductoras, muy préximas entre si
y separadas por un aislante perfecto. Los electrodos o
armaduras conductoras se ejercen mutuamente una influen-
cia eléctrica de forma que pueden almacenar cargas de
signo contrario e iguales en médulo manteniéndose neutro
el elemento en su conjunto. Su simbolo se representa en
la figura AS.

Las cargas almacenadas no se pueden neutralizar a
través del aislante, si éste es perfecto, de manera que

un condensador ideal cargado

Vk 4+ .- Vb y aislado podria mantener
° : II o su carga indefinidamente.
A e -Q B " Debido a este almacenamiento de

carga existe una diferencia de

Figura AS potencial entre los terminales

del elemento de manera que la armadura que contiene la
carga positiva estd a un potencial superior al de 1la
armadura opuesta (signos + y - en 1la figura A5). Una

propiedad de 1los ¢ondensadores que puede adoptarse como
6 ‘



definicién es el hecho de que la carga almacenada en
cualquiera de las armaduras es, en valor absoluto, pro-
porcional a la diferencia de potencial entre ellas, es
decir,

Q = C-( va-ve ) (A.B)

De nuevo, el factor de proporcionalidad C es una
constante del elemento y se denomina capacidad del mismo.
Su unidad en el S.I. es el Faradio (F) relacionado con
otras unidades segin

1 F = (1 Culombio)/(1 Voltio) (A.7)

o bien, yaque 1 C =1 A<l s y 1Q=1V/1 A, sus-
tituyendo
1 F = (1 segundo)/(1 ohmio) (A.8)

Aunque no puede haber flujo de particulas cargadas
méviles a través del aislante, pueden existir mecanismos
de variacién de la carga almacenada en las armaduras que
dan  lugar a una corriente eléctrica. Veamos esto con
detalle: '

Supongamos que el condensador de la figura AB6-(a)
soporta una diferencia de potencial v y tiene almacenada

una carga gq=C-v.

M — «— e
% Eﬂ it D

a+AQ ~(6+4Q)

[a) (b)
Figura AB Figura A7

Si se fuerza a que la diferencia de potencial entre
'sus extremos cambie a un nuevo valor v+Av, serid necesa-
rio que cambie también la carga almacenada (figura AS-
(b)):

g+Aq = C-(v+Av) => pAq = C-Av
Para pasar de la situacién (a) a la (b) es necesa-

ria la afluencia de cargas opuestas Aq y -Agq hacia las

7



armaduras, iguales en médulo para preservar la neutrali-
dad eléctrica tal como se muestra en la figura A7. Este
movimiento de cargas da lugar a la misma corriente y en
el mismo sentido a ambos lados de las armaduras ( ya que
la corriente tiene el sentido de desplazamiento de las
cargas positivas y sentido opuesto al del desplazamiento
de 1las cargas negativas ). Un observador que vea el
elemento desde sus terminales externos, por ejemplo, un
instrumento de medida, no podrd discernir si la corriente
ha atravesado realmente o no el aislante. Por tanto,
desde el punto de vista de la teoria de circuitos, pode-
mos afirmar que por un condensador _circula una corriente
eléctrica siempre que se produzeca una variaeidén temporal
de la tensién eléctrica entre sus terminales:
i=2a37/ At =C-Av/ At
En el limite:
i = C-dv/dt , (A.9)

relacién lineal entre la tensién y la intensidad.

Una consecuencia del razonamiento anterior es que
la tensién entre las armaduras del condensador no puede
variar de forma discontinua. En efecto, si se produjera
un salto de tensién Av no nulo en un tiempo infinitamente
pequefio seria necesaria una afluencia de cargas AgQ no
nula de forma instantdnea para lo cual es necesaria una
corriente infinita. Como una corriente infinita no puede
.ser suministrada por sistemas fisicos précticos, 1la
tensidén del condensador solo puede variar suavemente. En
otras palabras, como la corriente se obtiene a partir de
la derivada de la tensién, para que i sea finita es
necesario qué v sea continua.

iii) Bobina (llamada a veces inductor):

Una bobina consiste en un conjunto de espiras
paralelas y préximas entre si de manera que, cuando es
atravesada por una corriente eléctrica, se produce en su
interior un campo magnético proporcional a 1la corriente
que 1o genera. Su simbolo se representa en la figura AS8.

- E1 flujo de campo magnético a través del interior



de la bobina serda también proporcional a la corriente

eléctrica:’
%V% $ = L-i (A.10)
O— AR %) )
+ —» - donde el factor de propor-
v cionalidad L es una
Figura AS8 constante del elemento

llamada autoinduccién del mismo. Su unidad es el Henrio
(H). '

Este elemento es cada vez menos utilizado debido
entre otras razones a su dificultad para incluirlo en
ciréuitos integrados y a que puede ser sustituido en
muchas aplicaciones por otros :diébositivos con pres-
téciones considerableménte superiores. No obstante lo
incluiremos aqui por razones de interés académico aunque
le prestaremos menos atencién que a los otros.

Si la corriente que atraviesa la bobina varia con
el tiempo, también variard el flujo del campo magnético a
través de ella dando lugar, segin la ley de Faraday, a
una fuerza electromotriz que se obone al aumento de la
intensidad. Esta.fuefza electromotriz se comporta, por
tanto, como una caida de tensién de valor v = d&/dt.

Como & = L+*i, podemos sustituir obteniendo
v = L-di/dt (A.11)

De esta expresidén podemos extraer la relacién entre el

Henrio y otras unidades del S.I.
1H=1Q0-1=s (A.12)

Una consecuencia que se puede extraer de la ex-
presién A.11, andloga a 1la que se obtuvo en el caso del
condensador, es que para' que v sea finita i ha de ser
continua, esto es, la corriente que atraviesa una bobina

no puede variar de forma discontinua.



A 4-2 El I 1i ) ] .
. Se suelen incluir como tales las fuentes de tensidn

y corriente, tanto dependientes como independientes.
i)

terminales que genera una tensién v entre ellos indepen-

Es un elemento de dos

diente de la corriente que circula por él. Su simbolo se

representa en la figura A89-(a).

{5} L gt

(Y (b)
Figura A9 Figura A1l0

, El simbolo de 1la figura A9-(b) se utiliza para
representar una fuente de tensién constante.
Es un elemento de

ii)
dos terminales que genera una intensidad i a través de é1
independientemente de 1la tensién que haya entre sus
terminales. Se suele representar por cualquiera de los
simbolos de la figura A1l0.

iii):Eugnigs_dgpgndignLgSL Las fuentes deé tensién
e intensidad son dependientes si el valor de la tensidén o
intensidad que generan, respectivamente, estd condiciona-
do por definicién por el valor de 1la tensién o la co-
rriente en otro u otros puhtos del circuito. Estas fuen-

tes estén representadas en la figura All.

(l)fAuv %)" Agd (IBAGV Al
(o) (b) | (¢)

(d)

Figura Al1l
Los cuatro casos considerados son:
a) Fuente de tensidn dependiente de tensién.
b) Fuente de tensién dependiente_de corriente.
¢) Fuente de corriente dependiente de tensién.
d) Fuente de cbrriente dependiente de corrien-
te.

10



En todos 1los casos, v e 1 son tensiones e inten-
sidades en otros elementos del circuito y Av, Ar, Ag y Az

son factores de proporcionalidad.

A 4-3 Asociaci l ] tos: )
Las asociaciones en serie o paralelo de un mismo
tipo de cualquiera de 1los elementos descritos en los
apartados anteriores pueden ser sustituidas por un solo
elemento del mismo tipo. El1 valor de la constante fisica
{ resistencia, cﬁpacidad, ...) asociada al elemento
equivalente se puede obtener sin mds que aplicar las
leyes de Kirchhoff y las relaciones entre corrientes y
tensiones estudiadas.
i) Resistencias:

R R
,':'- nn?n , ,Br. a) En serie: Apli-
A 1 2 N-4 B

cando la ley de

1 Kirchhoff para las
Figura Al4 tensiones y la

relacién i-v para resistencias en el circuito de la
figura Al4:
va-vi = i*Ri ; vi-vz = iRz ; ... vu—i—vs = i-Rn
Sumando las igualdades anteriores:
va-ve = i:(Ri+Ra+...Rn)
El elemento equivalente, al ser sustituido por la asocia-

cién, deberia verificar:

vA-VB = i- Req
Por tanto:
Req = Ri+Rz2+--*+Rn (A.13)
b) En paralelo : En este caso, segiin la figura A1l3
va-ve = i1*Ri = iz*Rz = ia*Ra = ... = in“Rn

de donde
i1 = (va-ve)/R1
(va-ve)/R2

iz

(va-ve)/Rn

in

Aplicando la ley
Figura A1l3 de Kirchhoff de
11



las corrientes:
iz iat+die+.. . +in
Sustituyendo:
i = (va-ve)-(1/Ri+1/R2+...+1/Rn)
La resistencia equivalente cumplird, pues, la identidad:

1/Rea = (1/R1)+(1/R2)+---+(1/Rn) (A.14)

ii) Condensadores: Al ser también elementos linea-
les, la capacidad equivalente se obtiene de forma similar
al caso de las resis-
tencias.
a) En serie:

o—”—.—"—.—l\,——'iiﬂ—f i = Ci-d(va-vi)/dt
C‘ CN

i Cz-d(vi-vz)/dt

Cn+d(vN-1-vNn)/dt
Figura Al4 Dividiendo por las

i

capacidades y sumando:
i+ (1/C1+1/C2+...41/Cn) = d(va-ve)/dt
La capacidad equivalente ha de verificar
i = Ceqd(va-ve)/dt => i/Ceq=d(va-ve)/dt
por tanto:
1/Ceq = (1/C1)+(1/C2)+++-+(1/CN) (A.15)

b) En parsdlelo:
I iA i1 Ci-d(va-ve)/dt

Ii‘_fzu_ v Inu_ i2 = Cz+d(va-ve)/dt
IT i = Cn*d{va-ve)/dt

1N

Flgura Al15 i = iitiz+...+in
Sustituyendo:
= (C1+C2+...4+Cx)-d(va-ve)/dt
En consecuencia
Cea = C1+C2+++-+CN ' (A.16)

iii) Bobinas:

8) En serie: E1l andlisis de 1la asociacidn se

12



hace de forma andloga a la de los elementos anteriores.
El resultado es el siguiente:
a) En serie
Leq = Li+Lz+**-+Ln ' (A.17)

b) En paralelo
1/Leq = (1/L1)+(1/L2)+-+*+(1/LNn) (A.18)

iv) Fuentes: Comentaremos las asociaciones de
fuentes de +tensién en serie y de fuentes de corriente en
paralelo. Las asociaciones de fuentes ideales de tensién
en paralelo y de fuentes ideales de corriente en serie no
tienen sentido y en 1la practica  deben ser evitadas; no
obstante, mias adelantp propondremos algin problema sobre
estas asociaciones para fuentes reales de forma que quede
ilustrada su improcedencisa.

a) Fuentes de tensidén en serie:

'+—————7r— La tensién o f.e.m.

- V& B generada por la asociacidn es
+V .. la suma de las generadas por
.' 2 V. cada una de las fuentes indi-

[ ] .
+ viduales:
i
—_ Y :
Figura Al8 Vv = vitva+-*+VN (A.189)

b) Fuentes de corriente en paralelo:

"La corriente inyec~

- I‘r AV .
' | tada por la asociacidn es
I, I, <¥)IN "+ la suma de las corrientes
inyectadas por cada una de

las fuentes individuales:
Figura Al19
i = iit+izte--+in (A.20)
A a 4-‘4 Elemen tQS rgalgs H
Las definiciones dadas en el apartado A.4-2 se
referian a elementos ideales, pero en la préactica el
disefiador de circuitos ha de utilizar dispositivos comer-

ciales reales que, aungque tienen un comportamiento muy
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proximo al 1ideal, presentan algunas diferencias respecto
al mismo que comentaremos a continuacidn.
a) Resistencias:
En realidad todos los materiales presentan una
cierta oposicién al paso de 1la corriente a través de
ellos. La resistencia de un trozo homogéneo de seccidn

l.; S constante de cualquier
—

Gﬁ material, tal como el de

A B la figura Al18, serd mayor
‘ i cuanto mayor sea su
Figura Ayétb longitud y cuanto menor

sea su:-seccidén, y ademds dependerd del tipo de material
concreto de que se trate. Matemdticamente podemos ex-
presar: ‘ -
' R = F*L/S‘ (A.21)

donde F es una constante que representa las propieda-
des resistivas del material y se llama resistividad,
mientras que la longitud L y 1la seceién S dGnicamente
dependen de la geometria del elemento. A veces se utiliza
la magnitud inversa de la resistividad a la que se llama
conductividad o=1/ , con la cual la resistencia se
expresa segin: F

R = (1/0)-(L/S) (A.22)

Se pueden conseguir elementos comerciales utilizan-
.do materiales con baja conductividad o bien ldminas muy
finas y largas de metal. En 1la tabla Al se resumen los
tipos de resistencias mds usuales, sus propiedades,
métodos de fabricacidén y coeficiente de temperatura a.
Este 1dltimo dato nos proporciona 1la variacién de 1la
resistencia del elemento al wvariar 1la temperatura de

acuetrdo conlla siguiente expresién:
Ru = Rn<[1l+a*(Tu-Tr)] (A.23)

dode Ru es el valor de la resistencia a la temperatura Tu

v R el valor de la fesistencia a la temperatura TL.

14
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El valor de la resistencia de un elemento comercial
se suele dar a temperatura ambiente y se expresa mediante
un valor nominal seguido de un error relativo maximo ¢
tolerancia, por ejemplo:

4.7 kQ t 5%

Las tolerancias comerciales comunes son *10% y 5%
para resistencias que ocupen posiciones no criticas en un
cirecuito y *1%, £0.5% para las resistencias de precisién.
Las resistencias de precisién suelen tener ademas los
coeficientes mds bajos de temperatura.

Los fabricantes expresan el valor de la resistencia
mediante un c¢édigo de colores que da informacidn tanto
del valor nominal como de la tolerancia. En la figura A21

. MARRON
puede verse un ejemplo de [__ R090 DORADO
l—v \L—NARANJA l_

resistencia con una tole-

rancia del 5%. Las dos

primeras barras a la iz-

quierda representan dos

digitos significativos,

la tercera nos dice 1la Figura A21

potencia de 10 por la que hay que multiplicar y 1la barra
de la derecha nos indica la tolerancia. Todo ello segiin
el c6digo de colores de la tabla A2. La resistencia de 1la
figura A21 tendria un valor:

Marrén Rdjo Naranja Dorado

1 2 10 3 5%
.es decir, R= 12 kQ t 5%

Las resistencias del 1% contienen una franja méas
para proporcionar tres digitos significativos.

En la prdctica no todos los valores son disponibles
comercialmente. El nidmero de valores diferentes de resis-
tencia es mayor cuanto menor es la tolerancia. Por ejem-
plo, para wuna tolerancia del 5% los valores nominales
comercialés son los de la tabla A3.

b) Condensadores: )

Igual que en el caso de 1las resistencias,la
capacidad de un condensador también depende de su geome-

tria y del material aislante que se sitie entre las
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DIGITOS

OO B WWWWNANN

Negro
Marrén
Rojo
‘Naranja
Amarillo
Verde
Azul
Violeta
Gris
Blanco
Q
i0 100
1. 11 110
2 12 120
3 13 130
5 15 150
6 16 160
8 18 180
20 200
2 22 220
4 24 240
7 27 270
30 300
3 33 330
8 36 3860
.9 39 390
3 43 430
7 47 470
1 51 510
.6- 56 5860
2 B2 620
8 B8 680
5 75 750
2 82 820
1 91 910

W 00 NN OO ;s W NN =P O

TOLERANCIAS

TABLA A2
kQ

1 10 100
1.1 11 110
1.2 12 120
1.3 13 130
1.5 15 150
1.6 18 180
1.8 18 180
2 20 200
2.2 22 220
2.4 24 240
2.7 27 270
3 30 300
3.3 33 330
3.6 36 380
3.8 39 390
4.3 43 430
4.7 47 470
5.1 51 510
5.6 58 560
6.2 62 620
6.8 68 8680
7.5 75 750
8.2 82 820
8.1 91 910
TABLA A3

Marrén 1%
Dorado 5%
Plateado 10%
Sin color 20%

%

10
11
12
13
15
16
18
20
22

WO~ EB B WWWWRI NN = =
HNOONDIH~JWOOW ~3 N O WM
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armaduras. Es obvio que la cantidad de carga que puede
almacenar el elemento, para una tensién dada entre sug
placas, serd tanto mayor cuanto mayor sea el Area de lasg
armaduras y cuanto mayor sea la influencia eléctrica
entre ellas, es decir, cuanto méas préximas estén. Ademis
serd mayor cuanto mayor sea la rigidez dieléctrica del
aislante. Para un condensador
plano, como el de la figursa

A22, tendremos:

C = €-A/d (A.24)
kd4‘ siendo A el drea de las
Figura A22 armaduras, d la distancia entre

ellas y € la constante dieléctrica del aislante.

Si el condensador no es plano, la expresién matemi-
tica de la capacidad es diferente a (A.24), sin embargo
cualitativamenbte se conserva la dependencia de 1los
factores mencionados.

En la tabla A4 se resumen los tipos méas usuales de
condensadores, la tensién méxima nominal a la que pueden
operar, el intervalo de capacidades en el que se pueden
encontrar comercialmente y el intervalo de temperaturas
de operacidén. ( Estos datos corresponden a la informacién
proporcionada por la empresa SIEMENS AG sobre sus produc-
tos. No tienen porgqué coincidir exactamente con los datos
suministrados por otro fabricante, sin embargo pueden
sefvir como ejemplo de la disponibilidad comercial de
condensadores ). En la tabla A4 también se da como dato
el coeficiente de pérdidas, que se introduce para indicar
la perfeccidén del aislamiento entre las armaduras: Se
define como la relacidén entre la conductancia del elemen-
to y su capacidad, por tanto, en un condensador ideal el

valor de este coeficiente seria cero.Z

2.~ El coeficiente de pérdidas nos da la relacidn entre las conductancias debida a pérdidas y
debida a la capacidad, ambas a una detersinada frecuencia. Para entender bien el sentido de esta
nota serd necesario estudiar el concepto de impedancia definido en la Parte B de este libro.
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El valor nominal de la capacidad de un condensador
puede venir expresado numéricamente de forma explicita o
bien segin el c6digo de colores. En este caso se suele
incluir una franja mdas para indicar la tensidén méxima que
puede soportar el elemento.

¢) Fuentes: .

Las fuentes de tensidén e intensidad reales son
sistemas complejos que se estudiarédn con méds detalle en
otros temas correspondientes al temario de Electrénica.
En este apartado trataremos 1las fuentes reales mediante
un modelo simple que consiste en una fuente ideal y una
resistencia. En concreto:

-~ Una fuente real de tensién se puede representar
mediante una fuente ideal de tensién en serie con una
resistencia, llamada a veces resistencia 1interna de 1la
fuente (Figura A23-a). Cuanto menor sea el valor de dicha
resistencia mds préxima estard 1la fuente real a una
ideal. Una limitacién importante en las fuentes reales de
tensién es la corriente méaxima que pueden suministrar,
por tanto, 1la tensién que genera una fuente real depen-
derd poco de 1la corriqnte que circule por ella, siempre

que dicha corriente sea inferior a la méxima especifi-

T e g [

cada.

J

(a) : (b)
' Figura A23

- = Una fuente real de intensidad se puede represen-
tar mediante una fuente ideal de intensidad en paralelo
con una resistencia, llamada a veces también resistencia
interna de 1la fuente.(Figura A23-b). Cuanto mayor sea el
valor de esta resistencia mds préxima estard la fuente a

una fuente de corriente ideal.
En consecuencia, 1las resistencias internas de las

I3

fuentes ideales son: 19
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Tipo de condensador

Tensidn nominal

Intervalo de

{0e corriente continua

¥De pldstico setalizado

(metal vaporizado}, Dieléctrico de:
-Acetato de celulosa
-HOSTAPHAN, MYLAR
(tereftalato de propileno)
-Policarbonato (MAKROFOL)

-Propileno

- " (autorregenerativos)

tDe bajas pérdidas. Dieléctrico de:
23V a3V
63V a b3V

~STYROFLEX
-Polipropilens
-Mica

-Vidrio

tle cerdmica
-Multicapa

-Multicapa pequenos
{(gran constante dieléctrica)

-SIBATIT 50000

$Electroliticos (iTienen polaridad!)

- =De alusinio
~De tdntalo

tDe potencia

-De continua. (Autorregene-
rativos de pa-
~pel impregnado)
-De alterna. (Autorregenera- 330 V, &40 V
tivos con ldainas
de pléstico
ispregnado).

230V a 1000 V

2ZiVabiov
30 V a 12300 V

100 vV a 250 V
230 V a 40 kv

50 Vy 100 V
50 V y 100 V

4Valzsy

430 V a 2800 V

320 V a 3000 V

capacidad.

0.1 yF a &4 gF

0.033 yF a 100 yF
680 pF a 10yF

0,001 yF a 1 yF

1300 pF 3 4.7 ¢F
0.1 yF a 10 yF

2 pF a 330 nF
2 pF a 100 nF

1 pF a 47 oF
220 pF a 2.2 yF

22 yF a .22 yF

0.47 yF a 390000 yF

0.1 yF a 1200 yF

32 yF a 4800 yF
1 yF a 50 pF

3 pF a 60 yF
1 yF a 4.7 yF
1 yF a 330 gF

1
0
0

TABLA A4



~Tolerancias

110 %, 204

+107 a +20]

5% a

5% a

5% a
7 a

2207

Y204
1204
5%

Coeficiente de
pérdidas (en {0-3)

Intervalo de
temperaturas,

“40,3% a 9]
7 a 30

0.5 pF,
0%, $20%

+30%/-2%

+20%, (+30,-10)%
(+50,-10)%

5% a 1202

1107

104, 20%
+10%, 20%

54, 100

=33 a 125 *C
~33/-23 a +83/

-40/-25 a +85 °C

-33/-23 a 70/123°C

~35 a +83/125 *C

-40 a +70 *C
=25 a +70 °C

=25 a 485 °C

=25 a +70 °C
-10 a +40 °C

-55 a +85 °C 6al10 (1 kHz)
-35 a +85 ¢C 12a15 (.*
~55/40 a 100°C 5al7 {* )
-55 a 100 °C 1a3 (")
-40 a 70/85 °C  0.25 (")
-55 a +85 °C 0.5 (")
-55/-10 a70°C 0.1a03( * )
-55/40 a 85 *C 0.1a0.5( * )

(250 pF) 1.3 ( " )

2333 ( * )

Was ( * )

60 a 150 (100 Hz)

{30 a 80 (120 Hz)

b (30 Hz)
0.3 (%)

o?o
~ N oon

2l



- Cero para una fuente idesal de tensién:
- Infinito para una fuente 1ideal de inten-
sidad. '
Al final de esta parte se hardn algunos ejercicios

que ilustren e insistan sobre estos conceptos.

A5 Sist 1i les:
En general, un circuito puede tratarse como un
sistema sobre el que actian ciertas variables de entrada
x1(t) obteniéndose como respuesta un conjunto de varia-
bles de salida yis(t). (Figura A24). '
X y

—_—> | —

Figura A24
Todos los sistemas que estudiaremos serdn causales.
En estos sistemas las variables de salida dependerdn de

las variables de entrada, es decir,
va = F[xa] (A.25)

donde la forma concreta de la dependencia F sera impuesta
por el tipo de sistema.

Diremos que un sistema es lineal, estrictamente, si
la funcidén F es 1lineal, esto es, verifica 1la siguiente
. propiedad: ‘
si y1 = F(x1) e yz2 = F(x2) entonces

F(ai-xi+az*x2) = ai°*y1 + az- y2 (A.26)

siendo a1 y a2z constantes arbitrarias.

Por tanto, la respuesta ante una combinacidén lineal
de entradas es la misma combinacién lineal de las salidas
que se obtendrian como respuesta a las entradas indivi-
duales.

LLa forma general de F para que el sistema sea
lineal es una relacién proporcional, integral, diferen-

cial o una combinacién de ambas:
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F(x) = ki*x + kz-dx/dt + ka-J x-dt (A.27)

En teoria de circuitos entendemos la linealidad en
un sentido mads amplio: Serdn sistemas 1lineales aquellos
que cumplan el principio de superposicidn.

Principio de superposicién: Si sobre un sistema
actia simultdneamente un conjuntoc de entradas, 1la salida
gque se obtiene es la suma de las salidas que se obten-
drian si cada una de las entradas actuase por separado
siendo nulas 1las dem&s. En la figuras A25 se representa

esquemiticamente el enunciado del principio.

X1 — 3
o
i I S
0 — X1
o
X2 3 X2
: —>
! _9}’2 | Vitya+t--+yN
Qo —> . f '

‘ b ¥
Q0 —
| > YN
]

Figura A25

El sistema es, ademds, lineal para cada una de las
entradas.‘ '

Debido a 1la linealidad de las leyes de Kirchhoff,
las redes constituidas por elementos 1lineales son sis-
"temas lineales. |

A8 Ci i ient : :

Un circuito opera en condiciones de corriente
continua o condiciones DC cuando todas . las tensiones y
corrientes eléctricas en sus elementos son constantes en
el tiempo. Si el circuito es causal, es necesario que las
entradas o excitaciones externas sean también constantes
en el tiempo.

Bajo estas condiciones, 1la relacién entre las

corrientes a través de los elementos pasivos y la tensidn

2{3};



entre sus terminales es:

X Resistencia: V = I-R

X Condensador: 1

o

% Bobina: \') L-dI/dt Como I=cte. = V

Como en un condensador I=0, este elemento se sus-
tituye por un circuito abierto, es decir, por un elemento
de resistencia 'infinita, mientras que una bobina, al ser
V=0, se sustituye por un elemento de resistencia nula,
esto es, por un cortocircuito. Estas equivalencias se

representan en la figura A26.
oWre = elW\e
04*,}—0 <=> 0—o —s

Figura AZ26
Ejemplo: El circuito de la figura AZ27-a estid en con-
diciones de corriente continua ya que la dnica fuente
externa que actia sobre él es una fuente de tensién
continua o constante. Para .analizarlo sustituimos sus
elementos segin las equivalencias anteriores obteniendo
el circuito AZ27-b:

ka0 oan 1k 5
—VWWy UL WW— '
S I
SV T = Snf % 3kQ pe—
c L
(a) ' (b) c

Figura A27 _
Por 1las resistencias y 1la bobina circulard una

corriente
I=- 5V / (3000 Q + 1000 Q) = 1.25 mA

24

C-dV/dt Como V=cte. => I=0 (A28)
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mientras que por el condensador circulard una corriente
I=-0. Aungue no circule corriente por el condensador,
existird una diferencia de potencial entre sus armaduras,
igual a la que soporta la resistencia de 3 kQ:

Va-Ve = 1-3 k@ = 3.78 V

y la carga almacenada en cada una de sus armaduras serd,

en valor absoluto:

Q =C-( Va-Vg ) = 5-10-8 F « 3.75 V = 18.75-10-8 C
Ue
Ejemplo: Divisor de tensiodn.

a) Con una fuente de tensidén: Un divisor de tensidn
consiste en dos resistencias en serie conectadas a una
fuente de tensién externa, tal como se muestra en la
figura A28-a, de forma gque se toma como tensidén de salida

Vo la tensién que cae en una de ellas, en este caso Rg.

A Vs
1 Ry Vo
. TV
T " ‘°‘
i Rz VO
C - — -
(2) (b) = (e)
' Figura A28

La tensién en tre A y C serd la de la fuente Va y

también la que cae en las resistencias Ri y Rz

Va-Vo = Va vy Va-Veo = I-(Ri+R2)

mientras que la tensién de salida, tomada esta entre B y

C, serd la que cae en Rz

Ve-Vo = I-R=2
Por tanto
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I = (Va-Ve)/(Ri+R2)
y sustituyendo ‘
Vo = Ve~Ve = (Va-Vc)+ Rz/(Ri+Rz) = Va-Rz/(Ri+Rz2)

Generalmente en el andlisis de circuitos se suele
elegir un punto como origen de potenciales y se le llama
“toma a tierra" o "toma a masa" del circuito, ya que en
muchos casos este punto se conecta al chasis del equipo
electrdonico o a la toma de tierra del edificio, en defi-
nitiva, a un punto de potencial muy estable. En el andali-
sis del circuito a este punto se le asigna un potencial
cero ¥y todos los demds potenciales se expresan referidos

a él. Su simbolo es: ;L

En el circuito que estamos estudiando se ha elegido
el punto C como toma a ‘tierra, tal como se ve en la
figura A28 b, y por tanto Ve = 0 . En consecuencia:

Va = Va vy Vo = Ve

Muchas veces, al representar un circuito, se omiten
todas las fuentes de tensién continua que estén referidas
al:punto de tierra para simplificar los esquemas. Como
éstas, por definicién, fijan el valor del potencial en un
punto, para saber que hay una fuente de tensidén aplicada
a dicho punto se especifica el wvalor de 1la tensién del
mismo. Por ejemplo, el circuito de la figura A28-b se
representa por el de la figura AZ28-c, en el cual se sabe
.que hay una fuente de tensidén aplicada entre el punto
superior y tierra por la tensién Va que aparece explici-
tamente.:

b) Con dos fuentes de tensidén: Supongamos ahora que
ninguno de 1los extremos del divisor de tensidén esté
conectado directamente a tierra, sino que ambos estdn
conectados directamente a sendas fuentes de tensidn tal
como se representa en la figura A29-a. Si omitimos las
fuentes de tensidén continua obtenemos el circuito de la
figura A29-b. '

Para analizar el circuito tenemos en cuenta que el

punto superior estd a un potencial Vi y el punto inferior
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a -Vz, ya que el terminal positivo de la fuente esta
conectado al punto de potencial cero. Por tanto, 1la
corriente que circula por las resistencias es:

I = [Va-(-V2)]/(Ra+R2) = (V1+Vz)/(Ra+Rz2)

+ V4_

. R4
I Vo
Ra

-V,
(b)

_ _ Figura A28
El punto intermedio estard a una tensidn Vo. Para
calcularla tenemos en cuenta que
o Vo-(-V2) = IRz = (V1+V2)/(Ri+Rz2)-Rz
=> Vo = -V2 + (Vi14V2)-R2/(R1+R2)

Vi*Rz - V2-R1
=) Vo =

Ri + Rz

Otra forma de analizar el circuito puede ser utili-
zando el principio de superposicién: La salida Vo del
circuito se puede obtener como la suma Vo = Vo1+Voz,
siendo Vo1 1la salida que se obtendria cuando solo actia
V1 Yy Vo2 la salida que se obtendria si solo actuase Vz.
Si solo actia Vi, .para anular Vz la sustituimos por un
cortocireuito ya qué es una fuente de tension y debe
sustituirse por un elemento que tenga wuna tensidén nula
" entre sus terminales. Como la fuente estaba entre Rz y
tierra, nos quedard Rz conectada directamente a tierra,

tal como se representa en la figura A30-a.

+V, | =\
Rl R q{ RZ
V°1 Vo 2 <_ ] VOZ
Ry, Ra2 R4
c "—_E' -V T
(a) (b)
Figura A30
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Si solo actda Vz, el circuito resultante es el de
la figura A30-b. (Los dos circuitos de la figura A30-b
son idénticos). Aplicando a estos circuitos el resultado
del apartado (a) de este mismo ejemplo obtenemos:

Vo1 = Vi-<R2/(Ri+R2) ; Voz = -V2-Ri/(Ri+R2)

Sumando: Vi-Rz - Vz2-Ra
Vo = Vo1 + Voz =

Ri + Rz
El resultado obtenido cuando las dos fuentes acfﬁan a la
vez coincide con el obtenido anteriormente.

¢) Divisor de tensién con resistencia de carga:

Un divisor de tensidén puede utilizarse para obtener un
valor de tensidén cualquiera, inferior al de la fuente de
tensién disponible, para ello basta con elegir convenien-
temente los valores de Ri y Rz. Supongamos ahora que se
desea dicho valor intermedio para aplicarlo a una resis-
tencia Ra. Al aplicar 1la salida a 1la resistencia Rs,
llamada agqui de «carga, el valor de dicha tensién de
salida se modificard respecto al valor gque habia cuando
Ra estaba desconectada. El circuito resultante es el de
la figura A31.

+Vy +Vy
Rq
R4
- Vo Vo1
R R
Rz RS 2 3
=V, - “(a) T
Figura A31 Figura A32

‘Para obtener la nueva tensién de salida aplicamos el
principio de superposicién: Cuando sélo actiia Vi nos
quedard el circuito de la figura A32-a, y cuando sélo
actda V2 el de 1la figura A32-b. En ambos circuitos la
resistencia Rz gqueda en paralelo con wuna de 1las del
divisor. El resultado es:
- Figura A32-a:
Vi-(Rz||Rs) Vi-Rz2+Ra/(R2+R3)

Vo1 =

Ri1 + (Rz|Ra) Ri1 + R2-Ra/(R2+Ra)
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- Figura A32-b: -
—Vz-(R1"R3) -V2+*R1i-Ra/(R1i+Ra)
Voz = =

Rz + (Ri||Ra) Rz + Ri-Ra/(Ri+Ra)
Cuando las dos fuentes actiian simulténeamente, obtenemos:

Vi-R2*Ra - V2-Ri-Ra

Vo = Vo1 + Vo2 =

Ri-Rz + Ri-Ra + Rz-Ra

Este método consiste en suponer una corriente
para cada malla independiente planteando un sistema de
ecuaciones lineales con tantas ecuaciones e incdgnitas
como mallas independientes. Veamos un ejemplo: '

Analizaremos el
circuito de la figu-

ra A33. Este circui-

to tiene dos mallas V&

independientes, por

las cuales suponemos

que circulan las R3
corrientes I1 e Iz Figura A33
en el sentido de las agujas del reloj tal como se indiéa
en la figura. Por el elemento Rz circulardn tanto Ii como
I> en sentidos contrarios, por tanto 1la corriente real
qQue circula por él es la superposicién de ambas: Ii1-I2.
La primera ecuacidén la obtendremos aplicando la ley
de Kirchhoff de las tensiones a la primera malla:
Vi = I1*Ri1 + (I1-I2)Rz + I1i-Ra
La segunda ecuacidén se obtendrd aplicando 1la misma
ley a la segunda mallaﬁ
V2-Va = I2°Ra + (I2-I1)-R2
Reagrupando términos:
Vi Ii-(Ri+R2+Ra) ~ Iz2-R=2
V2-Vs = -Ii-R2 + I2-(R2+Ra)

A la vista del resultado anterior, el planteamiento

"del sistema se puede sistematizar en la forma siguiente:

% Se plantean tantas ecuaciones como mallas
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independientes.

* El1 término independiente correspondiente a
la ecuacidén de una malla es 1la suma de las fuentes de
tensidén de dicha malla, tomando como positivas las que
favorezcan a la corriente y negativas las que se opongan
a ella. _

¥ Los coeficientes de las incdgnitas se ob-
tienen de la forma siguiente:

-~ El1 coeficiente de una incégnita en  la ecua-
cién de su propia malla es la suma de resistencias de la
malla.

‘ - El1 coeficiente de una incégnita en la ecua-
cién de otra malla es la suma de resistencias de la rama
que comparte dicha malla con 1la de 1la incégnita, con
signo negativo.
Finalmente, resolviendo el sistema se obtendrian
las corrientes incdgnita.
Supongamos por ejemplo que 1los elementos del cir-
cuito anterior tienen los siguientes valores:
Ri = 1 k@ Rz = 2 kQ Ra = 3 kQ Ra = 4 kQ
Vi=1V Va = 2V Va = 3 V. S

Sustituyendo, el sistema de ecuaciones es:

6000-I1 - 2000-I2 = 1
-2000-I1 + 6000-I2 = -1
con_Il e I2 en amperios, o bien
611 - 2°I2 = 1
-2I1 + B8+I2 = -1
con Ii1 e I2 en miliamperios.
1 -2 B 1
-1 B -2 -
I = — =0.125mA , Ig = —— = -0.125 mA
6 -2 6 -2
-2 6 -2 6

I2 resulta negativa => El1 sentido real de Iz es contrario
al representado en la figura. _

Consiste en elegir como incdgnitas 1las ten-
siones en 1los nudos del circuito y aplicar la ley de

Kirchhoff de las corrientes para cada uno de ellos. Para
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ilustrar el método analizaremos el circuito tipo puente
de la figura A34 imponiendo que la suma de las corrientes
que entra en cada nudo Ry

sea nula.

La tensidén del nudo

d se elige cero (to-

ma a tierra), por V, —=—
. 1
lo que el ndmero de

incégnitas es igual

al ndimero de nudos

menos uno.
Para el nudo a: Figura A34

(Vi-Va)/R1 + (Vb-Va)/Rz2 + (Vo-Va)/Ra = O
Para el nudo b:

(Ve-Vo)/Rz + (Ve~-Vu)/Re + (0-Vu)/Rs = O
Y para el nudo e¢: '
(Va-Ve)/Ra + (Vo-Ve)/Re + (0-Ve)/Ra = O

~Reagrupando términos:

Vi/R1 = Ve -(1/R1+1/R2+1/Ra) - Vo-1l/R2 - Ve-1/Rs3
8] = -Va/Rz2 + Vb -(1/R2+1/Rs+1/Rs) - Ve-1/Ra
0 = -Ve/Rz - Vb-°1/Re + Veo-{(1/Ra+1/Ra+1/Ra)

En este caso también podemos sistematizar el plan-
teamiento del problema:

¥ E1 nimero de ecuaciones serd igual al nimero
de nudos menos uno.

% El término independiente correspondiente a
la ecuacién de un nudo es la suma de las fuentes de
corriente que inciden en el nudo y de las fuentes_de
tensién multiplicadas por la conductancia de las ramas
que las contienen, si dichas ramas también inciden en el
nudo.

¥ Los coeficientes de 1las incégnitas se ob-
-tienen como sigue:

- E1 coeficiente de una tensidn incégnita en
“la ecuacién de su propio nudo es la suma de las conduc-
tancias de las ramas que inciden en dicho nudo.

~ El1 coeficiente de una incégnita en la ecua-

cién de otro nudo es la conductancia de 1la rama que une
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dicho nudo con el de la incégnita, cambiada de signo.

En general conviene usar el método de las corrien-
tes en las mallas cuando las fuentes externas que actdan
sobre el circuito son de tensidn, y el método de las
tensiones en los nudos cuando las fuentes externas son de
corriente. Esto no supone ninguna limitacidén ya que, como
veremos en el apartado siguiente, desde el punto de vista
del andlisis podremos convertir una fuente real de ten-

sién en una de corriente y viceversa.

'4 .

Veremos seguidamente unos teoremas muy tlitiles para
el andlisis de circuitos. No veremos la demostracién de
los mismos, en cambio, comprobaremos su validez con algin
eJemplo.g_‘ :

A.#B-1 Teorema de Thévenin: Cualquier circuito
lineal activo con dos terminales de salida puede sus-
tituirse por una fuente de tensién ideal Vr en serie con

una resistencia Rr.

o L LA
Circuite
lineal C :> w0V,

B

Figura A35

La tensién equivalente de Thévenin Vr es 1la tensién
medida entre los terminales de salida cuando éstos estén
en circuito abierto, y 1la resistencia equivalente Rt es
la resistencia vista desde 1los terminales de salida con
todas las fuentes internas anuladas. Como sabemos, para
anular una fuente de tensién se cortocircuitan sus ter-
minales, y para anular una fuente de intensidad se dejan
sus terminales en circuito abierto.

Ejemplo: Analizaremos el circuito de la figura A36
en primer lugar sin utilizar el teorema de Thévenin y
"después utilizandolo, comprobando la coincidencia de los
resultados.
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— MWL A2 Ri = Rs = 1 k@
. 1 Rz = 5 k@
_ B
Figura A3B

Sin utilizar el teorema de Thévenin podemos obtener 1la
tensidén entre A vy B por ejemplo mediante el método de las

corrientes en las mallas:

V.= I1-(R1i+R2) - Iz2-R=2 10 = I1°6 - I2-5
0 = -I1"R2 + Iz2-(Rz2+Ra+Ra) 0 =-I1-5 + I2-(6+R4)
La tensidén entre A y B serd Va-Vg = I=2-Ra
con 6 10
0 50 50
I2 = = =

+R4
Va-Vg = 50-Ra/(1146+-Ra)

que dependerd, por supuesto, del valor de Ra.

| B6-(6+Ra)-25 11 + B<Ra

Veamos el resultado qQue se obtiene apiicandp el
teorema de Thévenin: B

WY “MA— A —MA—

v _7T__ ’ Rq R2 VQ'_?F_' i;

. —oB
(a) (b) ' (e)
Figura A37

Para obtener la tensién equivalente de Thévenin los

(-]

terminales de salida han de estare en circuito abierto,
tal como se muestra en la figura A37-a. En este caso no
habréd corriente ‘hacia la salida, es decir, la corriente
que circula por Ra es nula y por tanto la caida de ten-
sidén en ella también serd cero, por tanto V'z= Va. Como no
circula corrienté por Ra, la tensién V° serd
V' = V-Ra2/(R1+R2) = 50/6 V.
Por tanto Vr = Va-Ve = V" = 50/8 V.
Para obtener la resistencia equivalente hemos de
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anular la fuente independiente de tensién, con lo que el
circuito resultante es el de la figura A37-b. La resis-
tencia vista des de A y B seré Ra en serie con la com-

binacidén en paralelo de Ri y Rz:
Rr = Ra + Ri|Rz = Ra + Ri-Rz/(Ri+Rz2) = 11/6 kg

Sustituyendo la parte de circuito vista desde A y B
hacia 1la izquierda por su equivalente de Thévenin ob-
tenemos el circuito de la figura A37-c. Con este cir-

cuito: : : .
V1 Ra 50 Ra 50-Ra
Va-Vep = = =
Rt + Ra 6 11/8 + Ra 11+8-Ra

El resultado es el mismo independientemente del valor de

Ra, es decir, el circuito equivalente de Thévenin actusa
igual que el circuito original sobre cualgquier circuito
al que sg conecte.
corriente:

Una fuente de tensién con una resistencia en serie
es equivalente a una fuente de intensidad con una resis-

tencia en paralelo.
Ry

~A ——MV——4

WD En > w0

—- B
(a) (b)
Figura A38
"En efecto, este resultado se puede obtener sin més

*oB

qﬁe aplicar el Teorema de Thévenin al circuito de la
figufa A38-a. Para obtener Vr calculamos la tensidén entre
Ay B. En circuito abierto, toda la corriente In de la

fuente circularda por Rw, por tanto

Vr = InRn (A.29)



Para calcular Rt anulamos 1a fuente independiente
de intensidad, por lo que la resistencia vista desde A y

B es . precisamente Rw:
Rt = Rw (A.30)

Una consecuencia de la equivalencia entre Ffuéntes
de tensidén y fuentes de corriente es el teorema de Nor-
ton. 2

A Z-3 Teorema de Norton:

Cualquier circuito lineal active con dos
terminales de salida puede sustituirse por una fuente de
intensidad In en paralelo con una resistencia Rw.

Circuite [

lineal | <= Iy Rn

activo

Figura A38
La corriente de la fuente equivalente de Norton es
la corriente que circularia entre A y B en ecortocircuito
vy la resistencia equivalente es la resistencia vista des
. de los terminales A y B cuando se anulan todas las fuen-
tes independientes.
Como ejemplo de aplieacién, vamos a resolver el

circuito de 1la figura A36 utilizando este teorema.

(b B
Figura A40
Para calcular la fuente equivalente de Norton los
terminales de salida han de estar en cortocircuito, tal
como se muestra en la figuras A40-a. La corriente que
circula entre ellos en estas condiciones es:
In = V'/Ra con V’=V-:(Rz||Ra)/[Ri+(Rz|Ra)] = 50/11 V
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por tanto, In = 50/11 mA.

-La resistencia equivalente se obtiene igual que con
el Teorema de Thévenin, por tanto hemos de obtener el
mismo resultado: Rn = 11/6 kQ

El circuito resultante es el de la figura A40-b. La
tensidén entre los terminales de salida sera:

Va-Ve = In-(Rn||Re) = 50-Ra/(11+6-Ra)

% . - . . N |
A.f Resolucién de circuitos con elementos no lineales:

Hasta ahora hemos utilizado las leyes de Kirchhoff
y la relacién V=I‘R en la resolucién de circuitos. Como
los elementos eran 1lineales y 1las 1leyes de Kirchhoff
también lo son, el resultado era un sistema de ecuaciones
lineales. Si un elemento no es lineal la relacidén I=f(V)
yva no serd de proporcionalidad, y si ademds tiene més de
dos terminales necesitaremos mds de una relacién entre
tensiones y corrientes para describirlo.

Para analizar circuitos en 1los que aparezcan ele-
mentos no lineales se utilizan los siguientes métodos:

a) Analiticos o numéricos: Se plantean las ecuacio-
nes del circuito incluyendo las relaciones I=f(V) de los
elementos no lineales. El resultado es un sistema de
ecuaciones no lineales que generalmente ha de resolverse
por métodos numéricos.

' b) Grédficos: Si se dispone de curvas que represen-
ten la relacién I=f(V) del elemento se representan sobre
ellas las rectas que se obtienen al aplicar las leyes de
Kirchoff al circuito y se obtiene 1la solucién gréfica-
mente,ves decir, a partir de 1la interseccidén de ambas
curvas.

¢c) Modelado 1lineal: Se sustituye el elemento no
lineallpor un modelo gque consiste en uno o varios elemen-
tos lineales y que tiene un comportamiento aproximado al
del elemento no lineal.

Veamos unos ejemplos: .

Ejemplo 1: Supongamos que el elemento E de la
figura A41 es un elemento no lineal de dos terminales con
una relacién I = kv con k =0.1 A-V-2
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R A Sea V= 10 Vy R = 100 Q.
NﬂAﬁ ® Queremos calcular la
tensidén entre A y B.

Segin la ley de Kirchhoff
V —=— I H E de las tensiones, y ya que
R es un elemento lineal:
T \ I-R + Vas
- I k-VEg
Figura A41B Tenemos un sistema de dos

ecuaciones, la segunda de ellas no lineal. Sustituyendo I
en la primera: V= k-VZ%-R + VaB
Sustituyendo valores numéricos:

10:Vds + Vas - 10
cuya solucién es V =0.85V.

0

El ejemplo anterior se podris resolver grédficamente
en la forma siguiente:
IA\ La solucidén comin a
las dos ecuaciones:
o V=IR+ Vas
NN | I = k-Vis
serd el punto de

interseccién de las

dos curvas represen-

BV Vg

_ tadas por ambas
Figura A42 : ecuaciones:
- Una recta para la ecuacién de la ley de Kirchhoff
. incluyendo los elementos lineales: ‘
I =-1/R - VaB + V/R
A esta recta se le suele 1llamar recta de ¢carga y su
pendiente es -1/R (Véase la figura A42).
- La curva que representa la ecuacidén del elemento
no lineal.
El punto de intersececién (V=0.95 V, I=0.09 A) es
la solucidén del sistema.
Ejemplo 2: En la figura A43 =se representa un ele-
ménto de tres terminales, no lineal. Para analizar el
‘circuito es necesario disponer de dos relaciones entre

lag tensiones y corrientes, ya que de las seis magnitudes
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desconocidas : Ii, Iz, Ia, Ve-Va, Ve-Vm, Ve-Va, dos de
ellas se pueden relacionar con las otras sih mas que
aplicar las leyes de Kirchhoff:

I1 + Iz = Is

Ve-Va = Ve-Ve + Vp-Va

B V. V2 = 12 V.

Vo
Vi
Izi R2 Ri = 100 Q
Re c Rz = 500 @
E
JE |

Vi °_—\/V\/\FfB—

—_—>
Ia I
Figura A43
Las dos relaciones necesitadas podrian ser:
I1 = ki-VEa con ki = 10-2 A-V-2
I2 = k2‘V%A con k=2 = 10-3 A-V-2

Ademés necesitamos dos ecuaciones adicionales para
poder determinar las cuatro incégnitas. Estas ecuaciones
nos las proporciona la aplicacién de las leyes de Kirch-
hoff a las mallas de entrada y salida del circuito:

Vi = I1-R1 + Vea
Va2 = I2-R2 + Veca

Con las cuatro ecuaciones podemos obtener Ii, Iz,
Vea, Vea. E1l resultado es:

I, = 40 mA Vea = 2 V. I= = 16 mA Vea = 4 V.
0
A 4 Régi I itorio:

Aunque el anidlisis de 1los circuitos cuando las
sefiales eléctricas son variables en el tiempo se haréd en
la parte siguiente, incluimos en esta parte los casos
simples de 1la carga y descarga de condensadores por
considerarlos de utilidad para el estudio de las familisas
l6gicas.

' Cuando la tensién continua de las fugntes indepen-
dientes cambia de nivel, las tensiones y corrientes a
través de los elementos del circuito evolucionardn hacia

los nuevos valores que les correspondan. Esta evolucién
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se producirid durante un cierto tiempo que depende de los
valores concretos de los pardmetros del circuito. Veamos
unos ejemplos:

a) Descarga de un condensador:

Supongamos que,
en el circuito de 1la figura
A44, 1a red RC esta conec-
tada a la fuente de tensidn.
Como por el condensador
no puede circular corrien-
te, vc = V. Supongamos que

" en t=0 el interruptor

cambia de posicién, con 2
lo cual la tensidén externa Figdra A44
que alimenta el circuito es cero. Aunque dicha tensién
cambie bruscamente, la tensién a través del condensador,
como ya sabemos, no puede hacerlo. En consecuencia:
ve(0) =V
A partir de ese instante, para t»>0:
0 = i*R + ve
C-dve/dt
Sustituyendo: C-R+dve/dt + ve = O

El producto RC tiene dimensiones de tiempo. Lo llamaremos

i

constante de tiempo del circuito: T = R-C
' T-dve/dt + ve = O

Vamos a resolver la ecuacién anterior:

T+dve/dt = - vc => dve/ve = - dt/T
Integrando entre t=0 y cualquier t:
ve(t) : t
dve 1
= - — dt
ve T
ve(0) 0
ve(t) t t
ln —— = - — = ve(t) = ve(0) exp(- — )
ve(0) T T
-t/T

ve(t) = ve(0)-e
La tensidén en el condensador evoluciona haecia su

valor cero exponencialmente. E1 tiempo caracteristico de
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Ve A

la descarga es ia oavi
constante de tiem-
po T e indica la
velocidad con 1la
que se produce

la descarga del 04V

condensador.

Se define |
el tiempo de. Figura A45 _
bajada como el tiempo que transcurre desde que la tén—
sién pasa del 907 del wvalor maximo al 107 del valor
médximo tal como se representa en la figura A45. El primer

punto se alcanza cuando

exp{(-t/7v) = 0.9 => t=0.1'71
y el segundo cuando
exp{(-t/T) = 0.1 => t = 2.3"71

El tiempo de bajada es:

Supongamos ahora que inicialmente el interrup-
tor de 1la figura A44 estd en la posicidén que conecta la
red RC con el punto de tierra, es decir, supongamos que
el condensador estd inicialmente descargado: Si t<0 =>

ve=0 '

En el instante t=0 el interruptor cambia de posicién
conectando la fuente V a la red, con lo cual el conden-
sador tenderd a cargarse hasta que vc = V.

Aungue la tensién externa cambie bruscamente, 1la
tensién a través del condensador no puede hacerlo y por
tanto:

ve(0) = O
A partir de ese inétante, para t>0:
V= i*R + vc
i = C-dve/dt
Sustituyendo: C«R+dve/dt + ve = V
Haciendo de nuevo la definicién v = R-C
T'dve/dt + ve = V
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Resolvemos la ecuacién de forma andloga al caso anterior:
AN

trdve/dt = V - ve =  dve/(ve-V) = - dt/7
Integrando entre t=0 y cualquier t:
~ ve(t) t
' dve 1
~ = - — dt
A(ve=V) T
ve(0) o
; va(t)-V t t
n — = - => ve(t)-V = -Veexp(- — )
ve(0)-V T T
-t/T

ve(t) = V- (1 -e )

En este caso, la tensidén en el condensador evolu-
ciona hacia su valor final V también exponencialmente. El
tiempo caracteristico de la carga es de nuevo la
constante de tiem- Ve A

- po f'e'indica la os@; T e e —

"velocidad con 1la
gue se produce

la carga del

condensador. oAy

Se define 0AT 23Tt
el tiempo de Figura A48

subida como el tiempo . que transcurre desde gque la ten-
sién pasa del 10% del valor mdximo al 80% del valor
méximo tal como se representa en la figura A46. El primer

punto se aleanza cuando

l-exp(-t/T) = 0.1 => t=0.17
y el segundo cuando
. 1-exp(-t/T) = 0.8 => t = 2.3-71

El tiempo de subida es: ty = 2.3t - Q.17 = 2.2-T1
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M
1.- Halle la resistencia equivalente entre los puntos A y
B del circuito de la figura A47.

10 kQ

. x0 %%

A 5 ke 10 ke
WAA——AMW

A o— ‘ 10 k@ — B
5 kQ
WV 10 kQ
Figura A47

Solucién: 5 kQ

2.~ Calcule la diferencia de potencial entre los puntos A

vy B del circuito de 1la figura A48 y la corriente que

circula por cada resistencia.
1.5 kQ

YW

g v L |
T B ke
4 k@

B

Figura A48
Solucién: Vag = 3 V. Corrientes: 2 mA, 0.75 mA, 0.75 mA,
0. 5 mA. |

3.- Calcule 1la condicién que deben cumplir las resisten-
cias del circuito de la figura A®O para que la corriente

que pase por RS sea nula.

Solueién : Rz*Ra = Ra*Ra
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Ra1

~ W L LTE

Re ‘ Re
Figura A49 Figura AS50
4.- Calcule la corriente que circula a través de la

resistencia R del circuito de la figura AS50 si R = 2kQ.
Solucidén: 4/3 mA '

5.- Calcule la corriente que circula a través de la
resistencia Ri en el circuito de la figura AS51.
Solucidén: -2 mA

7V
|
|
= M-
- R2 \/ +
r (1 kQ)
- | L v
R1 T
(3 kQ) .
R3 (2 kQ)
Figura AS51 Figura AS2

B.- E1 circuito de 1la figura AS82 representa una fuente
real de tensién de valor V = 15 V. en circuito abierto y
resistencia interna r = 10 ©. Caalcule la resistencia
»minima que se puede conectar a sus terminales de salida
para que la tensién entre ellos no difiera en més de un
1X¥ de su valor en circuito abierto. ZCuaI es la inten-
sidad méxima gue proporciona 1la fuente en estas con-
diciones? ( Solucién: Rmin= 980 Q, Imex= 15 mA)
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7.- Se quiere transformar 1la fuente de tensién del pro-
blema anterior en una fuente de intensidad conectindole
en serie una resistencia Rs, tal como muestra la figura
A53, de forma que proporcione 1 mA en cortocircuito.Cal-
cule:

"Rﬂ

- E1 circuito equivalente de Norton.

- La resistencia méxima que puede colocarse
entre los terminales de salida para que la intensidad a
través de ellos no difiera en mads de un 1% de su valor en
cortocircuito.
Solucién: Re=14890 Q, In=1 mA y Rx=15 kQ, Rmax=151.5 Q

A

¢VNNF' JVV\ o 800 Q

r Ra §
— 4.7 kQ

.-( _T_ 1.5V 5

P
®

&

Figura AS53 Figura A54

8.- En el circuito 'de la figura AS54 se representa una
fuente de tensién con resistencia interna DE 800 Q que
actda sobre una resistencia de 4.7 kQ.

a) Se utiliza un amperimetro con resistencia inter-
na de 10 Q@ para medir 1la corriente que circula por 1la
malla. ¢Cual serd la lectura del amperimetro y en qué
porcentaje variard la corriente por 1la presencia del
amperimetro?.

o b) Se retira el amperimetro y se coloca un vol-
timetro con 100 kQ de resistencia de entrada para medir
1aitehsi6n entre A y B. ¢Cual serd 1la lectura del vol-
tihetro' v en qhé porcentaje variard la diferencia de

potencial entre A y B por la presencia del voltimetro?.

Solucién : a) 0.2825 mA, 1.77%. b) 1.323 V, 0.53%
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‘ri rz P—— -\IA\/‘\II‘V_ PO .

Re I ! ﬁ

. (1 kQ) E% h .
| _ _l . /
. e _
Vi Vz :
—[ T‘_ | I R
Figura AS85 Figura A58

9.- Se conectan dos fuentes de tensién con resistencias

internas ri = r2 = 12, y valores nominales Vi =1 V vy
V2 = 2 V. respectivamente, tal como muestra la figura

A55.
. a) Obtenga la corriente que circula por cada fuente
v por RL. |

b) Suponiendo que 1las fuentes del circuito son
baterias con carga suficiente para proporcionar 1 mA
durante 100 h, calcule el tiempo que tardaria en descar-
garse Vz manteniendo constante la corriente anterior.
Solucién: a) -0.498 A, 0.501 A, 1.488 mA. b) 12 min.

10.- Se conecta a los terminales de salida de un circuito
. lineal una resistencia de 100 kQ obteniendo una tensién
de salida de 14 V. Si se conecta una resistencia de 1 k@
la salida es de 10 V. Calcule el circuito equivalente de
Thévenin repfesentado a trazos en la figura A5B.
Solucidén: Vr = 14.06 V, Rr = 406 Q.

11.- La resistencia longitudinal de una cinta de Aluminio
de 3 mm de ancha y 0.5 mm de grosor es 0.1 @ a 20 °C.
Calcule la longitud de la cinta y la resistencia a 60 °C

si la resistividad del Aluminio es 2.826-10-8 Q-cm y su
coeficiente de temperatura 0.0038 Q/°C. | ‘

Solucidén: L = 5.31 m. y R(B0°C) = 0.1156 @



12.- Calcule el espesor del aislante de un condensador
plano con dieléctrico cerdmico ( titanato de bario--
estroncio ) con constante dieléctrica relativa €»=7500,
para que su capacidad sea C = 10 nF si las armaduras son
circulares de 1 cm de didmetro.

( Constante dieléctrica del vacio = 8.854-10-14 F/cm)

Solucién: 0.522 mm

13.- Calcule la corriente eléctrica que circula por Rs en
el circuito de la figura AS57.
Solucién : I=0.883 mA

Vi =2V
V2 =3V
Va =85V
Rz Ri = 1 kQ
Ra Rz = 2 kQ
Ra = 5 k@Q
Re = 1 kQ
Rs = 3 kQ
Ve
Vi 'T_
Figura A57

14.- Calcule el valor de la tensién V2 en el circuito de
la figura A58.
Solucidén: 0.478 V

Ci =1 nF

: Ri Rz Ra
Vi . Va Va
W~ 01II VYV | VYV cJ C2=Ca =
‘ : R4 10 nF
Cz :
Rs ‘

10V T

Figura A58

15.~ Obtenga los circuitos equivalentes de Thévenin y
Norton de los circuitos de la figura ASS.

0.766 V, Rr = 255 Q, In = 3 mA

-1.143 V, Rr = 1714 2, In = -0.867 mA.

Solucién : a) V¢
b) Vp



Ri1

Ra.

» e e b
Viz1l V, Va2=2 V, Va=3 V, Ri=1kQ, Re=2 k@, Rs=3 k@, Re=4 kQ
‘ Figura A59 .

16.- Calcule 1la modificacién de Vo si la resistencia Rz
del circuito de la figura ABO cambia de 100 Q a 10 k@Q
a) Con R1 1 k@
+'b) Con R1 = 0 .
Soluecién: a) 2.032 V, b) No cambia

17.- Calcule la modificacién de Vo si la resistencia Rz
del circuito de la figura AB1l cambia de 100 Q a 10 kQ

a) Con Ra 10 kQ

b) Con Ri1 = & 00"
Solucitn: a) 3.71. V, b) No cambia

WA AW Yo ANV
Ri | 1k | 1 : Rz

Figura ABO : | Figura A61

11

5V C:j

Rz | 2 ke Ra 2kQ

18.- Calchle el valor de V' en el circuito de la figura
AB2. ( SoluciGn: ~8=888~¥ )
Vzav
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()
&) VWV
1kQ Ia
1V . - V1
u v' ™ 1kQ Rz
2V
1kQ ':If." V2 Ra
Figura AB2 Figura AB3

19.- En el circuito de la figura AB3, calcule el valor de
la corriente que circulﬁ-por Ra pasando todas las fuentes
a fuentes de tensién y resolviendo por el método de las
corrientes en las mallas.

Ri=R2=1 kR, Ra=Ra=2 kQ, Vizl V, V2=3 V, Ia=1 mA
Solucidén: 0.5 mA

20.- Resuelva el problema anterior pasando todas las
fuentes a fuentes de tensién y resolviendo por el método
de las tensiones en los nudos.

21.- En el circuito de la figura AB4 las entradas pueden
estar conectadas a V=5 V. o a 0 V. segin la posicién de
los conmutadores. Si éstos estdn controlados por las
variables 16gicas So, Si, Sz, Sa de manera que cuando S=0
la entrada estd a la referencia y cuando S=1 estd a 5 V,
a) Obtenga el circuito equivalente de Thévenin
excluyendo la resistencia 2R de salida.
b) Calcule la mixima tensién de salida.
Solucién: b) 3.125 V.

R . R R
MW — W W——F— "
2R 2R 2R 2R<L 2R 2R
-
% S, ‘ sff S3 <
L I .
2\ X SN £ v
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22.- En el circuito de la figura ASSIdparece una fuente
de corriente dependiente de corriente. Obtenga el valor
de 1la tensién Vo. | |

Solucién: Vo = 5.92 V

23.- En el circuito de la figura AB66 existe una fuente de
tensién dependiente de tensién. Sea'R1=1 kQ y Re=10 kQ

a) Si Av = 200000, Rin=1 MQ y Ro=10 2, obtenga la
relacién entre las tensiones de entrada y salida.

b) Repita el célculo en el limite Ro -> O

c¢) Calcule de nuevo la relacién entre las tensiones
de entrada y salida si, ademés Rin -> @ y Av ->w h
Solucién: a) -10.001. b) -10.00055, e)-10

10 v

82kQ %
’ ° (B=200) Vi
I—a

ST

v

|

1

0.
181;9%

Figura AB5 Figura AB6

24.- En el circuito de la figura AB67 aparece un elemento
no lineal cuya relacién.I(V) se representa en la figura
AB7-b. Sustituimos el elemento por un modelo lineal a
tramos tal como se muestra en la misma figura, aproximan-
do la curva I(V) por tramos rectos. Obtenga la tensién V
en los extremos del elemento en funcién de Va (para cada
valor de Va) suponiendo que la tensién externa siempre es

positiva.
Solucién: Si Ve s 2V, V=Va/2. 8i Vo> 2V, V = Va-1
100 Q -
v 3
10 wmA
Vs * '

Tioprn AG3 | Y 48
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25.- Sobre el circuito de la figura AB8 actdan dos fuen-
tes externas, una de elias'cohstante y la otra que pre-
senta un escalén en t=0 tal como se muestra en la misma
figura. Obtenga 1la tensién en los extremos del conden-
sador:

a) Para t<0.

b) Cuando t -> o _

~¢) Justo en ei ‘instante inicial después de la

aplicacidén del escalén de tensién. Obtenga también Je

d) Obtenga la constante ‘de tiempo del circuito.
(Tomando como magnitud de salida la tensidén a través del
condensador. ) ‘
Solucién: a) 0.25 V, b)fi.25 V, ¢) 0.25 V,2 mA, d) 5 us’

1 ke 1 ke
Vi
YW\ WW 1vA
* 10 ngl_ L
Vi - 1.5V »
I°T t
, _ |l v
Figura ABS8

26.- En la fuente de tensién de la figura AB8 se produce
un escalén en t=0 que hace gque la tensidén de entrada al
circuito pase de 2 V a 4 V tal como se representa en la
misma figura. Calcule:

a) Los valores estacionarios de vo antes y después
del salto de tensién.

"b) E1 tiempo de transicidén entre ellos ( tiempo de
subida ). :
Solucién: a) 1.5V, 3 V. b) 55 us.

1 ke 0.1LH
| | | Vs
MA MM v »
N 4V
Va A 3k g — 2V
- —>
o t
Figura A68
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PARTE B : ANALISIS GENERAL DE CIRCUITOS CON SENALES
VARIABLES EN EL TIEMPO. S

B.l Introduccién:

En esta parte veremos élgﬁnos‘ conceptos y herra-
mientas fundamentales para el andlisis de circuitos
cuando las seffales o excitaciones externas son variables
en el tiempo.‘ En primer lugar desarrollaremos un f6r4
malismo par el estudio de circditos en condiciones de
corriente alterna ( condiciones AC ) suponiendo que las
fuentes externas son arménicas. Dediéaremos gran atenciédn
a este tipo de sefiales, no porque séan muy frecuentes en
la prdctica ( recordemoé que esta tedria de circuitos se
ha escrito para un curso dé Electrénica ) sino porque
cualquier sefial se puede descomponer como superposicién
de sefiales arménicas. Esto se verd con detalle en la
seccidén B.4. |

Mds adelante, desarrollaremos un formalismo gene-
ral, formalmente v&alido para cualquier tipo de sefial de
entrada, basado en 1la transformada de Laplace. Este
formalismo nos permitiréd obtener' tanto la respuesta
transitoria como estacionaria de un circuito, ¥ édemés,
en el caso de una entrada arménica estacionaria, engloba
como caso particular al formalismo de fasores en con-
diciones AC.

| Finalmente veremos un método gréfico para la repre-
sentacién de la respuesta en frecuencia de un circuito:
el diagrama de Bode. ‘En 1ugar de desarrollar ﬁn método
general para 1& obtencién de este diagrama hemos prefe-
rido introducirlo a través de’ejemplos simples, compo-
niendo a partir de ellos_diagramas mas complejos.

Como ya hemos dicho en otras 'ocasiones,'esta parte
ha de ser estudiada antes de abordar los temas de Elec-
trénica Analégica del femario.de Eléctrénica General.
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EZ E ,].‘. I - 4.I I.' - ’ . l
alterna. '

Estudiaremos la respuesta de sistemas lineales ante
entradas alternas, es dedir, variables con el tiempo. El
tipo de entradas que se van a considerar seran del tipo
seno o coseno.

Ejemplo: x(t):XH-cos(wt+§)

Como las funciones seno y coseno son periédicas con
periodo 2n, la funcidén x(t) es peridédica con periodo T,
de tal forma que cada.T segundos repite todos sus va-

lores. Por tanto wT=2m ; w=2u/T.

A xm
/7 t

Figura B1

A w se le 1llama frecuencia angular, sus unidades

son radianes/segundo, y esté relacibnada con la frecuen-
cia real f segin la expresidén w=2uf ya que £f=1/T, sus
unidades soh Hertzs’o ciclps/segundo. ’

% es el valor de la fase en el origen de tiempos,
esto es, si la sefilal tiene una fase ¢ para t=0 quiere
decir que alcanzd su valor mdximo un tiempo t° antes del
origen, siendo wt'=% ; t /T=8/2n . Relativo al periodo de
las funciones arménicas, la fase representa la fraccién
de dicho periodo en 1la cual 1la sefial estd adelantada
respecto al origen de tiempos.

X se conoce como la émplitud de la sefial y coin-
cide con el valor del médximo de dicha seiial.

En resumen, conoceremos perfectamente"una Seﬁal
alterna si conocemos sﬁ frecuencia angular w , y con ella

su frecuencia f y su periodo T, su amplitud X V¥ su fase



en el origen 3.

Para el andlisis de circuitos en corriente alterna
utilizaremos un formalismo basado en la variable compleja
que tiene como justificacién el principio de superposi-
cién: _ _

Si sobre un sistema lineal actGa una sefial de
entrada alterna x1(t)=Xm-cos(wt+®) vy se obtiene a la
salida una respuesta yi(t), 1la resolucidén del problema

radica en obtener dicha sefial de salida yi(t).

x1(t)=XM-cos(wt+d) — ' vi(t)

Supongamos ahora . que sobre el sistema actia una
sefial de entrada xz2(t)=Xu'sen(wt+d) y el sistema responde

dando una salida yz2(t).

x2(t)=XmM-'sen(wt+d) — ya2(t)

S8i ahora actia sobre el sistema una combinacidn
lineal de las entradas anteriores se obtendrd como salida
la misma combinacién 1lineal para las salidas indivi-

duales.

ai1*x1(t)+azx2(t) — L a1-y1(t)+az-ya2(t)

iste resultado, valide para cualquier valor de las

constaites a1 y a2 serd vdlido para ai=l y az={-1=].

x1(t)+J-x2(t) — — v1(t)+j ya(t)

~

3i deseamos calcular yi(t), podemos suponer que
sobre 21 sistema actda la combinacién lineal Xm-cos(wt+d)
+j-Xm* sen(wt+®) obteniendo una salida compleja yi(t) +
Jey2(t). La parte real de esta salida compleja serd la

salida yi(t) buscada.
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Para representar estas sefiales complejas a menudo
utilizaremos la férmula de Euler: eda=cosa+j-sena.
x(t)=Xu-cos(wt+P)+j - Xm-sen(wt+d)=Xm-ed (WE+B) =Xy eI Wt.gl®

Separando la dependencia temporal del resto,podemos

expresar:

x(t)=X-edwt donde X=Xm-ed® Im

es un nimero complejo llamado ' //’

fasor que lleva informacién /;NO

acerca de la amplitud y fase ' f: R

de la sefial. : : Relx]
Figura B2

B.2-1 Relacid I ] tensid ] Lent ]
1 ! : jent 1t
" a) Resistencia. Supongamos que en los extremos de
una resistencia de valor R cae una tensién v=vm-edwt.egd®,
la corriente que circula a través de ella tomarda el valor
' i=v/R = vm/R-edwt.ed®
De esta expresidén se puede deducir que la inten-
sidad y la tensién estdn en fase; la amplitud o valor
méximo de 1la intensidad es proporcional a la amplitud de

la tensién.

Representacién temporal Representacién fasorial
ky B
m (14
_ v
i
$
Rel]
Figura B3 Figura B4

b) Condensador. Sin pérdida de generalidad supon-
dremos que la tensién entre los extremos del condensador
se puede expresar por Vv=Vm'coswt. Como la relacién ten-
sién-intensidad es i=C+-dv/dt,la corriente 'que circula
‘tomard el valor i

iz-C*vm*wesenwt = wW*C-vm-cos(wt+w/2).



Si utilizamos el formalismo complejo <y suponemos

una tensién v=vm+edwt, la intensidad tomard el valor:
i=C-dv/dt = jew-C-vm*edwt = j.w-C-v

Como J se puede expresar como un complejo de médulo

1 y fase w/2, la intensidad tomard la expresiodn:
izw C-vmred(wt+n/2)>

En este caso la intensidad estd adelantada en fase

respecto a la ﬁensién.en /2, es decir la cuarta parte de

'

un periodo.

Representacién temporal Representacién fasorial
Vm ‘
Im
i Q2
v Re
Figura BS o Figura BS

¢) Inductor. Supongamos que por un inductor circula
una intensidad de valor i=Im-coswt; como la relacién
tensién intensidad es v=L-di/dt tendremos una tensién
v=-LeIm*w-'senwt = weL-Im-*cos(wt+w/2).
Si utilizamos el formalismo complejo Yy suponemos
una -intensidad izIm*edwt, la tensidén tomard el valor:
vzL-di/dt = jew*L*Im edwt = jew-L-1i
viweLeImred(wt+n/2)
Ahora la tensién estd adelantada en fase respecto a

la intensidad en w/2.

Representacién temporal . Representacién fasorial
4
—V
m m
Im

ANAVA v
/“sz J t Jve

——

v o % Re
Figura B7 Figura BS

Resumiendo:



Para resistencias v=R-i y multiplicando por e—3dwt
‘obtenemos la relacidén entre fasores V=R-I.

Para condensadores v=i/(j-w*C) y Para sus fasores
V=I/(j-wC).

Para inductores v=j*w:L*i y Para sus fasores
V=j-w-L-I.

.En la préctica aunque se haya afirmado que la sefial
real de salida de un circuito, utilizando el formalismo
complejo,se obtiene tomando la parte real de la salida
compleja resultante, esto no serd necesario en la préc-
tica. En efecto, ya que los fasores llevan informacién
sobre la amplitud y fase de 1la sefial,una vez fijada o
conocida la frecuencia (que coincide con la de las sefia-
les de entrada) podemos establecer una aplicacién biyec-
tiva entre las sefiales reales y sus fasores complejos
asociados:

Fijada w, x(t)=Xm-cos(wt+d) < X=Xm-ed®

En consecuencia podemos analizar 1los circuitos en

corriente alterna utilizando operaciones algebraicas

entre los fasores.

Utilizando el formalismo de 1los fasores hemos
deducido unas relaciones de proporcionalidad entre ten-
siones y corrientes para los elementos pasivos. Al factor
de  proporcionalidad se 1le llama impedancia -de dicho
elemento y es, en general, un nimero complejo: Z=v/1.

Para una resistencia Zgr=v/i=R
Para un condensador Ze=v/i=1/(j-w-C)=1/(w-C)-e—dmr2
Para un inductor Zr=v/i=j*weL=w-L+edrn/2

Podemos enunciar una ley llamada de Ohm, por exten-

sién, para fasores dé la forma:
V=I-Z

Se define la admitancia de un elemento como la
inversa de su impedancia: Y=1/Z;

Yr=1/R Yec=j-w+C=w+Credrn/2 Ypr=1/(j-w-L)=1/(w-L)-e-dm/2
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Los teoremas de Thevenin y Norton, la egquivalencia
entre fuentes de tensién e intensidad y los métodos ae
andlisis de ¢ircuitos por nudos vy por mallas, que se
estudiaron el la parte A de este libro en el tratamiento
de las sefiales continuas, son perfectamente védlidos para
sefiales alternas; las diferencias esenciales son que
donde habldbamos de resistencias ahora trabajaremos con
impedancias vy donde antes se hablaba de tensiones e
intensidades ahora trabajaremos coh los fasores de ten-
siones e intensidades.

El teorema de superposieidén tienhe un valor préctico
cuando nos encontramos con un cirecuito de alimentacién
continua y alterna simultdnéamente. La sslida segin el
teorema serd la suma de las salidas individuales reales,
vy se muestra éspecial atencidén sobre la palabra real pues
aunque cuando en alterna trabajamos con el formalismo
compléjo, tanto las sefiales de entrada como las de salida
son reales, y por tanto al final de un problema habri que
establecer la relacién entre 1los fasorezs y las sefiales
reales solucidén de dicho problema.

En los ejemplos siguientes mostraremos la aplieabi-
lidad de todos esto teoremas.

- Ejemplo 1. Cdleulo de ve en el circuito de la
figura B9 wutilizando las 1leyes de Kirchoff mediante el

método del andlisis por mallas.

Y -
R L
v éi:)c p— %;)Rz §
Figura B9

Sea vs=vM-cos wt, el fasor asoeciado serd
Vezvu+edO=vy

Aplicando la primera ley deée Kirchoff a 1las dos
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mallas se obtienen las expresiones:
Va=I1*R1+(I1~-I2)-1/(j-w-C)
O=Iz2-j*w-L+I2*R2+(I2-T1)-1/(j-w-C)

De este sistema de ecuaciones tendremos que despe-
jar el valor de Iz pues 1lo gue queremds calcular es la
tensidn ve, que en notacidn fasorial Vo=I2+*R. Resolviendo
entonces el sistema tendremos:

[JwCVs]

I 2 BN o iy 7

T ¥ TWPLC-w2C2R1R51JW(CR1-W2C2L.R1+CR2) ]

que expresado en forma polar, es decir dando su médulo y
fase quedaria Iz2=I=2m-ed® con
CR1i-w2C2LR1+CR2

®-n/2-arctg
-w+* (LC+C2R1R2)

WwCVu

Ton=

\[(w2LC+w2C2R1R2)2+w? (CR1-w2C2LR1+CR2)?

Como aplicacidén numérica supongamos que la sefial de
entrada tiene una frecuencia £f=50000 Hz y una amplitud
Vu=10V y para los componentes C=100 nF, R1=100 Q, L=1 mH,
R2=10 kQ. Sustituyendo en 1las expresiones de la fase y
‘el médulo obtendremos:

9=-1.29 rad I24=0.3 mA
La intensidad estd retrasada en fase respecto a la ten-
sién en 1.29 rad, es decir, 1.29/2n-100=20.5% del pe-
riodo. La tensién Vo=0.3e-31.29pA-10kQ = 3e-31.28 V, Y 1la
tensién real serd igual a:
Vo= 3V-ﬁos(wt—1.29)
10V v

Vo

Figura B10O

Para la resolucién de este problema se ha elegido
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el andlisis de mallas, que no quiere decir que sea el

méds rédpido ni el méds eficaz.

EJemplo 2. Cdlculo de vVve en el circuito de 1la
figura B11.

A vy — T
R Z vO

L Vg @? 7,

Vs @) ¢ =

R

7 I
Figura B11l Figura B12

En el cdlculo de ias impedancias Zi=R y para Z2 hay

que tener en cuenta que las impedancias en slterna juegan
el mismo papel que 1las resistencias en continusa siendo
idénticas las reglas de asociacidén; en consecuencia
jwL
Z2=Ic||ZL=
1-w2LC

El circuito gueda como un divisor de tensidén con 1lo
que 1la tensién de salida Vo=Vg-Z2/(Z1+Z2), que susti-
tuyendo por los valores de las impedancias queda

awL

Vo=Vs-
R(1-w2LC)+jwL

Si Vg=Vu el médulo y fase de la tensidn de salida son:

‘ LwVM
VoM=

YRz (1-w2LC)2+w2L?

wL
P=w/2-arctg ——
R(1-w2LC)

En la expresién de Zz se observa que si w®*=z1/LC se
anula el denominador y Z29w. En este caso el médulo de Vo
es VM v la fase es cero. En cambio si w0 ¢ wdm; V0.

Al valor de la frecuencia que hace gque 1la tensiédn
de salida sea mixima e igual a la de la entrada se le
llama frecuencia de resonancia de weste circuito. Méas

adelante se precisardn estos conceptos.
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Ejemplo 3.0 Circuito con una fuente dependiente de

intensidad.

|
VW _, l R Vo
Ry C

Ve @b ile‘% A,-aép Rs% .

Figura B13
En este caso la fuente de intensidad tiene un valor
nominal proporcional a 1la intensidad gue pasa por Rz,
ig=Az*i siendo Ax el factor de proporcionalidad. Para
calcular el wvalor nomiﬁal de la fuente de intensidad es
necesario calcular la magnitud eléctrica de 1la cual

depende,en este caso; la corriente 1i:

: Vs
I= s
Ri+Rz2+1/(jwe)
Ar-Vg
IS: »
Ri+R2+1/(jwe)

como por la resistencia Rs solo pasa la intensidad de
esta fuente: '
JjwC

Voz=-IsRa=-ArRaVg
1+jwC(R1+R2)

de donde podemos obtener el médulo y la fase:

wC
VoM=A1R3Vu

\V1+w2C2(R1+R2)?

P=-rnt/2-arctg(wC(R1+Rz2))

La tensién real vo=VoMm-cos(wt+8).

Ejemplo 4. Calcular la bensién'entre los extremos
de la resistencia Re del circuito de la figura Bl4 utili-
zando el teorema de Thevenin.

El primer paso serd agrupar elementos y sustituir-
los por impedancias equivalentes como se ve en la figura

B15. Una vez hecho esto sustituiremos el circuito visto
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'w" II AWAA— 0
Re . | A
R1=100 @ C=10 nF - R, ¢ 8 Ry
Rz=1 k@ L=1 mH %
Ca
Ra=Ra= 870 Q @RVS ®is R 3

£f=30 kHz 0.523 "%
is=2mA-cos(wt+EZN08) 7 | 1 B
vs=5V-coswt Figura B14 '

desde los terminales A y B por una fuente ideal de ten-

sién y una impedancia en serie segin el teorema de Theve-
nin. N Y A

L

Vsﬂ'\) isQ) 2

Figura B15 Figura B1B
El valor de la fuente de tensién serd la tensién
que cae entre Ay B en circuito abierto: en circuito
abierto no puede pasar corriente por Za, por tanto
Va=Va’. ‘
Llamando I1 a la corriente que circula por 21 e Iz
a la que circula por Zz:
Va--Vp=I2Z2=Vg-11Z1 I1Z1+412Z22=Vg
I1+Is=I2 I1-I2=-Is
multiplicando la segunda ecuacién por Zi Yy restando se

tiene: ' Vs+lsZa
Igz —4——— — con lo que
21472

Vs+lsZai
Va-Vp=I2Z2=Z2"
Z14Z2
81 sustituimos valores y expresamos todo en forma
binémica tendremos: Z1=(100-j530.52)Q, Zz;(1000+j188.5)9;'
Z3=870Q, Vs=5V, Ig=(1.732+j3)+-10-3 A, gque 1llevado a 1la
dltima expresidén tendremos una tensién Thevenin
Ve=Va-Vp= (4.79431.722) V

Para calcular 1la impedancia Thevenin anulamos las
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fuentes, cortocircuitamos las de tensién y abrimos las de

intensidad, quedando una agrupacién de impedancias como

en la de la figura B17. — 1A
Zq 13
Ze=Za+Z1Z2/(Z1+Z2) .
2
Ze= (1187.7-3372.8) Q
B
Figura B17

- -Sustituyendo el circuito inicial visto desde A y B
por el circuito equivalente, 1la tensién gue cae en Ra
seréa VA-VB=Ve+Ra/(Ra+Z¢)=2.138-¢d0.188 V; y su valor
real serd por tanto Va-Ve=2.138-cos(wt+0.166) V.

-—_| 1 A
14
Vt @ :é Ry
B
Figura B18

Ejemplo 5. Resolver el problema del ejemplo ante-
rior convirtiendo todas 1las fuentes a fuentes de co-
rriente.

S5i nos fijamos en la figura B15 la combinacién de
la fuente Vs en serie con Zi puede convertirse en una
fuente de intensidad Iwn=Vgs/Z1, que sustituyendo valores
tomaria la forma: IN=9.262-ed0.44, en paralelo con una
impedancia Zn=Z1=(100-3530.5)Q.

El circuito resultante se muestra en la figura B1S,.

® - Un i 7, '24 ® isi; W, 1,

Figura B1S . _ Figura B20
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Z:1 y Z=2 tienen sus terminales comunes,estdn en
paralelo. Por otro lado In e Is inyectan corriente al
mismo nudo, por tanto sus efectos se suman; el circuito
resultante se muestra en la figura B20.

Como se observa del circuito, ahora resulta mis
fdcil terminar el probiema si se convierte la fuente de
intensidad en tensidn en lugar de dejarlo tal como esti:

Ve=(In+Ia) (21//22)=(4.79+31.723) V
resultado idéntico al obtenido wutilizando el método de
Thevenin. El1 resto del cédlculo es por tanto idéntico al’

del ejemplo anterior. B

Ejemplo 6. Resolver el problema del ejemplo’aqte~
rior utilizando el teorema de Norton.

Si nos fijamos en 1la figura B1l5 vamos a sustituir
tddb:el circuito visto desde A y B por una fuente_ideal
de corriente y una impedancia en paralelo.‘El valor de la
fuente de intensidad es el de la corriente entre A y B en

cortocircuito (figura B21).

Figura B21

Para resolver el problema convertiremos la fuente

de 1nten31dad Is por una fuente de ten51on
Z2=1000+3188.5=1017.6- ed'=- Q
Vs2=Is-Z2=1.543+j1.326 V

Una vez modificado el circuito podembs calcular la
intensidad Norton mediante el método de mallas (Figura
B22):

' Vs-Vs2=I11(Z1+Z2)-InZ2
Ves2=-T1Z2+In{Z2+23)

63



Figura B22
Resolviendo el sistema de ecuaciones llegamos a una
expresién para la intensidad Norton:

Vs2Z1+Vs 2y
In=

Z2ilZ2+21723+Z273
que'sustitUYendo por sus valores se obtiene:
In=4.153-10-3ed0.21 A
La impedancia équivalente se calcula igual que en
el caso del equivalénte Thevenin y por tanto tendré el
mismo valor:
Zn=(1188-3j373) @
Para terminar el problema queda calcular la tensidén

que cae en los extremos de la impedancia Za (figura B23):

A

ST

Figura B23
Va-Ve=In-ZIn|[Z4=2.138ed0.17 V .
Como siempre la tensién real haciendo 1la transfor-
macidn correspon&iente queda de la forma;
Va-Vp=2.138+cos(wt+0.186) V

Ejemplo 7. Circuito con alimentacién continua y
alterna similtdneamente. Calcular la tensién de salida ve
para el circuito de 1la figura B24. Los valores de los

parédmetros son los siguientes:
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Ri= 100 @ Ci= 10 nF
R2= Ra= Ra= Rs = 1 k@
Li= 1mH f= 30 kHz
Vs=10edo Vee= 30 V

Figura B24

Para resolver el circuito se hard uso del teorema
de superposicién: en primer lugar se hallard la respuesta
debida tinicamente a la fuente continua; para ello anula-
remos la fuente vs cortocircuitdndola. Posteriormente se
obtendrd la respuesta debida dnicamente a 1la fuente vg,
anulando en este caso la fuente de continua: Vee=0, 1la
resbuesta dé'real, cuando las dos fuentes actian a la
vez, es la suma de respuestas obtenidas por separado.
NOTA.iLa respuesta correspondiente a la sefial alterna hay
que expresarla en su forma real, pues aunque se trabaje
con fasores en un circuito so0lo existen tensiones e
intensidades reales.

a) En condiciones de continua los condensadores se
comportan como circuitos abiertos y los inductores como

cortoecircuitos (figura B25).

Vee Vee
Ry Ra// Ry
Ry
<> Vo
Figura B25
Ra//Rs
Va=Vece:- = 15 V
Rz2//Ra+Ra//Rs

b) En alterna 1la fuente de tensién continua se
anulard, es decir, el punto en el que estd conectada Vece

se conectard en este caso al punto de potencial cero,
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esto es, se cortocircuitard con el punto de toma a tie-

rra. El circuito resultante se muestra en la figura B26:

Figura B26
Si hacemos el andlisis de impedancias el circuito

¥ los valores de las impedancias quedan de la forma

Zi1= (100-j530) Q ' Z
Z2= 500 Q
. V Ao Y
Za= j188 5 <> Y
Za= 500 Q
Figura B27

Resolviendo el circuito mediante el método de
mallas se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
Vs=I1(Z1+Z2)-12Z2
0=-11Z22+412(Z2+Z3+24)

De este sistema podemos despejar la intensidad I=,

Vezz

21(Z2+Z2a+Z4a)+22(Za+Z4)
El valor de la tensién Vo=I2-Za; sustituyendo todas

I2=

las impedancias por sus valores obtenemgf:
0.
Vo=3.21+j2.74 V = 4,22eJFﬂ!- v

El desfase es de 0.22 $ Vee
rad vy la amplitud de 4.22 V.
Como el periodo de las fun- - \ /¢\_ /f\p
ciones arménicas es de 2mn, el \\/’_'
desfase respecto a la tensién ;\x ;Zr\\ /f
de entrada serd 0.22/2rn=11.2% \\// ' \\// \\//
del periodo. En la figura B28

se representan las tensiones Figura B28
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de entrada y de salida.

Se ha estudiade ya como résponde un sistema linesl
afte una seffal arménica. La importancia fundamental del
cofiocimientse de la respuesta en freecuencia de un sistema
se debs al sigiiente resiiltado:

Cualquier sefial periédica se puede expresatr coiio
c¢ombinacién lineal de sefiales arménicas. En concreto:
si f{t) es una sefial periddica, ¢oh periodo T, es deeir
F(t)=f(t+T) para cualquier instante de tiempd t, F(t) es
desarrollable en sefie de sefialés arméniéas en la forma:
£(t)= ;zjcnednwt =Co+Caredwt+Czed 2ut+,

n=-t +C-1e=d%t4+C- ze-dzwﬁ+
siendo wos2n/T=2nf

A c¢ada una de las funciones arménicas gué aparecén
en la combinacién 1lineal se 1é 1llama arménico de la
sefial, por ejemplo Ciedwt seria el arménico de primer
ordern, Czed2wt geria el arménico dé segundo orden,ete.

Para 1la obtencidén de 1los coeficientes del desa-

rrollo en serie sé evaluard la siguiente integral:

T T @
Iu=f f(t)-e-dkwt.dt = J > Casednwt.e-dkwt.dt =
0 _ : 0 n=-t
00 "T
n=-a |0
T ed<n-ko>wxt [T 0 si ngk
la integral ed¢n~kdwtedt = —— | =
J0 (n#k) j(n-k)wo |0 T &i nz=k

: .03 T
de este modo Ik= jg:ChJ ed<n-kiwt.dt = Ck-T
n=-a |0

1T
Ci = — | E(t)-e<dkwt.dt
T o

Propiedad:
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T 1 [T
C-k = F(t)-e-dC-kwtdedt=— | £(t)-edkut-dt

0 T JO

Si Ck* es el conjugado de Ci,

1T 1 T

Cu* = — J f*x(t)-edkwt.dt=— J f(t)-edkwt-dt
T /O T JO

[como f(t) es real coincide con su conjugada f(t)=f*(t)]

De la Gltima expresién se deduce que Cu*=C-k.

En consecuencia, el médulo de Cxk coincide con el de
C-k ya que |C*|=|Cx|=]|C-x|, v la fase de Ck estd des-
fasada en © radianes respecto a 1la de C-x. Conocido el
arménico Ckedkwt de 1la sefial peridédica conoceremos
también su arménico simétrico C-ke—-Jdkwt es decir, cada
arménico aporta la misma informacidén que su simétrico. Si
en el desarrollo en serie de Fourier aparece un arménico,
debe aparecere  su simétrico para que 1a combinacidn de
ambos sea un nidmero real:

Credkwt4C_re—dkwt=Cred kW tCp*e-Jd k¥t .
=Credkut+(Cred kwt)* = 2°Re[Cred kwt]
2-Re[|Cuk|-ed® edkwt]=2|Cx|cos(kWot+Pk)

Al conjunto de coeficientes Ck del desarrollo en
serie de Fourier se 1le llama espectro de la sefial. Al
conjunto ICkl en funcién de w se le 1llama espectro de
amplitudes y es simétrico ya que |Ck|=|c—k|. La fase de
Ck nos proporciona la fase del arménico correspondiente.

Ejemplo 1:
Iyl

~5W, -4W, -3Wg 2W, -W, Wo 2W 3W, 4Wo 5Vb W

Ejemplo 2: Obtencién del desarrollo en serié de

Fourier para una onda cuadrada como la representada en la
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figura B29. Vm

4

F(t)= '
-Vm si T/25t<T

¥rn

Figura B28

Para la obtencién del desarrollo de Fourier se han

de calcular los coeficientes del mismo.

1 [T 1 [T/2
Ck = — J F(t)-e-dkwe.dt = — [J Vm-e-dkwt.dt +
T JO . T Jo
°T

~Vm-e-Jdkwt.dt]
JT/2 '

T/2 Vm e-Jdkwt |T

Vm e-Jkwt

T -~Jjkw 4] T -Jkw T/2
Vm 1 k=par
= (e-Jdkn_]1-g-Jk2ryeg-Jkr), como e—Ikwr=
-JkwT -1 k=impar
K k=par
entonces Cuk=
4-Vm
, k=impar
_j2nk

Como f(t)=Co+Ciedwt4(Coed2wty |
+C-1e-3dwWt4C.pe-d2wty |

4:Vm eJdkwt-g-Jkwt 4-Vm

¥y Credkwt4C._pe~Jkwt= — = . sen kwt,
(k impar) N2wk 3 nk ‘
4°Vm sen 3wt sen 5wt sen 7wt
£(t)= (sen wt + + + +...)
R 3 5 7

El espectro de amplitudes de la sefial cuadrada se
representa en la figura B30. Te6éricamente son necesarios
infinitos términos para reconstruir la sefial original,
sin embargo ya que los coeficientes son decrecientes al

aumentar el orden del arménicec, geéeneralmente se obtiene
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Aleyd

), | 1 | 2 1 1 3 i ; 1 n A
“7W  -SW 3w  -w W 3W 5wW 7w W
Figura B30

una buena aproximacioén con un nimero finito de términos.

En_la figura B31 se representa la aproximacidén que se
obtendria sumando un nimero de n términos. Cuando n=1 se
representa 1inicamente el arménico fundamental:
| 4:Vm/msenwt.
Se observa tambiéﬁ que después de representar 128
términos se obtiene una sefial que aproxima bastante bien

a la sefial original.

Eigura B31

Si la seﬁal no es periddica, también puede desarrollarse

como combinacién 1lineal de arménicos pero, en este caso,



de frecuencias infinitamente préximas con lo que la suma

debe sustituirse por una integral:

+0
f(t)= J F(w)-edwt-dy

-0
donde los coeficientes F(w) se pueden calcular segin

- 1 [+w
F(w)s — I f(t)re-dwt.dt
2n -0

A F(w) se le 11ama’espectro de la sefial y cumple
pridcticamente todas las propiedades del espectro dis-
creto. En concreto, el espectro de amplitudes sigue

siendo simétrico para que f(t) sea una funcién real.

AFiwl

iv

Figura B32

B B-I “Qngegtg de fjltrQ

vSe denomina filtro a cualquier sistema capaz de
actuar de forma diferente sobre distintas bandas de
frecuencias. ‘

Puede haber filtros que permitan pasar seflales de
frecuencias bajas y eliminen o atenlien las de altas
frecuencias: serian filtros paso-bajo. Otros eliminarén
las de bajas frecuencias dejando pasar las de altas
frecuencias, son 1los filtros paso-alto. Otro tipo de
filtros permiten el paso de sefiales cuya frecuencia esté
comprendida en un determinado intervalo de frecuencias,
eliminando el resto, son los filtros paso-banda.

Dentro del marco del andlisis de Fourier hemos
visto que una sefial, periddica o no, se puede‘expresar ‘en

combinacién de una serie de armdnicos de distinta fre-
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cuencia. Si esta sefial actiia como . entrada de un filtro,
a la salida de éste, cada uno de los armdénicos se habré
visto modificado de manera diferente dependiendo de su

frecuencia: se habrédn atenuado, eliminado o amplificado.

E I !l ] ’I En E I - N
Se define el valor medio de una funcidén peridédica

como:

— 1 T
x(t):———-j x(t)-dt, siendo t el periodo de la sefial.
' T 0 :

Si la sefial es arménica,es decir, del tipo

x(t)=XmM-cos(wt+®), su valor medio es nulo. En efecto:

_ 1 T
x(t)=—— J XM cos(wt+d)-dt
T JO

1 T :
S J XM- (coswtecosd-senwt-send)-dt

T 0
XM [T T
=—— [cos®| coswt-dt-sen®|senwt-dt]
T JO 0
Xu - senwt T coswt T
=— [cos® ] + sen@[ J ] =20
T = W o W o
_ Se define el valor eficaz de una sefial periédica
como:
1 T :
x.f=qx’(t) = \|— [x(t)]2-dt
T 0

En el caso de una sefial arménica, el valor eficaz

se obtiene dividiendo la amplitud por 2. En efecto:

1 T
xef=“——— J XM*-cos?(wt+®)-dt

w XHZJT 1+cos2(wt+d)

= {l — _ dt
T 0 2
XM2 [T dt  cos23 [T sen2d [T

= [ —_— cos2wt-dt- - sen2wt-dt ]
T Jo 2 2 o 2 0
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[— + + ] = —
T 2 2 0 2 g 12

La justificacién del empleo extendido de los valo-

W W

‘Xu’ T cos2® [ senZwt ]T sen2d [ cos2wt ]T Xm
res eficaces en el andlisis de «circuitos eléctricos se
encuentra en el concepto de potencia.

La potencia eléctrica esv la energia que se trans-
fiere a un elemento por unidad de tiempo. Esta energia
transferida puede ser almacenada por el elemento o di-
sipada transformidndola en energia térmica. En el primer
caso la energia almacenada suele ser devuelta de nuevo
pof"el elemento,siendo en este caso negativa.

La expresidén de la potencia es:

P=i+*v, su unidad es el watio

En el caso de corriente continua esta magnitud es
constahte en el tiempo: P=I-V.
| En el caso de corriente alterna, el producto
i(t)-v(t) es variable con el tiempo y se 1llama potencia
instanténea: '

P(t)=i(t) v(t)=Imcos(wt+P)Vmcoswt
donde @ es el desfase de la intensidad respecto a la
tensién.

Generalmente la magnitud que interesa es 1la poten-
cia media en un periodo, que es la potencia neta que se

] ] . o dapede  ew fvwa de wlyy.
transfiere para producir trabajo. A e&ta magnitud se le

denomina potencia activa y se calcula segin la expresién:

N 1 T
Paz=P(t)=—— J IM-cos(wt+®) VM- coswt-dt
T 1]

1 T T
=—— IuVu [ cos@J cos’wt-dt—senﬁjsenwt-coswt-dt ]

T 0 0
1 T T cos2wut TsenZwt
= — IuVu [cosd-(— + : )- send — +dt ]
T _ 2 0 2 0 2
= IuVmcosd/2;

Pe=lef*Ver cosd
A cos?® se le llama factor de potencia. En el caso

de los elementos pasivos toma los valores:
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Resistencia: i=v/R cosd=1
Condensador: i=v/Zc=wCvedm/2 cosd=0
Inductor : i=zv/Zr=v/(wlL)-e-dm/2 cos®=0

La potencia activa disipada por un condensador o un
inductor es cero (recordamos que este resultado ﬁe refie-
re al valor medio sobre un periodo; el valor medio cero
significa que durante medio periodo el elemento almacena
energia y durante el otro medio periodo la devuelve al
resto del circuito). La potencia disipada por una resis-
tencia corresponde al valor méximo permitido para el
factor de potencia. A este valor médximo se 1le denomina
potencia aparente. .

PQ=lef*Ver

para el tratamiento de 1los elementos reactivos
(condensador e inductor) es decir de aquellos para los
cuales la potencia activa es nula se define la magnitud
potencia reactiva, que representa el valor de la energisa
alomacenada promediada durante el tiempo en el cual se
almacena:

Pr=Ief*Vee-send,
siendo ¥, al igual que antes el desfase de la intensidad
respecto a la tensién.

Fara relacionar estas definiciones con el formalis-
mo de lo fasores complejos que se ha desarrollado para el
andlisis de sefilales alternas, se define 1la potencia
compleja como: '

SskeI*.V
Si I=Imed® y V=Vned® entonces
Szg'Ime'dﬁ'VmedezgfIm'Vm'e_d<u-9>=Ief'VeféF¢
siendo g=%-8 el desfase de la intensidad respecto a la
tensién.

Fn consecuencia
S=lag-Vof*(cosg-jseng)=lesr*Vef-cosi-j*leg*Vef seng
S=Pea-JjPr

De donde deducimos que 1la prtencia activa es la

parte real de S y la potencis reactiv: es la parte ima-
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ginaria de S cambiada de signo.

Ejemplo 1: Calcular la potencia activa y reactiva
suministradas por una tensidén alterna de 10 V. de amplitud
a la impedancia de la figura B33.

LLa impedancia de esta combinacién de elementos es
Z=R+1/(jwC)=R-3J/(wC) que expresado en forma polar o

exponencial queda:

1 -jarctg(1/wRC) -j0.4
Z =\|R%*+ e = 166.8 e Q
w2(C?2
S=¥I*-V 1 V= 1 |V -j0.4
; S= — — V= — « _— = 0.3-e
I=V/2 2 Z 2 Z*
Potencia activa : Pa=Re(S)=0.3cos0.4= 0.09 W

Potencia reactiva : Pr=-Im(S)=0.3sen0.4= 0.23 W
Potencia aparente : Pq=|5|=0.3 W.
.Este mismo resultado podria obtenerse utilizando el
formalismo temporal:.
v(t)=10+cos2wl103t V — V=10 V
I=V/2=0.06-ed0.4 A i(t)=0.06cos(2wl03t+0.4)
Ver=10/42=7.07 V, Io¢=0.06/7/2=0.04 A, $=0.4 rad

Factor de potencia: cos®= 0.3

R Cc
sen?®=0.95
Pazler*Vof-cos®=0.09 W tl

Pr=Iefr-Vof sen?®=0.23 W.
Figura B33
B.5 Formalismo basado en la transformsda de Laplace.
En este apartado se va a tratar una nueva forma de
analizar circuitos mediante la transformada de Laplace.
La definicién y propiedades de esta transformada se

pueden estudiar en el apéndice A 2.

. ito.
Para analizar un circuito mediante la transzformada
de Laplace se han de seguir los siguientes pasos:

a) Aplicar las leyes de l.irchoff para obtener 1la



ecuacién que represente al circuito, es decir, aquella
que me relacione la entrada y la salida del circuito. La
ecuacién que obtengamos serd una ecuacidn diferencial.

b) Aplicar 1la transformada de Laplace a ambos
miembros de la ecuacidén diferencial para obtener una
‘ecuacidén algebraica en la variable s. De esta ecuacidn en
s despejamos la transformada de Laplace de la sefial de
salida: Vo(s).

c¢) Obtener 1la transformada inversa de la transfor-
mada de la salida con el fin de conocer 1la sefial de
salida en funcién del tiempo t: vo(t). Para ello debere-
mos expresar la transfqrmada de la salida, Vo(s), como
una combinacién 1lineal de funciones cuya transformada
inversa ya conozcamos, ¥ lo mds simple es expresarlo como
suma de fracciones simples.

Analizaremos a continuacidén los siguientes ejemplos
aplicando paso a paso cada uno de los tres puntos ante-
riores.

Ejemplo 1: Para el circuito de la figura B34 y dada
la entrada vi(t) gue se muestra en la misma figura cal-
cular la tensidén de salida veo(t).

VO

+ 3 S —

i A C
, —I_ >t

"Figura B34

La tensién de entrada vi(t) es una funcidén escalédn

proporcional a la funcién escaldén unidad, es decir:
vei(t)=Veu(t)
a) Si aplicamos la leyes de Kirchoff obtenct remos la
ecuacidén del circuito:

Vai(t)=i(t) -R+voe(t)
vi{(t)=C-Redve/dt+veo
i(t)=C-dve/dt

con .ve(0)=0 ya que el condeasador estaba inicialmente
descargado.
b) Si aplicamos la transformada le Laplace a ambos
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miembros de la ecuacién del circuito resultara:
LIvi(t)]=L[C-R-dve/dt+ve], _
utilizando las propiedades del apéndice A.Z2 tendremos:
V-L[u(t)]=CRL[dvo/dt]+L[Vo],
V'1/s=CR[s*Vo(8)-vo(0)]+Vo(s),
como vo{(0)=0 tendremos entonces para la transformada le
Laplace de la salida:

V'
Vo(s)= ——M ——
s(CRs+1)

c) En este apartado se descompondrd Vo(s) como suma
de. fracciones simples para después aplicar la transfor-
mada inverssa y conocer, en definitiva, ve(t).

| A B
Vo(S): —_— +
s CRs+1

Se han de calcular los coeficiente A y B, para ello

compararemos las dos expresiones anteriores:

A B A A(CEs+1)+Bs
Vo(s)= + = =
s CRs+1 s(CRs+1) s(CRs+1)

igualando 1los numeracores (que han de coincidir para

cualguier valor de la variable s):

ACR+B=0 :
B=-VCR, de este modo Vo(s) queda:
A=V
\Y VCR
Vo(s)= —— -
s CRs+1

aplicando por Gltimo la transformada inversa,
L-1[Vo(s)]=V-u(t)-V-C-R-e-t/RC/(R-C),
’ vo(t)=V:[1-e-t/RC] t>0
"Ejemplo 1: Para el circuito de 1la figura B35 y dada
la entrada +vi(t) que se muestra en la misma figa;a cal-
cular la tensidn de salida ve(t).
Para el andlisis de este circuito procederemos de
manera similar al ejémplo anterior:

a) Ecuacidén del circuito:
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Vi(t)=i(t) -R+L-di/dt+ve(t)
vi(t)=C+ R-dve/dt+LCd2ve/dt2+va
i(t)=C-dve/dt

VYT UL Vo 4 Vi)

R L v
+ .
Vi CD_ D ¢ ==
—r1
Figura B35

como la tensidn inicial en el condens:dor es cero, enton-

ces vo(0)=0, y como la corriente inicial de 1la bobina es

cero, 1(0)=0, entonces 1la dveo/dt evaluada en t=0 es

también cero.

b) Transformada de Laplace a ambos miembros de la
ecuacién del circuito:
Vi(s)=LC[s®*Vo(s)-svo(0)-dve(t)/dte=al+

+RC[sVe(8)-va(0)]+Va(s)
Vi(s)=(LCs*+RCs+1)Vo(s)

V/s
Vo(S)=

LCs*+RCs+1
¢) Transformada inversa de la salida:
Para darle mayor generalidad a la solucidén de este pro-

blema definimos:

v 1 28 RC R C
Vi(s)= s LC= , —= RC, 6= —  woz — \|—
s Wo?® Wo 2 2 1\ 1
Vi(s) Vi(s)wo?
Vo(s)= =
(s/Wo)2+428(s/Wwo)+1 S24+20WosS+We?

Como se saba se ha de descomponer en fa‘:tores el
denominador para poder expresar 1la funcién como suma de
fracciones simples. Para ello distinguiremos tre:s casos:

(::)Las raices del denominador son reales:
Sl—-Ul—‘5W0+‘52Wo —Wo

szs—cz=—6w°—Q6zwo -Wa?
~o1=Wo(-8+\82-1)
—02=w°(—6-ﬂ6=—1)
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Para que g1 y 02 sean reales es necesario que el
radicando sea positivo : 8%-1>0 3>1.
en este caso el denominidor se puede expresar
segin:
82+28wos+wWo®*=(s+01 )(s+02),
y la transformada de la salida tendréd la forma:

Vwo? A B C
Vo(s)= = + -+ =
s(s+o01)(s+02) s s+01 s+02

A(s+01)(s+02)+Bs(s+02)+C(s+01)s

. S(S+dl)(st02)
Comparanio los numeradores: S
A(s+01)(s+02)+Bs(s+02)+C(s+01)s=Vwo?

Han de coincidir para cualquier valor de s, en concreto:

VWoz
si s=0 Acgi102=Vwo? CAe——
{(og102)
o . . vwoz
si s=-01 B(—cl)(~cafoz):Vw°= B ei——m—
c1(01-02);
VWoz
si s=-og2 C(-0g2)(~-02+01)=Vuo? O —

c2(02-01)
una vez conocido el valor de 1los coeficientes
podemos calcular la transformada inversa de Vo(s):
Vo(t)=L-1[Vo(s)]=Au(t)+Be-cti+Ce-at

Vwo® oze~ot-gie— 9t gze~St-gie—of
= fu(t)+ — ' 1 = V(1- )
gi102 . : gL—-g2 g2~-01
L
vt LV -----
1
Cee Figura B38
Raices del denominador compleias conji gadas:

s1=Wo( -8+ V8%2-1)
s2=Wo(-6-82-1)
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con 82-1<0° 8<1 Vs8z-1 = j\1-8%.
Si definimos oi=0oWo, W1EonI:5; tendremos,
' si1=-0o1+jwa
s2=-01-jw1
El denominador se expresa segin:
S%+20Wos+Wo2=(s-51)(s-s2)=(s+01-jw1)(s+o1+jw1)=(s+0)%+w1?

Vwo?
Vo(S)=

s[(s+01)%+w12]
En este caso el polinomio de segundo grado no se
puede factorizar gquedandose de la forma:

A Bs+7 A(s+01)?+Aw12+Bs?+Cs
Vo(s)= + =
s (s+01)%*+wa? s[(s+01)2+w12%]

Comparnado los numeradores obtenemos:
términos de 2° grsdo A+B=0
términos de ler grado 2A01+C=0
términos independientes A(012+w1? )=Vwo?,

despejando los coeficientes de las expresiones anteriores

tendremos:
A=V B=-V C=-2Vo1i

v . s+201

Vo(s)z= — -V =
.8 (s+01)%+wa1*
v - s+01 o1 W1
= — -V -V —
s (s+01)2+w1? W1 (s+o01)%+wa1?

Aplicando ahora la transformada inversa:
Vo(t)=L-1[{Vo(s)]=V(u(t)-e-atcoswit-o1/wie~tsenwit)=

) X i‘-
Wl/WoCOSW1t+01/Wéﬁm&01t
V-(1- e ) =
W1/Wo

Wo -g1t Wi
V-(1- — sen (wit+8)e ) con tg8=—

W1 o1
(:i1) Raiz real doble:
S
Nos encontramos en este caso cuando 6=1, ahora

81=82=-0Wo=-Wo,

el denominador se factoriza segiin la axpresién:
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vt

Figura B37
S2+20WosS+WoZ2=(sS+Wo )=

Vwe?®
Vo(s)=

s(s+Wo )=
En este caso 1la separacidn en fracciones simples
sera: '

A B C A(s+wWo)2+Bs(s+wo )+Cs
Vo(S)= + + =
s s+Wo (s+Wo)? s(s+wWe)?

Comparando los coeficientes de ambos numeradores
término a término:
términos de 2° grado A+B=0
términos de ler grado 2Avo+wo+C
términos independientes Auo®z=Vwo?,

despejando los coeficientes de las expresiones anteriores

tendremos:
' A=V B=-V C=-Vweo
\Y 1 Wo
Vo(g8)z —— -V — -V ——
s (s+we) . (s+wo)?

Aplicando ahora la transformada inversa:
vo(t)=L~1[Vo(s)]=V(u(t)-e-Wt-wote-wt)=

-Wat
vo(t)= V-(1l-e *(l-wot))
wo 8 o _
t
Figura B38
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Este tercer paso para calcular 1la tensidn ve(t)

. . we? ﬁewrt WLUNHWAO -
mediante 1la transformada inversa de Vo(s), Afortunada-
mente, en gran parte de los problemas de interés podemos
extraer informacién suficiente de Vo(s) sin tener que

calcular la sefial en funcién del tiempo ve(t).

B.5-2 Método basado en la transformada del circuito .
Impedancias.

En la prédctica resulta mucho mds simple a la hora
de analizar un circuito, realizar 1los pasos 1 y 2 en
sentido inverso, es decir, aplicar primero 1la transfor-
mada de Laplace a cadﬁ elemento del circuito y apliecar
posteriormente las leyes de Kirchoff al ec¢ircuito trans-
formado. Esto es posible ya que las leyes de Kirchoff son

lineales y la transformada también:

nudo nudo

1= ley : > ig(t)=0 > Ii(s)=0
3 3
lela malla

28 ley : >  vi(t)=0 > Vi(s)=0
3 J

Se ha de conocer por tanto 1la relacidn que existe
entre V(s) e I(s) para cada elemento:

a) Resistencia:

v(t)=i(t)-R V(s)=I(s)*R

A 1la relacién entre V(s) e I(s), en el caso de que
sean proporcionales se le llama impedancia. En este caso
la impedancia es:

Zr=R V(s)=I(s)*Zr

vy la resistencia se representa por:

R IR
—WW—o <f—T> 0—1——o

Figura B39
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b) Condensador

L i(t)=C-dv(t)/dt I(s)=C+[sV(s)-v(0)]
Definimos la impedancia del condensador Zc
Zc=1/Cs I(s)=V(s)/Zc-Cv(0)

o bien despejando V(s) V(s)=I(s)Zc+v(0)/s
Ambas relaciones son equivalentes y permiten repre-

sentar al condensador mediante 1los siguientes circuitos

equivalentes:
m—ﬂ:::}——{kf—w
c Zc v{g)
O— { I[ 0 4——> ZC 5
o— —0
@
cv(0)
Figura B40
¢) Inductor
v(t)=L+di(t)/dt V(s)=L-[sI(s)-i(0)]
Definimos la impedancia del inductor Z.n
ZL=Ls V(s)=I(s)-ZrL-Li(0)

0o bien despejando I(s) I(s)=V(s)/Z1+i(0)/s
Ambas relaciones son equivalentes y permiten repre-

sentar al inductor 'mediante los siguientes circuitos

equivalentes:
&—{:::F—{F———w
L
— <> [
—
1  iOss [ °

Figura B41
Utilizando estos resultados, obtenemos la transfor-
mada de Laplace de vo(t) mediante el siguiente procedi-
miento:
a) Aplicacién de 1la transformada de Laplace al
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circuito: equivalente a sustituir cada elemento por su
modelo en el dominio de 1la transformada, segiin se ha
visto anteriormente. -

b) Aplicacién de las leyes de Kirchoff en el domi-
nio de la transformada.

Quedaria aln un tercer paso que es el mismo que el
del apartado B.5-1, es decir obtener vo(t) a partir de
Vo(s) mediante la transformada inversa de Laplace.

Se vuelve a recalcar que este método es mucho més
rapido y sencillo due el expuesto en el apartado an-
terior. Veremos su aplicacién analizando el circuito de
la figura B35.

Ejemplo 2: Analizﬁr el circuito del ejemplo_l del
apartado B.5-1 mediante el procedimiento que se acaba de
estudiar. '

a) Si sustituimos cada elemento de dicho circuito
por su modelo en el dominio de la transformada quedaria
un circuito como se muestra en la figura B42.

— —— Vo(S)

Zp L Lo

+ Z¢
V(S (P
] = Yo

S

Figura B42
En nuestro caso vo(0)=0 e i(0)=0, con lo que desa-
parecen las fuentes de tensidn correspondientes a las

condiciones iniciales:

— } { }; — A

+
76 (P. Ks) Ei'é | V4S)

[

Figura B43
b) Aplicando las leyes de Kirchoff en el dominio de
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la transformada tendremos las siguientes expresiones:
Vi(s)=I(s)R+LsI(s)+I(s)/Cs
Vo(s)=I(s)/Cs
de donde podemos despejar V(s),

Vi(s)
Vo(S)-:

LCs*+RCs+1
expresién que coincide con la que se obtuvo en el ejemplo
del apartado anterior para Vo(s).
El siguiente paso seria obtener la salida vo(t) que

yva se ha analizado para este circuito.

B.B F 160 de ¢ .
B.6 1 Definicis Ei ]

Si representamos un circuito como un sistema 1li-
neal, excitado por una entrada externa x(t) de forma gque
responda con una salida y(t) (puede ser una tensidén o una
corriente cualquiera), se define 1la funcién de trans-
ferencia del circuito como la relacidén entre la transfor-
mada de Laplace de la salida y la de la entrada suponien-
do que el circuito estaba inicialmente relajado.

Se entiende por una situacidén de relajacidén total
inicial a aquella en la cual todas las condiciones ini-
ciales son nulas, es decir, condensadores descargados y
corrientes por las bobinas nulas.

x(t) Sistema lineal }—— y(t)

LIx(t)]1=X(s) Y(s)
T(s)= (bajo condiciones
L{y(t)]1=Y(s) X(s) iniciales nulas)

Debido a 1la linealidad del sistema, X(s) e Y(s) son

proporcionales y por tanto T(s) s6lo depende del cir-
cuito.

Ejemplo 1. Calcular la funcién de transferencia del
circuito de la figura B44.
Definimos como magnitud de entrada vi(t) y como

salida vo(t), la funcidn de transgferencia por tanto,
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T(s)=

ciales son

Vo(s)

Vi(s)

OVo

Debido a la hipé

por su impedancia.

AAA
R
C —|(—
=
Figura B44

tesis de que

| ou—1

las condiciones ini-

nulas, cada elemento pasivo se sustituye solo

0 V(S)

Vi(sS) o

Figura B45

vi(s)=I(s)[R+1/Cs]

Vao(s)=I(s)/Cs

Vo(s) 1/Cs
Vi(s)  R+1/Cs
1
por tanto T(s)z—
RCs+1

define ahora la

T(s)=

86

Ejemplo 2. Para

Vi

I(s)

Vi(s)

el circuito

Figura B46

RCs+1

de la figura B48B se

funcidén de transferencia:

Vo

Como Vi(s)=I(s)[R+Ls] entonces



1

T(s)=
"R+Ls

En este caso 1la funcién de transferencia tiene
dimensiones de Q-1. -

Ejemplo 3. Para el circuito de 1la figura B47 se
define ahora la funcién de transferencia:

oV,

Vi e °

| |
I
c

‘ ??u
Figura B47
Va(s)
T(s)= — . Como Vi(s)=I(s)[R+1/Cs] y Vo(s)=I(s)R
Vi(s)

Vo R  RCs
T(s)= — = =
: Vi R+1/Cs RCs+1

Ejemplo 4. Para el circuito de la figura B48 se

define ahora la funcidén de transferencia:

V'l o T '_VWV . -0 vo VEG) ¢ — —_—0 VO( S)

N @)
| |
1
YN
-
~N

Figura B48

Vo(s)
T(s)= ——
Vi(s) ,
Z es la combinaci6n en paralelo de 1/Cs y Ls:
Ls
s ——
1+LCs?
z Ls (L/R)s
T(s)= = =

R+Z R(1+LCs*®* )+Ls LCs*+L/Rs+1
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] Q]l « o l ] . & I'E l. ] I] - _
tema .
x(t) Sistema lineal |— y(t)

La forma mads general de representar la relacidn
entre la salida y 1la entrada de un sistema lineal es
mediante la siguiente ecuacién diferencial:

dny dn-1iy dy dmx dx
an—— +an-1 +... + a1— +aoy=bm—— +...+b1— + bod
dtn dtn-2 dt ’ dtm dt

En el caso de que las condiciones iniciales sean

nulas, situacién para la que .se define la funcién de
transferencia podemos calcular 1la misma aplicando la
transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacién
diferencial: _
ansnY(s)+ansP—1Y(s)+...+a1sY(s)+ao¥Y(s)=
=bmsmX(s)+bmsm-1X(s)+...+b1sX(s)+boX(s)

Y(s) bmsm+bmsm=1+ .. .+bis+bao Qm(s)
T(s)= = = I
X(s) ansn+ansn—14. . .+ais+aag Pn(s)

donde Q@m y Pn son polinomios en s de grado m ¥y n respec-
tivamente.

De este resultado podemos concluir lo siguiente:

- 81 el sistema es 1lineal, 1la funcidn T(s) es
racional, es decir, es un cociente de polinomios.

- Los coeficientes de los polinomios del numerador
y denominador coinciden con 1los coeficientes de las
derivadas respectivas en 1la ecuacién diferencial. En
consecuencia, si coqxpcemos ~dichos coeficientes cono-
ceremos la ecuacidén diferencial.

2. S l ] 1id l {51 —

ial I laiad . . ] I i

En efecto, ya que T(s)=Y(s)/X(s) y ademds T(s) solo

depende del circuito, si conocemos el circuito (T(s)) y

la entrada x(t) entonces,
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Y(s)=T(s)-X(s)=T(s)-LIx(t)]
v(t)=L-2[T(s)-L{x(t)]].

En concreto, si la sefial de entrada es una sefial
impulso unidad, x(t)=8(t) su transformada es X(s)=1, y la
transformada de 1la salida coincide exactamente con 1la
funcidén de transferencia:

Y(s)=T(s)-1=T(s)
v(t)=L-1[T(s)]

Es decir, la transformada inversa de 1la funcién de
transferencia nos  proporciona la respuesta del circuito
ante una entrada impulso unidad.

3. Informacidn sobre estabilidad del sistema,

Para que un sisteha sea estable es necesario que la
sefial de salida sea cero o tienda a cero en ausencia de
entrada; en concreto si la entrada es una sefial impulso
en t=0, como esta sefial es nula para t>0 es necesario que
la salida tienda a cero cuando t-w,

sistema estable
y(t)=L-1[T(s)] — O
x(t) = 8(t) t-w

Como la funcién T(s) es racional, podemos descom-
ponerla en fracciones simples y calcular la transformada
inversa de cada una por separado. Dichas fracciones

simples serdn de la forma:

raiz real simple : s=O > €

raiz real miltiple : s=o > t « e
' (s-o)k

As+B L-1 ectcoswt
raices complejas : s=otjw >
conjugadas (s-o)%+wu® etsenwt

La respuesta del sistema ante una entrada impulso
es por lo tanto del tipo:
y(t)=Aecot+, . . +Btk-1leott, |  +Mectcoswt+Nectsenwt+. ..

Todos los términos estdn modulados por wuna funcidn

exponencial. Para que la salida y(t) tienda a cero cuando
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t~w es necesario que todas las exponenciales sean decre-
cientes, es decir, o<0 para todas las exponenciales. Como
o es la parte real de 1la raiz del denominador de T(s)
entonces: |

"Para que un sistema sea estable es necesario que
la parte real de las raices del denominador, también
llamgdos polos, de la funcidén de transferencia iensere=g
parggtreal negativa”.

Ejemplo 1. En el circuito de 1la figura B49 se

considera la tensidén vi(t) aplicada como tensidn de

Vit) o — AANA U —o Volt)
“ 1
L
N I
Figura B49

entrada y la sefial vo(t) en los extremos del condensador
Cz2 como sefial de salida. Calcular:
i) La funcién de transferencia.
ii) La salida ante una entrada impulso unidad en t=0
iii) Analizar la estabilidad. .
iv) La ecuacidén diferencial del circuito.

Analizar este circuito para los dos casos siguien-
tes:

a) R=200 Q, Ci= 2nF, C2= 18 nF, L= 5/18 mH.

b) R=500 @, C1= InF, C2= 5 nF, L= 4/5 mH.
Solucién:
i) Una vez transformado el circuito como se ve en la

figura B50, lo analizamos mediante el método de mallas.

V() o- } 0 VolS
£3) - s olS)
1 A

] ¢S || \2 €5

Figura BS50

El sistema de ecuaciones que resulta es
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Vi=Ii1(R+1/Cis)-I2(1/Cis)
0=-T1(1/C1s)+I2(1/Cis+Ls+1/Czas)
de estas ecuaciones debemos despejar Iz ya que la salida
Voz=I=2-1/Cz2s

Vi-1/Cis-1/Cz2s
VozIz-1/Cz2s =

, (R+1/Q&S)(1/ClS+LS+1/CZS)"(1/ClS)z
multiplicando numerador y denominador por CaisC=zs,

Vi
Vo= .’ =y
(RC1is+1)(C=2/C1+LC2s®+1)-C2/Ca
la funcidén de transferencia quedara:

1

T(s)=
LRC1C2s3+LC2s*+R(C1+C2)s+1

sustituyendo los valores de los elementos resulta:

a) 1
T(s)= :
2-10-18g5345-10-12524+4-10~-6s+1
b) : 1
T(s)=

2-10-18534+4-10-12524+3-10-8s+1
ii) Como sabemos, 1la respuesta ante una seifial impulso
unidad es la transformada inversa de la funcién de trans-
ferencia. Para obtenerla, hemos de descomponer T(s) como
suma de fracciones simples.
' Caso a): Calculamos las raices del denominador.
P(s)=2-10-18g534+5-10-125%4+4-10-5s+1
llamando 10-8:s=z entonces P(z)=223+5z%+4z+1, cuyas
raices son
zi=-1 z2=-1/2 za=-1
vy las raices de P(s):
; 51=-10+8 s2=-0.5-10%8 s3=-10%8
La funcién de transferencia se puede factorizar de
la forma

1018/2
T(s)=

(s+108)%(s+1/2-108)

y descomponer en fracciones simples:
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A B C
T(s)= + +
s+108 (s+108)* gs+1/2-1086

A(s+1/2-103)(s+103){B(s+1/2-105)+C(s+103)’_

(s+1/2-108)(s+108)=
Como el numerador ha de ser 1018/2 para cualquier
valor de s: X
si s=-106 B(-108+1/2-108%)=1018/2 B=-1012
si s=-1/2-108 c(108-1/2-10%)=1018/2 C=2-10® JNﬂQ’
para calcular A podemos imponer por ejemplo, que el

coeficiente del término de segundo grado en el numerador

A+C=[j A:—C:_;/fé% 1~l0‘l

Aplicando la transformada inversa,

i¢ ‘iﬁ- 5,',1“" . ‘
-0 -108t -108t 07 -108/2-t
vo(t)=L-1[T(s)]=-2:10%e -1012te +2-{08e v

Caso b): Calculamos las raices del denominador.
P(s)=2-10-1853+4-10-12g24+3-10-6s+1

llamando 10-8B-s=2 entonces P(z)=2z3+4z22+3z+1, cuyas

sea cero,

raices: son
z1=-1 2z2=-1/2+j1/2 za=-1/2-j1/2
y las raices de P(s):
s1=-1018 §2=-0.5-1018(1-j) sa3=-0.5-10{8(1+j)
La funcidon de transferencia se puede factorizar de
la forma

1018/2
T(s)=

(s+108)(s+1/2-108(1-3j))(s+1/2-108(1+3j))

La pareja de factores correspondientes a los polos
complejos la podemos agrupar de la forma:
(s+1/2-108(1-3))(s+1/2-108(1+j))=(s+1/2-108)*+(1/2-1086)?
y descomponer en fracciones simples: '

A Bs+C
T(s)= +
s+108 (s+1/2-108)2+(1/2-108)2

A(s’+1012/2+8103)+B(sz+1035)+C(s¥103)'

(s+108)([(s+1/2-108)*+(1/2-108)2]
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- Igualando los coeficientes de los dos numeradores:

A+B=0 C=0

108A+108B+C=0 . A=108

1012/2-A+108C=1018/2 oo _B=-108. -
108 1oes e

T(s)= wwie = SERFE
 s+108 (s+1/2 108)=+(1/z 103): L

Aplicando la transformada inversa,

. -108t . -108/2t
vo(t)=L-1[T(s)]=108¢ ° ‘—105[e o cos(loa/z t)

»,.Jw—loa/z t ﬂ -

En ambos casos la sefial se atenia con el tiempo
hasta anularse segiin uﬁa dependeppia exponénéial'decre—
ciente con constantes de tiempo \del orden’ de microse-
gundos. Foorie D cene e L ey Ter mE
iii)-Como ya se:ha..calculado, tanto:en:el:.casora) como-en
el b), 1la parte real de 1las raices del denomimador-es
negativa y . lasalida decrece por:tanto,exponencialmente
en el:tiempo ante: una entrada impulso::unidad. El sistema
es:por: tanto-estable:: - _ _
iv):La ecuaeidén diferencial.del cireuito: . se:puede-obtener

fdcilmente a.partir :de laszfuncidén:de transferencia:: -

x!ﬁ vy own o wnVe(s)o

T(s)- : '? =
s LRC1C253+LC2S +R(C1+C2)s+1 T Vi(s)

Vi{s)=(LRCiC2s2+LC2&62+R(C14C2)s+1)" VQ(S), ’

d3ve d2ve dve
V1(t)=RLCﬂ% +LC2 +R(€C14+C2)— +vo
dt2@ dt2 e dt

, R I . cia del sist

uAﬁaiizaféhos“ﬁﬁBfﬁ“lé"fesﬁaﬁéfé;"dé'uﬁ sistema con
uhélafﬁdéiéﬁ”ydeﬂ transferenc1a T(s) Qm(s)/Pn(s) ante una
entrada arménica x(t) Xm?® eJWt ' - ‘ S

Como T(s)=Y(s)/X(s), Y(s)‘T(s) X(s).

Calculamos L[x(t)] X(s) Xm-l/(s JWo), entpnces

Qm(s)- Xm
Y(S):_ TR — - R ) .
" Pa(s)(s-jwe)

93



Intentaremos separar Y(s) en forma de una suma de
dos fracciones:

A R(s) APn(s)+(s~-jwoa ) R(s)
+ =
(s-jwWo) Pn(s) (s-jwo ) Pn(s)

A y R(s) se desconocen en principio pero se pueden cal-
cular igualando los numeradores de las dos expresiones
anteriores:

APn(s)+(s-jWo) - R(s)=Qm(s)Xm
igualdad vdlida para cualquier valor de s. En concreto,
si hacemos s=jwe, tendremos APn(jwo)=@m(jwo)Xm de donde
se obtiene:

Qm(jwo) I
A= Xm ———— =Xm*T(Jjwo)
Pn(Jjwo) i

donde T(jwo) es el valor de la funcjén de transferencia
evaluada en s=jwo siendo wo la frecuencia angular de la
sefial de entrada.

El cociente R(s)/Pn(s) es una funcidén racional cuyo
denominador coincide con el de la funcidén de transferen-
cia, por tanto, todas sus raices tienen parte real nega-
tiva (condicidn de estabilidad). Para calcular su trans-
formada inversa lo descomponemos en suma de fracciones
simples obteniendo una suma de términos que decaen ex-
ponencialmente con el tiempo. Se trata por tanto de un
término transitorio, que al cabo de un cierto tiempo
habrd desaparecido.

T(jWwo)*Xm
El término ,
(s-jwo)

corresponde a Ja respuesta permanente, que se mantiene

mientras lo haga la entrada. La parte de salida corres-
pondiente a este término serd la respuesta permanente o
estacionaria y vale:

T(jWo)'Xn
y(t)=L-1[ J1=T(3Wo)Xmed®t
(s-jwo)

En resumen, la respuesta estacionaria a una entrada

arménica es también arménica y se obtiene simplemente
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multiplicando la entrada por la funcién de transferencia
evaluada en Jjwo, siendo wo la frecuencia angular de la
entrada y por tanto de la salida.

Como T(jwe) es un nimero complejo, se podrd ex-
presar de la forma T(jwo)=|T(jwo)|-eJ°. En consecuencisa:
Y(£)=|T(Wo) | Xm* eCHE+2)

La amplitud de 1la salida es 1la amplitud de 1la
entrada multiplicada por el médulo de 1la funcién de
transferencia evaluada en jwo.

La fase de la salida se obtiene sumando a la fase
de la entrada la de la funcién de transferencia.

Ejemplo 2. Dado el circuito de 1la figura B51 con
Ri= 1kQ, Ci= 1nF, C2=10 nF, L=560 pH.

V-L(t) o v'\‘;v‘v UL —o Vo(t)
L

6, 0= ¢,

L+ L

Figura B51
Si la tensién de entrada v(t) es una sefial arménica
con amplitud 1 V y frecuencia 100000 Hz,obténgase la
sefial de salida.
Solucién: Como conocemos la funcién de transferen-

cia del circuito de 1la figura (ejemplo 1 de este apar-

tado), basta - eon- evaluarla en Jw, siendo
w=2nf=2-w-100000.
1
T(s)=
LRC1C2s3+LC2s®+R(C1+C2)s+1
1
T(iw)=
LRC1C2(jw)3+LC2(jw)*+R(C1+C2)jw+1l
1
T(jw)=

1-w2LC2+j[R(C1+C2)w-LRC1C2w3]
Sustituyendo valores numéricos:
T=0.177-e31.38
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La funcion de salida sera:
Vo(t)=0.177-e3(2-®-100000-t+1.35) V,

v b--
- Wi

08 ye \

Figura B52

Conocida la funcién de transferencia de un sistema
podemos conocer la saiida ante una entrada arménica para
cualquier frecuencia que tenga esta. Conocida 1la funecidn
de transferencia conoceremos pues la respuesta en fre-
cuencia del sistema.

B.6-3 Diagrama de Bode.

Para representar graficamente la respuesta en
frecuencia de un sistema se utiliza el diagrama de Bode,
que representa tanto 1la amplitud como 1la fase de 1la
funcién de transferencia en funcidén de la frecuencia, en
concreto representa:

- 20-10g10|T(jw)| en funcion de logiow.

~ ® en funcion de logiow.

Definiciones:

Sea H una magnitud cualquiera; si esta magnitud la
expresamos cbmo 20-log1o0(H) se dice que esta magnitud
estd expresada en decibelios. Si 8 Polmuia 40 - log, ()

Dadas dos frecuencias w1 y wz se dicen que su
diferencia es una década cuando wz=10-wi, o bien logwz-
logwai=1.

Veamos algunos casos particulares simples:

1. Sistema con un solo polo,
La funcién de transferencia para este circuito es:

1/Cs 1
T(s)=

R+1/Cs RCs+1

si1 llamamos RC=T o bien we=1/RC entonces,



~ 1 1
T(s)z ——— =
Ts+1 s/We+l

Vi @ VWA~ 0 Vo

o
|
I

|

-—
v

Figura B53
Para obtener la respuesta en frecuencia para cual-
quier w evaluamos T(s) en s=jw.

1 1 -jarctg(w/we)
T(jw)= = e

1+jw/we \|1+(w/w:=)2

Para representar 20-10g1o|T(jw)| evaluamos el valor

dé esta magnitud para frecuencias muy altas o muy bajas,
tomando como referencia la frecuencia we, es decir, serén
bajas frecuencias aquellas que verifiquen w<weo, y'altas
frebuencias,w»we. .

+420- logio|T(3w)|520- logio\1+(w/We)? =-10-logio(1+(w/We)?)
Si wewe, w/We¢l, 20-logio|T(jw)|=-10-logio(1)=0
Si waWe, w/wedl, 20-logio|T(Jjw)|=-20-logio(wW/Wo)=

=-20-logio0(w)+20- logio(we)

Tomando logw como variable independiente, la ex-
presidén anterior es la de una recta cuya pendiente es-
20, es decir, si w se multiplica por 10, (logw se in-
crementa en una unidad) entonces 20-logio|T(jw)| dis-
minuye en 20 decibelios. La pendiente es pues de -20
dB/década. 20logmt ¢} We

-3dB {5

>

Logw

20dB/dec _

Figura B54
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Si w=we, 20-10g10|T(jw)|=-20-1log10/2=-3 dB.
Para representar la fase también estudiamos el
comportamiento para altas y 'bajas frecuencias.
Si we¢We, W/ We<¢l, P=-arctg(w/we)=0.
Si WPWe, W/ WePl, d=-arctg(w/we)=-arctg(wm)=-w/2.
Si w=we, W/We=1l, ®=-arctg(l)=-n/4.
El circuito apenas afecta a las sefiales de baja

frecuencia, mientras que a las de_alta frecuencia las

[

Figura B55

n
2
atenda y desfasa. Tiene un comportamiento de filtro paso-
baja.

2. Sistema con un polo v un cero.

La funcién de transferencia para este circuito es:

R RCs,
T(s)z —- = — t
R+1/Cs RCs+1 A
si llamamos. RC=T o bien we=1/RC entonces,
S/Wc
T(s)=
S/Wc"'].
vi O - l} O v°
c
R
Figura B56

Para obtener 1la respuesta en frecuencia para cual-
quier w evaluamos T(s) en s=jw.

Jjw/we w/We Jj(wm/2-arctg(w/we))
T(jw)= = e

1+jw/w§ ﬂ1+(w/we)2




20-10g10|T(jw)|=20-loglo(w/we)—ZO-10g10V(1+(w/we)=)
El primer término es 1la ecuacién de una . recta de
pendiente positiva 20 dB/dec. El segundo término es
andlogo al del apartado anterior. E1 término |T(jw)| seré

la suma de los dos términos anteriores.

ITl 4
dB

Figura B57
‘Andlogamente la fase se puede obtener como la suma
de dos términos; el primero constante de valor =n/2 y el

segundo anédlogo al del apartado anterior.

Figura B58

En este caso, el sistema no modifica la amplitud ni

la fase de las sefiales de alta frecuencia. Se comporta
como un filtro paso-alta.

3. Sistema con un polo doble.

R L
C i:
figura B58
La funcién de transferencia para este circuito es:
1/Cs ' 1
T(s)z —— = )
1/Cs+R+Ls LCs2+RCs+1
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si llamamos LC=1/we?, we=1/(2n\LC), RC=28/we, 6=R/2-\C/L
Con estas definiciones la funcién de transferencia
sSe expresa en una forma mas general:

g 1
T(s)=

sz/wcz+265/wc+1
Para obtener la respuesta en frecuencia para cual-

quier w evaluamos T(s) en s=jw.

1
T(3w)=
1-w2/Wc?+j20w/We
1 28w/ we
|T(jw)|= f=-arctg ——
(1-w2/we?)2+48%w fwe? 1-w? /Wo?

Suponemos que la funcidén de transferencia tiene un
polo doble, o dos polos complejos conjugados. Para ello
es necesario que 48%*/wc®*-4/we®* £ 0, 8%-1<0 , 52<1 , 6<1.

Estudiamos el comportamiento parﬁ altas y bajas
frecuencias:

Si w<we, 20-log10|T(jw)|=-—20-loglo\l(l—wz/wc’)2+462w=/wcz
~-20log(1)=0

Si wawe, 20-logio|T(3w)|=-20-logio\(-w?/we?)?
~-40log(w/we)

La asintota para altas frecuencias es una recta de

pendiente -40dB/dec, doble de la que se obtendria cuando
el polo era simple. .
Si w=we, 20-log10|T(jw)|:—20-log1oVZEE=-2010g(26).
Por ejemplo, si 6=0.1 -2010g(286)=13.98 dB.
si 6=0.5 -2010g(256)=0 dB
si.5=1/I2 -2010g(26)=-3 dB

iTldB

Figura BBO
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Andlogamente para la fase:
Si wewe, Pzx-arctg(0)=0
Si w=wc, P=z-arctg(w)=-n/2

$ 22

Si w»ywe, P=x-u

Figura BS1

4. Filtro paso-banda resonante.
' Como ejemplo de filtro paso-banda estudiaremos el
circuito de la figura B62. Llamamos Z=Ls+1/Cs.

v | > Vo
L c
B
_ Figura BB62
La funcién de transferencia del circuito sers :
R
T(s)= ———
R+Z(s)
Para estudiar 1la respuesta en frecuencia evaluamos
T en Jjw:
R 1-LCw?
T(jw)= —— con Z(jw)= —
R+Z(jw) JjwC

La madxima salida se obtendri cuando 1la frecuencia
de 1la entrada sea w=1/y LC ,en este caso 1-LCw?*=0y
Z(jw)=0. Cuando esto ocurra, T(jw)=1 y la salida coin-
cidird con 1la entrada. Estudiemos el diagrama de Bode de
este circuito:

R . JwCR
T(jw)= =
R+(1-LCw2)/(jwC) (1-LCw?)+jwCR
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’ jw/ /W 1 1 25 1 R\[C
- y W1ZF— , WoE —— , — = — , B=—||—
L

1-w?/wo?2+j20w/We CR NLC Wo W1 2V
Como ya se ha analizado 1la dependencia con la
frecuencia de 1los términos Jw/wi y 1/(1-w?/wa®*+j20w/wa)

por separado, el diagrama de Bode serid la suma de ambos.

iTl
dB

_Hll@ 1
2

e e .
_ b+2 - logw

I o o N,

Figura BB3

El circuito solo deja pasar las sefiales con fre-
cuencias préximas a wo (banda de frecuencias) mientras
que atenia y desfasa las sefiales con frecuencias mayores
Yy menores. '

Ejemplo 1. Representacién del diagrama de Bode para
el circuito de la figura B438 tomando vi como entrada y veo
como salida para los casos:

a) R= 200 @, C1=2 nF, C2= 18 nF, L= 5/18 mH.
b) R= 500 @, Ci=1 nF, C2= 5 nF, L= 0.8 mH.

Estos dos casos han sido estudiados en el ejemplo 1

del apartado B.6-2. La funcidén de transferencia es:
1

T(s)=
- LRC1C2s2+LC2s?+R(C1+C2)s+1

También se . obtuvieron para los dos casos las si-
guientes factorizaciones:

1018/2 1
a) T(s)= =
(s+108)2(s+1/2-108) (s/wi+l1)2(s/uz2+1)
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con w1i=108 y w2=0.5-108,

1018/2
b) T(s)= —
(s+108)(s+1/2+108(1-3))(s+1/2-108(1+j))
1
2-10-18(s+108)(s2+108s+1032/2)
1 _ . w1=108
= ' con w2z=108/42
(s/wi+l1)(s2/wz22+208s/wa+l) 5=1/42
a) La respuesta en frecuencia‘nos vendrda dada por:
1
T(3w)= :
(Jw/wi+l)2(ju/wz+l)
1
JT(3w) | =

[V(WZ/W12+1) z\l(wz/wzftl)
2010g|T(jw)|=—2010g(Vflwz/wlz)—Zﬂlog(ﬂ1+w2/W12)_
' -20log(\[1T+w?/w2%)

Pz-arctg(w/wi)~arctg(w/wi)-arctglw/wz).

De este resultado se deduce que el diégrama de Bode
se obtendréd como la suma de tres‘términos, cada uno de
ellos correspondiente a un raiz. En este caso los dos
primeros términos coinciden ya que una de las raices es
doble. La forma del diagrama de Bode para cada uno de los
términos individuales ya ha sido estudiado por lo gque el

diagrama total se puede obtener directamente;

MWW o
dB

"bgw

-70dB/dec

Figura B64
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Figura B65

b) En este caso,

1
T(jw) = - . .
o (Jw/wi+1)(1-w?/w2®+j20w/w2)
, 1

|T(3w)|= - : . '
‘ J(w2/wa241) \((1-w2 /w22 )2+457w? /u=?)
201og|T(jw)|=-20log \(1+w=/w1?)
-2010g \(1-w? /w22 )2+467w? /u2® )
28w/w2

g=-arctg(w/wi)-arctg ——
1-w2/wz?

El diagrama de bode es la suma de dos términos cuya

forma se ha estudiado anteriormente.

mo0.2 ¢ 6 8 10

dB logw
=20dB/dec
c40dB/dec

Figura BB6
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dB -

Figura B67
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B.7 Problemas:

1.- Obtenga la impedancia equivalente de las asociaciones
de la figura Beg. = 44Wv

| 3270
Solucién: 2)24.7-3-155.2°Q b)1725-j:257 Q@ ¢)3.98-e MQ
1 ko 100 nF 500 © 17 pF 500 Q
MW 88 pF A\
ST L
1 UF 0.2 H' "1 ke 23'bF
(a) (b) (e)
Figura BB8

2.- Calcule la frecuencia para la cual la intensidad que
circdla por las ramaé de la figura B63 tiene la misma
amplitud.

Solucidén: 72343 Hz

3.- En el circuito del problema anferior (Figura BSS),
calcule la 'intensidad que circula‘por la fuente de ten-
sién, si su amplitud es Vm = 5 V, cuando 1la tensidn
instantédnea que proporciona es cero. Suponga que la

frecuencia es la calculada en el problema anterior.

Solucién: £ 1.136 mA

—_—
lc(t)ll
c [
i1(t)
+ L + EE
@ 2.2kQ InF T i - g
- vai(t) L Ri R

Figura B869 Figura B70

4.- Obtenga la intensidad que circula por el condensador
del circuito de la figura B70 si:
R = 10 k@ C =1yuF L =1 uyH w = 109 rad/s
ii(t) = l-cos(wt+w/2) mA vi(t) = 10-cos(wt) V
Solucién: 1.41-cos(wt-0.685) mA
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5.- Para el circuito de la figura B71, obtenga:
' a) La frecuencia a la cual vo estd en fase con vi.
b) La relacidén entre Ri, Rz, Ci, C2 para que, a la
frecuencia anterior veo = vi/3.
Solucién: a) w = 1//RiCiR2Cz b) Ra/Rz + C2/C1 = 2

Ri = Ca 1 ke 1H 100nF

AV\A/\:——IP—-I—VL W% =

Vi 3v
659 Rz X T— R1=1kQ vzéga
Cz ‘

Figura B71 Figura B72

6.~ Calcule los valores extremos de 1la intensidad que
circula por 1la resistencia Ri del circuito de la figura

B72 y el valor de esa corriente cuando 1la tensién de la
fuente vz = b5-cos(wt) con frecuencia 1 kHz alcanza su
valor instantdneo méximo.

Solucién: 4.28,-1.28 mA ; 2.385 mA

7.- Dado el circuito de la figura B73, obtenga la inten-
sidad que circula por Ri cuando se aplican las sefiales:
vi(t) = 2-sen(wt) V va(t) = 3-cos(wt+w/4) w=1000 s-1

Ri = 1 kQ Rz = 2 kQ C = 0.35 uF L=1H

Solucidén: i = 1.507-cos(wt+0.41) mA

8.- En el circuito de la figura B74, obtenga la corriente
i(t) que circula si v(t) = 5-cos(wit)+2-cos(wzt-n/4) V
con £f1 = 10 kHz y f=z = 100 kHz
Solucién:42.3-cos(2n*104t-0.56)+3.14-cos(2n-105t-2.198)mA

Va= |5V Rz
L
mmm
'rﬂb 1 mH

{1
U 1

. ) C . v(t) Eé
| 100 Q-

vi(t) R1 va(t)] - ‘jj
Figura B73 " Figura B74 -
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9.- Un instrumento medidor de capacidades utiliza el
circuito de la figura B75. Si el voltimetro V, que mide
tensiones eficaces, tiene un fondo de escala de 10 V, (es
decir, mide tensiones eficaces entre 0 y 10 V ), calcule
el valor de 1la autoinduccién L para que el rango de
medida de capacidades sea de 100 pF. [ La fuente de
tensidén alterna ve genera una tensién de amplitud 20 mV y
frecuencia 1 MhHz. Suponga que la impedancia de entrada
del voltimetro es infinita.] '

Solucién: 612 uH
C incdgnita

——
L

va @ L g . C)_ 1000.v»<v>

FIF—
|
f
i

Figura B75
10.- Para el circuito de la figura B78 se representa la
sefial de entrada vi en 1la pantalla del osciloscopio.
Calcule la sefial de salida y represéntela sobre la misma
pantalla. Para el eje de abscisas la base de tiempo es de
0.2 ms/DIV y para el de ordenadas la escala es de 1

VOLTS/DIV.
Solucién : Dibujada a trazos.
1 ko
11
318nF | va' VYV - o
@ —_—l (.\ ! /’\\ /
— N / g 4
1 kQ 2 V'] : ‘ M &
v A \
A/ B
1/ /
)/
Figura B77

11.- Compruebe que la corriente que circula por Rz en el

circuito de la figura B78-a coincide con la corriente que
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circula por Ri1i en el circuito de la figura B78-b. A este
resultado enunciado con generalidad se 1le conoce como

Teorema de Reciprocidad.

o ' ¢ L Ra

Vs

Ri - R1 /
' C Va &
C

(a) ' o (b)
Figura B78

?

1
1

12.- Demuestre los siguientes enunciados: _

a) Los circuitos de las figuras B79-a y B79-b
son equivalentes en el sentido de que las tensiones en
los nudos 1 y 2 son las mismas y las corrientes que salen
de dichos nudos también, si se verifica:

21 = 2/(1-K) y 2= 2/(1-1/K) con K = V2/Va

Z .
—
I+ Iz
Va V2
+ 1 2 + + —1 2— +
Ta 2
Vi V2
—L Z1 Z
(a) (b)
Ii Iz Yi Yz
+—1 1 2 = 4 - 1 2 —
3 Vi I1 Iz V2
I _—> -

- 3
]
Vi Va2 I1l I2
Ia Y

(e) o (d)
' Figura B79
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- b) Los circuitos de las figuras B78-c¢ y B79-d
tahbién son equivalentes en el sentido anterior si se
cumple: ) | _ ‘

Yi = Y/(1-K) Y2 = Y-K/(K-1) con K = I2/Ia
[Los enunciados anteriores se conocen con el nombre de
Teorema de Miller.]
13.- En la figura B80 se representa el circuito equiva-
lente de Thévenin de una red activa que suministra poten-
cia a una impedancia Zr. (Cudl ha de ser el valor de ZL
para que la potencia activa transferida sea mdxima?

.Soluciébn: Zr = Zg*

Zs 10 K@ 10 K9
Zs .
- J
+
2L
Ve
Figura B8O Figura B81 =

14.- Calcule 1la intensidad que circula por la red RuLCL
del circuito de la figura B81 si va2(t) = 1l-cos(2wl00-t),
R = 1020 Q9 y Cr = 100 nF.

Solucién: -500.005+628.3+-sen(2w100-t)-1-cos(2n100-t) pA

15.- En 1la figura B82 se representa un circuito RLC en
serie. Obtenga:

a) La frecuencia de resonancia definida como aque-
lla para 1la cual la impedancia vista desde el generador
es minima.

b) La impedancia de 1la bobina y el condensador a
esa frecuencia. "

¢) El1 wvalor de R para que a esa frecuencia la
amplitud de la tensién entre los extremos del condensador
sea 5 veces la de la fuente de tensidn.

d) La potencia mdxima almacenada en el condensador

o0 la bobina durante un ciclo y la potencia maxima disi-
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pada por la resistencia también en un ciclo.
e) E1 factor de calidad, definido como:

Potencia almacenada por ciclo
QA =2'n

Potencia disipada por ciclo

Solucidén: a) 5033 Hz, b) t j-3162, c) 832.4 Q

d) 3.953 mW, 19.77 mW, e) 1.26
R . L=0.1 H :
A aovsam °t Ve
* —— C = 10 nF
v: = '
5V -
.Figura B82

— Para el circuito del problema anterior (Figura B82),
ph los valores de R, C y L anteriores, obtenga: |
: a) La frecuencia para la cual 1la amplitud de salida
es méxima.
b) Las frecuencias para las cuales la amplitud de
Vo es la mitad de la mdxima, y el ancho de banda definido
como la diferencia entre dichas frecuencias.
¢) El1 error gue se comete al tomar la frecuencia de
resonancia como la frecuencia del mdximo ( f» = fmax ) ¥
al tomar las frecuencias que limitan la banda como
fr + £/(2:Q).
| d) Compruebe que estos errores disminuyen bastante
para unos valores de R, L y C tales que @>10.
Solucién: a) 4982.3 Hz, b) 6873.2 Hz, 1551.25 Hz.
| ) 1%, 2.3%, 95.7% |

17.- La tensién de entrada del circuito de 1la figura BS83
es una sefial triangular tal como se representa en la

misma figura.

va(t)
- 10 nF .
11 — T £ 2
+ 1
ve(t) 10 kQ
—0 —_—— + + ¥ ,
Figura B83 . =T/2 0 T/2 T t
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a) Compruebe gque va(t) se puede expresar segin:

5 20 cos(Swt) cos(5wt)
ve(t) = — = ——+( cos(wt) + + Feee)
2 w2 32 52

b) Si T= 1 ms, obtenga los tres primeros arménicos

de la salida veo.
jl.01 j0.488 j0.308
Solucién: b) 1.078-e ,0.199-¢ ,0.077-e

18.- Conocido el circuito de la figura B84 con los valo-
res de los parametros: r=600 @, R=1011 Q, C=100 pF,

a) Obtenga la corriente gue circula por r en fun-
cién del tiempo si 1la . fuente de tensién ve varia tem-
poralmente segun va(t) = 5-0.05.-t V (con t en segundos)
tal como se representa en la figura.

b) Calcule 1la diferencia con 1la corfiente que
habria si C=0. |
Solucién: a) 45-(1-0.011-t-e-2at) pA, con a=1.6687-107 s-1

b) 45-(-0.1111+1.11-10-9-t-e-=t) pA

Va(t)(

v

Figura B84

19.- Los cuatro primeros arménicos de una sefial periédica
de frecuencia fundamental 500 Hz tienen amplitudes de 5
V, 3 V, 1.5 Vy 0.7 V respectivamente, frecuencias an-
gulares wo, 3wo, 5wo y 7wo y estdn en fase.

a) Utilizando un circuito LCR en serie, disefie un
filtro paso baja de segundo orden (caida de 40 dB/Dec),
con frecuencia de corte feo= 2000 Hz y coeficiente de
amortiguamiento 3=1/42.

b) Calcule la sefial de salida que daria este filtro
ante la entrada peridédica descrita anteriormente si ambas

se aproximan por sus cuatro primeros arménicos.
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20.~ Obtenga los circuitos equivélentes de Thévenin en ei
dominio de 1la transformada de Laplace ante una entrada
arbitraria para las redes de la figura B85. Particularice

para el caso de una entrada arménica de frecuencia an-

gular w.
A R1
' R A
o @ e LT
' A _ \') C
I B | 11 ‘Al - Rz —|— 1
+ + ¢ ] Ve WW—]
O.3 == SN
Vi - Vi - R V2 Cz2
' B 0B .1- B
(a) : (b) (e)
Figura B85
21.- Represente el diagrama de Bode de las siguientes

" funciones de transferencia factorizadas:

Ag-(s/wi+l1)(s/wo) Ap=100

con wo=100 s-1

(1+s/w2)*(1l+s/wa)-(1l+s/wa) w1=1000 s-1
w2=104 s-1
wa=105 s-1

a) T(s)

Ao- (s/wi+l1)(s/wa+l) Ao=20
con £1=1000 Hz
(l+s/wa)*((s/wz2)2+28*s/wa2+1) f==104 Hz
: f3=105 Hz
8=0.1

b) T(s)

22.- En el circuito de 1la figura B86, Ri= 1 kQ, Rz2= 10 kQ
Represente el diagrama de Bode para:
a) Ci1 = C2 = 10 nF

b) C1 = 10 nF, C2 = 1 nF
¢) Ci1 = 100 nF, C2 = 1 nF
R I
ANAN— __AAAﬂ——— Oscilosec.
Vi  o—ro Ri1 A — Ve
| L
Ci C 1MQ
Rz o
: Cz 20pF
Figura B86 Figura B87
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23.- En el circuito de la figura B87 se representa la red
equivalente de entrada de un osciloscopio, a la cual hay
conectada una tensién Vi a través de una sonda atenuado-
ra, también representada por una red RC. Calcule los
valores de R y C para que la entrada al osciloscopio sea
independiente de la frecuencia de Vi y para que la ampli-
tud sea 10 veces inferior.

Solucién: R = 9 M2, C = 2.22 pF

24.- En la figura B88-~a se representan dos sistemas
lineéles. El primero tiene una funcién de transferencisa
con un solo polo: - . T(s)=Ao/(1l+s/wo) |
y el segundo una funcién de transferencia B constante:
Y(s) = B-X(s)
En la figura B88-b se representa simb6licamente un suma-
dor '
Obtenga la funcién de transferencia del sistema de
la figura BB88-c¢ 'y -calcule 1los valores de B para los
cuales el sistema es inestable. Compruebe que la nueva
funcién de transferencia también es de un solo polo, es
decir: Te(s)=Ae/(l+s/we)
y que se verifica la igualdad Agf-we = Ao*Wwo.
Represente los diagramas de Bode de T(s) y Te(s).

X(s) Y(s) ———— — — = -
T(s) ——> Xi(s)+_ Xi+Xa X(s)| Y(s)
: > > T(s) >

X(s) Y(s) + !
B > ¢s) . |
| B
(a) (b) L - - — = - J
: ' (e)
Figura B88

25.- Calcule 1la respuesta de un filtro paso-baja de
primer orden (con una caida de -20 dB/Dec) ante una
funcidn escalédn.

Solucién: Variacién exponencial con constante de tiempo

igual a la inversa de la frecuencia angular de corte.
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26.- Indigque si es posible eliminar los primeros ar-
ménicos de una sefial cuadrada con un filtro paso-alta de
primer orden. ¢Y con un filtro de segundo orden?. Obtenga
cual es el arménico de mdxima amplitud en cada caso.

Solucidn: No con un filtro de primer orden, si con uno de

segundo orden.

27.- En 1la figura B88-a se representan dos redes RC que
se comportan como filtros paso baja y paso alta respec-
tivamente. Si se conectan en serie, tal como muestra la
figura B98-b, obtenga:

a) La funcién de transferencia y el diagrama de

Bode. '
b) La frecuencia para 1la que se obtiene el méximo
aichne

de la funcién de transferencia &s.i-~COono..q#-—V-alor-méximno

. o~

n.
1/3 o -9.54 dB.

o Vo R-C = 1 ms.

Vi o— AN —
' : Cc iL R Cc
1

Vo

Vs — AW

C

_l—ﬁ"n
Vo I R

Vi o— "—ﬂ

(8) (b)
Figura BS8S
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APENDICE 1. : NUMEROS COMPLEJOS

E]l objetivo de este apéndice es repasar las propie-
dades de los nimeros complejos que van a ser Utiles para
el seguimiento del texto, en concreto, del formalismo de
fasores para el andlisis de circuitos en pondiciones AC.
No .pretende en absocluto hacer una teoria matemidtica del
cuerpo de los complejos.

Un ndmero complejo tiene dos componentes: A una de
ellas se le llama parte real y a la otra parte imagina-
ria. Por ejemplo, si representamos el complejo en forma

binomial:

z=a+ j'b . a Re[z] b = Im[z]
siendo z un nimero complejo, & y b nimeros reales y j un
nimero imaginario puro gque a veces se define como
j=A{1

Una forma equivalente de representar z es en forma
de un par ordenado 2z = (a,b) que nos da la misma infor-
macién que la representacidén binomial. Preferimos la
representacién binomial porque nos permitird efectuar
operaciones algebraicas de forma mads directa.

Los nimeros complejos se suelen representar en un

diagrama cartesiano 1llamado plano complejo. Veamos unos

ejemplos: Im

z1 = 2 4+ j-3 N
zz =-1 + j-2 2 :

. |
za ==4 - J ; f %q

- [ L A i 1 i A } 1 L. i '
Z4 = 4 ; ------- : Re
25 = ‘Z'j 2'3 Z :
|

ze = 2 - j-3 s ~--omig,

Figura AP1-1
Se define el conjugado de un complejo zZ = a+j*b
como z* = a-j*b . Obviamente, cada complejo tiene uno y

solo un conjugado. En el plano complejo z y 2* son simé-
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"tricos respecto al eje real, véase por ejemplo la repre-
sentacién de z1 y 2s en la figura AP1-1.

Otra forma de representar un nimero complejo es en
forma_polar, en la cual también son necesarios dos hﬁme-
ros reéles: El médulo y la fase del éomplejo.

o El médulo en 1la | AIm
representacién polar >\

es la distancia del
-origen del plano ?
complejo al punto, e

y la fase es el angulo \€/ (?
que forman el vector ' - -

que une el origen con Re
el punto y el semieje Figura AP1-2
real positivo. El complejo se representa en la forma
z = P | g
Matemdticamente se suele definir el mdédulo del

complejo como:

zz%
de manera que, si z = a + j*b y z¥ - a - jb =
z+z* = (a+j-b)-(a-j-b) = a2 - j2-b2 = a2 + b2
va que j2 = -1. Por tanto

Y S

La relacidén anterior y otras se pueden obtener
graficamente de forma mds intuitiva observando la gréafica

AP1-2

p=i==+b2 |
tg(g) = b/a => ¢ = arctg(b/a)
a = f?-cos(gi)
b = P *sen(g)
Utilizando la identidad _
eJa = cos(a) + Jj-sen(a)

podemos obtener una expresién directa gque nos relacione

las representaciones polar y bindmica:

. ; J
a+ j«b = )0'0_0'5(¢) + J")D-sen(ﬂi) = P ‘e
Esta tGltima forma, 1llamada forma exponencial del
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complejo, serd la gue se utilice generalmente en el texto

para representar un complejo en forma polar. Como
F = faZ2+b2 y ¢g=arctg(b/a) =

Jg J-arctg(b/a)
a+ jb =4+ a2 + b2 e = faZ + bZ -e
Ejemplos: Veamos unos ejemplos de paso de forma polar a
binémica y viceversa. En primer lugar expresaremos en
forma exponencial los complejos representados en forma
binémica en la figura AP1-1.
1) 212 =2 + j-3

=> Pl {22 + 32 = {13 _

arctg(3/2) = 0.983 rad.

g1 =
j-0.983
z1 = 4 13.e '

2) z2 = -1 + j-2
=> Pz = f(-1)2 + 22 = {§
Importante: Para el cdlculo de la fase hemos

de hacer algunas precisiones: La funcién arctg(x), para

estar univocamente definida, restringe su recorrido
entre -n/2 y n/2, sin embargo hay complejos con su fase
fuera de dicho intervalo cuya tangente coincide con la de
alguna fase dentro de dicho intervalo.(Por ejemplo 61=30°
y 82=210° tienen 1la misma tangente). Si se evalaa la
funcidén arctg(x) mediante una calculadora, el resultado
se reducird siempre al intervaio (-n/2,w/2]. Tendremos
que ver en qué cuadrante estd el nimero para ver si el
resultado es bueno o si hay que sumarle *w radianes.

En este ejemplo, zz2 estd claramente en el segundo
cuadrante (véase 1la figura AP1-1), por lo que a pesar de
que la calculadora nos da el siguiente resultado:

arctg(-2/1) = arctg(-2) = -1.1071 rad. = -63.43°
correspondiente al cuarto cuadrante, hemos de sumar n
radianes obteniendo:

g2 = -1.1071 + w = 2.0344 rad. = 116.57°

j - Gnnas
Por tanto zz = { 5.e Z.0%4V
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(-2 + (-1)2 = 17
ga arctg(l/4) = 0.2450 rad.
Sin embargo, sabemos que 2za estd en el tercer

E
0

w

1

cuadrante, por lo que su fase debe estar entre wm y 3n/2,
por tanto hemos de sumar o restar n. El resultado es:
ga = 3.3866 rad. o ga = -2.8866 rad.
Ambos resultados si son equivalentes ya que difie-
ren en 2wm. '

J - Games
17.e —28466

N
W
1

{427+ 02 = 4
arctg(0/4) = 0 rad.
. j-0

Z24a = 4 -e = 4
5) zs = -2+
=> f)s = {02 + (-2)2 = 2

i
)

»

I

&
[N
"

g1 = arctg(-2/0) = arctg(-~) = -w/2 rad.
zs estd situado sobre el semieje imaginario negati-
vo.
-j n/2
s = 2 -e
'B) z8 = 2 -~ j*3

z
2
=> P 22+ 32 = {13
] arctg(-3/2) = -0.883 rad.

En este caso el valor es correcto ya que zs esti

8
=]

en el cuarto cuadrante.

-3-0.883
z1 = 4 13 e

Observamos que zs en cualquiera de las formas es el
dbnjugado de =zi, ya Que se obtiene a partir de aquel
sustituyendo j por -3J.

7) Ju
z7 3-e =>

z7 3*[cos{(m) + j-sen(m)] = -3

z7 estd sobre el semieje real negativo.
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8) ~j-27.5°

za = 5-e =>
5-[cos(-27.5°) + j=sen(-27.5°)] =
5-[cos(-27.5°) - je-sen(27.5°)] =
4.4351 - j-2.3087

zZ7

1

Operaciones: Comentaremos ahora Ginicamente las operacio-
nes algebraicas que se utilizan en el texto

a) En forma binémica podemos sumar, restar, multi-
plicar y dividir facilmente:

Sea z1 = a +'j+-b y zz = ¢ + Jj-d =>

zi1 + z2 = (a+j*b) + (e+j-d> (a +c) + j(c + d)

z1 - z2 = (a+j-b) - (e+jed) = (a - ¢) + j-(c - d)
(a+j+b)-(c+j+d) = arc+a-j-d+j-b-c+j2b-d
(a ¢ - b-d) + j-(a-d + b-c)

Para dividir complejos, conviene multiplicar el

1l

21~ 22

1]

numerador y denominador por el conjugado del denominador:

zZ1i a+ j*b (a + jb)-(ec - j-d)
z2 c + j-d (¢ + j-d)-(c - J -d)
(a*c + b-d) (b*ec - a-d)
= + J-
c2 + d2 c2 + d=

b) En forma polar la multiplicacidén y divisién son

mids cdémodas:

z1 = {31-e3¢1 N4 z2 = Pz-ej¢2

Jjg1 jga2 J(g1+g2)
Zi*z2 = Pre . Pre =(P1- %e

g1 jg=2 i(g1-g2)

Pl'ej / Pz'e =( {31/ ?2)'e

Cuando el resultado final deba ser expresado necé—

zi/z2
sariamente en forma polar, como serd nuestro caso en el

andlisis de circuitos, resulta conveniente hacer 1la

division pasando previamente a forma polar:
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: jrarctg(b/a)
Z1 a+ j-*b {faZ ¥ b2 -e

j-arctg(d/c)
z2 c + j-d fcZ + d2 -e .
fa2 + b2 j-[arctg(b/a)-arctg(d/c)]
= —_ s g
c2 + d=2

Ejemplo: Con los complejos de la figura APl-1,calculamos
zi* 2z + 2zZa3
z = expresando el resultado en
24 t+ Z5°Z8

forma polar:

(2 + 3:3):(-1 + 2:3) + (-4 -3) ~2-3-j+4-j-6-4-3
4 + (-2-3)-(2 - 3-3) -+ 4 -4 -6
-12 6 6 j-[0-arctg(2/1)]
= = - e =

-2 -4-3 142-j q12 + 22

j=1.1071
= 2.6833 -e
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APENDICE 2 : TRARSFORMADA DE LAPLACE

En este apéndice resumiremos algunas de las propie-
dades de la Transformada de Laplace que se utilizan en el
texto para el andlisis de circuitos. Con el fin de al-
canzar rédpidamente los resultados deseados quizd haya que
sacrificar la rigurosidad matematica en alguna ocasién, a
pesar de esto damos 1la demostracidén de las propiedades
con el dnico fin de que el lector se familiarice con la
técnica.

Definicién : Dada una funcidén real de variable real le
asociamos una funcién compleja de variable compleja, a la
cual llamamos su transformada de Laplace, en 1la forma
siguiente:

X — X

L(x]

donde x es una funcién real y X es una funcidén compleja.
La variable independiente de x es t, que tomari valores
reales y la variable independiente de la funcidén X es s,
que tomara valores complejos: s = g + j*w. El valor de la
transformada de Laplace en un punto s se obtiene segin la
integral:

-s+t
X(s) = J x(t)-e dt
o

Propiedad 1: La transformada de Laplace es una transfor-
macidén lineal, es decir:

Si X1 = L[x1] y X2 = L[xz2] entonces

Llai*x1 + az*x2] = ai1*X1 + az-X2
Dem: Consecuencia directa de la linealidad de la in-
tegral.

Ejemplo 1: Sea u la funcidn escaldén unidad, definida

uA segin:
1 » 0 si ts0
u(t) =
"y 1 si t>0
Figura AP2-1 vy representada en la
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figura AP2-1. La transformada de Laplace de u es:

L{u] = 1/s
Dem: w
-s-t
L[udt)] = J u(t)-e dt =
o
w0 —S't 4] I
-s-t e _ 1
= J e dt = -
o -s o s

Propiedad 2:
Si v(t) = dx/dt y X(s) = L[x]
entonces V(s) = L[v] = L[dx/dt] = s-X(s) - x(0)

Dem : w

dx dx . -s-t
L[ ] = ‘e dt =
dt o dt
~s*t|o o -s-t
= X-e - . X e dt = -x(0) + s-X(s)

Ejemplo 2: Sea 6(t) = du/dt 1la funcidén impulso unidad,
definida como la derivada de la funcidén escalén unidad.
Como u(t) es constante si t#0 y discontinua en t=0:
d 0 si t#0
8(t) =
o si t=0

[ Esta funcidn, tal como

31 la hemos definido no
- Figura AP2-2 estaria definida en t=0
va que una funcién discontinua no es derivable. Matemati-
camente podria entenderse como un 1limite de funciones,
por ejemplo gaussianas, pero incluso fisicamente el valor
® tampoco es alcanzable por 1lo que 1la funcidn impulso
también debe entenderse como una idealizacidn.]
L[3] = 1

Dem: L[8] = L[du/dt] = s-L[u] - u(0) = s-1/s = 1
Propiedad 3: t X(s)
Si X(s) = L{x] = L[J x(t’)dt’] =
' o s
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= —X(s)
s

Ejemplo 3:

PA

t -s-t]o « -s-t
s+t e e
dt = j x(t )t - - J x(t")—dt
0 ~s o] 0 -s

Este término se anula ya gque en 0 se
anula la integral y en ® la exponencial.

0

t
Sea P(t) = J u(t’ )dt’ la funcién rampa unidad

0 si t<0
F(t) =
t si t>0

1
L[ P(t)] = —
> ' s2
t
Figura AP2-3
t Llu(t)] 1/s 1
Dem: L[f)] = L[J u(t " )dt’] = = =
o] ' s s s2
Ejemplo 4: Transformada de una exponencial.
a*t 1
x(t) = e => X(s) =
s-a
Dem:
) @ (a-s) ' t|o
at -s-t (a~s)*t e 1
J e e dt = J e dt = »—nor—— = -
fa] o a - s a s - a

( Para gue se anule la exponencial es necesario que

sea decreciente,

es decir, Re(a-s)«<0 )

Ejemplo 5: Transformada de la funcidén sen(w-t)
W
Llsen(w-t)] =
s2 + w2
Dem: Jwt _ jwt -jwt
e = cos(wet)+j sen(w-t) e - e
Como -jwt => sen(w-t) =
e = cos(w-t)-je-sen(w-t) 2+3
jwt -Jjut
e - e 1 1 1
=> L[sen(w't)] = L[———— ] = ¢ - )
2+ 23 s-Jj*w s+j-w



1 (s+j-w) - (s—j-w) W

i

23 s2 + w2 s2 + w2
Ejemplo 5: Transformada de 1la funcidén cos(w-t)
: s
Licos(w-t)] =
s2 + w2
Dem: 1 d[(sen(w-t)]
cos(w-t) = . =>
W dt
1 dlsen(w-t)] 1
L[cos(w-t)] = - L[ ] = —s-L{sen(w-t)]
W dt W
s
s2 4+ w2

Propiedad 4: Teoremas de desplazamiento.

a) Si L[x] = X(s) => L[u(t-to)-x(t-to)]l=
-s-to
= e + X(8)

© -s-t
Dem: L[u(t-to)-x(t-to)] = I u(t-to) x(t-to)- e -dt =
. -

0 -s*(to + t7) ~-s*to [w -s+t
J u(t )x(t" )-e dt = e J
o
-s-to
e X(s)

-a-t
b) Si L[x(t)] = X(s) => L[e x(t)]= X(s+a)

-a*t v -a-t ~-s.t
Dem: L[e x(t)] = e “x(t)-e dt =
o
o ~(s+a)*t
= x(t)-e dt = X(s+a)
o
-o-t
Ejemplo 7: Transformada de la funcion e sen(w-t)
-o+t w

L[e esen(w-t)] =

(s+0)2+ w2



-o-t
Ejemplo 8: Transformada de la funcién e *cos(w-t)

-g*t s + 0
L[e scos(w-t)] =

(s+0)2+ w2

Ejemplo 8: Transformada de la funcién t-exp(-o-t)

-o°t 1
Lft-e ] = —
(s+0)2
Dem : Los tres ejemplos anteriores se demuestran sin méds

gque aplicar el teorema de desplazamiento en la variable

compleja.
Ejemplo 10: n n!
L[t ] =
gn+1
Dem: 2 [t 2 2 1 2
L[t ] =L[|] 2t dt" ] = —L[t] = . =
Jo s s s2 s3
3 [t 3 3 2 3!
L[t ] = L[| 3-t’2dt"] = —-L[t2] = =
Jo s s s3 s4

Por induccién se demostraria para tn,

Ejemplo 11: n -ot n!
L{t -e 1= —m78M—
(s + o')n+1

Dem: Aplicando el teorema de desplazamiento.

Propiedad 5: Transformada de una derivada n-ésima

dn-1x
=8 *L[x] - s x(0) - s —_
dt

0 dtn-21

dnx n n-1 n-2 dx
L[]

dtn 0

Dem : A partir de la derivada primera, por induccién.

Los resultados anteriores se resumen en la tabla AP2-1

de la pédgina siguiente.
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X X
L-2
. S
u 1/s
8 1
_ 1
? 52
dx/dt s X(s) - x(0)
dnx n ‘ ‘n-1 n-2 dx dn-1x
8 *L[x] - s x(0) - 8 _— .-
dtn dt |0 dtn-1|0
t X(s) -
x(t’)dt’]
o s
at ; 1
e
s-a
. w
sen{w-t)
s2 + w2
s
cos(w-t)
B . . . 82 4+ w2
u(t-to)-x(t-to) -s-to
o _w e - X(s)
-a*t
e x(t) X(s+8)
_o-t o W
e *sen(w*t)
(s+0)2+ w2
_o-t é +
e cos(w t) —
) (s+0)2+ w2
-o+t 1
t-e _
(s+0)2
n n!
t
sn+1
n -ot h!
t e —_—
. . . - (s +.g)n+i ]
Tabla AP2-1
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Otras propiedades:
Propiedad 5: Teorema del wvalor inicial.
lim x(t) = lim s-X(s)
x— 0 8 — ®
Propiedad B: Teorema del valor f1na1 ‘

lim x(t) = 11m s- X(s)
X — © s — 0
, . . . ,

En lugar de obtener 1la transformada inversa me-
dlante integracién en el plano compleao lo haremos utili-
zando la tabla de transformadas de Laplace en sentido
inverso.

En el texto, géneralmente interesa obtener 1la
transformada inversa de funciones raclonales para lo cual
habrd que descomponerlas previamente como suma de frac-
ciones simples. Al hacer la desdomposicién podemos ob-
tener fracciones simples correspondientes a:

1) Una raiz real simple:

A L-1 at -

s - a
+2) Una raiz real miltiple:
A L-1 A at k-1

— -~ ‘e .t
(s - a)k “ (k-1)!

3) Dos raices complejas'conjugadas:

Ai Az (A1+A2)+s +(A1+Az2)o+(A1-A2)jw
+ =
s-(-o+jw) - s-(-o-jw) (s+0)2 + w2
Ms + N L-1 -ot

= > e -[NM- cos(wt)+(N-Mo)-sen(wt)]
.(s+c)2 + w2

Ejemplo: Transformada inversa de:

s + s9 + 82 + s +1

s5 +6-s% + 15-s@ + 20-s2 + 14°s + 4

ﬂactorizamos el denominador. Para ello obtenemos las
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raices por el método se Rufini:

1 6 15 20 14 | a4
-1 -1 -5 -10 -10 | -a
1 5 10 10 | 4 | O
-1 -1 -4 -8 | -4
1 a4 6 | 4 | o0
-2 2 -4 | -4
1 2 2 | o

s546-54+15-s3+20-52+14+-s4+4 = (s+1)2-(s+2)"(s2+2s+2)
Hacemos la separacidén en fracciones simples:
A B C "~ Ms+N s4+53+82+s+1

+ —+ —t =
s+ 1 (s+1)2 s + 2 s2+2s+2 (s+1)2(s+2)(s2+2s+1)

Reduciendo a comin denominador e igualando los polinomios
de los numeradores término a término obtenemos una ecua-

cién para cada coeficiente:

Coef. de s+* A+ M+ c =1
Coef. de s3 S5A + B+ 4M + N+ 4C =1
Coef. de s2 10A+ 4B+ 5M + 4N + 7C =1
Coef. de s 10A+ 6B+ 24+ 5N + BC =1
Tno. independiente 4A + 4B + 2N + 2C =1
La solucién es: A = -3, B =1, C = 11/2, M =-3/2, N =-1
: -3 1 11/2 -3/2-s-1
Por tanto, F(s) = + + +
s+1 (s+1)2 s + 2 s2 + 2s +2

y como s2 + 25 + 2 = (s+1)2 + 1
f(t)= -3-e-t+t-e-t+11/2-e-2¢t-3/2-e-t-cos(t)+1/2-sen(t)
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