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1 NUMEROS COMPLEJOS 1
1. NUMEROS COMPLEJOS

1.1. Introduccion

Se suponen conocidas las definiciones y propiedades de los nimeros reales R. Los nimeros reales no
son algebraicamente cerrados, es decir, pueden escribirse ecuaciones que involucran sélo nimeros reales
que no admiten solucién dentro R. Por ejemplo:

1
5xszszo (1.1)

con solucién formal

x=1+vV-9=1+3v—-1. (1.2)

No tiene solucién para x € R real. Tendria solucién en una extensién de los reales en la que —1 tuviera
raiz cuadrada. Tal raiz se suele denominar i
2=—1. (1.3)

Si x € R necesariamente x> > 0, luego i no es real. i se denomina unidad imaginaria. En este caso las
soluciones serian 14 3i. Si se admite esta extensidn, tendremos niimeros “complejos” del tipo

z=x+1iy, x,yeR. (1.4)

Usando la propiedad i = —1 se puede ver que los niimeros complejos asi construidos son cerrados bajo
suma y multiplicacién, si se aplican las propiedades usuales validas para reales:

(x1+iy) + (2 +iy2) = (0 +x)+ily+y2) (1.5)
(x1+iy1) (2 +Fiy2) = xixo+ixiys +iyixa +ifyiya
= (xx2—y1y2) Filxiy2 +y1x2). (1.6)

El problema de postular propiedades es que no estd garantizado que no se llegue a inconsistencias.E
Para evitar este problema es mejor proceder constructivamente.

Los niimeros complejos también iluminan problemas puramente reales. Por ejemplo, la funcién f(x) =

T2 es perfectamente regular para todo x real, sin embargo si se considera su desarrollo en serie de Taylor
X

L1paradojas:

1 1 /1 1

—=— impli —l=V-lv-1=v-14/ —=vV-1—===+1.

2= Va implica 1 Ve +
En realidad hay dos raices cuadradas, £+/a. Cuando a > 0 las dos raices se distinguen bien porque una es positiva y la otra es
negativa pero eso deja de ser cierto cuando a < 0 y la falacia es que se ha identificado ++/—1 con —y/—1. Lo dnico que se

concluye es +1 = +1.
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en torno a x =0, se encuentra la serie geométrica 1 —x* +x* —x®+ ... que converge sélo si |x| < 1. En R
no se ve el motivo de la falta de convergencia para x > 1 6 x < —1, dado que nada especial le ocurre a la
funcién en x = +1. Como se vera el motivo es obvio cuando se considera la extensién de esta funcién al
plano complejo.

1.2. El cuerpo de los nimeros complejos
1.2.1. Definicién de suma y producto

Matematicamente se introduce el conjunto de niimeros complejos C = (R x R, +,.) como el conjunto
de pares ordenados de nimeros reales, R xR, z= (x,y) € C, dotado de las siguientes propiedades{]Z]

(x1,y1) = (x2,y2) sii xy=x2, y1=y (igualdad) (L.7)
(x1,31) + (x2,y2) = (x1+x2,51+2) (suma) (1.8)
(x1,31)(x2,32) = (x1x2—y1y2, X1y2+y1X2) (multiplicacién) (1.9)

1.2.2. Propiedades de suma y producto

De las definiciones se deduce que C es un cuerpo (es decir, aritméticamente los complejos se comportan
igual que los reales):

a) La suma define un grupo abeliano. El neutro de la suma es (0,0) se representa por 0 (cero) . El
inverso respecto de la suma (opuesto) de z se representa por —z

Z:(X,y), _Z:(_xa_y)7 Z+(_Z):O' (110)

Se define la resta en C
u—2:=z+(—2), 71,22 € C. (1.11)

b) El producto define un grupo abeliano en C\ {0}. Satisface las propiedades conmutativa y asociativa.
El neutro del producto es (1,0), se denomina 1 (uno). Todo z # 0 tiene un inverso que se denota z !
(o también 1/z)

<= (xvy)a Z_l = (x/,y/), ZZ_] =1

xx' —yy =1 o X y
xy’+yx’=O} ©= 2y 22 ) z#0 (1.12)

Se define la divisiéon de complejos

Z _
—=ug', w2eC, n#0. (1.13)
2

12Usamos la notacién a := b para indicar que a est4 definido como b. También, “sii” es una abreviatura de “si y sélo si".
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c¢) Propiedad distributiva: z1(z2 +23) = 27122 + 2123

1.2.3. C como extension de R

Se comprueba inmediatamente que el subconjunto {(x,0), x€ R} C es un cuerpo isomorfo a R.
A partir de ahora identificamos x con (x,0)

x = (x,0), xeR (1.14)
de modo que R C C y los complejos son una extensién de los reales.

Observacidn: La definicién de suma y producto en C es tal que todas las ecuaciones de 2° grado con
coeficientes reales tienen solucién en C. También las ecuaciones con coeficientes complejos tienen solucién.
Es mas todas las ecuaciones polindmicas complejas de cualquier grado tienen solucién en C (teorema
fundamental del algebra). C es algebraicamente cerrado y no son necesarias nuevas extensiones. De
hecho no existen otros cuerpos basados en R”, n > ZE

1.2.4. Unidad imaginaria. Notacion binémica

Por otro lado si se define la unidad imaginaria i
i=(0,1), #=(0,1)(0,1)=(-1,0)=—1, (1.15)
cualquier ndmero complejo z = (x,y) puede escribirse en la llamada forma binémica,
z=x+iy, z€C, x,yeR. (1.16)

En efecto:
x+iy = (x,0)+(0,1)(y,0) = (x,0) + (0,y) = (x,y). (1.17)

Como se ve de la construccién, los nimeros reales x e y tales que z=x-+1iy, son nicos. La forma binémica
es la méas frecuentemente utilizada.

Nota: Para evitar falacias (e]. nota , al pie de pagina) es importante notar que i no se define como

la raiz cuadrada de —1. De hecho es una de las dos raices cuadradas de —1. La otra raiz es —i = (0,—1).

Nétese también que i~! = —i. En efecto: i(—i) = —i* = —(—1) = 1.

13Usamos A C B para indicar subconjunto, sin excluir el caso A = B.
L4Entendiendo por cuerpo un anillo en el que el producto sea un grupo abeliano (salvo el cero).
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1.2.5. Parte real, parte imaginaria, complejo conjugado

Para z = (x,y), se define

x =Re(z) parte real de z,
y=1m(z) parte imaginaria de z,
7" =(x,—y) complejo conjugado de z. (A veces se denota Z.) (1.18)

Nota: Obsérvese que, por definicion, la “parte imaginaria” de z es un nimero real; no incluye la i.E]

La aplicacién z — z* es un automorfismo en C (conserva suma y producto)E]

(z1+2)" = z21+5, ()" =472,
(21—2)" = -2, (@/2)'=/2, (1.19)
y una conjugacion,
()" =z. (1.20)
Se deduce . i
Re(z) = ZZZ . Im(g) = Z;f , (1.21)
y por tanto,

z€R sii Im(z) =0 o equivalentemente z" =z, (122)
z€iR sii Re(z) =0 o equivalentemente z*= —z. '

Los nimeros de la forma iR se denominan imaginarios puros. El producto
Z=x*+y’>0 (=0 si z=0) (1.23)

es real (y no negativo). Esto permite calcular facilmente el inverso de un nimero complejo:
_ _ 1 z" x—1y X —y
1 N1 .
Z = x—|—1 = - —_— = +l Z O . 124
et iy) 2oz K24y? x4y a2 4)? =#0) (129

1.3. Representaciones. El plano complejo.
1.3.1. EIl plano complejo

C tiene estructura de espacio vectorial real (es decir con R como cuerpo de escalares) de dimensién 2 y
es geométricamente equivalente al plano R?: (x,y) representan las dos componentes cartesianas del punto

L5Estrictamente Im(z) es la componente de z en la direccién imaginaria, pero se denomina parte imaginaria para abreviar.

16puesto que la definicién bésica es i = —1 y ésta no distingue i de —i tan natural es z como z*: si en una ecuacién se
cambian todas las i por —i la ecuacién seguirad siendo cierta. Equivalentemente, si se hubiera definido i como (0,—1) toda la
teoria seria igualmente valida.
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y=Imz
€L .
g\ =iz | 2
1 7=2+i
= T 2 *=Rez
1-i *=2-i

Figura 1.1: Plano complejo.

z en el plano euclideo R? en la base ortonormal formada por {1,i}. Esta base tiene orientacién positiva,
por definicién.

La suma de niimeros complejos es equivalente a su suma como vectores de R?. Asimismo, la multipli-
cacién de un nimero real A por uno complejo z equivale al producto de z como vector en el plano por un
escalar A. Mas generalmente el producto de un ndimero complejo w = A +iu por otro z = (x,y), produce
el vector wz = AZ+ uz* siendo 7+ = (—y,x) el vector ortogonal a 7 obtenido rotando éste 90° en sentido
antihorario, 7+ = iz.

z= (x,y) se puede representar por el punto (x,y) del plano complejo (o plano de Argand), o equiva-
lentemente por el vector que va de (0,0) a (x,y). El eje x se denomina eje real y el eje y eje imaginario.
Nétese que z* es el vector reflejado de z respecto del eje real (fig. [1.1)). Las regiones {y > 0}, e {y < 0}
se denominan semiplano superior y semiplano inferior, respectivamente. Las regiones {x > 0,y > 0},
{x<0,y>0}, {x<0,y<0}y{x>0,y <0} se denominan primer, segundo, tercer y cuarto cuadrante,
respectivamente.

La equivalencia geométrica entre C y R? implica en particular que en C, a diferencia de R, no existe un
orden natural entre niimeros complejosP;g] Notacion: cuando se use a > b, a < b, etc, automaticamente se
sobreentiende que a, b son reales.

L7Histéricamente, el plano complejo, introducido por Gauss y Argand, contribuyé a la aceptacién de los niimeros complejos,
ya que probaba que éstos “existian”.

L8Como conjunto, es posible definir un orden total en C (de hecho de muchas formas) pero no uno que sea compatible con
la estructura algebraica como en R. Por ejemplo, en R, si a # 0, necesariamente a >0 é —a >0 (una y una sola de las dos
posibilidades), y si a >0y b > 0, entonces ab > 0. En C no se puede definir un orden “>" con estas propiedades.
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1.3.2. Médulo de un nimero complejo

Considerados como vectores en R2 7,-7, = Re(z1z5) = Re(zz2) = x1x2 +y1y2 (con el producto escalar
euclideo usual).

El médulo del nimero complejo z = (x,y) se define como la norma euclidea (longitud) del vector

correspondiente:
d = V92 = VT 20 (1.25)

Es definido no negativo y para z real coincide con el valor absoluto. El médulo cumple

2 = [
lz1z2| = zi]lz2], |21/22| = |z1]/22] s
lzi+2)? = |al+|2)* £2Re(z212}),
|zl = 0 sii z=0,
llzi] = |z2|| < |z 22| <la]+ 2| (Desigualdad triangular). (1.26)

1.3.3. Representacion polar

Ya hemos visto dos formas de representar los niimero complejos, (x,y) y forma binémica x + iy.

Los niimeros complejos se pueden representar mediante coordenadas polares r y 6. r es el médulo
de z y 6 el dngulo que forma el vector z con el semieje real positivo Rg (nGimeros reales no negativos) |-’
Por tanto este semieje se caracteriza por 6 = 0. Al sentido de crecimiento de 0 se le denomina sentido
positivo, y al de decrecimiento sentido negativo. Por convenio el sentido positivo es el sentido antihorario

(fig. L2 [T

) = 0 .
7 = x+iy, ;C::(;Z;Ee%} z=r(cos(0)+isen(B))=rp
ro= |z, tan(0) = y/x. (1.27)

Noétese que la dltima ecuacién no distingue entre z y —z, es decir, entre 6 y 0 + . Para fijar 6 hace falta
conocer por ejemplo el cuadrante en el que estd z. Otra observacién es que un nimero complejo tiene
médulo 1 sii es de la forma cos(0) +isen(6), 6 € R.

L9R+ denota los ndmeros reales positivos y Ra' incluye el cero.
LI0A yeces se usa la notacién rg para indicar el nimero complejo con médulo r y argumento 6.
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y=rsen (C)] Z=x+iy

; | +

\e

x=rcos (0)

Figura 1.2: Coordenadas polares. La orientacion positiva es la antihoraria.
1.3.4. Argumento. Determinacién principal.

El angulo 6 en radianes se denomina argumento de z y se designa arg(z). El argumento sélo esta
definido salvo un mdltiplo entero de 27 ya que cos(6) y sen(6) son funciones periddicas. Por ejemplo,
0 =371/2y 6 = —m/2 son ambos argumentos de z = —i. En general si 6 es un argumento de z, todos los
valores

0 +27mn = arg(z), nez (z#0) (1.28)

son también argumentos de z. arg(z) es una funcién multivaluada de z. La notacién arg(z) denota a alguno
de los argumentos (uno genérico o uno concreto si esta claro por el contexto) pero nunca al conjunto de
todos los argumentos.

Para evitar ambigiiedades se puede elegir una determinacién principal del argumento, que se designa
Arg(z) [T Nosotros tomaremos

Arg(z) € [0,27n], arg(z) = Arg(z) +2mn, nez. (1.29)

Nétese que esta eleccién de la determinacion principal es arbitraria y no es universal. También se encuentra
con frecuencia la eleccién Arg(z) €]—m, 7] Ninguna eleccién produce una funcién continua. La funcién
arg no esta definida para z =0.

LIHay que advertir que el convenio no es universal: aqui usamos “arg” para el argumento genérico y “Arg” para el principal
pero otros autores lo hacen a la inversa. Y lo mismo para “log” y “Log".
112M3s generalmente, Arg,(z) := Arg(e '*z) 4+ a produce el argumento en el intervalo [a, ot 4 27].
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Algunos casos particulares son:

Arg(1) =0, Arg(i)=n/2, Arg(—i)=3n/2, Arg(—1)=m. (1.30)

1.3.5. Producto, division y conjugado en representacién polar

La representacion polar es particularmente practica para representar la multiplicacion y divisién de
complejos:

z1 = ri(cos(6;)+isen(6;)), zo=rz(cos(6)+isen(6,)),
2122 = rirz2(cos(6;)cos(6) —sen(0;)sen(6,) +icos(0;)sen(6,)+isen(0;)cos(6,))
= riry(cos(6) + 62) +isen(6; + 6,)), (1.31)
Es decir,@
lz1z2] = |z1]|22], arg(z1zp) = arg(z;) +arg(zz) +2nn, neZ, z1,20#0. (1.32)

Mas generalmente, por induccién[-19]

1z = |z] |zl (1.33)
arg(zy-+-zy) = arg(z))+---+arg(z,) (m6d2m).

Igualmente
a @, arg(zl> =arg(z;) —arg(z2) (moéd2m),
2 |z2] 2
7' = o7, arg(z!) = —arg(z) (méd2r), (1.34)
y también
|| = |z|, arg(z*)=—arg(z) (méd2x), arg(—z)=arg(z)+7m (moéd2m). (1.35)

Ejemplo El nimero iz corresponde al vector z rotado 90° en sentido positivo. Mas generalmente, la
transformacién z — wz equivale a aplicar a z una dilatacién por un factor p y una rotacién en sentido
positivo de dngulo ¢, siendo p el médulo de w y ¢ su argumento.

0, 0<Arg(z)+Arg(z) <27
—1, 2n<Arg(z;)+Arg(z) <4nm’
L14| 5 notacién a = b (médc), donde a,b,c son elementos de un grupo abeliano, indica que a —b = nc para algin n € Z.

B3 Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(z2) +27n(z1,22) . donde n(ZhZz):{
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1.3.6. Potencias enteras de un nimero complejo

Paran € Z y z € C se define 7" en la forma natural:

FARRY4 (n factores) n>0,
7'= 1 n=0

7'zt (—n factores) n<0, (z#0).

n

Equivalentemente z7" = 1/7". Esta definicién cumple las propiedades

= (=" nmel.
1.4. Teorema de Moivre. Formula de Euler.

1.4.1. Teorema de Moivre

Aplicando la férmula de suma de argumentos se deduce

(cos(0)+isen(0))" =cos(nb)+isen(nb) (ne€Z) (Teorema de Moivre),

es decir,

cos(nf) =Re ((cos(8)+isen(0))"), sen(n6) =Im((cos(0)+isen(6))").

Por ejemplo, usando

(cos(8) +isen(0))? = cos?(0) —sen(0) +2icos(0)sen(H)

se obtienen las conocidas relaciones trigonométricas

c0s(26) = cos*(0) —sen>(0), sen(260) =2cos(0)sen(H).

1.4.2. Formula de Euler

Es conveniente usar la relacién
e® :=cos(8) +isen(0) (Férmula de Euler),
de modo que un niimero complejo cualquiera se puede escribir

z=ré®, r>0, 6€eR.

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)



1 NUMEROS COMPLEJOS 10

Un nimero complejo tiene médulo 1 sii es de la forma ¢/, 6 € R.

Cuando se defina la funcidén exponencial compleja se demostrara este resultado. De momento lo toma-
mos como una notacién que puede justificars@ mediante desarrollo en serie (formal por ahora):

oo 1)”
0 . 0 — 0211 92n+1
cos(0) +isen(0) ;) 2n +i 272n+1)

=) < (i)™ (,9)2"“> = i 0" _ jio. (1.44)

N

= (2n+1) = n!
Con esta notacién se puede escribir
r eie I"
re® re® = rire (9'+92)7 i T (0= ) (rn#0), (1.45)
et r2

consistente con el comportamiento de la exponencial real. Igualmente

. 1. . . . .
(re’®)™! = —e710 (re®)" =" (ne ), (re®)* = re 1. (1.46)

27i -1 i -1 l'7'L'/27 . e—i?‘L’/Z7 ei(6+2nn) — i0 i(G:tn) . i0 . (147)

, i=e e, e =—e

1.5. Raices de un nimero complejo

Queremos ahora definir z'/" para n € Z. En R, x > 0 tiene dos raices cuadradas; la ecuacién y* = x
tiene dos soluciones, y = #++/x. En C la ecuacién w? = z también tiene dos soluciones si z # 0, ya que si w
es una solucién, —w también lo es. Sin embargo, a diferencia del caso real, un nimero complejo no nulo
tiene tres raices cibicas, cuatro raices cuarticas, etc.

Definicion z'/", n € 7.\ {0}, denota cualquier solucién de la ecuacién w" = z. Al igual que arg(z),
2+ 7!/ es una funcién multivaluada (como veremos, cuando |n| > 2).

Si z=0 la Gnica solucién es w =0 cuando n > 0 y no hay solucién si n < 0. Para z#0y n<0 la
ecuacién w" =z equivale a w™" =z~ ! y por tanto z!/" = (z_l)_l/" y se reduce al caso de exponente positivo.
Asi que en lo que sigue suponemos z £ 0y n > 0. Sea

z=re", w=pe?, entonces re'® = p"e™? (1.48)

L15También se ve que las ecuaciones f(0) =1y f/(8) =if(0) se satisfacen cuando f(8) =¢'® y cuando f(8) = cos(6)+isen(6).
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+i

! (-1 1

1 \ 1 -1 +1

—i

Figura 1.3: Representacion de las raices ctibicas de 1 y —1 y las cudrticas de 1.

que implicd" ]

p=r'/".  np=0+2mk, keZ. (1.49)

La solucién es miltiple

0 +2rk
b=p=""", kel (150)

pero no todos los argumentos ¢ producen wy = pe'% distintos. Notando que

27
Pest =0t — Oin = P+ 27, (1.51)
se ve que s6lo hay n soluciones distintas correspondientes a wy con k=0,1,...,n—1. Ademas, si 6 € [0,27],
¢ € (0,27 para k=0,1,...,n—1["T7]
(2" = wy = F1/m 020/ =0, n—1. (1.52)
Este resultado puede expresarse como
Wi = Wollp k, (1.53)
siendo wo = r!/"e®/m y ‘
Upg =™Kk =0,1,...,n—1 (1.54)

son las n raices n-enésimas de la unidad.

Las n raices wy estan dispuestas en los vértices de un poligono regular centrado en 0, y por simetria

n—1
Y we=0 si n>2. (1.55)
k=0

1165e sobreentiende !/” en el sentido de nimeros reales. Como niimero complejo r tiene raices complejas, una de las cuales
es real y positiva.
117 os casos extremos son @, | = (8 +2x(n—1))/n=21— (28— 8)/n<2wy Qo= 0/n>0.
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1.6. Complementos
1.6.1. Superficie de Riemann de la funcion arg

Como se ha visto, la funcién arg(z) es multivaluada ya que cualquiera de los valores solucién de

‘—; = cos(arg(z)) +isen(arg(z)) (1.56)
cualifica como un argumento de z # 0. Una “funcién multivaluada”, entendiendo que hace corresponder a
cada z todas sus iméagenes, es una correspondencia pero no una auténtica funcién (no es una aplicacién).
Una solucién es elegir una de las ramas, por ejemplo 0 < arg(z) < 2m. De este modo se obtiene una
auténtica funcidn pero esto tiene varios inconvenientes: i) La funcién es discontinua sobre el semieje real
positivo. ii) La eleccién de dénde ocurre la discontinuidad es arbitrario, no intrinsecamente relacionado con
el argumento (para el que todas las direcciones que parten de z =0 son igualmente buenas). iii) Se mutila
la funcién multivaluada al quedarse sélo con algunos valores y descartar otros.

Una solucién alternativa que sortea estos inconvenientes es la llamada superficie de Riemann. Pa-
ra entenderlo primero notemos que “cortando y pegando” es posible obtener nuevas superficies (o mas
generalmente variedades) a partir de una o varias superficies dadas. Por ejemplo, si en un rectangulo se
identifican los puntos de dos lados opuestos se obtiene un cilindro (fig. . Si en un sector circular se
identifican los dos radios se obtiene un cono. Si en un disco se identifican entre si todos los puntos del
borde se obtiene topolégicamente una superficie esférica.

T
(—

——
N~

Figura 1.4: Los dos puntos marcados a se identifican y lo mismo todos los pares de puntos de esos dos lados
opuestos. Se obtiene un cilindro.

Para construir la superficie de Riemann de arg lo que se hace es considerar una copia del plano complejo
y a los puntos z de esa copia se les asigna un argumento entre O y 27. Esa es la copia 0. En la copia 1 del
plano complejo a los puntos se les asigna un argumento entre 27 y 47. Hay una copia n por cada niimero
entero, con argumentos entre 2ntn y 2mw(n+1). A continuacién, en cada copia se corta (como con unas
tijeras) por el semieje real positivo. Después de cortar quedan dos bordes con argumentos 2zn y 2m(n+1).
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Finalmente la superficie de Riemann se obtiene pegando las copias: el borde con argumento 27n de la copia
n—1 se pega (se identifica) con el borde con argumento 27n de la copia n y eso para todo n € Z (fig. |1.5]).

%0
%

/] y

a

Figura 1.5: Superficie de Riemann de arg(z), hay tantas hojas como niimeros enteros, se muestran 3 hojas.

La superficie de Riemann asi obtenida forma una superficie continua y no depende de haber usado el
semieje real positivo para cortar, cualquier otro semieje produciria el mismo resultado final. Lo que se ha
conseguido es que ahora arg es una funcién genuina y ademas continua. En efecto, el punto con médulo
r >0y argumento O de la superficie de Riemann es distinto del punto con médulo r y argumento 6 + 27,
todos los pares (1,0) r >0, 6 € R son puntos distintos en la superficie de Riemann, por tanto no hay
multivaluacién en arg. La superficie de Riemann recubre infinitas veces al plano complejo: si se identifican
todos los puntos de la superficie de Riemann con igual médulo y argumento que difieran en un mdaltiplo de
27 se recupera el plano complejo. Por convenio, el 0 es un punto comdn a todas las hojas.
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2 LIMITES Y TOPOLOGIA EN EL PLANO COMPLEJO 1
2. LIMITES Y TOPOLOGIA EN EL PLANO COMPLEJO

2.1. El principio de los intervalos encajados

Teorema (Principio de los intervalos encajados) Sea I1,I,... una sucesiér@ de intervalos cerrados
de R, I, = [an,b,], tales que:

1) Estan encajados: [,11 C I,. Esdecira; <---<a, <---<b,<.--<bh
2) Su longitud (b, —a,) tiende a 0 cuando n — oo.
Entonces hay un punto (nimero real) y sélo uno, que pertenece a todos ellos.

Obsérvese que la afirmacién analoga no seria valida en los nimeros racionales Q.

Este teorema se generaliza facilmente al caso complejo:
Teorema (Principio de los rectangulos encajados) Sea R1,R»,..., una sucesién de rectangulos cerrados
paralelos a los ejes real e imaginario: R, = [a,,b,] X [cp,d,] C C tales que:
1) Estan encajados: R,+1 C R,.

2) Su perimetro tiende a 0 cuando n — oo,

Entonces hay exactamente un z € C comin a todos los rectdngulos. <

2.2. Puntos limite

Definicion Una sucesion compleja es una aplicacién de N en C, n— z,. z, es el término n-ésimo
de la sucesién. A menudo la denotaremos {z,} (pero no es un conjunto, importa el orden).

Definicién Un nimero complejo o es un punto limite o punto de acumulacién de la sucesion
compleja
215225+ +93ny- -+ (21)

si Ve > 0, la desigualdad |z, — a| < € es vélida para infinitos valores de n.

21por sucesioén siempre entenderemos sucesién infinita.
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Figura 2.1: Construccion para el teorema Bolzano-Weierstrass.

Definicion Un entorno (complejo) del punto o de radio € es el disco abierto
D(a,e)={zeCllz—a|<e}, acC, &>0. (2.2)

Anélogamente se define entorno reducido como Dieq(et,€) = {z € C|0 < |z — o| < €}, es decir, el entorno
excluyendo el propio punto «.

Por tanto o es un punto limite de la sucesién {z,} sii en cualquier entorno de & hay infinitos términos
de la sucesién. (No hace falta que tomen infinitos valores distintos.)

Ejemplo La sucesion 1,0,3,0,5,0,7,0,... tiene 0 como punto limite (aunque no haya infinitos puntos
en un entorno de 0).

Ejemplo La sucesién 1,2,3,4,... no tiene puntos limite.
112131415

Ejemplo La sucesion 1,5,3,5,7,7:5,5:5 -~ tiene 0y 1 como puntos limite.

Definicion Una sucesién compleja {z,} es acotada si IM > 0 tal que Vn |z,] <M. En otro caso la
sucesion es no acotada.

Teorema (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sucesién compleja acotada tiene al menos un punto
limite.

Se demuestra usando el principio de los rectangulos encajados (fig. [2.1).
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2.3. Sucesiones complejas convergentes

Definicion Se dice que la sucesion compleja {z,} es convergente sii existe un a € C tal que Ve >0
Jv(e) tal que Vn> Vv |z, —a| < €. En este caso o es Unico y se dice que la sucesién tiene por limite @, y
se denota

limz, =« o bien Zp — ¢ cuando n — oo, & 2.3)
n—soo

Equivale a decir que cualquier entorno de o contiene todos los términos de la sucesiéon salvo un nimero
finito de ellos.

Nétese que {z,} es convergente sii tiene exactamente un punto limite y es acotada.
Ejemplo La sucesién 1,0,2,0,3,0,... tiene 0 como Gnico punto limite sin embargo no es convergente.

Teorema Si dos sucesiones z, — a y z,, — &’ cuando n — oo, entonces

(04
wE, v atad, 20z — ad 2—7—)5 (o #0y 7, #0). & (2.4)
n

Teorema (Criterio de convergencia de Cauchy) Una sucesién z, es convergente sii Ve >0, Jv(¢) tal
que |z, — zm| < € siempre que n,m > V.

Definicién (Limite infinito) Se dice que lim,_. 2, = oo, 0 bien z, — e cuando n — oo, cuando VK >0
dv(K) tal que Vn > v |z,| > K.

Esta definicién equivale a 1im, ;e |z,| = -oo.

Definicién Se define un entorno del infinito (de radio R) como un conjunto {z||z| > R}, para cierto
R > 0. (O mas generalmente |z— o] > R.)

Por tanto, z, — oo expresa que cualquier entorno del infinito contiene todos menos un ndmero finito de
términos de la sucesién.

2.4. Esfera de Riemann y plano complejo extendido

Si consideramos C = R? como subconjunto de R* (a saber, puntos de R? del tipo (x,,0)), la esfera
de Riemanr@ es la superficie esférica £ C R? de radio unidad centrada en 0, £ = {F#|F € R3, ||7]| =1}.
N = (0,0,1) es el polo norte de la esfera y S = (0,0,—1) el polo sur. Para cualquier punto z del plano
complejo se puede considerar la recta que une z y N. Dicha recta cortard ¥ en otro punto P. Por tanto

22Aqui se describe una versién, se pueden hacer otras construcciones equivalentes.
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todo nimero complejo z tiene asociado un punto de la esfera. Viceversa, todo punto de X, excepto N,
tiene asociado un ndmero complejo z. Hay una biyeccién bicontinua entre C y £\ {N} (denominada esfera

pinchada). (Véase la fig. [2.2])
N

Figura 2.2: Proyeccién estereogréfica.

Dada una sucesién compleja, cuando lim,,_,. 2, = o0, los puntos correspondientes P, sobre X se aproximan
al polo norte, P, — N con n — oo, y es natural asociar N con z = oo, llamado punto del infinito. El plano
complejo junto con o se llama plano complejo extendido, C* = CU{}. Algunas propiedades son:

. z Z
si zeC Z:I:oo:oo7 007 = o0 (Z?éo), 6:c>o (Z7£O>7 ;:07 0000 = 00, (25)
Notese que o no es un elemento del plano complejo finito (C.@

La correspondencia entre el plano complejo extendido y la esfera de Riemann (incluido N) es una
biyeccién, denominada proyeccién estereografica. El plano complejo extendido es topolégicamente una
esfera. Un entorno de N en la esfera de Riemann es un entorno del infinito en el plano complejo extendido. El
interés de la proyeccién estereografica y la esfera de Riemann es que esta dltima es una variedad compacta
(subconjunto cerrado y acotado de R?) y por tanto mejor comportado que R? (cerrado pero no acotado,
no compacto). Asi por ejemplo, toda sucesién en la esfera de Riemann tiene necesariamente algiin punto
lfimite. Un sucesién compleja convergente se puede definir como una sobre la esfera de Riemann que tenga
un solo punto limite y éste no sea co. Igualmente 1im, .z, = o equivale a decir que la sucesién tiene oo
como Unico punto limite en C*. O también, una sucesién no acotada es una que admite oo como punto de
acumulacién en C*.

23También se define un conjunto real extendido R* pero en este caso 4o se consideran dos puntos distintos, R* = RU
{+o0} U{—}. En cambio en C* todos los limites |z| — o en cualquier direccién se consideran identificados como un dnico
punto, oo.
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Ejercicio. Calcula z € C en funcién de las coordenadas (X,Y,Z) € R? del punto en la esfera, y viceversa.

Solucion: z= (X +iY)/(1 —-Z).

2.5. Curvas y dominios

Definicion Se dice que z es un punto interior de un conjunto E C C si admite un entorno contenido
en E (en particular z € E). Se dice que E es abierto si todos sus puntos son interiores. Se dice que E es
cerrado si su complementario, E“ = C\ E, es abierto.

Ejemplo El conjunt {0 < |z] < 1} es abierto, {|z| <1} es cerrado, {0 < |z] < 1} no es abierto ni
cerrado. El conjunto | —1,1[C R es un conjunto abierto en la topologia de R pero no es abierto en la
topologia de C En cambio [—1,1] si es cerrado en C.

La topologia de C es la de R%. En la topologia de R”, todos los conjuntos abiertos son unién de bolas
abiertas.

Definicion Se dice que z es un punto exterior de E cuando z es un punto interior del complementario
de E. Los puntos que no son interiores ni exteriores a E son puntos frontera de E. El conjunto de puntos
frontera es la frontera de E. Obviamente E y E° tienen la misma frontera.

Definicién Se dice que z es un punto de acumulaciéon o punto limite de E si en todo entorno de z
hay infinitos puntos de E.

Definicién Un elemento de E es un punto aislado cuando no es de acumulacién. Un conjunto es
discreto cuando todos sus puntos son aislados.

Ejemplo Sea E = {0 < |z] < 1} U{2}. Sus puntos interiores son {0 < |z| < 1}. Sus puntos exteriores
son {1 < |z|,z# 2}. Su frontera es {0,2} U{|z| = 1}. Su puntos de acumulacién son {|z| < 1}. 2 es un
punto aislado de E.

Proposicién Un conjunto es cerrado sii contiene su frontera. Un conjunto es cerrado sii contiene a
todos sus puntos de acumulacién.

Definicién La clausura E de un conjunto E se obtiene al afiadirle todos sus puntos de acumulacién.
E se obtiene igualmente afiadiendo a E su frontera.

24Para aligerar la notacién usamos {0 < |z| < 1} para indicar el conjunto {z€ C|0 < |z] < 1}, etc.
25En la topologfa de C un entorno de, por ejemplo z =0, es un disco, y no est4 contenido en ]—1,1], por tanto z=0 no es
un punto interior. Si lo es en la topologia de R, donde un entorno es un intervalo real.
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Definicion Un conjunto abierto E C C se dice que es conexo si no es la unién de dos abiertos disjuntos.

Definiciéon Un conjunto no vacio G es un dominio si es abierto y conexo. (No debe confundirse este
concepto con el de dominio de definicién de una funcién.)

Proposicion Todos los dominios tienen una frontera no vacia excepto C.

Definicién Un dominio G junto con ninguno, alguno o todos sus puntos frontera se denomina una
region, G. Equivalentemente, un conjunto es una regiéon cuando al quitarle su frontera se obtiene un
dominio. Un dominio es una regién abierta. Un dominio junto con su frontera es una regién cerrada, G.

Ejemplo El intervalo real [0,1] no es una regién: todos sus puntos son de la frontera, y si se quita
ésta queda el conjunto vacio, que no es un dominio.

Definicion Un conjunto E C C (en particular un dominio) es acotado si est4 contenido en un entorno
de cero, es decir, si 3K > 0 tal que Vz € E, |z| < K. En otro caso es no acotado.

Definicion Un conjunto es compacto cuando es cerrado y acotado.
Ejemplo Un disco cerrado es un conjunto compacto. C no es compacto, es cerrado, pero no acotado.

Teorema (Teorema de Heine-Borel) Un conjunto compacto (cerrado y acotado) G con un recubri-
miento abierto {A4} admite un subrecubrimiento finito|

Teorema Si G es compacto y {z,} es una sucesién tal que z, € G Vn, entonces {z,} tiene al menos
un punto limite y todos sus puntos limite estan en G.

Definicion (Curva orientada) Sean x(t), y(t) dos funciones reales y continuas de la variable real ¢
con a<t<b (a,beR). La aplicacién z(t) = x(t) +iy(t) es un camino en el plano complejo. z; = z(a)
y z2 = z(b) son el punto inicial y el punto final, respectivamente. El conjunto de todos los caminos
con el mismo recorrido y el mismo punto inicial z; y el mismo punto final z, define una curva orientada
(continua) C. Por tanto, a cada curva C le corresponden infinidad de caminos, y cada camino define una
parametrizacion de la curva. La curva C se recorre en sentido positiv cuando t va de a a b, es decir
t crece, y en negativo cuando ¢ decrece.

Nota: tal y como est4 definida, (el recorrido de) una curva es un conjunto compacto. Asi por ejemplo,
el conjunto R no define una “curva” (requeriria a,b infinitos o x(z),y(t) no continuas). Por otro lado una
curva no es una regién: todos sus puntos son de la frontera, y si se quita ésta queda el conjunto vacio, que

26En topologias generales esto se toma como definicién de conjunto compacto. En ese caso el teorema afirma que un
subconjunto de R" es compacto sii es un conjunto cerrado y acotado.
27E| sentido positivo para el caso especial de una curva cerrada simple se define mas adelante.
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no es un dominio.

Definicién Si z; = z» se dice que la curva es cerrada, en otro caso es una curva abierta o arco. Para
curvas cerradas, se considera que dos parametrizaciones corresponden a la misma curva si la recorren en el
mismo sentido aunque difieran en la eleccién del punto inicial sobre la curva.

Definicion Un conjunto de puntos E C C se dice que es (arco-)conexo si cualquier par de puntos
71,22 € E puede unirse mediante un arco C contenido en E con z; y zo como puntos inicial y final.

Proposicién Un conjunto es conexo sii es arco-conexo.

Definicion (Curva simple) Una curva es simple si no pasa dos veces por el mismo punto de C (no
se corta a si misma), es decir, si a <t <1, <b implica z(t;) # z(t2). Una curva es de Jordan cuando es
una curva cerrada simple.

Teorema (Teorema de la curva de Jordan) Toda curva simple cerrada C divide el plano complejo
finito en dos dominios de los que C es frontera comin. Uno de ellos es acotado (llamado interior de C) y
el otro no acotado (llamado exterior de C).

Definicién Se toma el sentido positivo de una curva simple cerrada de modo que su interior esté
localmente a la izquierda de la curva para un observador que recorra la curva. (Equivalentemente, al cruzar
la curva yendo del interior al exterior la curva llega desde la derecha.) Coincide con el sentido antihorario
para una curva convexa.

¢ C

Figura 2.3: Una curva de Jordan con orientacion positiva.

Definicion Se dice que un dominio G es simplemente conexo si toda curva simple cerrada contenida
en G tiene su interior también contenido en G*¥| En otro caso G es miltiplemente conexo.

28Esto es para el plano complejo finito. En el plano complejo extendido se dice que G es simplemente conexo si para toda
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Una definicién equivalente es que G es simplemente conexo cuando los caminos cerrados contenidos en
G son contractiles en G (se pueden contraer a un punto mediante deformacién continua sin salirse de G).

Ejemplo El dominio G| = {|z| < r} (r > 0) es simplemente conexo. Gy = {r < |z|} (r > 0) no es
simplemente conexo en C. En efecto, una circunferencia de radio p > r tiene z=10 & G, en su interior.
Gs={r<|z] <R} (0<r<R)no essimplemente conexo ni en C ni en C*.

Figura 2.4: G es un dominio 3-conexo.

Definicién Si Cy,Cy,...,C, son n+ 1 curvas cerradas simples tales que cada curva C1,(s,...,C, esta
en el interior de Cy y en el exterior de las demés, entonces el conjunto formado por los puntos que son
del interior de Cy y del exterior de Ci,Cs,...,C,, forman un dominio G cuya frontera esta formada por la
n+1 curvas Cy,Cy,...,C, (fig. . Se dice que G es n+ 1-conexo, en particular si n =0 G es 1-conexo o
simplemente conexo.

curva cerrada simple su interior o su exterior estan completamente contenidos en el dominio G.
29Sin embargo este dominio si es simplemente conexo en C*.



3 FUNCIONES COMPLEJAS 1

3. FUNCIONES COMPLEJAS

3.1. Variables y funciones

Definicion Una funcion compleja f(z) es una aplicacién

f: E—=C

2= w=f(2) G-D

donde E C C es el dominio de definicion de f. La variable z € E se llama variable independiente u
original. w es la variable dependiente o imagen. El conjunto E’ = f(E) de valores que puede tomar w
se llama recorrido de f.

Las mismas definiciones se aplican cuando E y E’ son subconjuntos del plano complejo extendido.

Nota: Cuando se dice que y = f(x) es una funcidn real (respectivamente, funcion compleja) quiere
decir que toma valores y en R (respectivamente, en C). Cuando se dice que f es una funcién de variable
real (respectivamente, funcién de variable compleja) quiere decir que la variable independiente x toma
valores en R (respectivamente, en C).

La funcién f puede especificarse dando los valores de u :=Re(w) y v :=Im(w),

z=x+iy Ay w= u(x,y) +iv(x,y) (forma binémica). (3.2)

Las funciones asi definidas son funciones univaluadas ya que para z € E existe exactamente un valor
w. Si se consideran correspondencias mas generales (que ya no son aplicaciones) donde z puede tener mas
de una imagen, se habla de funciones multivaluadas o multiformes. Por omisién, funcion se refiere a
funcién univaluada.

En general E/ C C y f definida como f: E — C no es sobreyectiva. Se puede trabajar con la funcién
(que también suele llamarse f)
f: E—E

z—=w=f(2) (3-3)

que es sobreyectiva por construccién. Si f es inyectiva entonces es también biyectiva y se puede definir la
funcidn inversa
0 :E' - E

Wi 2 (3.4)

En este caso se dice que f es invertible y ¢ = f~!. En el caso general f no serd inyectiva, es decir, w
puede ser imagen de mas de un original z € E, por lo que en general ¢ = f~! es una funcién multivaluada.
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1
Ejemplo f(z) = — se puede definir con dominio E = C\ {0} y recorrido E' = C\ {0}. Es invertible,
z
1
o(w)= — En el plano complejo extendido C* = CU {0} se puede definir f(z) con dominio y recorrido C*,
tomando f(z) =1/zsi z# 0,00, f(0) =00, f(eo) =0.

Ejemplo w = |z|, z € C es univaluada pero no es invertible, ya que z y ¢z (8 real) tienen igual médulo.

Ejemplo f:C — C con f(z) = z* es univaluada y sobreyectiva pero no invertible, su inversa @(w) es
bivaluada (excepto si w =0) ya que +z — z°.

Ejemplo f:E — C siendo f(z) =2* y E ={z|Re(z) > 0,Im(z) > 0} (es decir, z es un punto del
primer cuadrante). f(z) es inyectiva ya que si z € E, —z & E. Su recorrido es E' = {w| Im(w) > 0}. En
efecto, z=re’® € E siir >0y 0< 6 < /2. Entonces, w=pe'® =72 tienep=r>>0y0<$p=20<m,y
por tanto w es un punto cualquiera de E'. f:E — E’ es invertible.

Observacion. Cuando f(z1) = f(z2) garantiza que z; = 25 se dice que la funcién f(z) es inyectiva. La
observacion trivial pero importante (por lo facilmente que se olvida) es que no todas las funciones son
inyectivas. Asi, z2 = w* no implica que z=w ni cos(¢;) = cos(¢») permite concluir que ¢; = ¢,.

3.2. Continuidad de funciones complejas

Las definiciones que siguen son las estandar en R” para n=2.

Definicién (Limite de una funcién) Sea G un dominio (regién abierta) y zo € G, y sea f(z) una
funciéon compleja definida (al menos) en G\ {z0} (la funcién puede estar definida en zy o no). Se dice que
f(z) tiene limite a € C cuando z — z9, y se denota

lim f(z) = «, (3.5)

20

si Ve >0, 36(€,z0) > 0 tal que 0 < |z—z0| < & garantiza |f(z) — o] < & (fig.[3.1). ¢

Ejemplo Sea f:C — C tal que f(0) =1y f(z) =0 Vz#0. En este caso lim,_,o f(z) = 0. Nétese que
no habria limite si en la definicidn se exigiera |f(z) —a| <€ Vz |z—z9] < 8, sin excluir el caso z = z.

Definicion (Continuidad) f(z) es continua en zg si f(zp) # e y ademas

lim f(z) = f(z0), (3.6)

7—20

es decir, si Ve >0, 38(¢,29) > 0 tal que |z —z0| < § garantiza |f(z) — f(z0)| < ePT] ¢

3-1En este caso, exigir |f(z) — f(z0)| < € también para z = zg es irrelevante. No impone ninguna restriccién.
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Figura 3.1: La imagen del entorno de zo de tamaio 9, en el plano z, estd contenido en el entorno de ¢ de tamafio
€ en el plano w = f(z).

Definicién La funcién f es continua en un dominio G (en sentido puntual) si es continua en todo
punto de G.

Ejemplo w = 1/z es continua en todo el plano complejo excepto en z = 0:

En efecto, sea z9p # 0 el punto en el que queremos ver que la funcién 1/z es continua, y tomemos
8 < 1|zo|, de modo que para cualquier punto z en el disco |z—zp| < & se tiene que |z| > 1|zo|. Para la
imagen del disco se tiene entonces

1 1

Z 20

|z =z 26
lzllzo]  |zol*’

lw—wp| = (3.7

magnitud que puede hacerse menor que cualquier € > 0 eligiendo & < 1&|z|* (ademés de § < 1|z0]). ¢

Proposicion Si f(z) y g(z) son continuas en z, también lo son las funciones f(z) £¢(z), f(z)g(z) y
f(2)/g(z) (si g(zo0) #0). Si @(w) es continua en wy = f(20), @(f(z)) es continua en z.

Cuando f(z) esta definida en una regién G y zo es de la frontera de G no esté garantizado que z € G si
|z—z0] < & (0 suficientemente pequefio). En este caso hay que cambiar la definicién afiadiendo la condicién
z € G. Se denota

lim fz)=a,  lim f(z)=f(z0). (3.8)
Z2—20 Z—20
z€G z€G
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para indicar limite y continuidad, respectivamente. Andlogamente, si f(z) esta definida sobre una curva C

lim f(z) =, lim f(z) = f(z()). 3.9
Z—20 Z—20
zeC zeC

Definicion (Limite infinito) La expresién lim f(z) = oo significa
7—20

o

O equivalentemente, VK >0, 36 > 0 tal que 0 < [z—z0| < & implica |f(z)| > K. Andlogamente, la expresion
lim f(z) = o significa
Z—roo

Iim £(1/¢) = . 3.11)
£—0
O equivalentemente (para @ € C), Ve >0, IR > 0 tal que |z| > R implica |f(z) —a| <e. &

Estas definiciones corresponden a la definicion usual de limite desde el punto de vista de la esfera de
Riemann de las variables w o z, respectivamente.

Ejemplo f(z) = 1/z tiene limite oo cuando z — 0. Si se define en el plano complejo extendido como
f(0) = oo, no es continua en z =0 aunque lim,_,o f(z) = f(0) ya que f(0) = oo estd excluido explicitamente
en la definicién de continuidad.

Definicion (Funcién acotada) Se dice que una funcién f(z) con dominio de definicién E estd acotada
en un conjunto A C E cuando 3K tal que |f(z)| < K Vz € A. Equivale a decir que el conjunto f(A) estd
acotado.

3.3. Complementos
3.3.1. Continuidad uniforme

Definicion (Continuidad uniforme) Una funcién f(z) definida en un dominio G es uniformemente
continua en G si y sélo si Ve >0 35(e) > 0 tal que para todo par de puntos z;,2; € G, la condicién
|z1 —z2| < & garantiza |f(z1)— f(z2)| < €. (3.12)

La misma definicién se aplica cuando f esté definida en una regién G o una curva C, imponiendo
71,22 € G o C, respectivamente.
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Nota: El punto clave es que 6 depende sélo de € (aparte de f y G), pero no de zj,z,. Esta condicidn

es mas fuerte (exigente) que la continuidad en un punto z9p € G ya que ahi 6 podia depender de z.
Proposicién Continuidad uniforme implica continuidad en cada punto (pero no al contrario).

Ejemplo La funcién f(z) = 1/z definidaen G = {0 < |z] <1} es continua en G pero no uniformemente
continua: En efecto, la condicién |z; — 23| < § para z1,22 € G, no garantlza que |z1 -2 1| < €. Por ejemplo,
tomando z; = §/2 y z2 = 8, se cumple |71 — 22| < 8, pero |z;' —z,'| = 1/8 que no es arbitrariamente
pequefio (todo lo contrario).

Teorema Si f(z) es continua en un conjunto compacto, entonces también es uniformemente continua
y acotada.

Este teorema se puede demostrar mediante el teorema de Heine-Borel ]

Ejemplo En el ejemplo anterior, la funcién f(z) = 1/z definida en G = {0 < |z| < 1} era continua en
G pero no uniformemente continua. El teorema no se aplica porque G es acotado pero no cerrado (z =0
es de la frontera pero no del conjunto). f(z) tampoco esta acotada en G: En efecto, lim, ,1/z = oo.

Ejemplo f(z) =z es continua en C y uniformemente continua en C, pero no acotada.

Ejemplo f(z) = 7% es continua en C pero no uniformemente continua ni acotada en C.

32Véase por ejemplo el libro de Silverman, pag. 30.
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4. DERIVACION EN EL PLANO COMPLEJO

Para una funcién definida sobre un dominio en C usamos la notacién f(z) o f(x,y) indistintamente,
siendo z = (x,y) =x+1iy. Si no se dice otra cosa u(z) y v(z) denotan las parte real e imaginaria de f(z), asi

f(2) = (u(z),v(2)) = u(z) +iv(z).
4.1. Funciones R-diferenciables
Definicion (Derivadas parciales) Sea una funcién compleja f(z) definida en un entorno de un punto

z = (x,y). Se definen las derivadas parciales respecto de x e y, en z como los limites (suponiendo que
existan)

) _j )= i L0485 =S0) .
2D _3p(e) = i LEIEE I, |
Es decir, d; es la derivada respecto de x con y constante y analogamente para d.
Obviamente f(z) admite derivadas parciales si y sélo si u(z) y v(z) las admiten y
0uf(2) = du(z) +idwv(z),  9f(2) = dyu(z) +idy(z). 4.2)
Las derivadas parciales satisfacen
dx=1, ody=0, dx=0, Jdy=1. 4.3)

Definicion (Derivadas de Wirtinger) Para una funciéon que admita derivadas parciales se pueden
definir los operadores (derivadas de Wirtinger) o, y d; (también denotada d-) mediante

d 1 . 0 L 1 .
Fr J; = 5(9x —idy), P J; = E(ax+lay)v 4.4)
0 equivalentemente
Oy =0, + 8;, dy =id, — ia;. 4.5)
Estas derivadas satisfacen
dz=1, 97 =0, 8;z =0, a;Z* =1, (4.6)

asi como la identidad
Axdy+Ayd, = Az0d, + A" 9], 4.7
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donde Az = Ax+iAy y Az"* = Ax—iAy y A se refiere a los incrementos de las variables.

Definicién (Funcion R-diferenciable) Una funcién compleja f(z) (definida en un entorno de un punto
z) se dice que es diferenciable en el sentido de variable (independiente) real o R-diferenciable en el
punto z cuando el incremento de f(z)

Af(2) = fx+Axy +4Ay) = fxy) = f(z+A2) = f(2) (4.8)
admite la descomposicién 1]
Af(z) = Ai(z,Az)Ax + Az (z,Az) Ay (4.9)
tal que los limites 1lim A;(z,Az) y lim A>(z,Az) existen y son finitos. En ese caso es evidente que tales
Az—0 Az—0

limites son precisamente d;f(z) y dyf(z), y la condicién de ser R-diferenciable equivale a que el incremento
satisfaga

Af(z) = duf(2)Ax+ 0y f(2) Ay + €1 (2, Az) Ax + £5(z, Az) Ay o _
0= Ifm & (z,Az) = lim &(z,A2) (funcién R-diferenciable) (4.10)
Az—0 Az—0

Es inmediato que f(z) es R-diferenciable si y sélo si u(z) y v(z) lo son.

Por su definiciéon una funcién R-diferenciable es continua y admite derivadas parciales. Por otro lado
que dyf y dyf existan no basta para que f sea R-diferenciable. (Por ejemplo f(x,y) = \/W tiene derivadas
parciales en x =y = 0 pero no es diferenciable en ese punto.) Una condicién suficiente para sea diferenciable
es que las derivadas parciales sean continuas.

Definicién (Diferencial) Se denomina diferencial de una funcién diferenciable a la parte lineal del
incremento

df(z) = duf(2)Ax+ 0y f(2)Ay. 4.11)
Aplicando esta definicion a las funciones x e y se deduce que Ax =dx y Ay =dy, y por tanto
df(z) = 0 f(z)dx+ 9y f(2) dy. (4.12)

Usando variables (z,z*) en vez de (x,y) y la identidad (.7)) es inmediato que el diferencial también
puede escribirse como

df(z) =d.f(z)dz+ 9 f(z)dz". (4.13)

Proposicion Un funcién compleja f(z) es R-diferenciable si y sélo si satisface

Af(z) = 0.f(2) Az+ 9] f(z) AZ" + €(z,Az) Az, Alzigos =0 (funcién R-diferenciable) (4.14)

41Es decir, existan funciones A2 de modo que la férmula se cumpla. Nétese que Aj > no quedan definidas univocamente
por la ecuacién @.9), por la ambigiiedad A| — Aj + €Ay, Ay — Ay — €Ax para cualquier € — 0.
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Demostracion: En efecto, usando variables (z,z*) en vez de (x,y) y la identidad (4.7) es inmediato que
la condicién de ser R-diferenciable en (.10) equivale a

Af(z) = 0.f(z) Az+ 9] f(2) AZ" + M1 (z,Az) Az+ 12 (z,Az) AZ" } @15)
0= Jim,m(2.8) = Jim, (e 2 | |
El incremento puede escribirse como
A k
Af(z) = 0.f(2) Az+ 9] f(2) A" + <T]1 (z,Az) + nz(z,M)AZZ> Az. (4.16)

*

A
Simy ma— 0 entonces € =1 +n2AZ también tiende a cero por |Az"/Az| =1, luego (@.I3) implica
74

@.14) .@Y viceversa (@.14)) implica (.15) ya que corresponde al caso particular ny =¢, 1, =0. $

Nétese que en (@.14) no hay ambigiiedad en los coeficientes d,f(z) y 9 f(z) (ya que no la hay en d,f(z)
y dyf(z)) y tampoco en &(z,Az).

4.2. Derivada de una funcién compleja
Definicién ( Derivada de una funcién compleja) Se dice que una funcién f(z) es derivable o diferen-

ciable en el sentido de variable (independiente) compleja (C-diferenciable) en un punto z cuando el
limite

Af(z)
/ ERT
£ '_Alzlgo Az @17
. o : » df(z)
existe y es finito. f'(z) se llama derivada de f(z) en z y también se denota .
b4

En el contexto de variable compleja, diferenciable se refiere a C-diferenciable si no se dice otro cosa.
Aqui seguiremos ese convenio. Derivable y diferenciable son sinénimos[*|

Superficialmente la definicion de derivada en variable compleja es similar a la del caso real, asi por
ejemplo:

Ejemplo f(z) = z> es derivable en todos los puntos:

f'(z) = lim W

= Iim (2 =2z. 4.1
Az—0 Az Azlglo( 2+ A7) ‘ (4.18)

42Recuérdese que en la definicién de limite se excluye el valor Az =0. Una compactificacién similar no es posible en @10
ya que Ax o Ay si pueden anularse.

43S0n sinénimos para funciones de una sola variable compleja. Si hay varias variables complejas f(z1,22,...) se pueden definir
las derivadas parciales, etc, como en el caso real.
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Algunas propiedades de la derivada
Como la definicién de f’(z) es algebraicamente idéntica a la del caso real, es inmediato que comparte con
ella las siguientes propiedades:

a) (cf(z)) =cf'(z), donde c es una constantey f(z) es derivable en z.

b) Si f(z) y g(z) son derivables en z,

(f2)£8(2) = [fl2)*£(2)
(f(2)g(2)) f'(2)g(2) + f(2)g'()
¢) Si f(z) es derivable en z y @(w) es derivable en w = f(z)
(0(f(2))) = @' (f(2)f (2). (4.20)
d) Si z(t) es una curva diferenciable
D) _ ooy @), (421)
e) (') =nz"', n=0,1,2,... La misma férmula vale para n entero negativo y z # 0.

Sin embargo, a pesar de la similitud con la derivada real, que una funcién sea “bien comportada”
(concretamente, R-diferenciable) no garantiza que sea derivable, como se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo f(z) =z" =x—iy es continua en todo el plano complejo y alin més, diferenciable en el
sentido de variable real (de hecho C*(IR?)), pero no derivable en ningiin punto, en el sentido de variable
compleja:

(z+Az)" —z* Az Ax—iAy

lim = lim = lim — . 4.22)
Az—0 Az Az—0 Az Az—0 Ax+iAy

Se ve que si se hace el limite segiin Ay =0, Ax — 0 sale 1, en cambio si se hace el limite segiin Ax=0, Ay — 0
sale —1. Luego el Iimite no existe y la funcién no es derivable. Igualmente f(z) = x? no es derivable. <>

Como se acaba de ver para que una funcién compleja sea derivable (en el sentido de variable compleja)
no basta que u(z) y v(z) sean diferenciables en sentido de variable real, hace falta ademas que u y v estén
adecuadamente relacionados entre si. En efecto, si w = f(z) es derivable en z el limite de Aw/Az no debe
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depender de la direccién en la que Az — 0. En particular debe dar lo mismo si va a 0 por el eje real o por
el imaginario:

f(z) 1fm Autidy im Autiby _ ou | 0v (limite por el eje real)
= — = — = —Fi— imi r
¢ Ax — 0 AX+iAy A0 Ax dx  dx P !
Ay=0
A iA A iA d 0
flz) = A}}fi ()AZI;A; = Ayfg]oui—Ai_;v = —ia—z + a—; (limite por el eje imaginario) (4.23)
Ax=0

La igualdad de ambos limites requiere

du _dv du  dv

x > o (4.24)
conocidas como ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Definicion (Ecuaciones de Cauchy-Riemann)
Okt = 0y, dyu = —oyv. (4.25)
Como es facil comprobar, las ecuaciones de Cauchy-Riemann se pueden también expresar como
0 f(2) =idcf(2) (4.26)
y también
d; f(z) =0. (4.27)
¢

La consideracién de otras direcciones distintas de los ejes x e y al tomar el limite Az — 0 no imponen
nuevas condiciones. De hecho se tiene el siguiente teorema:

Teorema (Goursat) Una funcién compleja f(z) es derivable en un punto si y sélo si es R-diferenciable
y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en dicho punto.

Demostracion: De acuerdo con la definicion @.17), que una funcién sea derivable equivale a decir
que su incremento satisface

Af(z) = (f'(z) +&(z,A2))Aq, Alzigos =0. (4.28)
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d]:l(z) .) Comparando @.28)

con (@.14) se deduce que las funciones C-diferenciables son automdaticamente R-diferenciables y ademas
satisfacen

(Incidentalmente, de aqui se deduce que df(z) = f'(z)dz y en efecto f'(z) =

f@)=0:f(z), 9 f(z)=0. (4.29)
df(z) 4.
4 puede calcular como 8Zf(z).

La segunda igualdad son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Y viceversa, si f(z) satisface las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y es R-diferenciable entonces se reduce a (4.28), y por tanto es C-diferenciable.
¢

La primera igualdad indica que cuando una funcién es derivable

Ejemplo Asi, para f(z) =z*, u(x,y) =xy v(x,y) = —y, de modo que aunque la funcién es R-diferenciable

en todo el plano no satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y no es derivable en ningin punto. En

cambio para f(z) = 2%, u(x,y) = x* —y* y v(x,y) = 2xy, por tanto duu =2x =0y y du= —2y = —v (se

satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann).

Como se ha visto, si la funcidn es derivable, su derivada se puede expresar como

1

@) =0.s@) =5

(dx—id))f(2) (4.30)
pero por las ecuaciones de Cauchy-Riemann 0, f(z) =idyf(z) esto equivale a
f(z) = 0uf(z) = duu+ idy 431)

y también

f(2) = dwu—idyu = dyy+idyy = dyv — idyu = —idy f(2). (4.32)

Ejemplo Asi para f(z) =22, f'(z) = de(x* — y* + 2ixy) = 2x + 2iy = 2z.

4.3. Funciones holomorfas
4.3.1. Funciéon holomorfa o analitica

Definicion (Funcién holomorfa o analitica) Se dice que una funcién es holomorfa o también analitica
o regular, en un punto z si es derivable en un entorno de z. Los términos holomorfa, analitica y regular
son sinénimos.

44Sj no es derivable

simplemente no existe aunque d,f(z) si pueda existir.

df(z)
dz
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La condicién de ser holomorfa es mas restrictiva que la de ser derivable, como se ve en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo f(z) = |z|* es derivable en z =0 pero no en ninglin otro punto. Por tanto no es analitica en
ningln punto.

Definiciéon Una funcién f(z) es holomorfa (analitica, regular) en un dominio G si es derivable en
cada punto de G. Todo punto de C en el que f(z) es analitica es un punto regular de f(z). Todos los
demas puntos de C son puntos singulares de f(z).

Ejemplo Sea f(z) definida en C\ {0} con valor w = z2. Los puntos regulares son todos los de C\ {0}
y z=0 es un punto singular, ya que la funcién no esta definida ahf.

Definicion Una funcién compleja f(z) es entera si es derivable en todo el plano complejo finito.
Proposicion Todo polinomio de z,
P(z)=Y a7, aeC (4.33)
k=0

es una funcién entera. Toda funcién racional (cociente de polinomios de z) es analitica en todo el plano
complejo excepto donde el denominador se anule.

Demostracion: Se sigue de las propiedades de la derivada en (.19) y siguientes. <

Nota: Sin embargo los polinomios o funciones racionales construidas con z y z* no son funciones
analiticas en ningdn punto (a menos que no dependan de z*). (Véase la seccién en los complementos
al final del capitulo.)

Ejemplo La funcién e*:= ¢*(cos(y) +isen(y)) es la exponencial compleja. Extiende la funcién expo-
nencial real al plano complejo. Es diferenciable en todo C y también satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Por tanto es analitica en C y es una funcién entera. Su derivada coincide con ella misma, como
ocurre en el caso real, (&%) = ¢

Definicion (Funcién analitica en el infinito) Se dice que f(z) es analitica en el infinito si la funcién

o(8) = f(1/8) es analitica en { =0. Se define f(«0) = ¢(0).

Ejemplo f(z) =1/7", n > 0 es analitica en el infinito.

4.3.2. Regla de I'Hopital

Teorema (Regla de I'Hépital) Sean f(z), g(z) derivables en un entorno reducido de zp € C* =
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CU{eo}, y tales que lim,_,,, f(z) = lim,_,;, g(z) =0 6 lim,_,,, f(z) = lim,_,,, g(z) = oo, y ademas el limite
lim,_,,,(f"(z)/&'(z)) existe (finito o infinito), entonces

tim L&) _ jm £

434
M el e g(2) (339

Este teorema se aplica y demuestra igual que en el caso real.

. =1 473
Ejemplo lim - im
z——i 741 z—=—i 1

4.3.3. Funciones armonicas

Definicion (Funcién armdnica) Se dice que una funcién f(z) es arménica cuando admite derivadas
parciales segundas continuas y ademas

(92 +97) f(z) =0. (4.35)

Definicion (Funciones arménicas conjugadas) Sea u(x,y) y v(x,y) un par (ordenado) de funciones
reales. Se dice que son armodnicas conjugadas cuando tienen derivadas parciales segundas continuas y
ademas satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann @.23) [

Proposicion Si u(z) y v(z) son arménicas conjugadas también son funciones arménicas.
Demostracién: En efecto, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann
%u+ 8y2u = 0ddyv—0ydv =0 (Idem para v) (4.36)
La dltima igualdad se cumple por la hipdtesis de tener derivadas parciales segundas continuas. <

Proposicion Si f(z) = u(z)+iv(z) es analitica en un dominio G, u(x,y) y v(x,y) son funciones arménicas
conjugadas, y por tanto también armoénicas.

Demostracién: El Gnico punto no trivial es que las derivadas segundas existen y son continuas.
De hecho si f(z) es holomorfa en un dominio no sélo f'(z) existe, sino que todas las derivadas f)(z)
existen, n =0,1,2,... Esta notable propiedad se deduce de la férmula integral de Cauchy, que se verd mas
adelante.

45Nétese que en la aplicacién de las ecuaciones de Cauchy-Riemann importa cuél es la primera funcién del par y cuél la
segunda, es un par ordenado. Si (u,v) son arménicas conjugadas, (—v,u) también.
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Obviamente, también se cumple que si u(x,y) y v(x,y) son arménicas conjugadas en un dominio G,
f(z) = u(z) +iv(z) es holomorfa en G, por el teorema de Goursat.

Ejemplo f(z) = z> es una funcién analitica en C.

u:x3—3xy2, v:3x2y—y37
Okt = Oyv = 3x% — 3y, oy = —dv = —6xy, (4.37)
u= —ayzu:6x, o3 = —ayzv:6y.

Como se ha visto (z°)' = 3z%. Alternativamente,
f/(2) = 0cf = 3x" = 3y” +ibxy = 32°. (4.38)
&

Si u,v son armoénicas conjugadas se puede reconstruir una usando la otra (salvo una constante aditiva),
integrando las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por ejemplo

.
v(x,y) = v(x,y0)+ / oyv(x,y)dy
Yo

X y
= o)+ [ B0t vo)ar + [ (e y)ay
X0 Y

0

= v(x0,y0) — / xﬁyu(XCyo)dxur / yaxu(x,y’)dy’- (4.39)
X0 Yo

Esta reconstruccién supone que el camino (xo,y0) — (x,y0) — (x,y) estd contenido en la regién G de validez
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Mas generalmente, si u, v son arménicas conjugadas un dominio G
se puede usar cualquier curva suave a trozos C, con punto inicial (xo,y0) y final (x,y) contenida en G para
reconstruir una de las funciones dada la otraff)

v(x,y) — v(x0,¥0) :/C(axvdx—l-ayvdy) :/C(—8yudx+9xudy). (4.40)

Esta construccién demuestra que v es Unica salvo constante aditiva para una u dada. Obviamente hay una
férmula anéloga para reconstruir u dado v.

Nota: Obsérvese que aqui se ha supuesto que el par (u,v) existe en el dominio G. Otra cuestién es
si dada una funcién arménica u(x,y) en un dominio G, se puede complementar con una v(x,y) que sea su
arménica conjugada. Si G es simplemente conexo, la construccién en (4.40) proporciona la solucién. Si G
es multiplemente conexo el resultado puede depender de la curva C usada y en consecuencia la funcién

46Usando que si V(7) es una funcién en R” con gradiente VV (7), fcdﬁ‘ﬁV proporciona la variacién de V entre los extremos
de la curva C.



4 DERIVACION EN EL PLANO COMPLEJO 10

v(x,y) asi obtenida puede ser multivaluada. Un ejemplo es u(x,y) = In(x> +y?) en C\ {0}, que produce
v(x,y) = 2arctan(y/x) +cte. Se volvera sobre este tema en la Sec.

4.3.4. Transformaciones conformes

Definicion (Aplicacién conforme) Una aplicacién de C — C es una aplicacion o transformacion
conforme cuando conserva los angulos: si dos curvas se cortan en el espacio origen con un cierto angulo,
ese angulo es el mismo para las curvas que se cortan en el espacio imagen.

Proposicion Una funcién f holomorfa en un dominio G y tal que f'(z) no se anula en G define una
transformacién conforme, que ademas conserva la orientacién.

Demostracion: En efecto, sea w = f(z) derivable en z. Sea dz un diferencial de z en zg y dw = f'(z0) dz
el correspondiente diferencial de dw en wg con f'(zo) # 0. La aplicacién lineal dz — dw no es mas que una
rotacién seguida de una dilatacién (o contraccion) local y por tanto conserva el angulo (con su signo) entre

dos diferenciales, es decir, cg\dzg = dmz. &

4.4. Complementos

Las funciones holomorfas tienen muchas propiedades notables. A continuacién comentamos algunas de
ellas. Algunas se verdn con mas detalle mas adelante.

4.4.1. Derivabilidad infinita

Tal y como se ha dicho antes, las funciones holomorfas tienen la muy notable propiedad de admitir un
nimero infinito de derivadas sucesivas, sblo por ser derivables una vez en un abierto. Tal propiedad no es
en absoluto cierta para funciones meramente R-diferenciables. Asi por ejemplo, la funcién

X six>0
h(x,y)—{ 0 dxco =012 (4.41)

admite n derivadas con continuidad pero no mas (estd en C"(R?) pero no en C"*!(R?)). Las funciones
holomorfas en un dominio G estan automéaticamente en C*(G).

4.4.2. Analiticidad

Se dice que una funcién es R-analitica (analitica en sentido de variable real) en un punto zg si admite un
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entorno U de ese punto en el que la funcién se puede expresar mediante un desarrollo en serie de potencias

o oo

f@) =3 Y cmx=x0)"(y=y0)"  Vz€U, (4.42)
n=0m=0
o equivalentemente
=YY am(z—z0)"("—z)" VzeU. (4.43)
n=0m=0
Las funciones R-analiticas son automaticamente C*, pero no al contrario. Por ejemplo, la funcién
“1/x
e six>0
h(x,y) —{ 0 six<O (4.44)

es C(R?), pero no es R-analitica en x = 0. En efecto, todas las derivadas sucesivas de A(z) se anulan en
x =0, por tanto su serie de Taylor es idénticamente cero. La funcién misma no es idénticamente cero en
un entorno de x =0, por tanto funcién y serie de Taylor no coinciden y la funcién no es analitica.

Notablemente las funciones holomorfas en un dominio G no sélo son C*(G) sino que también son
automaticamente analiticas. Concretamente admiten el desarrollo

f(2)= i an(z—20)" V2o € G Vze U(zp). (4.45)
n=0

Este es el motivo por el que las funciones holomorfas también se llamen analiticas. Informalmente se puede
expresar diciendo que las funciones analiticas en sentido complejo son las funciones R-analiticas que “no
dependen” de z* (esto es, tales que los coeficientes a,,, = 0 para m > 0).

4.4.3. Aplicaciones conformes

Como se ha dicho, las transformaciones conformes (que se pueden definir para R* — R") son aquéllas
que conservan los angulos. Las traslaciones, rotaciones, dilataciones y reflexiones son transformaciones
conformes. El resultado notable es que para n > 2 no hay mas transformaciones conformes que éstas
(mas las transformaciones conformes especiale, y las combinaciones que se pueden formar con ellas;
forman un grupo de Lie con (n+1)(n+2)/2 pardmetros (Liouville). En cambio en C = R? hay tantas
transformaciones conformes como funciones holomorfas. La transformaciones conformes en C se pueden
parametrizar por los coeficientes a, del desarrollo en serie de la funcién analitica, por tanto es un grupo de
transformaciones con infinitos pardmetros.

Otro resultado notable es un teorema Riemann segin el cual todo dominio simplemente conexo que no
sea C admite una transformacién conforme que lo lleva al disco unidad. Equivalentemente:

-

4.7 o X . . .,
“"Involucran la transformacién X — — aplicada dos veces intercalando una traslacién.
X
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Teorema (Teorema de representacién conforme de Riemann) Sean G; y G, dominios simplemente
conexos menores de C, entonces existe una biyeccién f: Gy — G, tal que fy f~! son holomorfas.

4.4.4. Diferenciabilidad en varias variables complejas

Definicion Una funcién de varias variables complejas w = f(zi,...,z,) es derivable o diferenciable
(en el sentido de variable compleja) si satisface unas condiciones anélogas a las dadas para variables reales.
A saber,

AW:f(Zl+AZ17"'7Z}’!+AZ}1)_f(Zlu"'7ZVl)

(4.46)
=(A1+€)Az + -+ (A +&)Az,
donde los Ay no dependen de Azy,...,Az, y los & — 0 cuando (Azi,...,Az,) — 0. Los Ay son las derivadas
parciales de f en (z1,...,2,):
d
A= (4.47)
dzk

Una funcién (de varias variables) C-diferenciable en un abierto se dice que es holomorfa en tal abierto.
Las funciones holomorfas en un dominio G de C" son C*(G) y alin més, analiticas.

Teorema (Hartogs) Si una funcién f(zj,...,z,) es holomorfa respecto de cada una de las variables
por separado en un dominio G de C", automaticamente es holomorfa en G.

Noétese que este resultado es mucho mas fuerte que en el caso real. En variable real tener derivadas
parciales no garantiza diferenciabilidad (ni siquiera continuidad) en cambio en el caso complejo si.

Teorema (Hartogs) Una funcién holomorfa en un dominio G de C" no tiene singularidades aisladas si
n>1.

En n =1 si puede haber singularidades aisladas, por ejemplo f(z) = es holomorfa en C\ {0,1}.

1
z2(z—1)
z=0 es un punto singular aislado ya que un entorno de z =0 no hay otros puntos singulares (la otra
singularidad es z=1). De acuerdo con el teorema para n > 2 no puede haber singularidades aisladas. Esto

no es asi en variable real. Por ejemplo A(7) es R-analitica en R" excepto en 7 =0, y ésta es una

_ S G
singularidad aislada.

4.4.5. Ecuaciones de Cauchy-Riemann y dependencia en z*

Proposicion Sea g(z1,22) una funcién compleja de dos variables complejas, holomorfa con respecto de
cada una de las dos variables en un dominio G de C2. Denotemos con g1(z1,22) la derivada de g respecto
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de z; con 2 fija 'y con g2(z1,22) la derivada de g respecto de z; con z; fija, es decir, las derivadas parciales:
g1(z1,22) = 9, 8(z1,22), g2(z1,22) = 9,8(z1,22). (4.48)

Y sea f(z) = g(z,2") definida para aquellos valores (z,z*) € G. Entonces,
d:f(z) =g1(z.2"), 9. f(2) = g(z,7). (4.49)

Con cierto abuso de notacién, se puede expresar como

d.f(z) = 0:8(z,2"), 9] f(z) = 9-g(z,2"). (4.50)

Demostracion: Por el primer teorema de Hartogs citado més arriba la funcién g(z1,22) es diferenciable
con respecto de las dos variables y por tanto

Ag(z1,22) = (g1(z1,22) + €1)Az1 + (82(21,22) + €2)Azs. (4.51)

Entonces
Af(z) = (g1(2,2") + &)Az+ (82(z,2") + &2)AZ". (4.52)

Esta igualdad implica que f(z) es R-diferenciable, y comparando con ec. (.15) se deduce que d,f(z) =
81(z,2) y 97 f(2) = &2(2,27). €

Corolario Si una funcién depende analiticamente en las variables z y z*, serd holomorfa sii es indepen-
diente de z*.

Ejemplo f(z) = exp(zz*) no es holomorfa (no satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann), aunque
si es R-analitica en todo el plano.

Nota: Usando las relaciones

o+ =7
T2 YT o
cualquier funcién racional de x,y se puede expresar como funcién de z y z*. En este caso la funcién sera
analitica (donde el denominador no se anule) sii no depende de z*. El cambio de variable también es
aplicable a funciones definidas por series de potencias de x,y, y funciones mas generales.

X (4.53)

4.4.6. Ecuaciones de Cauchy-Riemann y condiciones de integrabilidad

En R”, sea A(7) un campo vectorial derivable con continuidad en un dominio G, A € C'(G). Se dice
que el diferencial
A(P)-d7f =Aydx' + -+ A,dx" (4.54)
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es un diferencial cerrado si satisface la condicién de igualdad de derivadas cruzadas o de integrabilidad {*¥]

dA; A,
oxi  Ix

Se dice que un diferencial es exacto cuando es el diferencial de una funcién V(7) (V € C*(G)),

iji=1,...,n. (4.55)

A@)-di=dv(F), AF)=VV () (4.56)
Los diferenciales exactos son automaticamente cerrados ya que

dA; 9V 0A;
dxi  dxidx/  dxi

ij=1,...,n. (4.57)

La propiedad A(7) = VV(7) indica que A es un campo conservativo: para una camino suave C (contenido
en G) que una d con b

/A(?).ﬁ:/dw?) — V(B - V(@) (4.58)
C C

y la integral no depende del camino, sélo de los extremos. La funcién V(¥) se puede reconstruir (salvo
constante aditiva arbitraria) dado A(¥) integrando desde un punto fijo cualquiera 7y de G hasta el 7
deseado.

Cuando G no es simplemente conexo, distintas clases de caminos pueden dar distintas reconstrucciones
al obtener V integrando un diferencial cerradog-d?y en ese caso el diferencial no seria exacto. Sin embargo
cuando G es simplemente conexo todos los caminos son equivalentes y un diferencial cerrado es también
exacto. Obviamente éste es siempre el caso cuando G es el entorno de un punto.

En el caso complejo, las ecuaciones de Cauchy-Riemann para una funcién holomorfa f(z) en un dominio
G expresan las condiciones de integrabilidad que garantizan que el diferencial f(z)dz es cerrado. En efecto,@

f(2)dz = (u+iv)(dx+idy) = A - dF =Adx+Aydy con Ac=u+iv, Ay=—v+iu. (4.59)
Como es facil comprobar las ecuaciones de Cauchy-Riemann equivalen a las condiciones de integrabilidad
oA, = OiA,. (4.60)

Dado que las funciones holomorfas si cumplen la condicién de tener derivadas continuas, se deduce que
el diferencial f(z)dz es exacto en el entorno de un punto, por tanto existe una funciéon F(z) tal que
f(z)dz=dF(z). F(z) es una primitiva de f(z), es decir, F'(z) = f(z). Obviamente F(z) es derivable (su
derivada existe y es f(z)) y por ello cumple a su vez las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto implica que
F(z) también admite una primitiva, y asi sucesivamente.

48Para n = 3 estas condiciones equivalen a VxA =0.
49Notese que este caso A tiene componentes complejas, esto no es importante, si se desea se puede trabajar con las partes
real e imaginaria por separado.
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5. EXPONENCIAL Y FUNCIONES RELACIONADAS

5.1. Exponencial, coseno y seno
Ejemplo Un polinomio en z, P(z) =agp+a1z+ -+ a,Z", es una funcién entera.

. Lo 1 o
Como se vera la funcién 2 —‘z" converge Yz € C y por tanto es entera. Para z=x € R coincide con
n!
n=0

e*, por ello definimos:

Definicion (Exponencial, coseno, seno)

VAN S 1 n_l ZZ 23
a) e ._n;ﬁz BRI TR TR
2 4 2%
S B I IO
b) cos(z) =1 TR +(-1) (2k)!+
3005 2%k+1
7z 2
c) sen(z) =z TR +(—1) (2k—|—1)!+

cos(z) y sen(z) coinciden con cos(x) y sen(x) cuando z=x € Ry también son funciones enteras. ¢* también
se denota exp(z). <
También se define tan(z) = sen(z)/cos(z) = 1/ cotg(z).

Proposicién La férmula
e ="t Vz,5eC (5.1)

valida para z1,zp reales también es vélida en el caso complejo.
Demostracion: En efecto,

e =

M

S|~
2y
M

I W v v 1 n+m\ , .
‘ZZ_ZZ(n—&-m)!( n )lez

n=0 m=0 m. n=0m=0
oo N oo

= ) L Y N G457 =Y i(z + )V =112 (5.2)
N=0"""n=0 N=0"""

donde se ha utilizado la convergencia absoluta de las series para reordenar las series. <>

Propiedades:
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a)
b)

¢)

_ B s B
Dado que ¢° = 1, se deduce e L= () Ly 722821 2
e

La convergencia absoluta de la serie en C permite reordenar las series:
ot = 1+iz+(i2Z?2+ (’;)3 b= (1—§+f:+~-> +i<z—§3!+§5!+m)
= cos(z)+isen(z) (Férmula de Euler) (5.3)
Ademas, como se obtiene directamente de sus series,
cos(—z) = cos(z), sen(—z) = —sen(z). (5.4)
Se deduce e = cos(z) —isen(z), y por tanto
cos(z) = % (e“+e ™), sen(z) = % (e"—e ™). (5.5)

Es importante notar que cos(z) (idem sen(z)) no coincide con Re(e’?) a menos que z € R, ya que

Re(e") = %(efz Fe ). (5.6)

De hecho Re(e™®) una funcién puramente real y no puede ser holomorfa por no ser constante.
e* es periddica con periodo 27i, es decir,

VzeC =, (5.7)

Z+2mi

En efecto, e = ¢%e*™ = ¢%(cos(2m) 4 isen(27)) = €°. Iterando la férmula se obtiene

VzeC VneZ & =t (5.8)

Como sabemos, Vz € C hay una forma polar: z=r(cos(6)+isen(6)), donde r>0, 0 <6 <2m. Se
deduce z = re'®, que es la forma exponencial de z. También se obtiene la relacién

¢ = = ¢%e = ¢*(cos(y) +isen(y)), (5.9)

que proporciona una definicién alternativa de exp(z) y la reduce a funciones reales conocidas. En esta
definicién alternativa basta comprobar que se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo
C para ver que ¢€° es una funcién entera.

€° no se anula para ningin valor de z. En efecto,
e8| = || = |e'e”| = e[ |¢”| =" >0V, (5.10)

1

implica Vz €% # 0. El mismo resultado se deduce de la existencia de (¢%)”" a saber, e ¢
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g)

Las férmulas de adicién y sustraccion trigonométricas se aplican igualmente al caso complejo:

Vz1,22€ C cos(zitz) = cos(z1)cos(z)2 Fsen(zi)sen(zz),
sen(zi £z2) = sen(zi)cos(z2) £ cos(zi)sen(z). (5.11)

Se deduce de la férmula de Euler. Por ejemplo,

eizl _i_e*izl ei22 +€7i12 eizl _ e*izl eiZz _ e*izz
cos(z1)cos(z2) —sen(zy) sen(zz) = 5 5 - 5 5
elita) 4 p—ilzita)

- 5 =cos(z1 +22). (5.12)

Ademas, tomando z; =z, zp = 27, se sigue que cos(z) y sen(z) son funciones periddicas:

Vze C cos(z+2m) =cos(z), sen(z+2m)=sen(z). (5.13)
Por otro lado, tomando z; = —z0 =z
VzeC cos’(z) +sen’(z) =1. (5.14)

Sin embargo, |cos(z)| y |sen(z)| no estan acotados por 1 fuera del eje real 7| Finalmente, tomando
T

1= Ev =%
T

VzeC cos(z) = sen(a —2). (5.15)
Soluciones de ¢ = 1:

=1 sii z=2min VneZl. (5.16)
En efecto, 1 = |¢*| = ¢* implica x =0, entonces 1 = cos(y) +isen(y) implica y=2mn, necZ.
Andlogamente, las soluciones de ¢* = —1 son z=in(2n+1) Vn e Z.

1

Ceros de cos(z) y sen(z) en C: 0 =sen(z) = ?(e"Z —e¢ ) implica e¥?=1. Se deduce
i
O=sen(z) sii z=nmn VneZ. (5.17)

Usando cos(z) = sen(§ —z) se obtiene

1
0=cos(z) sii z:ﬂ<n+2> VneZl. (5.18)

3-IDe hecho, por el teorema de Liouville, cos(z) y sen(z), €7, etc al ser funciones enteras no constantes no estan acotadas en
el plano complejo.



5 EXPONENCIAL Y FUNCIONES RELACIONADAS 4

5.2. Funciones hiperbdlicas

Definicién Extendiendo la definicién de z real a complejo, se define

cosh(z) = %@Z Fe ), senh(z) = %@Z —e ). (5.19)
Estas funciones son enteras con desarrollo en serie absolutamente convergente en todo C:
o Z2n oo Z2n+1
cosh(z) = r;) i’ senh(z) = ,;)m (5.20)
Se deduce
cosh(z) =cos(iz), cos(z) =cosh(iz), senh(z) =—isen(iz), sen(z) = —isenh(iz). (5.21)

La funciones cosh(z) y senh(z) no estan acotadas en R y por tanto tampoco en C. Se deduce que tampoco
cos(z) y sen(z) lo estdn en C.

También se sigue que

cos(z) = cos(x)cosh(y) —isen(x)senh(y), (522)
sen(z) = sen(x) cosh(y) +icos(x) senh(y),
que podrian haberse adoptado como definiciones alternativas de cos(z) y sen(z) en C.
Las funciones hiperbélicas en C satisfacen
cosh?(z) —senh®(z) = 1,
cosh(z; £22) = cosh(z;)cosh(z2) £ senh(z;) senh(zz),
senh(z;j £z2) = senh(z;)cosh(zz)+cosh(z;)senh(z2).
cosh(z) = cosh(z+2mi), senh(z)=senh(z+27i). (5.23)

También se define tanh(z) = senh(z)/cosh(z) = 1/ coth(z).

5.3. Derivadas de exp, cos, sen, cosh, senh

Basta usar la propiedad de derivacién de una serie término a término. Dado que las series son las
mismas que en el caso real se obtienen las mismas relaciones

de® :
@ ©

dCZi(Z) = —sen(z), dSZI;(z) = cos(z),

dcosh dsenh

deosh(x)  _ iney, M@ _ o). (5.24)
dz dz
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S54.

Funcion logaritmo

En el caso real, el logaritmo se define como la funcién inversa de la exponencial, es decir, si x >0
y x=2¢”, In(x) =y. y es la Gnica solucién de x = ¢”. Si x <0 no hay solucién. El logaritmo complejo se
introduce de manera analoga.

Definicion (Logaritmo) La funcién inversa de z = ¢" se llama logaritmo (neperiano), w =log(z). w

es cualquiera de las soluciones de z = ¢".

Propiedades:

a)
b)

z=0 no tiene logaritmo. Como vimos ¢" = 0 no tiene solucién en el plano complejo finito ni en C*.

log(z) es una funcién multivaluada, ya que si w es una solucién, cualquier otro niimero de la forma
w+2min, (n € Z) también es solucién. En efecto, como vimos la exponencial es una funcién periédica
y "t — ¥ Por tanto la multivaluacién del logaritmo complejo es infinita (a diferencia de z'/*
que toma |n| valores). Por otro lado, ésta es la Ginica multivaluacién: Si wy,w, son dos logaritmos de
Z, entonces wy = wy + 27min para algln entero n. En efecto,

e

Vz#£0 z=e""=¢e", 1= = "™ implica wp—w; =2%in, ne Z. (5.25)
e

Siw=u+iv, (u,v €R) la ecuacién z=e" = """ = ¢"e" implica |z| = |e"||e"| = ", es decir In(|z|) = u,
y entonces arg(z) = v, de donde

w =log(z) = In(|z|) +iarg(z). (5.26)

arg(z) es una funcién multivaluada y lo mismo log(z). Reciprocamente arg(z) = Im(log(z)).

Si se elige la determinacién principal del argumento, Arg(z) € [0,27[, se obtiene la determinacion
principal del logaritmo

Log(z) = In(|z|) + i Arg(z). (5.27)
En general,
(argz), = Arg(z) +27n, (logz), = Log(z) +2min, neZ. (5.28)
Ejemplo
Log(l) = 0, (logl), =2min, n€Z
Log(—1) = im, (log(=1))p, = (2n+1)ir, n€Z
3mi
Log(—i) = —
oa(-i) = X
. ! .
Log(2i) = In(2)+ % Log(1+i) = 5 In(2) + %. (5.29)
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d) La funcién Log(z) estd definida en C\ {0} pero es discontinua a lo largo del semieje real positivo,
R :={z € R,z>0}. En efecto, Arg(z) vale casi 0 si z est4 ligeramente por encima de R™ y casi 2%
si z esta ligeramente por debajo de R™:

Va >0, lim Log(z) =In(a), lim Log(z) = In(a) +2mi. (5.30)
m@20 <0

(De hecho Log(a) =In(a).) Lo mismo se puede expresar mediante (para a > 0)
lim Log(a+i€) = In(a), lim Log(a — i) = In(a) + 2mi. (5.31)
88?00 88?00

A veces la notacién se simplifica y se escribe simplemente Log(a+i€) = In(a), Log(a —i€) = In(a) +
27i (se sobreentiende que € — 0 desde € > 0). También se usa la notacién Log(a+i0") = In(a),
Log(a—i0") =Log(a+i0~) = In(a) +2mi. Mas generalmente

£(07) = 1im f(e). (5.32)

£>0
e) Por construccién exp(logz) = z. En cambio, en general, Log(expw) diferird de w por un 2min y sélo
coincidird con w cuando 0 < Im(w) < 0. Asi por ejemplo, Log(e™") = ir.
La relacién e"1"2 = ¢"1¢"2 implica que
log(z1z2) =log(z1) +1og(z2) (méd2mi) (5.33)
o también
Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 27min(z1,22) (5.34)

[0, 0<Arg(z)+Arg(z2) <27
donde n(z1,22) = {—1, 2w < Arg(z1) + Arg(z2) <471’

Anilogamente
log(Z") =nlog(z) (méd2mi) neZ. (5.35)

Ademés si se toma arg en | — 7, 7t[,
log(z") = (log(2))", log(1/z) = —log(z) —n<arg(z)<T (5.36)
f) Como se ha dicho, la funcién Log(z) es discontinua sobre el semieje real positivo, pero fuera de esos

puntos la funcién es analitica y su derivada se obtiene a partir de la de la exponencial mediante la
regla de la cadena, como en el caso reale] Equivalentemente,

-1
dLog(z) _dw _ (de” 1 &R} (5.37)
dz de” dw ev 7’ 0 '
52 Es decir,
logz
codoes, o dz _ de®* _ elogzdlogz :Zdlog27 dlogz 1

dz ~  dz dz dz dz z
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log z=log z+ 4mi
gz go *

logz =log z '
gl 90 + 2Ti

Figura 5.1: Representacion esquemdtica de las varias ramas w = log(z). La derivada es comiin a todas las ramas

. WwW—=WwWy
y se puede calcular como lim
=20 7 — 20

eligiendo para zp y z la misma rama de log(z) por continuidad.

o1 o . .
La funcién — es regular en todo C (incluido R™) excepto 0. Mas generalmente, cualquiera que sea la

eleccién de azlrg(z) (por ejemplo arg(z) €] — m, 7]) si se elige de forma continua en un entorno de z que
excluya 0, permite calcular la derivada y se obtiene el mismo resultado 1/z: En efecto, las distintas
elecciones difieren en un término aditivo 27in que es constante y no afecta a la derivada (véase la
fig.

d(log(z))n _ 1

=—. 5.38
dz z ( )

Sélo en z =0, la funcién logaritmo es intrinsecamente no analitica (es decir, no analitica bajo
ninguna eleccién de arg(z).)

5.5. Funcion potencia general

Como es sabido, para x>0y a € R se puede definir y = x¢ mediante y = ¢ En el caso complejo
se usa una construccién analoga: Usando el logaritmo se puede construir la funcién potencia general,
w = z? donde z y a son ambos complejos, z # 0, mediante

7' :=exp(alog(z)), a,z€C z#0. (5.39)

0

Es decir, si z=re'?, 7% = ¢4"("¢ei® siendo O cualquiera de los argumentos de z.
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En general esta funcién tiene multivaluacién infinita, heredada del logaritmo. La determinacion prin-
cipal es
(z*)o ;== exp(aLlog(z)), a,z€C  z#0. (5.40)

y todos los deméas valores son de la forma
(Za)n — ea(log(z))n — (ZG)OeZﬂian’ nec 7. (541)

El conjunto {(z%),,n € Z} es finito si a es racional. Si a es un real irracional, el conjunto llena densamente
la circunferencia C(0,74). Si a no es real, el conjunto es discreto no acotado con 0 como Gnico punto de
acumulacion.

La multivaluacién es finita sii @ es un ndmero racional (real). En efecto, si la multivaluacién es finita debe
cumplirse e2mian = g2man2 nara py 5 enteros distintos, lo cual implica a(nj —ny) =k €Zy a=k/(n —n)
es racional. Por otro lado, si a = p/q, siendo g, p enteros primos entre si y g positivo| para cualquier
n entero n =kq+r, 0 <r <gq con ky r enteros tnicos. Entonces %@ = o2%iPko2%ipr/q — o27ipr/q y se
producen sélo g valores distintos, correspondientes a r =0,...,g— 1.

Por otro lado z4™” toma un conjunto de valores que es un subconjunto de los valores que puede tomar
7%7%. (Por ejemplo, para a= —b=1/2, z°t? =% =1, en cambio 7%z" = (£/z)(&1//z) = £1.) Del mismo
modo, el conjunto de valores %’ es un subconjunto de los de (z%)” y(z*)*. (Por ejemplo, para a=2y
b=1/2, z* = 7, en cambio (z%)” = £v72 = +z.)

Casos particulares: Sia=ne€Z

amn = €08 = (eloB@yn = 1, (5.42)

1
Analogamente, cuando a=—, (n€Z\{0})
n

1 1
oy =exp | lox(o)| =exp | (in(z) +iaglc) .

— |g|V/meliarea)/n — Zl/m (|| valores distintos).
Estas son las |n| soluciones de w" = z.

La derivada también es una funcién multivaluada

(Za);z _ ea(logz),,g :aea(logz)nf(logz)n — ae(afl)(logz),, :a(zafl)n' (5‘44)

Z

53Excluimos el caso trivial a =0.
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5.6. Funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas e hiperbdlicas inversas se pueden expresar mediante el logaritmo. Por

ejemplo, la funcién w = cos!(z) (o arccos(z)) se define como cualquier solucién de la ecuacién cos(w) = z.
Esto produce

elW _|_ e—lW
2

Esta es una ecuacién de segundo grado que puede resolverse en ¢ y por tanto en w,

z=cos(w) = Ly 0=(e")? —2z¢M41. (5.45)
arccos(z) =w = —ilog(z+ Vz>—1). (5.46)

Notese que tanto log(z) como 4/z son funciones multivaluadas y lo mismo arccos(z). Esto es consistente
con cos(w) = cos(w +2min) = cos(—w).

Anélogamente

1 1+iz
arctan(z) = 27.10g =)

arsenh(z) = log (z—l— 2+ 1) ,

arcsen(z) = —ilog (iz—i— 1 —22) . (5.47)
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6. FUNCIONES MULTIVALUADAS

6.1. Dominios de univalencia

Definicion Una funcién (univaluada) w = f(z) es univalente en un dominio G si es analitica e
inyectiva.@ En este caso se dice que G es un dominio de univalencia de f(z). Usando el teorema de

Rouché (ver Sec.[L1.5)) es posible demostrar que entonces f'(z) #0 Vz € GP? Se deduce entonces que la
funcién inversa, z= @(w), también es derivable. En efecto:

dow) dz 1 1
dw —dw dw  fl(z(w)) .1
dz

Figura 6.1: Si 7,7’ estdn conectados por el arco I' C G, sus imagenes w,w’ lo estardn por la imagende I', y C E.
Por ser ¢ continua, todo entorno suficientemente pequefio B de w es la imagen de un entorno de z, A’ C G y por
tanto B C E.

Teorema Sea w = f(z) univalente en un dominio G y sea E el recorrido asociado a G. Entonces E
también es un dominio (en el plano w) y @(w) es univalente en E.

Demostracion: Hay que probar que E = {w’ w = f(z), z € G} es abierto y conexo (fig. }

1. E es conexo: Si w; = f(z1) y w2 = f(z2) la imagen del arco 7122 C G es también un arco (curva
continua por f(z) continua) contenida en E.

610 equivalentemente, biyectiva, considerando f como una aplicacién de G en su recorrido E.
62Constltese por ejemplo el libro de Silverman, pag. 175. Una afirmacién similar se satisface en el caso real.
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2. E es abierto: Sea w un punto cualquiera de E y z = ¢@(w). Dado que ¢@(w) es continua (por ser
derivable), para todo entorno de z, A C G, hay un entorno B de w tal que la imagen de B por ¢, A’,
estd contenida en A y por tanto en G, esto implica B C E y w es un punto interior.

Puesto que E es un dominio y ¢(z) es invertible y derivable en cada punto de E, ¢(z) es univalente en

E.$

6.2. Potencia y raiz n-ésima

Sea w=7", n entero positivo. Dado cualquier w# 0, w=re!® (r>0) hay n valores 7 tales que 7" = w,
a saber z = r!/7¢/(9+27)/n "} — 0 1,...,n— 1. El conjunto {w'/"} forma un poligono regular de n lados en
el plano z. Es evidente que si se restringe arg(z) al intervalo

2
c<arg(z) <c+ i (c real) (6.2)
n

entonces z; # 25 implica 2} # 24, y la funcién 2" es inyectiva. Se deduce que " es univalente en G = {z|z #

2 . . . . .

0,c < arg(z) <c+—1}. Ademas G es maximal, es decir, no existe un G’ 2 G tal que 7" sea univalente en
n

G.

z Y G w=26 v
E
z
0
z
2
X u
z
5
z
3
z, plano z plano w

Figura 6.2: La zona sombreada en el plano z (la frontera no estd incluida) es un dominio de univalencia maximal
paraw =z%, G={z#0, 0 < arg(z) < 27/6} . La zona sombreada en el plano w (sin incluir la frontera) es el
recorrido, E = {w # 0, 0 < arg(w) < 2x}. Es todo el plano complejo excepto los niimero reales no negativos.

En particular, parac=0, G= {z|z #0,0 <arg(z) <2m/n} y suimagen es E = {w‘ w#0,0 <arg(w) <
27}, Este conjunto es (C\]R(T y se denomina plano complejo cortado segiin el semieje real positivo.
Como es usual, denotamos u = Re(w), v=Im(w), x =Re(z) e y =Im(z) (fig.
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2n
En un dominio de univalencia, por ejemplo, G = {z|z#0,0 <arg(z) < =}, la funcién w = 2" tiene una
n

inversa, z =w!/". Esta inversa es univalente en E = {w|w #0,0 < arg(w) < 2m}, con derivada

dWl/n = dzn - = 71 — 1\/\/_]""1/}’1
dw dz ’

6.3. Exponencial y logaritmo

Sea w = ¢°. Esta funcién no es biyectiva en C. En efecto,

A =2 sii =z +2mik k=0,+1,42, ...

Y w=e’
2T
G
0 X
plano z

plano w

(6.3)

6.4)

Figura 6.3: G = {0 < Im(z) < 27} es un dominio de univalencia maximal de w = ¢°. El recorrido E es el plano

complejo w excepto los niimeros reales no negativos.

Para que w = ¢° sea una biyeccién basta restringir Im(z). El dominio G = {z|c¢ < Im(z) < ¢+ 27}
es un dominio de univalencia maximal de w = ¢* y el recorrido es E = {w}w #0,c <arg(w) < c+2m}
(fig. [6.3). La funcién inversa es el logaritmo z = log(w). Esta funcién es univalente en E. En el caso
particular de ¢ =0, G = {Z}O < Im(z) < 2m}, el recorrido es el plano complejo cortado segin el semieje
real positivo, E = {w‘w #0,0 <arg(w) < 2m} y corresponde a la determinacién principal del argumento
de w, Arg(w) € [0,2x], y a la determinacién principal del logaritmo, Log(w) (excepto que arg(w) =0 esta

excluido del dominio).
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6.4. Ramas y puntos de ramificacion

2w 4w 2(n—1)m
Si en w = 7" tomamos c:O,—,—,...u
n’' n n

, se obtienen n dominios de univalencia Gi:

2n(k+1)

n

2k
Gk:{z‘z#O, R < arg(z) < } k=0,1,2,...n—1. 6.5)
n

Estos dominios son disjuntos y su unidn, junto con sus fronteras, es C, UZ;éGk = C. Ademas el recorrido
E={w+#0,0 <arg(w) <2m} =C\Ry es comin a todos ellos (por 27k < arg(w) = narg(z) < 2m(k+1))
(fig. . Como w = 7" es univalente en cada Gy, se obtiene una funcién inversa para cada k, ¢ : E — Gy,
que denotamos z = (w!/");.

w=25 \
E
G
0
X u
GS
plano z plano w

Figura 6.4: C se descompone en 6 dominios de univalencia maximales (junto con sus fronteras) de la funcién
w = z%. Todos ellos tienen el mismo recorrido E. Cada uno de estos dominios define una rama de la funcién.

La funcién multivaluada w'/" (la relacion binaria que hace corresponder a cada w las soluciones de
w = ") esta definida en todo C*. Cada una de las funciones z = (w'/");, k=0,...,n—1, se llama rama
de la funcién multivaluada w!/”. La frontera del dominio de definicién de cada rama se denomina corte de
rama. En este caso el corte de rama es el semieje real positivo, R(‘)".
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y
. Gl
2
G
0 0
G X
—om*
planoz

planow

Figura 6.5: Descomposicién del plano z en dominios de univalencia maximales para la funcién w = €° y reco-

rrido en el plano w.

Anélogamente, para la funcién w = €%, se puede definir un conjunto de dominios

G = {z’2ﬂk<lm(z) <om(k+1)}, kez.

(6.6)

con recorrido comin E = C\R:{, y tal que la unién de todos los dominios junto con sus fronteras recubren
el plano complejo, UiezGy = C. Esto define una funcién inversa para cada k, z= (logw), w € E, z € Gy,
todas ellas univalentes en E (fig. [6.5)). La funcién multivaluada log(w) esta definida como la inversa de
¢*. Cada funcién (logw); es una rama de la funcién multivaluada log(w) y el semieje real positivo es el

corte de rama.

y
D
1
\X
Dy

plano z

w=25

\Y

plano w

Figura 6.6: Descomposicién alternativa de w = z® en dominios de univalencia. El recorrido es el plano complejo
cortado segtin el semieje real negativo.
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Es importante notar que la descomposicion de las funciones multivaluadas en ramas depende de la
eleccién de dominios de univalencia en los que se descompone C, y esta eleccién, denominada ramificacién
de la funcién multivaluada, no es Gnica. Por ejemplo, si para w = 7" se toman los dominios de univalencia
Dy = {z’ z#0, 2k—1)w/n<arg(z) < (2k+1)w/n}, k=0,1,...,n—1, entonces el recorrido comiin a estos
dominios es E' = {w|w #0, —m <arg(w) < m} (plano complejo cortado segin el semieje real negativo).
(Véase la fig. ) Es decir, se obtiene otra forma valida de cubrir el plano z y otro conjunto de ramas de
w!/™" En este caso el corte de rama es el semieje real negativo R, = {u <0}.

Mas generalmente, puede tomarse como corte de rama cualquier arco simple C, que una 0 con co.
E" = C\ C define un dominio maximal de univalencia para w!/" y n ramas de esta funcién. (lgualmente
esta construccién define un conjunto de ramas para log(w). Véase la fig. [6.7}) Se ve pues que el corte de
rama concreto (puntos donde la funcién no est4 definida) no es intrinseco a la funcién multivaluada w'/”
mientras que si lo son w =0y w =oo. En estos puntos wl/m no es analitica independientemente de como
se elija la ramificacién.

S N
X G

/N C*l
_/\\ Qz

plano z plano w

Figura 6.7: Plano w: corte rama de log(w) a lo largo del arco C. Plano z: réplicas de C, ¢, que delimitan los
dominios de univalencia en esta ramificacion. Las curvas ¢, estdn desplazadas respecto de una de ellas, cg, por
2mik.

Para ver esto con mas detalle, consideremos una curva I" cerrada, simple y orientada positivamente en
el plano w de la funcién w = 7", con punto inicial y final wy y que no pase por w=0. Tomemos zg = (w(l)/")k
para cierto k, es decir, zp es una de las raices n-ésimas de w. A medida que w recorre la curva I" de wy a
wp, z recorrerd una curva Y en el plano z con la prescripcién de que la rama concreta de z = wl/n (esto
es, la solucién de w = 7") se elige por continuidad: esto quiere decir que se elige la raiz de modo que z no
pegue saltos al variar w. Por supuesto este requerimiento implica cambiar de valor de k en (wl/”)k cuando
haga falta. Puesto que z+— w =Z" es univaluada, Yy también serd una curva simple que no pasa por z =0.

Hay dos posibilidades:
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\')
16 y

p Y
an f )
N

r\\)u
D

X

plano w plano z

Figura 6.8: Camino cerrado I' en el plano w y su imagen ¥ en el plano z = w!/®. T'no rodea w = 0 y ¥ es cerrado.

a) Que 7y sea también una curva cerrada. Esto ocurre si I' no encierra el origen w = 0. Puede ocurrir
que para mantener la continuidad de z=w!/" haya que tomar una rama distinta de la inicial, pero

después se vuelve a la misma y ¥ es cerrada (fig. [6.8)).

v Y
=wYe Z
W,
Y

] z

0
u X
plano w plano z

Figura 6.9: Camino cerrado I en el plano w y su imagen ¥ en el plano z = w'/®. T rodea una vez w =0y y
empieza en una rama de la funcién y acaba en la rama siguiente. z;, = 2/,

b) Que y sea una curva abierta. Esto ocurre cuando I' encierra el origen w = 0. El argumento de w crece
de 6y a 6p+27 y el argumento de z pasa de 6y/n a (6p+2x)/n. Es decir, z pasa de zp = (wl/")k € Gy
az,= 270 = (WM € Gy (con el convenio G, = Gy) (fig. .

Mas generalmente, si I es una curva cerrada (pero no necesariamente simple) que no pasa por 0 y rodea
¢ veces el origen, 6y pasa a 8)+ 271/ y se pasa de la rama k a la rama k+¢ de w!/". Este resultado
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es independiente de la eleccién concreta del corte de rama. Una forma practica de contar £ es contar el
ndmero de veces (con su signo) que I cruza el corte de rama C.

Definicion (Punto de ramificacion) Sea una funcién multivaluada ¢, con sus varias ramas, y 1 un
punto de su dominio de definicién@ Se dice que 1 es un punto de ramificaciéon de ¢ si una vuelta T’
alrededor de 1 produce un cambio de rama de la funcidn, siendo I" cualquier curva cerrada simple contenida
en un entorno reducido arbitrariamente pequefio de 1 (y eligiendo la imagen por continuidad). Si n vueltas
alrededor de 1 llevan cada rama sobre si misma, se dice que 1 es un punto de ramificacién de orden n— 1.
(Se entiende el menor n positivo para el que esto ocurra.) Es decir, cuando al recorrer I" n veces en el plano
w la imagen es una curva cerrada en el plano z. Los puntos de ramificacién son intrinsecos a la funcién
multivaluada y no dependen de cémo se elija su ramificacion.

Se deduce que w =0 es un punto de ramificacién de la funcién multivaluada w!/” de orden n — 1.
También w = o0 es un punto de ramificacion de esta funcién: En la esfera de Riemann el oo corresponde al
polo norte N. Una curva cerrada que rodee N y que sea pequedia en la esfera de Riemann define una curva
cerrada grande en el plano complejo. Esta curva rodea necesariamente w =0 y por tanto cambia de rama
de la funcién w!/”. Se deduce que oo es otro punto de ramificacién de la funcién, y también de orden n— 1.
Ademas no hay otros puntos de ramificacién ya que si I' no encierra el origen no hay cambio de rama. El
corte de rama une los dos puntos de ramificacién, 0 e .

v z=logw ;

E /ﬁo 271

-
AN/ Nz

plano w plano z

=

N
S
o

Figura 6.10: En el plano w: curva I" que rodea w = 0 dos veces. Plano z: su imagen bajo z = log(w) (eligiendo
la rama del logaritmo por continuidad) pasa del dominio de univalencia G_; a Gj.

El anélisis de la funcién multivaluada log(w) es similar: dado que z =1log(w) = In(|w|) +iarg(w), si una
curva cerrada I'" rodea w =0 un niimero ¢ € Z de veces, el argumento cambia en 27/ y el logaritmo en 2mi/
(fig. [6.10)). Se deduce que w =0y w =0 son los Unicos puntos de ramificacién de log(w). A diferencia

63M4s exactamente, un punto tal que admita algiin entorno reducido contenido en el dominio de definicién.
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de la funcién w'/", los puntos de ramificacién de log(w) son de orden infinito (también llamados de tipo
logaritmico, frente a los de orden finito o algebraicos), ya que la imagen ¥ de la curva cerrada I nunca
es ella misma una curva cerrada si £ # 0.

Ejemplo La funcién multivaluada z = v/w? — 1 tiene puntos de ramificacién w = +1 (pero no «). Tiene
dos ramas y el corte de rama se puede elegir a lo largo del intervalo [—1,1]. Una curva cerrada I" que no
pase por w= *£1, rodeard ¢; veces w= 1y {_| veces w= —1. ¥ es cerrado en el plano z (y por tanto no

hay cambio de rama) sii ¢; +{¢_; es par (fig. |6.11]).

Z= | (w—1)w+1)

plano w plano z

Figura 6.11: El intervalo [—1,1] es el corte rama de z = v/w? — 1. T'; tiene ¢; = £_; = 1 y no cambia de rama.
I'; tiene £y = 1, £_; = 0 y pasa de una rama a la otra. En ambos casos z se va eligiendo por continuidad a lo
largo de la curva.

6.5. Superficies de Riemann

Una funcién multivaluada puede considerarse univaluada generalizando su dominio de definicién. El
procedimiento se puede ilustrar mediante la funcién log(w) que tiene infinitas ramas, tantas como nimeros
enteros. Por cada una de estas ramas, tomemos una copia de su dominio E = (C\R(J)r. Estas copias las
denotamos E;, k=0,£1,42,... y se denominan hojas de Riemann. E es el plano complejo w cortado
(como con una tijera) por el semieje real positivo. El corte produce dos bordes, el superior 8 y el inferior
8. Sean § y & los bordes superior e inferior de la hoja Ej (fig. .

Ahora, notemos que identificar puntos es un método estdndar para formar nuevas variedades a partir
de otras dadas. Por ejemplo, si en el disco cerrado {|z| < 1} se identifican todos los puntos de su frontera,
|z] =1, se obtiene una superficie topoldgicamente equivalente a la superficie de una esfera. A partir del
plano complejo se obtuvo la esfera de Riemann al identificar todos los puntos del infinito (en todas la
direcciones). Si en la tira {z|0 <Re(z) < 1} se identifican cada punto (0,y) con (1,y) se obtiene un cilindro
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/ ;

5,/ 5,

v ;
0,

8%

<

Figura 6.12: Copias del plano w cortado a lo largo del semieje real positivo. Hay una copia por cada n € Z.

(fig. [1.4).

Con las infinitas hojas Ey, k € Z, se procede a formar una nueva superficie identificando (o pegando)
los bordes 6, = 5,:;1 para todos los k. La superficie S asi obtenida se denomina superficie de Riemann

de la funcién log(w) (fig. [6.13]).



6 FUNCIONES MULTIVALUADAS 11

u

Figura 6.13: Superficie de Riemann de log(w). w = 0 es comtn a todas hojas. (S6lo se muestran 3 hojas.)

La idea es que la hoja Ej representa a los puntos con argumento entre 0 y 27t (ambos excluidos), E; a
los puntos con argumento entre 27 y 47, y en general, E; a los puntos tales que 27k < arg(w) < 2m(k+1).
Asi 8 son los puntos con arg(w) = 27k, &, son los puntos con arg(w) = 27(k+ 1) y naturalmente est3
identificado con & |, que también son los puntos con arg(w) =27 (k+1). Después de identificar los bordes,
S es una superficie perfectamente suave y regular también en las uniones. Ademas la misma superficie se
obtiene independientemente de dénde estuviera originalmente el corte de rama.

S estd compuesta por las hojas de Riemann con los bordes identificados. La superficie de Riemann
extendida S* se obtiene al afiadir el 0 y el e, que son puntos comunes a todas las hojas.

Hay una proyeccién canénica de S en C: a cada punto de S le corresponde un nimero complejo y
cada punto en C\ {0} le corresponden infinitos puntos en S (llamados réplicas), una réplica en cada hoja
de Riemann. Si p = (r,0) denota un punto de S con médulo r y argumento 6, su proyeccién en C es
w(p) = re'®.

Localmente la superficie de Riemann del logaritmo y C\ {0} son iguales: si se considera un entorno
pequefio de un punto en S o en C\ {0} no se ve diferencia. Globalmente son variedades distintas: por
ejemplo, S es simplemente conexcErI mientras que C\ {0} no lo es. La diferencia esencial entre Sy C\ {0}
es que en C\ {0}, cada punto w tiene infinitos argumentos, o equivalentemente un argumento definido

64En efecto, ya que cualquier camino cerrado en S se puede contraer dentro de S a un punto. Obsérvese que en S no hay
curvas cerradas que encierren a 0.
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médulo 2. En cambio en S, cada punto tiene exactamente un argumento 8 € R. En § los puntos con
coordenadas polares (r,0) y (r,0 4+ 27mk) son puntos distintos si k # 0, ambos con la misma proyeccién en
C. Es decir, la funcién arg(p) es univaluada en S. En S se puede definir la funcién log(p) de forma natural
por la férmula log(p) =In(r) +i6. Dado que argumentos distintos corresponden a puntos distintos de S la
funcién log es univaluada en S La funcién asi definida es analitica en S.E] Los puntos de ramificacién son
puntos singulares por definicién. Estos son los tnicos puntos singulares del logaritmo en S. log(p): S — C

: -, : 1
es univaluada y analitica con derivada —.
w

Para la funcién w'/" la construccién de su superficie de Riemann S es analoga excepto que hay n hojas
Ey,E\,...,E,_ con identificacion 8 = 8",...,8, =8, ,,...,6,_, = & . (Esto corresponde a la superficie
de Riemann de log(w) pero identificando las hojas médulo n.) Después de n vueltas alrededor de w =0 se
vuelve al mismo punto de S. En este caso S recubre n veces al plano complejo. De nuevo w'/": § — C\ {0}

es univaluada y analitica, y 0, o son los nicos puntos donde la funcién no es analitica.

JZ v hoja 1 -z | hoja 2

Figura 6.14: Hojas de Riemann para /z. (La hoja 1 ha sido etiquetada arbitrariamente como /z y la hoja 2
como —./z.) El borde etiquetado como &; de la hoja 1 estd identificado con el borde 6; de la hoja 2, y lo mismo
los bordes &,. La curva y empieza en el punto zo de la hoja 1, rodeando z = 0 llega al borde &, y pasa a la hoja
2, luego rodeando otra vez w = 0 llega al borde ; y vuelve a la hoja 1 y a zg. ¥ es una curva cerrada simple en
la superficie de Riemann (pero no contractil; S no es C). La proyeccion de ¥ sobre C es una curva cerrada que
rodea w = 0 dos veces.

Ejemplo Para la funcién /z los puntos de ramificaciéon son z = 0,c. Cada vez que I" rodea z =0 se
cambia de rama, después un nimero par de vueltas se vuelve a la misma rama. El corte de rama se puede
tomar segln el semieje real positivo. La superficie de Riemann de /z recubre dos veces C. Se obtiene con
dos copias de C cortadas identificando el borde superior de cada hoja con el inferior de la otra (fig. .

6-3Se define la derivada de una funcién compleja f(p) definida en S de forma natural como limAf(p)/Aw(p).
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+Z—T+Vz+i hoja 1 “VZ—i+z+i hoja 2
. 1 . 2
lo lo
2 1
. 3 . 5
—lo —1©
4 6
+Z—i-Vz+i hoja 3 —VZ—=i- Vz+i hoja 4
jo 7 io 8
8 7
—lo 4 —jo 6
3 5

Figura 6.15: Hojas de Riemann para v/z — i+ v/z+i. Los bordes se pegan como se indica: el borde superior 1
(en la hoja 1) se identifica con el borde inferior 1 (en la hoja 2), etc.

Ejemplo La funcién v/z—i++/z+i tiene cuatro hojas, correspondientes a las cuatro opciones ++/z—i
y *£+/z+1i. Los puntos de ramificacion son z = +i e o, todos de orden 1. Los cortes de rama se pueden
tomar a lo largo de los semiejes {z=x+1i,0 < x < 4o} y {z=x—1i,0 <x < +4oo}. Las cuatro hojas se
pegan como se indica en la fig.

Ejemplo Nétese que en los ejemplos de funciones multivaluadas que se han visto todas las ramas
usaban el mismo dominio, pero ese no es el caso mas general. Por ejemplo, f(z) = /1 —+/z tiene 4 ramas.
En la rama de la \/ interna en laque vVI=1la |/ €xterna va a tener un punto de ramificacién, pero no
cuando v/1 = —1. El esquema de hojas es similar al de la figura con i—0y —i— 1 como puntos de
ramificacién (raiz cuadrada interna y externa, resp.) y sin los cortes (5,6).

6.6. Complementos
6.6.1. Superficie de Riemann como espacio recubridor

En la exposicién previa se ha partido de descomponer la funcién multivaluada en ramas de modo que en
cada una la funcién es univaluada. Y luego se han unido (identificado) las ramas por sus fronteras (lo cortes
de rama) para obtener la superficie de Riemann. Un método alternativo, que no requiere descomposicién
en ramas es el basado en el espacio recubridor, que se describe a continuacién. La observacién basica es
que se pueden llegar a visitar todas las hojas de la superficie de Riemann de una funcién multivaluada
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partiendo de un punto y rama fijos y rodeando los puntos de ramificacién adecuadamente eligiendo la rama
en todo momento por continuidad [

Se supone que el abierto de C en el que la funcién multivaluada w = f(z) es analitica en alguna rama
es conexo y que el conjunto de valores w para cada z es un conjunto discreto. Se elige un punto cualquiera
2z del dominio y uno de los valores wy de la funcién ahi, wy € {f(z0)}-

Ahora consideramos el conjunto de caminos con origen en zg y final en cualquiera de los puntos z del
dominio. De este conjunto se excluyen aquellos caminos que pasen por puntos singulares (en particular los
de ramificacion). Esto esta bien definido entendiendo que el valor de w en cada punto del camino se elige por
continuidad entre los varios valores f(z) posibles. Como se ha visto en el dltimo ejemplo, f(z) = /1 —/Z,
z=1 puede ser de ramificacién o no seglin por dénde vaya el camino que pase por z = 1.

Evidentemente el conjunto de caminos que se acaba de definir es inmenso y lo que nos interesa en un
conjunto cociente, es decir, hacer clases de equivalencia de caminos. Dos caminos son equivalentes si y
sélo si acaban en el mismo punto y llegan a la misma rama f(z) (eligiendo en todo momento la rama por
continuidad) El conjunto cociente depende sélo trivialmente del zg y wy iniciales elegidos. La superficie
de Riemann de la funcién se puede identificar con este conjunto cociente. En efecto, para cada punto z
del (dominio del) plano complejo, habré varias clases de equivalencia de caminos que acaban en z y se
distinguen en cémo rodean los puntos de ramificacion. Esas clases son las réplicas de z en la superficie de
Riemann [¥]

Ejemplo Para f(z) =log(z) puede tomarse zo =1y wyo = 0. Un camino Cyp que vaya en linea recta
a z =1 producird log(z) = im/2. Un camino que dé n vueltas extra alrededor de z =0 para llegar a z =1
producira log(z) = im /2 +2min. Todos los caminos con igual n son de la misma clase de equivalencia. En la
superficie de Riemann los caminos con distinto n acaban en puntos distintos, por definicién, aunque tienen
la misma proyeccién en C (a saber, el punto final comin a todos los caminos de la misma clase).

66En toda la discusién se excluyen multivaluaciones triviales, por ejemplo si a z le hago corresponder tres valores, 2z y +/z,
esta funcién simplemente se descompone en dos, una univaluada z — 2z y otra genuinamente multivaluada, z = +./z.

%7No basta que los dos caminos lleguen al mismo valor de f(z), las imagenes han de ser iguales en todo un entorno de z.

68 Al conjunto cociente se le asigna una topologfa inducida por la de C para completar la construccién.
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C]
Co
—
-~
Cz
Figura 6.16: C; y C; tienen n = 0y n = —2, respectivamente. En ambos casos se llega al mismo valor de /z.

Ejemplo Para f(z) = /z puede tomarse zo =1 y wy = 1. Para cualquier z # 0 dado consideremos un
camino Cy que va de zg a z sin pasar por 0. Entonces si C es cualquier camino que va de zg a z sin pasar
por 0, el camino cerrado consistente en ir de zo a z por C y volver por Cy (en sentido contrario) rodearad
z =0 un cierto nimero de veces n. Hay dos clases de equivalencia, correspondientes a los C con n par o
con n impar. Esto es asi porque cuando n sea par, /z tendrd el mismo valor yendo por C que por Cp y
valor opuesto si n es impar, como es facil comprobar. Cada punto z etiqueta dos clases de equivalencia de
caminos y una clase se distingue de la otra por cémo se rodea 0. Equivale a decir que se llega a dos puntos
distintos (con el mismo valor complejo z), que son las dos réplicas de z en la superficie de Riemann de /z.
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7 INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO 1
7. INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO

7.1. La integral de una funciéon compleja

Definicién Una curva orientada C con ecuacién paramétrica z =z(t) (a <t < b) es suave sii z(¢)
tiene derivada continua y no nula (z(r) # 0) Vr € [a,b]. (En los extremos z(a) se refiere a derivada por la
derecha y z(b) a derivada por la izquierda.)

Definicién Sean C;,C,,...,C, un conjunto finito de curvas suaves tales que el punto final de C; es el
punto inicial de C1q, para k=1,...,n—1. La curva C obtenida uniendo dichas curvas se denomina curva
suave a trozos y se puede denotar C; +C, +--- +C,,.

Proposicion Una curva suave a trozos es rectificable (es decir, tiene longitud finita).

Demostracidon: En efecto, la longitud de C es

b
e:/ 12(1)|dt < oo. (7.1)
a
¢ es finita porque z(¢) es continua a trozos y por tanto integrable Riemann. {

Definicién (Integral en C) Sea f(z) una funcién definida en un dominio G y C una curva orientada
suave contenida en G, con puntos inicial y final z, y z, . Si 29,21,-.-,2, CON 20 = Z4, Zn = Zp, €S UN conjunto
de puntos de C ordenados por t creciente (correspondientes as a =1y <1t} < --- <t, = b), consideremos la
suma

5= f(G)Aw (1.2)
k=1

donde Azx = zx —zk—1 Yy & es un punto arbitrario del arco zkjlzk. Sea /¢ la longitud del arco zkjlzk y
A =max{/ly,...,0,}, siel limite

lim Y° £(&r) Az (7.3)
A—=0,=

existe y es finito, se dice que f(z) es integrable a lo largo de Cy al limite se le llama integral (Riemann)
de f(z) a lo largo de C, y se denota

/C flz)dz. & (7.4)

Notas: 1) La integral depende de C y de la orientacién de la curva. Cuando se diga curva se entenderd
curva orientada. 2) La integral, tal y como se ha definido, no depende de la parametrizacién usada para la
curva. (La parametrizacién debe consistente con la orientacién de la curva.) 3) Como se puede ver, si f(z)
es real y C es un intervalo real, la integral que se ha definido coincide con la integral de Riemann usual.
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Las siguientes manipulaciones son vélidas
/Cf(z)dz:/c(quiv) (dx+idy) :/C(udvady)qti/c(vderudy) (7.5)

entendidas como integrales reales de linea en R?. Por tanto la integral compleja se puede ver como una
integral de linea de un campo vectorial (con componentes complejas):

/f(z)dz:/dé'ﬁ, A= (u+tiv,—v+iu). (7.6)
C C
Y también es valido
/ (2)d —/b ((t))dz(t)dt—/bR ( ((t))'(t))dt+‘/bl (F(0)2(0)) dr 7.7)
szz—afz 7 —aefzz ltumfzz , .

donde z(t) es cualquier parametrizaciéon con sentido positivo de C Por tanto basta calcular integrales
reales usuales. La integral compleja existe si y sélo si las correspondientes integrales reales existen.

1
Ejemplo Calcdlese la integral de f(z) = — a lo largo del segmento recto C que empieza en z=1y
z

acabaen z=1i.
Solucién: El segmento admite la parametrizacién z(t) = 14 (i—1)t,0 <7 <1, con () =i— 1. Entonces

/f( )d —/ll(i—l)dt—/]zt_ldﬂri QP
T T =1 o 1—21+272 0 1—2t+212

iT

Ll | (7.8)
_ 1 2 2y Tz
= 2/0 dIn(t”+(1—1) )+z/0 darctan(2t — 1) 5 O

Teorema Si f(z) es continua sobre una curva suave C entonces es integrable en C.

Es una consecuencia inmediata de la misma propiedad para integrales reales de linea ya que z(¢) también
es continua por tratarse de una curva suave.

La definicion de integral se extiende al caso de curvas suaves a trozos. La integralen C=CUC,U---UC,
se define

/Cf(z)dZZ/le(z)dz+--~+/cnf(z)dz, (7.9)

que es compatible con la definicién anterior cuando C es ella misma suave.

dz(1(s)) ,  dzdt
—ds d

. oy i dz
71En efecto, si t =t(s) es una reparametrizacién positiva de la curva s =——ds=—dt.
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Proposicion Sea C una curva suave a trozos que une z, con zp. Si f(z) es integrable sobre C y ademas
f(z) = F'(z) para cierta funcién F(z) derivable a lo largo de C

/Cf(z)dz =F(zp) = F(2a)- (7.10)
Demostracion: En efecto, se cumple para una curva suave: por dFEZZt(t)) = F'(z(1))z(1),
b b dF
| /C F(2)dz = / Fla())2(e)de = / Eft(t))df — F(z)— F(z). 7.11)

Es entonces inmediato que también vale para una curva suave a trozos aplicando el resultado anterior a
cada trozo y sumando las contribuciones.

Corolario Sea f(z) = F'(z) en un dominio G y f(z) continua en G (por tanto integrable). La integral
de f(z) a lo largo de una curva suave a trozos contenida en G con extremos z, y zp es F(zp) — F(z4),
independientemente del camino concreto. La integral se anula cuando el camino es cerrado.

Ejemplo Calclilese [-z"dz donde C es una curva suave a trozos que une z, con z;, (puntos inicial y
final), n€Z, n# —1, y C no pasa por z=0si n <0 (en otro caso f(z) =z" no seria continua sobre C).

Solucién: Primero lo hacemos para C suave:

/Czndz = /abzn(t)z'(t)dt:/abjt <I’lj—1zn+l(t)> dt

1 b1
= —"adt| =—(Z -2, (n£-1). (7.12)
a n+1

n+1

Esta integral no depende de C sino sélo de z, y z. Cuando C es suave a trozos se aplica el resultado
anterior a cada trozo y se suma, y se obtiene exactamente la misma expresion. <

En particular, se obtiene
/z”dzzo (C cerrada, n€eZyn#—1) (7.13)
c
si C es cualquier curva suave a trozos cerrada (que no pase por 0 si n <0).

7.2. Propiedades basicas de la integral

Definicién Si C es una curva suave a trozos, definimos C~ (o también —C) como la curva C orientada
al revés, es decir, C~ recorre los mismos puntos pero el punto final de C es el inicial de C™ y viceversa.
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Proposicion Si f(z) es integrable sobre C entonces
flz)dz=— / f(z)dz. (7.14)
c- C

Es inmediato notando que Azy — —Az; con C — C~ mientras que f({;) no cambia.

Proposicion Si f y g son integrables sobre Cy o, € C

/C(ch(z)+[3g(z))dz:a/cf(z)dz+ﬁ/cg(z)dz. (7.15)

Teorema Sea f(z) integrable sobre una curva suave a trozos C y acotada en C (es decir, 3K tal que
Vz € C |f(z)| < K) entonces
‘/f(Z)dz <K¢, (7.16)
c

siendo ¢ la longitud de C.

Demostracion: Usando la definicién de integral

Y F(GAz| < Y IF (&) A%l <K Y [Aul <KC. < (7.17)
k=1 k=1 k=1
Con cierto abuso de notacién se puede escribir simplemente /f(z)dz < / |f(2)] |dz] < K/ |dz| = K.
c c c

Proposicion Dado un camino C con ecuacién paramétrica z(t), t € [a,b]|, denotemos como C+ & y
oC (o € C) los caminos con ecuaciones paramétricas z(f) +a y oz(t), respectivamente. Entonces

/f(z)dz:/ fz—a)dz=a ' | fla'2)dz (7.18)
C C+a aC

(Se supone o # 0 en el caso muItipIicativo.

Demostracion: Es inmediato aplicando las transformaciones z — z4+a 6 z — oz en la versién discre-
tizada de la integral en (7.2). <&

7.3. Teorema de la integral de Cauchy

Este es uno de los teoremas clave del andlisis complejo:

72Nétese que hay un cierto conflicto de notaciones aqui, ya que para o = —1 aC no coincide con C~.
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Figura 7.1: Descomposicién de una curva (C, a la izquierda) en curvas simples (C;, C; y C3, a la derecha). A
efectos de integracién C; U C> UC3 es equivalente a C.

Teorema (Teorema de la integral de Cauchy) Sea f(z) analitica en un dominio G simplemente conexo
(en el plano finito) y sea C una curva suave a trozos y cerrada contenida en G, entonces

/Cf(z) dz=0. (7.19)

Se puede dar una versién ligeramente mas fuerte:

Teorema (Teorema generalizado de la integral de Cauchy) Sea C una curva simple, suave a trozos y
cerrada, siendo G su interior. Si f(z) es analitica en G y continua en G, entonces

/C f(z)dz=0. (7.20)

Esta version es mas fuerte porque no se requiere que f(z) sea analitica sobre la curva sino sélo continua.
Por otro lado se exige que C sea simple pero esto no es una restricciéon ya que si C no es simple se puede
descomponer como una suma finita de curvas cerradas que lo sean. (Véase la fig. )

Aqui se demostrara una versién considerablemente mas débil del teorema de la integral de Cauchy en el
que se pide ademas que f’(z) sea continua en G aunque en realidad esta condicién es redundante. Como
se ha visto, sin pérdida de generalidad se puede suponer que C es simple. En este caso se puede aplicar el
teorema de Green:

73El motivo de no quitar la palabra “simple” en el enunciado es que sélo se ha definido el interior para curvas cerradas
simples.
74Para una demostracién sin suponer continuidad de la derivada consiiltese el libro de Silverman, pag. 175.
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Teorema (Teorema de Green) Sean P(x,y) y Q(x,y) con derivadas parciales continuas sobre la curva
C (simple, cerrada y suave a trozos) asi como en el interior de C, entonces

/C(PdHQdy)—//I(gg 3§>d dy, (7.21)

donde C esta orientado positivamente e I es el interior de C.

(7.21)) es una versién bidimensional de
dl-A= [d§S-VxA,  enR>. (7.22)

—

Basta tomar A = (P(x,y),0(x,y),0), V x A = (A, — d:A,, A, — A, A, — AA,) = (0,0,0,0 — O,P) y
dS = (0,0,dxdy).

Demostracion: (Teorema generalizado de la integral de Cauchy. Versién débil.) En efecto, si u, v
tienen derivadas parciales continuas,

/Cf(z)dz = /(udx—vdy)—l—z/(vdx—l—udy)

= LGy s [ (5 5 axar=o. 729

haciendo uso de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. {
Efectivamente las ecuaciones de Cauchy-Riemann equivalen a VxA=0 para A= (u+iv,—v+iu,0).

Proposicion Sea f(z) analitica en un dominio simplemente conexo G y sean C; y C; dos arcos suaves
a trozos contenidos en G con el mismo punto inicial y el mismo punto final, entonces las integrales sobre
C1 y G, son iguales:

fz)dz= ‘ f(z)dz. (7.24)
C C

Demostracién: En efecto, por aplicacién del teorema de la integral de Cauchy a la curva cerrada
C1UC; . (Véase la fig. )

Proposicion Sean Cy,Cy,...,C,, n+ 1 curvas suaves a trozos, simples, cerradas y con la misma
orientacién, tales que cada curva C;,C,...,C, estd en el interior de Cy y en el exterior de las demds. Sea
G el dominio formado por los puntos que son a la vez del interior de Cy y del exterior de C1,Cs,...,C,, y
sea f(z) analitica en G y continua en G Entonces

f(z)dzz/ f(z)dz+ .f(z)dz+~-+ f(z)dz. (7.25)
G G G

Gy

73Esta construccién se ha considerado antes en la seccién Véase la figura
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Figura 7.2: Igualdad de integrales al cambiar de arco: La curva C; UC, es cerrada y la integral sobre ella se
anula. La integrales sobre Cj o sobre C; son iguales.

Nota: La integral no tiene por qué ser 0 ya que no se exige que f(z) sea analitica en el interior de
C1,Cy,...,Cy.

Demostracion: Basta verlo para n = 2:
/Cof(z)dz—/c1 f(z)dz—/czf(z)dz— /Cof(z)dz—k/qf(z)dz—i—/czf(z)dz—o. (7.26)

Por el teorema de la integral de Cauchy, ya que la integral sobre ChUC; UC; se puede asimilar a la integral
sobre un camino cerrado (fig.[7.3)). <

Ejemplo Si f(z) es analitica fuera del conjunto cerrado E en la fig. , las integrales sobre C; y C;
son iguales. Se puede ver notando que ambas coinciden con la integral sobre C. Alternativamente, se ve
notando que las integrales sobre los arcos z,z;, de la curvas C; y C; son iguales, y lo mismo para los arcos
ZpZa. lgualmente, en la fig. la integral , Jef(R)dz= [, f(2)dz+ [, f(2)dz.

Ejemplo Calcula la integral de f(z) = ! a lo largo del segmento recto que empieza en z =1y acaba
en 7 =1. ¢
f(z) es analitica en todo 7z excepto z = 0. Sea C; el camino indicado, y sea C> = {¢®, 0 < 6 < /2}, que
une los mismos puntos (véase la fig. ) Puesto que Y= C;UC, es cerrado y no encierra a z=0 la
integral sobre ¥ se anula. Es decir, la integral sobre C; es igual a la integral sobre C;:

1 1
Zdz = —dz. (7.27)
C < G 2
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C

0

Figura 7.3: Igualdad de integrales sobre curvas cerradas: Si f(z) es analitica en la zona sombreada y al menos
continua sobre las curvas, la integral sobre Co UC| UC, se anula. El arco que une Cy con Cy se recorre primero
en un sentido y luego en el otro y no contribuye a la integral, y lo mismo vale para el arco que une Cy con C,.
La integral sobre Cy es igual a la integral sobre C; UC;.

C; es un arco de circunferencia de dngulo w/2 y radio 1. Paraz € %, z= e? 0<6< 7/2. Entonces dz =
ie’® d6 = izdo [

1 /2 i
Sdr= / ido =% (7.28)
G 2 0 2

Lo que se ha hecho es deformar el contorno a otro mas conveniente. Otra forma de calcular esta integral

es usando una primitiva. En efecto, como sabemos, en cualquiera de sus ramas

dlog@) _ 1 g (7.29)
dz z

Si tomamos arg en | — 7, | tanto F(z) = log(z) como f(z) = 1/z son analiticas sobre C; y F'(z) = f(2).
Podemos entonces aplicar la relacién [ f(z)dz = F(zp) — F(z4),
c
in

1
—dz =1log(i) —log(1) = 5 -0, —w<arg(z) <T (7.30)
€z

Ejemplo Sea C una curva suave a trozos, cerrada, simple y orientada positivamente que no pasa por

1
z=0. Calcula | —-dz.
cz

Distinguimos dos casos:

760 también (pero menos conveniente) z = cos(8) +isen(0), dz= (—sen(6)+icos(0))dO = izd#.
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(b)

Figura 7.4: Igualdad de integrales: (a) Las integrales sobre Cj, C; y C son iguales si f(z) es analitica en G\ E.
(b) La integral sobre C es la suma de integrales sobre C; y C, si f(z) es analitica fuera de E.

a) Que C no encierre z =0 (es decir, que z =0 no esté en el interior de C). En este caso

1
~dz=0 (7.31)
CcZ

1
ya que f(z) = — es analitica en el interior de C y continua (de hecho analitica) sobre C.
z

b) Que C encierre el punto z= 0. Entonces existira una circunferencia Y con centro 0 y radio R contenida
en el interior de C. La funcién 1/z es analitica entre las dos curvas C' y g y sobre ellas, por tanto

1 1
—-dz= | -dz. (7.32)
CcZ YR Z

De nuevo z € 1z, z=Re'® con 0< 0 <2my dz=izd®.

1 2n
fdz:/ id0 =2mi. (7.33)
cZ 0

Notese que no es relevante que la circunferencia Yz sea interior a C. Lo importante es que al deformar de
modo continuo la curva C en la curva Y no se crucen singularidades y en efecto el resultado no depende
del radio R.

También en este caso se puede obtener el valor de la integral notando que log(z) es una primitiva de
1/z. Supongamos que C es una curva simple que rodea z =0 y la deformamos a una circunferencia ¥.
Elegimos por ejemplo 0 < arg < 27 para el logaritmo y z(¢) = Re” con ¢ € [0,27]. Cambiamos la integral
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Figura 7.5: (a) Caminos de integracion equivalentes para f(z) = —. (b) Circunferencia regulada para evitar el

1
. . . .. Z
corte del logaritmo en el semieje real positivo.

por una sobre el camino ¥§ con € <t < 27— € con € — 0" de modo que = arg(z) (fig.[7.5p)). Para € >0
el logaritmo es analitico sobre el camino de integracién. Entonces

1dz = / dlog(z) dz =log(Re "¢) —log(Re™®) = (In(R) +i(2m — €)) — (In(R) + ig) = i(2m —2€) (7.34)
% 2 v dz

y se recupera el resultado 27i obtenido anteriormente después de tomar el limite € — 0.

Mas generalmente Vzo € C (cerrada, simple y con orientacién positiva)

1 0 si C no encierra zg
dz = . . .. . (7.35)
cZ—20 2wi si C encierra zg y esta orientada positivamente.

7.4. Integrales complejas indefinidas

Definicién Sea f(z) una funcién definida en un dominio G. Toda funcién (univaluada) F(z) tal que
F'(z) = f(z) es una primitiva (o antiderivada) de f(z) en G. Nétese que una primitiva siempre es analitica.

Las primitivas, si existen, son esencialmente (nicas:

Lema Si Fi(z) y Fa(z) son dos primitivas de f(z) en G entonces F>(z) = Fi(z) + ¢ donde ¢ es una
constante.
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Demostracion: Definamos la funcién ¢(z) = F>(z) — Fi(z). Por hipétesis

d(2) = F(2) = Fl(z) = f(z) = f(z) = 0. (7.36)

Dado que Fj»(z) son analiticas, también c(z). Si denotamos u y v a las partes real e imaginaria de ¢(z) =
u—+iv, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann se deduce

0=('(z) = dwu+idyv =0y —idu, (7.37)
que implica dyu = dyv = dyu = dyv = 0, en consecuencia u,v y c¢ son constantes en G.
No toda funcién analitica en un dominio G admite una primitiva. Por ejemplo f(z) =1/zen G=C\ {0}

es la derivada de log(z) que no es univaluada en G. La existencia de primitiva si estd garantizada cuando
el dominio es simplemente conexo. Esto es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema (Integral indefinida) Sea f(z) analitica en un dominio simplemente conexo G, entonces la
integral

F(z) = /Z:f(é)dé (7.38)

a lo largo de cualquier curva suave a trozos contenida en G, con punto inicial zo (fijo) y final z (variable),
define una primitiva de f(z) en G, es decir, una funcién univaluada y analitica en G con derivada F'(z) = f(2).

Figura 7.6:

Demostracion:

a) Veamos que F(z) no depende del camino y por tanto es univaluada: Si C; y C; son dos curvas que
empiezan en zo y acaban en z, C;UC, forma un camino cerrado. Como G es simplemente conexo,
el interior I de C; UC, esté contenido en G y por tanto f(z) es analitica en I. En ese caso

/Cluczf(é)dc—o y /le(C)dC—/czf(C)dC, (7.39)

y F(z) no depende del camino.
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b) Veamos que F'(z) = f(z): Sea z un punto cualquiera de G y sea z+/h un punto de un entorno de z
contenido en G

Fern-ra= [ 1©ac- [10ac= [T, wethes. a0

20

La integral la tomamos sobre el segmento recto que va de z a z+h (fig. [7.6)).

F(z+h)—F(z 1 [eth
R B CE GRS (7.41)
Dado que f(z) es continua |f({) — f(z)] < & Ve >0 tomando & suficientemente pequefio.
F(z+h)—F(z) 1| et 1 B
PEERFE po) = [ 0@ - re)ag] < e =e. aa
Se deduce que
F'() = %%W =1(2) (7.43)

y F(z) es analiticaen G.

Obsérvese que la validez del resultado sélo requiere que la integral no dependa del camino y que f(z)
sea continua. Se ha supuesto que f(z) es analitica y G simplemente conexo sélo para garantizar que la
integral no dependa del camino.

Que el dominio sea simplemente conexo es suficiente pero no necesario para que una funcién analitica
tenga una primitiva. Por ejemplo, f(z) = 1/z> en G=C\ {0} es la derivada de F(z) = —1/z. Aunque z=0
es un punto singular de 1/z?, la integral sobre un camino cerrado que rodee z = 0 se anula, y por tanto la
integral indefinida no depende del camino.

Todas las primitivas son integrales indefinidas:

Teorema Si F(z) es una primitiva de una funcién continua f(z) en un dominio G, entonces

F(z) = / HO)dE+F(z)  Yi€G (7.44)

donde zg es un punto fijo arbitrario de G. La integral es sobre un arco suave a trozos cualquiera contenido
en G que una zp con Z.

Demostracion: Es consecuencia inmediata del corolario de la pagina [3] en Sec. [7.1]

Nota: Como veremos las derivadas de funciones analiticas son analiticas, por tanto si f(z) tiene una
primitiva va a ser automaticamente holomorfa y el requerimiento de continuidad es redundante.
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7.5. Férmula integral de Cauchy

Teorema (Férmula integral de Cauchy) Sea f(z) analitica en un dominio G que contiene a una curva
de Jordan C suave a trozos orientada positivamente y también su interior I(C). Entonces,
17 f)

\V/ZO S I(C) y f(Z()) = i C E dz. (745)

Demostracion: Teniendo en cuenta que / dz = 2mi, la férmula a probar equivale a

CZ—X0
V20 € 1(C), /C f(zi:fo(z‘)) dz=0. (7.46)

Dado que f(z) es analitica, el integrando también es una funcién analitica en I(C) \ {zo}. Por ello
/f(Z)—f(ZO) go= [ FR =10 ;0 (7.47)
C Z—20 YR Z—20

siendo Y& una circunferencia de radio R y centro zg contenida en I(C). Como f(z) es continua |f(z) — f(z0)| <
€ Ve >0 eligiendo R suficientemente pequefio. Entonces,

1@~ 1),

R =20

€
' < EZER =2ne —0. & (7.48)

Notese que si en cambio zg estd en el exterior de la curva la integral se anula ya que el integrando es
una funcién analitica.

La formula integral de Cauchy implica que el valor de una funcién analitica en el interior de una curva
cerrada estd determinado por el valor de la funcién sobre la curva. Este resultado es muy notable. La
afirmacién analoga no es cierta por ejemplo para funciones reales diferenciables en R?.

Ejemplo La funcién f:R*> - R

1
2 2
exp| ———— ), x»¥+y <1
flx,y) = p<x2+y2—1> g

0, ¥ +y?>1

(7.49)

es diferenciable en todo R? (de hecho infinitamente diferenciable), estrictamente positiva en el disco abierto
x? +y%> < 1 e idénticamente 0 fuera de él. Luego fuera del disco x*> +y? < 1 la funcién es indistinguible de
la funcién 0. <
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Por ser f(z) = u(x,y)+iv(x,y) analitica, u, v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. El teorema
dice que las condiciones de contorno consistentes en especificar u, v sobre C, son suficientes para resolver
las ecuaciones en el interior de C, y proporciona la solucién en forma explicita. En realidad, como
se verd en el capitulo [9] no hace falta conocer la funcién sobre toda la curva, sino que basta especificarla
en un arco de la curva, por pequefio que sea, para que la funcién quede completamente determinada.

7.6. Derivabilidad infinita de funciones analiticas

Teorema Sea C es una curva orientada suave a trozos (abierta o cerrada), @(z) una funcién continua
sobre C, y n € Z, entonces la funcién

f@%:A*gT?VdC 2gC (7.50)
es holomorfa en C\ C, con derivada
f@%z/(gwgiﬁﬂ 7€ C. (7.51)

. d
El resultado indica que = conmuta con /d&: en este caso.
Z C

Demostracion: El caso n <0 es trivial de modo que suponemos n > 0. Se trata de probar que para
z¢C
fz+4Az) — f(z)

0= Alzl,g() Az —h) (752)
donde fi(z) es la integral en (7.51)). Equivalentemente, hay que probar
1 1 1
0= jim, J.#(&) (Azl<<§ ) )« .
:Alzfglo C‘P(C)mh(a)dc
siendo
a=A)(C—2),  h(a)= é ((1—105)»1‘1> “n (7.54)

Si r >0 es la distancia de z a C[/7] se sigue que | —z| >ry |1/({ —2)"*!| < 1//"*!. Ademas cuando
Az — 0 también o — 0 y la propiedad limy_,oh() = 0 garantiza que se puede hacer |h(a)| < € Ve > 0.
Entonces

Tt ’ 716 (7.55)

772 ¢ C es un punto exterior a C por ser C un conjunto cerrado, por tanto r # 0.
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siendo K una cota superior para |¢({)| para { € C 'y ¢ la longitud de C. En consecuencia el limite es 0.

Obviamente esta f(z) se puede derivar un ndmero indefinido de veces derivando el integrando. En
general la funcién f(z) no tiene limite cuando z se acerca a C, y si lo tiene puede ser distinto por cada lado
(como ya se ha visto para la féormula integral de Cauchy).

Teorema (Férmula integral de Cauchy generalizada) En las mismas condiciones del teorema de la
formula integral de Cauchy, f(z) admite infinitas derivadas en I(C) (el interior de la curva C), que vienen
dadas por

),y f(z) N
¥ @@_2m[*k%wwﬁk, 2el(C), n=0,1,2,... (7.56)

Demostracion: Usando la proposicidon anterior para derivar dentro de la integral, se tiene

d"f(zo) _d" 1 [ f(z)
(0)(z) = _d e,
[ (20) i dd i Jeren®
1 [ d f(2) rﬂ/ ()
" 2miledd) de=-— | — <rdz 7.57
2mi Je dzgz— 20 T on c (z—z0)""! 2. < (7.57)

Dado que todo z € G admite una curva de Jordan para aplicar el teorema, se deduce que f) (z) existe
para cualquier n si f(z) es analitica.

Nota: Se ha obtenido el resultado notable de que si f(z) es derivable en un abierto G automaticamente
tiene infinitas derivadas continuas en G, cosa que no ocurre para funciones reales. (Por ejemplo, f(x) definida
como x% para x>0y 0 para x <0 es derivable en todo R pero su derivada no lo es.) Si una funcién es
analitica en G su derivada también es analitica, y por tanto también son holomorfas todas sus derivadas
sucesivas.

7.7. Teorema de Morera
Teorema (Teorema de Morera) Sea f(z) continua en un dominio G y sea /f(z)dzz 0 para toda
C
curva C cerrada y suave a trozos, contenida en G. Entonces f(z) es analitica en G.

Demostracion: La integral indefinida

HO:L?@MQ 220€G (7.58)

(integrando sobre un arco en G que una zp con z) define una funcién univaluada ya que si Cy, C; son dos
arcos con punto inicial zo y final z, la curva C{UC; es cerrada y la integral sobre ella se anula por hipétesis.
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Usando que f(z) es continua, y siguiendo los mismos pasos de la demostracién usada en el teorema de la

pagina [11] (Sec. [7.4)), se prueba que F(z) es derivable con F’(z) = f(z). De aqui se sigue que F(z) y f(z)
son analiticas. <

7.8. Indice de un camino cerrado

Definicion Sea C una curva orientada suave a trozos cerrada y zo € C un punto que no sea de la
curva, zo € C. Se define el indice de 7z respecto de C como el nimero de veces que C rodea zp (con su
signo).

El indice obedece a la formula
1
Ind(zo,C) = 774c arg(z— 20) (7.59)

donde z va recorriendo C, arg(z —zp) es el argumento de z —zy elegido por continuidad y Ac¢ indica
la variacién (incremento) acumulado en el argumento después de recorrer C y volver al punto inicial. En
efecto, cada vez que z rodea zp una vez en sentido positivo (negativo) el argumento aumenta (disminuye)
en 27.

Ejemplo Sea C la curva paramétrica z(t) = e, 0 <t < 4. Esta es la circunferencia de radio 1 recorrida
dos veces en sentido negativo. En consecuencia si zo estd en el interior de C se tiene Ind(zp,C) = —2, en
cambio si esta en el exterior de C Ind(z9,C) = 0.

Propiedades. El indice es un niimero entero que cuenta el niimero de veces que C rodea zy en sentido
positivo. Por tanto, es invariante si se mueve zg sin cruzar C o bajo una deformacién continua de la curva
C que no pase por zg. Ademas el indice cambia de signo si se cambia la orientacién de C.

Proposicion El indice satisface la relacién

1 1
Ind(z9,C) = —/ dz. (7.60)
27i Jc 72— 20
Demostracion: En efecto, ya que
2miInd(zo,C) = iAcarg(z —z9) = Aclog(z —z0) (7.61)

porque la parte real del logaritmo es univaluada y por tanto AcIn(|z—zp|) =0. Asi

b1 dz(e 1
Zﬂllnd Z(), / lOg _Zo)dt :/ Z([)Z()dt = /Cmdz <> (762)
a _

—zo dt
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Ejemplo Para la curva z(t) = e, 0 <t <4r (la circunferencia de radio 1 recorrida dos veces en
sentido negativo), y 7o =0,

1 [1dz 1A .
d(0,C) = — [ - Zdr = — (—i)e i dr = 2. 7.63
nd(0,€) 27ri/cz dt 27ri/o o (i) ¢ (7.63)

<O

Figura 7.7: Ejemplos de descomposicién de C en dominios segtn el indice respecto de curvas cerradas.

Una curva cerrada C se puede descomponer en suma finita de curvas cerradas simples, y eso traduce
en la descomposicién de la integral y el indice como suma de indices sobre esas curvas simples.

Ejemplo Para las curvas de la figura [7.7} se indican los dominios de C con los distintos valores del
indice asociado. Para obtener los indices basta descomponer la curva como una suma de curvas simples.

Alternativamente, para obtener Ind(zo,C) basta contar cudntas veces (con su signo) hay que cruzar C para
llevar zg al punto del infinito (fig. [7.8]).

%

Figura 7.8: Contaje para obtener el indice Ind(zg,C) moviendo zo hasta infinito.

Proposicion Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo G, zp € G y C es una curva cerrada
suave a trozos contenida en G y que no pasa por zg, entonces

L &dz.

Ind(z0,€)f (20) = 5 | T~

(7.64)

Demostracion: Se deduce descomponiendo C en curvas cerradas simples y aplicando la férmula
integral de Cauchy a cada una.
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7.9. Principio del médulo maximo

Definicion (Maximo y minimo de una funcién) Sea f una funcién compleja con dominio de definicién
E. Se dice que f alcanza un maximo en zy € E cuando |f(z0)| > |f(z)| Vz € E. Andlogamente, f alcanza
un minimo en zp € E cuando |f(z0)| < |f(z)] Vz€E.

Obviamente, si la funcién es una constante todos los puntos son maximos y minimos.

Lema Sea ¥; la circunferencia {|z—zo| =r} (r > 0) con orientacién positiva, D, su interior, y sea f(z)
analitica en D, y continua en D,. Entonces f(zo) es el promedio de f(z) sobre y,.

Demostracién: Por la formula integral de Cauchy

Flzo) = 1@

2mi Y% 2 —20

dz (7.65)
Usando la parametrizacién z(8) = zo+re’®, 0 < 6 <27

fe) =5 [ rle())d0 = (72, 766
¢
Como corolario, f(zo) también es el promedio de f(z) sobre el disco D,.
El siguiente teorema afirma que las funciones analiticas no tienen maximos locales.

Teorema (Principio del médulo maximo) Si f(z) es analitica en un dominio G y alcanza un méaximo
en G entonces f debe ser constante en todo el dominio.

Demostracion: Sea 7o € G un maximo, es decir, |f(z0)| > |f(z)| Vz€ G. Si f(z0) =0 se deduce que
f(z)=0en Gy f es constante. Supongamos que f(z9) # 0 y sea

g(z) = ff((zzo)) =u(z) +iv(z) (u,v reales) (7.67)
entonces
go)=1, 1>g) =u*(x) +v*(2). (7.68)

Sea & un circunferencia contenida en G centrada en zg, radio R y orientacién positiva. Por el lema

1=g(z0) = (8(2)) e - (7.69)

78El promedio se toma dando igual peso a todos los arcos de circunferencia de igual longitud.
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Para la parte real esto implica (u(z))y, = 1. Dado que u > 1y u es continua se deduce que u =1 sobre
la circunferencia, y por tanto v=0 (ya que 1> |g|> = 1+v?). Es decir, g(z) = 1 es constante sobre la
circunferencia y el argumento se puede extender a todo el disco D(zg,R). Dado que todo dominio es unién
de discos abiertos, partiendo de otro punto del disco D(zg,R) y repitiendo el argumento se podria ver que
g(z) =1 en todo el dominio. Alternativamente, se puede invocar un resultado que se verd mas adelante:
por el teorema de unicidad de funciones analiticas (pag. , Sec. , si g(z) = 1 sobre la circunferencia
debe tomar el mismo valor en todo G. Esto implica que f(z) es constante en G. <

Corolario Sea G un dominio acotado y sea G la correspondiente regién cerrada (G junto con su
frontera). Si f(z) es una funcién no constante y analitica en G y continua en G, necesariamente alcanza
un maximo en la frontera y no en G.

Demostraciéon: Una funcién real continua siempre alcanza un maximo en un conjunto compacto y G
lo es. Si la funcién no es constante, el maximo no puede estar en G y tiene que estar en su frontera.

Corolario (Principio del médulo minimo) Si f(z) es analitica en G, no se anula en ningiin punto y no
es constante, entonces |f(z)| no puede tener un minimo en G. Si f(z) es continua en G y esta region es
acotada, el minimo se alcanza en la frontera.

Demostracion: Basta aplicar el principio del médulo maximo y los corolarios a la funcién ——.

f(2)

Dicho de otro modo, si f(z) es analitica, |f(z)| no tiene maximos locales. Si ademas no se anula
tampoco puede tener minimos locales.

7.10. Complementos
7.10.1. Mas sobre analiticidad

Teorema Si f(z) es analitica en un dominio G excepto tal vez en un conjunto de puntos aislados
Z1,22,... € G donde es continua, entonces es analitica en todo G.

Demostraciéon: Dado que los puntos son aislados basta demostrarlo para el caso de un (nico punto
71 y G simplemente conexo. La proposicidn se sigue del teorema de Morera una vez que se verifique que la
integral de f(z) sobre cualquier curva cerrada y suave a trozos C, contenida en G, es cero. Si la curva no
tiene a z; en su interior la integral se anula por el teorema (generalizado) de la integral de Cauchy. Si z;
esta en el interior de C, la integral no cambia si se reemplaza C por una circunferencia 7 de radio € >0
centrada en z; contenida en el interior de C. Esta integral tiende a 0 cuando € — 0™ por ser f(z) continua
enz=z. ¢
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@

Figura 7.9: Curvas no homotdpicas equivalentes en [, dz f(z) para f(z) analiticas en C\ {a,b}.

Ejemplo Si f(z) es analitica en zg la funcién

f5) = f(z0)

[ = g T (7.70)
f'(z0) 7=120
es analitica en zg. Se dice que zp es una singularidad evitable de M.
Z—20

7.10.2. Caminos contractiles

Definicion Un camino cerrado en un dominio G es contractil u homotépicamente trivial cuando su
interior estd también contenido en G. (Este es siempre el caso si G es simplemente conexo.) Equivalente-
mente: es contractil si se puede deformar de manera continua dentro de G hasta contraerlo a un punto. Dos
caminos orientados en G ambos con el mismo punto inicial y con el mismo punto final son homotépicos si
se puede deformar uno en otro de manera continua, dentro de G, o equivalentemente si el camino cerrado
" — 7> es contractil.

Para toda f(z) analitica en G la integral sobre un camino contréctil es cero y la integral sobre dos
caminos homotdpicos es la misma. Sin embargo el reciproco no es cierto. Dos caminos pueden no ser
homotépicos y sin embargo proporcionar siempre la misma integral. Como lo demuestra el ejemplo de la

fig.

7.10.3. Integracién y funciones multivaluadas

En la Sec. se mostrd que una funcién analitica f(z) en un dominio simplemente conexo G tiene una
primitiva, Gnica salvo constante aditiva, que es su integral indefinida

F(z) = F(z0) +/zf(z) A2 2,2€G 7.71)
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donde la integral es sobre una curva suave a trozos C contenida en G que una un punto fijo zo con un
punto cualquiera z de G. La integral no depende de la curva.

., 1 . .
Para la funcién f(z) = —, que es analitica en todo el plano complejo excepto z =0, podemos tomar
b4

1
como dominio G, = C\ R} que es simplemente conexo, y una curva C, C G,. Una primitiva de f(z) = -
b4

en este dominio es Log(z) (es decir, 0 < arg(z) < 27m) y por aplicacién del teorema

|
Log(z) =Log(zo) + —dz, C, CGp. (7.72)
20,Cp Z

Teniendo en cuenta que Arg(z) € [0,27], Log(1) =0 se puede alcanzar tomando el limite zo — 1 desde el
semiplano superior {Im(z) > 0 y se puede escribir
c 1
Log(z) = lim —dz, C, CGy. (7.73)

z0—1 C, 2
Im(z()>0 w0.Ep

El limite indicado es necesario ya que 1 no pertenece al dominio Gp Esto es equivalente a tomar una
curva C que empiece en 1, siga hacia arriba inicialmente y luego siga hasta un punto cualquiera z # 0 sin
cruzar el semieje real positivo en ninglin momento. Nétese que si C empieza en 1 pero sigue hacia abajo
inicialmente sin cruzar después el semieje real positivo hasta alcanzar z, se obtiene otro resultado, a saber,
Log(z) —2mi. Si C se corta seglin otros semiejes se obtienen otras determinaciones del arg(z) y del log(z).

Si en vez de restringirnos al plano complejo cortado permitimos curvas C en C\ {0} que unan zp =1
con z por cualquier camino (pero excluyendo z =0 para garantizar que la integral exista) se obtiene

1

/ —dz =Log(z) +2min = log(z) (0¢£0) (7.74)
J1,c 2

siendo n el nimero de veces (con su signo) que z =0 es rodeado por el camino cerrado ¥ que se obtiene

al recorrer C'y luego volver por un camino canénico C, (es decir, un camino contenido en el plano cortado

segln el semieje real positivo)@ En resumen, si para la funcién 1/z, univaluada pero singular en z =0,

se busca una primitiva en el dominio G = C\ {0}, que no es simplemente conexo, se obtiene la funcién

79EI limite zg — 1 desde el semiplano inferior da, en cambio, Log(zo) — 27i. La funcién Log(z) no es continua a lo largo del
semieje real positivo.
7100 también . |
Log(z) :/ ~dz,  C,CG,.
1+i0+,C, 2

T ER efecto, | | ]
2min = / —dz= | —dz— / —dz=1og(z) —Log(z). (7.75)
yZ Cz C

P
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1
Figura 7.10: La curva C,, proporciona Log(z) mediante / —dz.Cy y C; producen Log(z) +2mi y Log(z) — 2 i,
C,Z

respectivamente.

primitiva multivaluada log(z) obteniéndose ramas distintas al seguir caminos inequivalentes esto es, con

distinto n (véase la fig. [7.10)).

1 ) .
Si se toma f(z) = — definida sobre la superficie de Riemann de la funcién logaritmo, S (tomando el
z

mismo valor en todas las réplicas) la férmula

log(z) = /1Zidz (7.76)

sobre cualquier curva C C S que una 1 con z, es directamente correcta, ya que S es un dominio simplemente
conexo: caminos en S que son inequivalentes al proyectarlos sobre C acaban en puntos distintos en la
superficie de Riemann y no hay multivaluacién en S. Aqui 1 € S es la réplica de 1 € C tal que log(1) =0.

o
. B
—

simplemente conexo. Se puede cortar el plano seglin semiejes positivos empezando en a y b:

El anélisis para la funcién f(z) =

, & similar: f(z) es analitica en G =C\ {a,b} que no es

G,=C\((a+RJ)U(b+RY)) (71.77)

G, es simplemente conexo y define una primitiva univaluada, F(z) = aLog(z —a)+ BLog(z—b). Si en
cambio se integra en G se obtiene la funcién multivaluada F(z) = alog(z —a) + Blog(z —b). La multi-
valuacién es del tipo (an; + Bny)2mi, correspondiente al nimero de vueltas del camino de integracién C
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alrededor de z =a y z = b comparado con un camino C,, fijo. En la superficie de Riemann hay una hoja por
cada valor de n; y de n; (para o, B genéricos, concretamente, no conmensurables, y a # b).

Finalmente consideremos la integral indefinida de una funcién multivaluada (hasta ahora f(z) era
univaluada y la multivaluacién se producia al integrar por caminos inequivalentes). Consideremos la integral
a lo largo de la circunferencia Cp, = {z(t) = pe", 0 <t <2m} (p >0):

I= f(z)dz. (7.78)

Como sabemos, cuando f(z) es analitica en C, y en su interior, I = 0. Cuando f(z) es analitica fuera del disco
1

|z < r, el resultado no depende de p, siempre que p > r (por ejemplo, para f(z) = —, I =2ni). Supongamos
z

ahora que f(z) =1log(z). Su primitiva es F(z) = zlog(z) —z. Estas dos funciones son multivaluadas en C
pero univaluadas y analiticas en S, la superficie de Riemann del logaritmo. Si elegimos f(z) = Log(z), para
la integral se obtiene

I = lim (zLog(z) —z) — lim (zLog(z) —z) = 2mip.. 7.7
lim (zLog(z) —2) lim (zLog(z) —z) = 2mip (7.79)
Im(z)<0 Im(z)>0

El resultado depende de p. El motivo es que o bien se trabaja con el plano cortado y Log(z) es no analitica en
el semieje real positivo, o bien se trabaja en la superficie de Riemann. En este caso log(z) es analitica fuera
de z=0 pero entonces C, no es cerrado, ya que sobre la superficie de Riemann C, empieza y acaba en dos
puntos distintos. Mas generalmente la integral depende no sélo de p sino también del punto donde empieza
y acaba el recorrido. Asi por ejemplo para f(z) = log?(z) con primitiva F(z) = zlog?(z) — 2zlog(z) + 2z.

Nota: Cuando el integrando es una funcién multivaluada y el camino no pasa por un punto de
ramificacion se sobreentiende que la rama de la funcién multivaluada se elige por continuidad, a menos
que se diga lo contrario.

7.10.4. Mas sobre el principio del médulo maximo

Proposicion Si f(7) es una funcién real arménica en d dimensiones en una bola ||F—7|| <R, el valor
medio de f en la bola coincide con su valor en el centro,

Jip—ro<r f (A7

d—»
izl <r 4T

(7o) = () a,.p) = (7.80)

El mismo resultado vale para el promedio sobre la esfera ||F—7|| = R (capa esférica en vez de la bola, un
resultado implica el otro).

Demostracion: (Se hace para el caso mas familiar de d =3 y para la capa esférica.) Sea I el promedio
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sobre la esfera de radio R centrada en 0 (sin pérdida de generalidad)

1 ~
Ir=— [ &*Qf(RF 7.81
R 47:/ f(RT) (7.81)
entonces d[ 1 1 1
R 2002 U 28 32
- QF-VFf= V= PVAf = .82
dR n/d Vs 47rR2/Sd S-vf 47rR2/Bd V=0, (7.82)

donde se ha usado el teorema de Gauss para pasar de la integral en la esfera a la bola, y el hecho de que
V2f =0 por ser f arménica. Se deduce que el valor de Iz es independiente de R. Como para R =0 el
promedio es f(0), se concluye que Ix = f(0) para todo R (siempre que f sea armédnica en la bola de radio

R). ¢

Corolario Si f(¥) es arménica en un dominio no puede tener maximos o minimos a menos que sea
constante["T?| Si es arménica en una regién compacta los méximos y minimos se alcanzan en la frontera.

Ejemplo En d =1 las funciones armoénicas son f(x) = ax+b y no tienen maximos o minimos en un
intervalo abierto a menos que a = 0 (funcién constante). El valor medio de la funcién en [xo —R,xo + R] es
f(x0) = axo+b.

En el caso complejo, supongamos que f(z) es analitica en un disco centrado en 0 y alcanza un maximo
ahi (para simplificar supongamos ademés que f no se anula en el disco) entonces f debe ser constante en
el disco. En efecto, log(f(z)) es una funcién analitica y In(|f(z)|) = Re(log(f(z))) es una funcién arménica
que alcanza un maximo en 0, por lo que debe ser constante.

712por |a proposicién, si tiene un maximo o minimo en 7, la funcién serad constante en una bola centrada en 7, solapando
bolas se deduce que f es constante en todo el dominio.
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8. SERIES COMPLEIJAS

8.1. Convergencia y divergencia de series

Definicion Una serie compleja es una suma impropia, una suma infinita de nimeros complejos
Y w=za+ntant o tmto, (8.1)
n=1

donde z, es el término n-ésimo. La suma finita
Spn=21t+22+B+ -+ (8.2)

se llama n-ésima suma parcial de la serie. $

Nota: Es importante enfatizar que cada serie estd asociada univocamente a la sucesién {z,} formada
por sus términos. Dos sucesiones distintas (por ejemplo, reordenadas una respecto de otra) definen series
distintas. Por otro lado, la informacién contenida en {z,} (sucesién de los términos) y en {s,} (sucesién de
sumas parciales) es la misma ya que una sucesidn se puede reconstruir a partir de la otra. Otra observacién
es que se puede elegir que la suma empiece en n =0 u otro valor. Aqui supondremos que empiezan en
n=1. También, en };" , se sobreentiende que el limite superior es +oo.

Definicion Una serie ), z, es convergente, sii lim, ... s, existe y es finito. Este limite es la suma
de la serie. En otro caso la serie es divergente. Si lim,_,.. s, = o |la serie es propiamente divergente, y
si lim,_,.. s, no existe la serie es oscilante.

Teorema Una serie compleja Y, z, es convergente sii las series reales Y'"_ Re(z,) y Y, Im(z,) son
convergentes.

En consecuencia se pueden aplicar los criterios conocidos para el caso real. En particular, se deduce
Teorema Una condicidn necesaria de convergencia es que lim, ..z, = 0.
|

Al igual que en el caso real esta condicidén no es suficiente, por ejemplo Z — = oo,
n
n=1

8.2. Convergencia absoluta

Definicion La serie Y, z, es absolutamente convergente sii )| |z,| es convergente.

Esta condicién es mds exigente que la convergencia, de hecho:
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Teorema Si una serie es absolutamente convergente entonces es convergente.
Demostracion: Se demuestra como en el caso real.

Definicién Una serie convergente que no es absolutamente convergente es condicionalmente con-
vergente

1 1
Ejemplo La serie 1 — 3 + 372 +--- es condicionalmente convergente, ya que converge a In(2) pero
1—|—1+1+1—|— di L ie 1 —|—1 l—i- bsolut t t
—+—-+—+--- diverge. La serie | — —+ — — — + - es absolutamente convergente.
2737 g 2R g

Una reordenacion de una serie Y| z,, es cualquier otra serie Y»_, z/, con los mismos términos pero en
otro orden, es decir, tal que en la sucesién z,, cada término z, aparece una y una sola vez. Cuando Y7, z, es
absolutamente convergente su suma no cambia bajo reordenacién, pero la afirmacién no es cierta para una
serie que sélo es condicionalmente convergente. De hecho, reordenando una serie real condicionalmente
convergente se puede obtener cualquier valor prefijado, incluido infinito, y un resultado analogo se traslada
al caso complejo.

Teorema Si Y"1z, =5 y Y,_2, =+ Yy son dos series convergentes,

(az,+ 7)) =oas+os . (8.3)

gk

n=1

Demostracion: Se demuestra como en el caso real.

Asi como hay una definicién natural para la suma de series, no es automatico definir un producto de
series

Z 7= Z Zn Z 7, |- (8.4)

n=1 n=1 n=1

En todo caso es natural exigir a la definicién que cuando las series son finitas las sumas cumpla la propiedad
s” =ss’. Una tal prescripcién se basa en construir |a series formales (funcién denominada funcién generatriz
de la serie)

filx) = Zznx”_l =71+ x4
n=1

f)=Y g = + x4 (8.5)
n=1

HE) =Y g =+ hx+ i+
n=1

y requerir f3(x) = fi(x)f2(x) orden por orden en potencias de x. Esto nos proporciona la prescripcién de
Cauchy:
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oo /

Definicién Dadas dos series Y~ 1z, ¥ Y| 2,, s€ define su producto en el sentido de Cauchy como
la serie

a2y + (a2 +28) 4 A (g, g o b zad)) + o
=7 +H+ -+t (8.6)
Es decir, la serie con término general z, = Y} zkzn—k+1- <

La propiedad s” = ss’ para la suma del producto de series en sentido de Cauchy requiere en general
convergencia absoluta:

- oo = / / H
Teorema Si Y, z, ¥ Y12, son absolutamente convergentes con sumas sy ', respectivamente, la
serie producto en el sentido de Cauchy, Y7 7/, es a su vez absolutamente convergente, con suma ss’. Si
cualquiera de las series Yo 12, Y Yo ; 2, €s condicionalmente convergente Y |z puede ser divergente,
pero si converge lo hace a ss'.

8.3. Convergencia uniforme

Definicion Una serie de funciones es una serie cuyos términos son funciones, f,(z), definidas en un
mismo dominio de definicién E,

ifn(z) =fi@+ L&)+ +fulz)+-- . (8.7)
n=1

Si la serie obtenida para cada valor de z € E es convergente, la serie define una funcién s(z) que es su suma
en E,

s)=) fulz), VzZ€E. (8.8)
n=1
A la convergencia en cada punto se le denomina convergencia puntual de |a serie de funciones. <

Obviamente s(z) es univaluada ya que las f,(z) lo son. En general s(z) no serd continua en E aunque
la funciones f,(z) lo sean.

Ejemplo
0 si |z<1

1 siz=1 (8.9)

z+(22—z)+(z3—zz)+-~={

Las sumas parciales son s,(z) = z". La suma de esta serie de funciones no es continua en el disco E = {|z| <
1}, aunque f,(z) = 7" — 7"~ ! es continua en E vy la serie de funciones es convergente en E. <

La continuidad de Y| fu(z) = s(z) queda garantizada si se cumple una condicién mas fuerte:
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Definicion Sea Y, f,(z) = s(z) una serie de funciones convergente (en sentido puntual) en E. La serie
se dice que es uniformemente convergente sii Ve >0 3v(e) tal que Vn > vy Vz€E |[s,(z) —s(z)| < €.
(sn(z) es la n-ésima suma parcial.)

Nota: La diferencia con la convergencia puntual es que en ésta v(€,z9) puede depender del punto zp y
en la convergencia uniforme v(g) tiene que ser comin para todos los puntos de E. Convergencia uniforme
implica convergencia puntual.

Ejemplo z+ Y (2" —2""!) no es uniformemente convergente en {|z| < 1}. Si lo fuera |s,(z) —s(z)| =
|z"| < € V|z] < 1 y n suficientemente grande, pero esto est4 en contradiccién con limz" = 1. La misma serie

z—1
de funciones si es uniformemente convergente en la regién {|z| <R} para 0 <R < 1, ya que [z|* <R" = 0.
n—oo
s(z
5.(2) A%
8(z) s(z)

Figura 8.1: Cada segmento tiene longitud menor que €.

Teorema Si Y, fu(z) converge uniformemente en un conjunto E y Vn f,(z) es una funcién continua
en E, entonces su suma s(z) es también una funcién continua en E.

Demostracion: Por ser Y| f,(z) uniformemente convergente, para cualquier € >0 hay un v(¢) tal
que
Is(z0) —su(z0)| <€ y |s(z) —sn(z)| <€, Vn>v (8.10)

siendo z,z9 € E cualesquiera. Ademas, por ser s,(z) continua en E, existe un 8(g,n,z9) > 0 tal que
Isn(z) —sn(z0)| < €& siempre que |z—2z9| < 8. (8.11)

Por la desigualdad triangular se deduce que |s(z) —s(z0)| < 3¢ (fig. [8.1)) siempre que |z—2z9| < 8 y en
consecuencia s(z) es continua en z9.

De la misma demostracién se deduce que si las f,(z) son uniformemente continuas en E, la suma
también.

Lema Si Y, fu(z) es uniformemente convergente en E también lo es en todo subconjunto de E.

Demostracion: Es inmediato por la definicién de uniformemente convergente.
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Lema Si Y7, fu(z) es uniformemente convergente en E y g(z) es acotada en E, la serie Y, g(2) fu(2)
también es uniformemente convergente en E.

Demostracion: Si Vz € E se cumple |g(2)| < K y |sx(z) —s(z)| < €/K (para cualquier € y n suficiente-
mente grande) esto implica |g(z)s,(z) —g(z)s(z)| < € Vz € E y la convergencia es uniforme.

Teorema Si )" a, es absolutamente convergente, y |f,(z)| < |a,| Vny Vz € E, entonces ¥, fu(z)
es uniforme y absolutamente convergente en E.

Demostracién: La convergencia absoluta es evidente ya que la serie de funciones esta acotada término
a término por una serie absolutamente convergente. Por otro lado, que Y~ ja, converja absolutamente
implica que Ve > 0 3v(e) tal que Y;°, |a,| < €. Entonces

<Y 1@< Y Jal <e. (8.12)

n>v n>v

ifn(z)

n>v

|s(z) —sv(2)| =

Puesto que v(€) es comin a todos los puntos de E la convergencia es uniforme. <

Teorema (Integracion de series) Sea C una curva suave a trozos, Y., f»(z) una serie uniformemente
convergente sobre C y f,(z) continua sobre C Vn. Entonces,

/C @mz)) dz= i </Cfn(z)dz> : (8.13)

Los limites implicados por integral y serie se pueden cambiar de orden.
Demostracién: La convergencia uniforme implica que Vn > v(€) |s(z) —s,(z)| < €, entonces

|/(s(z) —sa(2))dz| < e (siendo ¢ la longitud de C). Esto implica
c

0=1im [ (s(z) —sa(2))dz (8.14)

n—e o

que es equivalente al enunciado. <

Teorema (Teorema de Weierstrass) Si Y, f»(z) es una serie de funciones analiticas en un dominio
G y uniformemente convergente en todo subconjunto compacto (cerrado y acotado) de G, entonces

a) ifn(z) = 5(z) es analitica en G.

d*s(z) i d* f,(z)

= en G, k=1,2,...
dzf &= dk
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¢) La convergencia para las derivadas es uniforme en todo subconjunto compacto de G.

Demostracion: Sean vz y ¥, circunferencias concéntricas con r < R y tales que Yz y su interior esta
contenido en G, y zp un punto cualquiera del interior de 7,. Todos los puntos de G se pueden alcanzar
asi. Como s(z) es continua, por ser suma uniformemente convergente de funciones continuas, la siguiente
integral existe:

_2271'1

En la primera igualdad se conmuta integral y sumatorio por la convergencia uniforme. El lema que requiere
que (z—2z9)~" esté acotada (pag. , Sec. [8.3) se aplica por r < R. Vemos que s(zo) satisface la férmula
integral de Cauchy para Y& fijo y zo variable. Esto directamente implica que s(z) es analitica en zo por el

teorema de la pagina [14] (Sec. [7.6)). Igualmente

k! $(z)
W)= | 7 yd / 1
s (ZO) 27i /YR (Z )k+l 2= 27[1 " Z—ZO k+1 Z fn ZO (8.16)

—20

an 20) = 5(20) . (8.15)

27i

1
Voelly)  — /y —
'R

YRZ ZO

Se puede demostrar que la convergencia es uniforme. (Véase, por ejemplo el libro de Silverman, pag. 88.)

%

8.4. Series de potencias

Definicion Una serie de funciones de la forma Z cn(z—a)" es una serie de potencias centrada en
n=0
z=a. Se entiende co+ Y, c,(z—a)", de modo que en z=a la suma es cg. Es decir, z° = 1 Vz incluido
z=0.

Estas series son de gran importancia en anélisis complejo. A menudo se tomarad a =0 ya que todos los
resultados se pueden generalizar facilmente al caso a # 0.

Definicién La region de convergencia de |a serie de potencias es el conjunto de valores z para los que
converge. (Como se vera, generalmente la regién de convergencia es en efecto una regién.) z =0 siempre
pertenece a la regién de convergencia.

En algunos casos la region es sélo z =0, por ejemplo Y-, (nz)", y en otros es todo el plano complejo,
por ejemplo ¥, (z/n)".

Lema Si ) c,2" converge en z; # 0, entonces es absolutamente convergente Vz tal que [z < |z]. Si
n=0
diverge en z, entonces diverge Vz tal que |z| > |z2].
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Demostracién: Si Z cnZ] es convergente entonces 1im,_;.. ¢,2{ =0y se deduce (ya que toda sucesién
n=0
convergente es acotada)

JK >0 talque Vn |c,7f| <K. (8.17)
Entonces, si |z < |z1]
(e} (e} K
e = cndi—| <K . (8.18)
,;)’n | Z nl ,;)Z1 1—‘1/21’
En el Gltimo paso se ha usado la férmula
oo " 1 .
Y= s f7f<1 (8.19)
n=0 1-z
1 Zn+1
que se deduce de la identidad 1—2= =147+ +-+7" +1— En nuestro caso |z/zi| < 1 y la serie

geométrica es convergente. La segunda parte del lema es consecuencia inmediata de la primera. {

Teorema (Radio de convergencia) Si la regién de convergencia de una serie de potencias no es {z =0}
o C, existe un R > 0 (finito) tal que ¥»_,c,z" converge absolutamente si |z| < Ry diverge si |z| > R.

Demostracién: Sea G la regién de convergencia. Por hipétesis, {0} # G # C, es decir, hay puntos
72170 en Gy puntos z; en C\ G. Del lema se sigue que 0 < |z;| < |z2| < +oo. R es el supremo de los |z1| y
el infimo de los |z2| y 0 < R < +oo. También por el lema, la convergencia en |z| < R es absoluta. {

Definicién Se deduce que cuando G # {0} la regién de convergencia es en efecto una regién, ya que es
C o el disco abierto de radio R junto con parte de su frontera (a saber, los posibles puntos de convergencia
con |zl =R). A R se le denomina radio de convergencia, 0 < R < + (0 0 4o si la regién de convergencia
es {0} o C, respectivamente).

Teorema Si )~ c,z" tiene radio de convergencia R no nulo, la convergencia es uniforme en cualquier
subconjunto compacto de {|z| < R}.

Demostracion: Todo subconjunto compacto E del disco abierto {|z| < R} esta contenido en algin
disco cerrado D, = {|z] < r} con r < R. (En efecto, ya que necesariamente habra una distancia minima no
nula entre los puntos de E y la circunferencia |z| = R, por ser E compacto.) Por el lema de la pagina
(Sec. basta demostrar la convergencia uniforme en D,.

Para |z| <r <R, [cp2"| < |ca|r" y la serie Y, ocar” es absolutamente convergente por r < R. Por el
teorema en la pégina |5 (Sec. [8.3)), Yoo c,2" converge uniformemente en D,. <

Teorema Dada una serie con radio de convergencia R > 0, su suma s(z) = Y.,._yc,2" es holomorfa en
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lz] <R, adema3s
s'(@2) =Y nenz !, (8.20)
n=1

y esta serie tiene el mismo radio de convergencia.

Demostracion: En efecto, aplicando el teorema de Weierstrass al dominio G = {|z| < R}, se sigue que
la suma s(z) es analitica en G y que la derivada conmuta con la suma infinita. Dado que la serie de las
derivadas converge en G se deduce que R’ > R (siendo R y R’ los dos radios de convergencia). Por otro

lado ]
Inc 2"t > H\cnzﬂ, (n>1) (8.21)

implica que cuando la serie de las derivadas converge la original también, R" < R. De aqui se sigue R' =R.

&

Este teorema implica que las funciones C-analiticas (entendidas como series de potencias de z) son en
efecto funciones holomorfas (entendidas como funciones derivables en un abierto).

8.5. Determinacién del radio de convergencia

Los criterios de convergencia de series reales se pueden aplicar para determinar el radio de convergencia.

Criterio del cociente

oo

=, la serie Z a, converge absolutamente si

Segln el criterio del cociente, si existe el limite lim

n—oo | dy_1

n=0
a < 1 ydiverge si & > 1. Entonces, para la serie a,, = ¢,z", hay convergencia absoluta o divergencia siempre
que o = |z| lim |[——| sea menor o mayor que 1, respectivamente. Cuando el siguiente limite existe
n—oo Cnfl
[=1lim |— (8.22)

n—ee | Cp_1
se obtiene el resultado |

R= 7 (8.23)

Ejemplo Para Y7 (Z"/n!, cu/cno1=1/n j 0=1I1,yR=o0co.
n—yoo

Criterio de Cauchy
Un criterio especialmente (til en este contexto es el criterio de Cauchy de convergencia de una serie: Sea
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lim |a,|'/"
n—yoo =0

= qa, la serie Z a, converge absolutamente si a < 1y diverge si & > 1. Aplicando este criterio

a a, = ¢,7", se deduce que cuando existe lim |c,|'/" = I el radio de la serie viene dado por R =1/I.
n—roo

Definicion (Limite superior) Sea ay,as,...,a,,... una sucesién de nidmeros reales no negativos. Se
define el limite superior de {a,}, que se denota lima,, como el mayor de los puntos limite de {a,}, o
n—yoo

bien +oo si la sucesién es no acotada superiormente. El limite superior coincide con el limite usual cuando

este dltimo existe. El limite superior siempre existe y es no negativo.

Teorema (Criterio de Cauchy-Hadamard) Sea la serie de potencias ) ¢,z", y sea

n=0
[ = Tim|c,|'/",
n—soo
. ) 1
entonces el radio de convergencia es R = 7 con 0 <[ < Hoo,
Demostracion:
a) Caso [ = +oo. Entonces {|c,|'/"} es no acotada. Esto implica:
VK >0 lea]'/" > K para infinitos valores de n.
. . 1 n
En particular, para cualquier z # 0 se puede tomar K = ﬂ y se deduce |c¢,Z"| > 1
z

valores de n. Por tanto la serie no converge si z# 0 y se sigue que R =0.

(8.24)

(8.25)

para infinitos

b) Caso [ =0. Entonces {|c,|'/"} es acotada y no negativa y al ser [ =0 el mayor punto limite debe ser

también el limite, h’mnﬁm|cn\1/" =0. Es decir,

Ve>0 3Jv(e) talque Vn>Vv ||/ <e.

(8.26)

1 1
En este caso, para cualquier z # 0, se puede tomar € = — y se sigue que |¢,7"| < o Vn > v. Por

2[z]
tanto la region de convergencia es Cy R = co.

¢) Caso [ finito y no nulo. Entonces,

Ve>0 3v(e) talque Vn>v |c)|'/" <l+ef]]

(8.27)

8-1En otro caso, habria infinitos términos por encima de [+ a para cierto a > 0 y al estar la serie acotada (por ! finito) habria

otro punto limite mayor que /.
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) 1
En este caso, sea z; cualquiera tal que |z1| < T Tomando

1-1 141 Lz
— o, e L g < (PR <o sy
2|Z]| 2|Zl| 2

y la serie converge en z; por r < 1. Andlogamente, por ser [ un punto limite

Ve >0 |c,,]1/” >[—¢€ para infinitos valores de n. (8.29)

) 1
En este caso, sea z» cualquiera tal que |z2| > 7 Tomando

l|lza] —1 1
g h2l=l 0, e >—, i >1, (8.30)
22| |22]
o : 1
y la serie diverge en z;. En consecuencia R = T &
Ejemplo
a) 14247 +2°+---. Los puntos limite de {|c,|'/"} son 0y 1. En consecuencia I=1yR=1.

o _n
b) 1+ Y Z— s> 0. Entonces [ = limn*/" = lim ¢ *™"/" = ¢ = 1. (El limite se puede obtener por
=1 ns n—oo n—o0

L’H6|3ital.) Por tanto R=1.
c) Zn!z". En este caso [ =0 y R =0 ya que n! > r" Vr>OyVn>v(r)
n=0

d) Zoz' Es inmediato que /=0y R=o0. {

La convergencia de una serie de potencias en los puntos tales que |z| = R depende del caso.

. . o 7
Ejemplo Para la serie 1 + ) —:
n
n=1

a) 14242242+ (s=0), diverge Vz, |z| = 1.

820 bien usando la férmula de Stirling n! = (n/e)"v/2nn(1+0(1/n)).
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1 1
b) 1+z+ §z2+ §z3 +--+ (s=1), converge Vz # 1, |z] = 1. La convergencia no es absoluta.

1 1
c) 1+z+ 7Z2+ 7Z3 +--- (s=2), converge Vz |z| = 1. Lo mismo vale para s > 1 y la convergencia es
absoluta. ¢
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9. SERIES DE TAYLOR

9.1. Desarrollo de una funcion analitica

Sea Y cn(z—a)" una serie con radio de convergencia R > 0. Como se vio, la funcidn
s(z) =Y cu(z—a)", 9.1)
n=0

definida en su regién de convergencia, es analitica en el disco |z —a| < R.

A su vez, dada la suma de la serie, s(z), podemos determinar los coeficientes, c,: Por el teorema de
Weierstrass, las derivadas sucesivas de s(z) se obtienen derivando término a término:

=l ko (k) ;
s(”(z):;(n_k)!c,z(z—a) k:n; ez —a)", 9.2)

y en particular, sk) (a) = k!cy, es decir

(n)
=" nf“) 9.3)
y por tanto,
> s (a) n
s =) S (a=a)". (9.4)
n=0 :

Se deduce que la serie queda univocamente determinada por su suma. Obsérvese que los coeficientes
se pueden determinar también integrando, en lugar de derivando, mediante la férmula integral de Cauchy

(véase la ecuacién ([9.6)).

Teorema (Desigualdades de Cauchy) Sea s(z) la suma de una serie de potencias centrada en a con
radio de convergencia R > 0. Y sea |s(z)| <K en el disco |z—a| < p (0 < p < R)[T Entonces,

s (a)
n!

K
_ﬁ7

len| = n=0,1,2,... 9.5)

Demostracién: Sea ¥, la circunferencia de radio r, 0 < r < p centrada en a y orientacién positiva,
entonces, por la formula integral de Cauchy,

gy / s(2) _
s (a) i y,(z—a)"*ldz’ n=0,1,2,... 9.6)

91Por el principio del médulo méximo, si p < R basta que s(z) esté acotada en la circunferencia |z —a| =p.
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Dado que K es una cota de s(z) en el disco |z—a| < p que contiene a ¥, se deduce

n! K n'K

5" (a)| < 2ar=—1  Vr<p, 9.7)
r

= 27 it

y en consecuencia se obtiene que es el infimo de las cotas superiores. <

La serie Y. ocn(z—a)" define una funcién analitica en z = a (siempre que el radio de convergencia sea
no nulo). Veamos un reciproco:

Teorema Sea f(z) analitica en el disco abierto Dy = {z||z—a| < p} para cierto p > 0. Entonces, f(z)
admite desarrollo en serie de Taylor en D,, es decir,

™ (a)

n!

fe)=Y, (z—a)",  Vz€D,. (9.8)
n=0

Y por tanto R > p, siendo R el radio de convergencia de la serie. Los ¢, = ") (a) /n! son los coeficientes

del desarrollo en serie de Taylor de f(z) en torno a z=a.

El teorema afirma que todas las funciones holomorfas (en el sentido de derivables en un abierto) son C-
analiticas (en el sentido de series de potencias). Finalmente se ha establecido que las funciones holomorfas
y las analiticas son las mismas.

Demostracion: Sea 0 < r < p, ¥ la circunferencia de radio r y centro a (con orientacién positiva) y
lz—a| <r,

@) . 1 f(9) 1
10 = g ) 7 = o y,c—a1_<za>‘“

{—a
_ L O (=Y ey g L[S
- 2m/y,c—a,§0<c—a) 4= Yo | g gt
= (g
= bem()(z—a)”- (9.9)

En la tercera igualdad se usa que

z—a o .
7 a < 1 para justificar el desarrollo. Dado que f({) es continua en
—a
¥, esta acotada y la convergencia es uniforme. Esto justifica integrar término a término. La igualdad
vale para todo z tal que |[z—a| <ry todo r < p, por tanto Vz en |z—a| <p. <
Notas: :

1) Toda funcién analitica lo es en algin disco por pequefio que sea, y se aplica el teorema.
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2) El teorema no afirma que f(z) sea analitica en todo su disco de convergencia Dg = {|z—a| < R} (en
cuyo caso coincidiria con la suma de la serie). Por ejemplo la funcién

et z#1
f(Z)—{O’ . (9.10)

es analitica en el disco |z| < 1y ahi coincide con la suma de su serie de Taylor, con radio de convergencia
infinito, pero no es analitica en z=1. En general la funcién f(z) estarad definida en un dominio mayor, E,
tal que D, C E y la serie y la funcién pueden no coincidir fuera de D,. El teorema implica que si f(z) y
s(z) no coinciden en todo Dg, f(z) no puede ser analitica en todo Dkg.

3) El teorema implica que si f(z) es derivable en el entorno de un punto como funcién compleja,
automaticamente también es analitica en el sentido de desarrollable en serie de potencias con radio de
convergencia no nulo. La misma propiedad no es valida para funciones reales.

1

Ejemplo f(x) =¢ K, x € R, es derivable (infinitas veces) en todo R, sin embargo no es analitica.
En efecto, f(0) =0, n=0,1,2,3,... por tanto la suma de la serie de Taylor alrededor de x =0 es
idénticamente cero aunque la funcién no es idénticamente cero en un entorno de x = 0.

9.2. Sobre el calculo de series de Taylor

En principio los coeficientes se pueden calcular sistematicamente tomando sucesivas derivadas de la
funcién f(z), tal como se indica en (9.3)). Sin embargo, esta no es la Gnica opcién y en muchos casos lo
mejor es usar desarrollos de funciones conocidas que aparezcan en f(z).

. 1 . :
Ejemplo Sea f(z) = I Calcilese su desarrollo en serie de Taylor en torno a z =0 hasta orden z'4

_ _ +75
inclusive.

Solucion: En este caso las sucesivas derivadas producen expresiones cada vez mas complicadas que
sblo se simplifican al final al tomar z = 0. El resultado se obtiene mas facilmente usando el desarrollo
conocido de (1+w)~!:

1 o0
—— =Y (-)w'=1-w+w+0w’)  |w|<I. 9.11)
I+w n=0
Aqui la notacién O(w") denota los términos del tipo a,w" +a, ;1w"*! +---, es decir series con términos

mayores o iguales que w".

Definicion Mas generalmente se define f(z) = O(g(z)) en z— zo cuando 3K > 0 tal que |f(z)| < K|g(z)]
en un entorno de zp.
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Aplicando el desarrollo a w = 2, se tiene
1

——=1-247%4 0@ <1. 9.12

55 T+ +0(z7) 7 9.12)

Por tanto para n < 15, ¢, =0 excepto cg= —cj =cjp = 1. Es muy importante notar que es esencial aqui
que w — 0 cuando z — 0. Para un desarrollo en torno a z =2, por ejemplo, el desarrollo que supone z°
pequefio no seria atil.

Ejemplo f(z) = sen(z) siz#0y f(0) = 1. Se pide el desarrollo hasta orden z° inclusive. Si se toman
derivadas sucesivas
zcos(z) —sen(z 2 —7%)sen(z) — 2zcos(z
f/(z): ( )2 ( )7 f//(z): ( ) (3) ( )’ (913)
Z Z
se obtienen expresiones cada vez mas complicadas. El siguiente paso es aplicar la regla de L'Hopital para
obtener f7(0), f”(0), ... Mas eficiente es usar el desarrollo conocido del seno
1 2 7 7 ? 6
=-—|z—=4+=-40 =l-—4+—-40 9.14
Q=1 (- 5+ S ro@)) =15+ S 4o ©.14)
¢
Un ejemplo mas complicado:
. cos(z) , :
Ejemplo Sea f(z) = —————. Calcllese su desarrollo en serie de Taylor en torno a z =0 hasta
1 +sen(z2)

orden z3 inclusive.

Solucién: De nuevo las sucesivas derivadas se complican y el resultado se obtiene mas facilmente
usando los desarrollos conocidos de las funciones seno, coseno y 1/(1+z):

1 1
sen(w) =w——w’+---, cos(w)=1— —w?

3 2 + e (9.15)

En el numerador tomamos w =z y en el denominador w = z?

_cos(z) 11— 12+0(z")
~ 1+4sen(z?) 1+224+0(z)

f(2) (9.16)

El denominador se puede redesarrollar usando el desarrollo de Taylor de 1/(1+w) = 1—w+ O(w?), con
w=2>+0(z%

f@) = (1 - %ZZ + 0(z4)) (1-2+0(") =1~ %zz +0(zY. 9.17)
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Nota: O(z") denota cualquier serie del tipo a,z" +a, 12" +---. Los a; son arbitrarios con la Gnica
condicién a; =0 si j <n (por tanto no se excluye el caso a, =0 por ejemplo).

Es importante notar que O(z") representa distintas series en cada caso. Asi, f(z) = O(z%) y g(z) = 0(z°)

no implica f(z) = g(z). Igualmente se tiene
"0(") =0("™), 0o =0 (0(")" =0(") ©.18)
-0z =20(z") = 0(z*) o(zh - o =0, 0(*)+0(z*) = 0(2%), etc '

&

9.3. Puntos regulares y singulares

Definicion Si en zp la funcién f(z) es analitica, se dice que zp es un punto regular de f(z), en otro
caso se dice que zp es un punto singular de f(z) (incluidos los puntos en los que f(z) no esté definida.)

Ejemplo Los puntos a,b son puntos singulares de 1/((z—a)(z—5)). Los puntos de ramificacién de
una funcién multivaluada son puntos singulares.

Teorema Sea f(z) analitica en z = a, con radio de convergencia R < . Si f(z) es analitica en todo el
disco {|z—a| < R}, entonces necesariamente tiene algin punto singular en la frontera {|z—a| =R}.

Demostracion: Si f(z) fuera analitica en todos los puntos |z —a| < R, habria un disco mayo@
{|lz—a| <p}, p >R, en el cual también seria analitica y por tanto coincidiria con su desarrollo en serie de
Taylor en un disco de radio mayor que R, en contra de la hipétesis de que R es el radio de convergencia.

&

Ejemplo Para la funcién real ——,
+x

1—x?+x*—x0+---, deja de converger cuando |x| > 1 sin razén aparente, ya que la funcién es perfectamente

x € R, su desarrollo en serie de potencias en torno a x =0,

bien comportada para todo x real. Esto se entiende yendo al plano complejo: f(z) = es analitica en

1+22
|z| <1 pero diverge en z = =i.

Nota: El teorema no afirma que una funcién f(z) analitica en z=a con radio de convergencia finito
R en su serie de Taylor tenga necesariamente que ser singular en algin punto de |z—a| = R. Por ejemplo

la funcidn 1
ra={T 13

0 12| > (9.19)

D= —

92Si la funcién es analitica en todos los puntos de la circunferencia |z —a| = R lo sera también en entornos de estos puntos
y por el teorema de Heine-Borel la circunferencia se podrad recubrir con un conjunto finito de tales entornos. De ahi que la
funcién seria analitica en un disco mayor.
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analitica en z=0 con R =1 es también analitica en |z| = 1.

Si la singularidad mas préxima estd a distancia p de zg, el radio de convergencia va a ser p, a menos
sea posible definir o redefinir la funcién fuera de D(zp,p) de modo que la nueva funcién sea analitica en
un disco mayor, es decir, a menos que la singularidad se pueda evitar. Singularidades que no se pueden
evitar son, entre otras, polos (el limite existe pero es infinito), singularidades esenciales (el limite no existe)
y puntos de ramificacién.

Ejemplo La funcién 1/(1+2%) es analitica en el disco |z| < 1 y la singularidad més préxima es z = +i.
Necesariamente R > 1. Si R fuera mayor que 1 la suma de la serie seria analitica en z=1i. Eso es imposible

porque la suma de la serie es en el disco |z| < 1y el limite cuando z — i desde |z] < 1 es . Se

1+22
deduce que R=1.

Ejemplo Si f(z) = /z con el corte de rama en el semieje Rg, y se desarrolla en torno a z=1+1,
la singularidad mas préxima estd en z =1 (el punto mas préximo sobre el corte de rama, sobre el cual la
funcién es singular), pero el radio de convergencia es R = |1 +i| = v/2. Si se mueve el corte de rama a Ry
(lo cual no cambia el desarrollo en serie y por tanto R) la singularidad mas préxima es z = 0. El desarrollo
en serie no ve el corte de rama sino que se extiende por la superficie de Riemann, y la singularidad que
determina R es el punto de ramificacién z = 0. Nétese que aunque f(z) tiene limite en z =0, su primera
derivada ya diverge, y el radio de convergencia es comin a f(z) y todas sus derivadas.

Ejemplo Si se desarrolla en torno a z=1 la funcién f(z) =z/(e*— 1), las singularidad mas préxima esta
en z=0 ya que ahi la funcién no esta definida (indeterminacién de tipo 0/0), sin embargo esta singularidad
se puede eliminar definiendo f(0) = 1. El radio de convergencia es R = |2mi — 1| (ya que ¢*—1 se anula en
2nin, n€Z).

Teorema (Teorema de Liouville) Si f(z) es entera y acotada entonces debe tomar un valor constante
sobre todo el plano complejo.

Demostracion: Si f(z) no tiene puntos singulares en C entonces serd desarrollable en serie en torno
a 0 (por ejemplo) con radio de convergencia infinito

VzeC f(z) = i cn?". (9.20)
n=0

K
Ademas por hipétesis |f(z)| < K para cierto K > 0. Por las desigualdades de Cauchy |c,| < o para todo

p > 0. Esto implica que ¢, = 0 para todos los n excepto co. Es decir, f(z) =cp. ¢

Nota: El teorema de Liouville implica que una funcién no puede ser regular (en el sentido complejo) en
todos los puntos, incluido el e, a menos que sea trivial (constante). Esto no ocurre para funciones reales.
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Por ejemplo, f(x) =1/(14x?) es regular en todo el eje real (incluido el infinito).

Un corolario es que si f(z) es una funcién entera y |f(z)| admite una cota inferior no trivial entonces
f(z) debe ser constante. En efecto, si Vz € C |f(z)| > K >0, f(z) no puede tener cerosy 1/f(z) serd entera
y acotada.

94. Teoremas de unicidad

Teorema Sean f(z) y g(z) dos funciones analiticas en un disco abierto D centrado en zg y sea E C D
tal que zo es un punto de acumulacién de E. Entonces, si f(z) = g(z) para todo z de E también f(z) = g(z)
en todo el disco D.

Demostracion: Por ser analiticas, f(z) y g(z) admiten desarrollo en serie de Taylor en D (es decir,
coinciden con las sumas de sus series de Taylor en D). Se va a probar que los coeficientes del desarrollo
estan determinados exclusivamente por el valor de las funciones en E. Como las dos funciones coinciden en
E los coeficientes del desarrollo seran idénticos y por tanto las dos funciones coincidiran en D. En efecto,

flz)= i cn(z—2)", z€D. (9.21)
n=0

f(z) es continua en zg y este punto se puede alcanzar tomando el limite dentro de E, es decir,

co = f(z0) = lim f(z) = lim f(z). (9.22)

Para obtener ¢ definimos

fi(z) = fR) = fla) Y cnii(z—z0)", (9.23)
7—20 =
f1(z) es analitica en D, por tanto
c1 = fi(z0) = Zlinzlofl (). (9.24)

z€E

Los demés coeficientes se obtienen definiendo sucesivamente f,,(z) = (fu—1(z) — fu—1(20))/(z—z0), de modo
que todos los coeficientes ¢, = f,(z0) se pueden obtener usando sélo valores de f(z) en E. <

Teorema (Unicidad de funciones analiticas) Sean f(z) y g(z) dos funciones analiticas en un mismo
dominio G, y supongamos que f(z) = g(z) en los puntos de un subconjunto E de G, tal que E tiene un
punto limite zo € G. Entonces f(z) = g(z) Vz € G.

Demostracién: Sea z un punto cualquiera de G y C un arco de 7y a z contenido en G. Sea p la
distancia de C a la frontera de G o bien un valor positivo arbitrario si G = C. Se deduce que los discos
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Figura 9.1: Extension analitica a base de discos centrados en una curva C que une el punto fijo zy con un punto
cualquiera z del dominio G.

abiertos de radio p centrados en puntos de C estaradn contenidos en G. Ahora sean zx, k=1,...,N puntos
consecutivos de C tales que zy =z y |zx —zxk—1| < p. [Esto siempre es posible: si |z—z9| < p ya estd, con
N=1.Sino, sea 0 <r<pyseaz unainterseccién de C con la circunferencia de radio r centrada en zy. Se
repite la construccién tomando como centro z; para obtener 7, a distancia r, y asi sucesivamente, acabando
en zy = z. EI N requerido es finito ya que la longitud de C es finita y es mayor que rN.] Sean Dy los discos
de radio p centrados en los z;. Por el teorema de unicidad en discos, las dos funciones coinciden en Dy y
en particular en un entorno de z; € Dy. Por tanto también coinciden en D;. Repitiendo el argumento para
zx € Dy_1, se obtiene que las funciones coinciden en z, para todo z de G.

Una forma equivalente del teorema de unicidad de funciones analiticas es que si f(z) es analitica en un
dominio G, y se anula en E C G tal que E tiene un punto de acumulacién en G entonces f(z) se anula en
todo G. En particular, si se anula en el entorno de un punto de G lo hacen en todo G.

Ejemplo ¢ es la (nica funcién analitica en C que coincide con ¢* definida en R. Por unicidad no puede
haber dos funciones enteras distintas que coincidan sobre el eje real.

Ejemplo La relacién cos?(z) +sen?(z) = 1 en C se deduce por unicidad de la relacién cos?(x) +sen?(x) =
1 en R. En efecto, si cos?(z) +sen?(z) vale 1 sobre el eje real, debe también ser 1 en C ya que cos?(z) +sen?(z)
es entera y 1 es la (inica funcién entera que vale 1 sobre R. (Analogamente, relaciones del tipo (¢?) ™! =e7%,
etc, se deducen de las correspondientes relaciones en R.)
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Nota: No basta que las funciones analiticas coincidan en infinitos puntos para ser iguales, debe haber
un punto de acumulacién en el que también sean analiticas. Por ejemplo, f(z) =0y sen(z) coinciden en
mZ pero son distintas ya que no hay punto de acumulacién. O bien f(z) =0y sen(1/z), son analiticas en
G =C\ {0} y coinciden en E = {z=1/(nn),n # 0}, con punto de acumulacién z =0, pero este punto no
es de G. El teorema de unicidad se aplica igualmente a funciones R-analiticas (Sec. [4.4.2).

Nota: El teorema de unicidad es muy fuerte ya que implica que una funcién analitica en un dominio G
queda completamente determinada por su valor sobre un pequeno entorno de un punto, o sobre un trozo
de curva, por pequefio que sea. La férmula integral de Cauchy permitia reconstruir una funcién analitica
en el interior de una curva cerrada si se conocia sobre la curva. Aqui se ve que en realidad basta un arco
cualquiera de la curva para que la funcién quede univocamente determinada (si tal funcién analitica existe).
Por otra parte el teorema también nos indica la poca flexibilidad y limitaciones de las funciones analiticas.
Por ejemplo, si fi(x) es una funcién de [a;,b1] en R infinitamente diferenciable (de clase C*) y f2(x) de
[a2,b3] en R, con by < ay, también C*, es posible definir f(x) C* no Unica, en [a;,b;] tal que coincida con
f1y con f> en sus respectivos intervalos. Una construccién analoga no es posible en general para funciones
analiticas (de variable real o compleja), ya que la funcién fi en el primer dominio determinaria f en el
segundo dominio y alli podria no coincidir con f.

9.5. Ceros de una funcién analitica

Definicién Se dice que z es un cero de la funcién compleja f(z) cuando f(z9) = 0.

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio G. En z9 € G se tendrd f(z) =co+ci(z—z0) +c2(z—
20)>+--- (en un entorno de z9) y f(z0) = co. Entonces zq serd un cero de la funcién si y sélo si co =0,

F&=Y eale—2)  fla) =0 (9.25)
n=1

La funcién sera idénticamente cero en todo el dominio si y sélo si todos los ¢, se anulan. Supongamos que
no es asi. En este caso habrd un primer coeficiente que no es cero, ¢,,, m=1,2,...,

f@)=Y calz—20)" =cmlz—20)" +eme1(z—20)" "+, m#0 (9.26)
Por definicién se dice zp es un cero de orden m de f(z). Equivalentemente, zp es un cero de orden m
cuando f)(z9) =0 ¥n <my f"(z9) #0. Cuando m = 1 se habla de un cero simple, si m =2 de un cero
doble, etc.

Obsérvese también que zp es un cero de orden m si y sblo si f(z) puede expresarse como f(z) =
(z—z0)"g(z) siendo g(z) analitica en el mismo dominio y g(zo) # 0. Tal funcién satisface

82) =Y crim(z—20)" = cm+cmi1(z—20) -, cm#0 9.27)
n=0
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y por tanto tiene el mismo radio de convergencia en zg que f(z).

Ejemplo Para f(z) =z%(z—1), z=0 es un cero doble y z=1 es un cero simple. Para f(z) = sen(z),
7= 7tn son ceros simples ya que f(7n) =0 pero f'(7n) = cos(xn) # 0.

Teorema Si f(z) es una funcién analitica en un dominio G en el cual no es idénticamente nula, sus
ceros en G son puntos aislados. Es decir, todo cero zp admite un entorno en el que no hay otros ceros de
f(z). Equivalentemente, el conjunto de ceros no tiene un punto de acumulacién en G.

Demostracion: Si los ceros no fueran aislados f(z) se anularia en un conjunto E (el conjunto de los
ceros de f(z)) con zp € G como punto limite y en este caso la funcién seria idénticamente cero.

Ejemplo Para f(z) =sen(1/z) los ceros estan en z, =1/(nn), n€ Z\ {0} y son aislados. El conjunto
de ceros tiene un punto de acumulacién z =0 sin embargo no hay contradiccién ya que sen(1/z) no es
analitica en z=0.

Que los ceros sean aislados no se deduce de ser simplemente diferenciable en sentido de funciones
reales. Por ejemplo, u(x,y) = x> —y? es diferenciable en R? y se anula sobre toda la recta x = y.

9.6. Prolongacién analitica

Definicion Sea fy(z) analitica en un dominio Gy, y f(z) analitica en G tal que Gy C G y fo(z) = f(z)
en Gy, entonces f(z) es la extensién (o prolongacién) analitica de la funcién fy(z) a G. Por el teorema
de unicidad esta extension es (nica

1
Ejemplo f(z) = T

Go={|z] <1} a G=C\ {1} y ésta es su maxima extensién analitica.

es la Gnica prolongacién analitica de la funcién fy(z) = Zz”, definida en
n=0

oo 1
Ejemplo Sea fy(z) :/ e ¥ dt. Esta integral converge en el semiplano Gy = {Re(z) >0} y fo(z) = —.
0 z

La funcién f(z) = — es su extensién analitica a G = C\ {0}.
z

Este ejemplo ilustra una propiedad importante. Si en fo(z) = [ F(z,t)dt la dependencia de F(z,t) en
z es analitica para t € [a,b] y la convergencia es absoluta fy(z) es analitica, y al igual que pasa con las
series, el dominio de convergencia tiene una singularidad en su frontera. En el ejemplo, el dominio es
Go = {Re(z) > 0} y la singularidad de fy(z) esta en z=0, en la frontera de Gy.

93Todas las funciones a que nos referimos son univaluadas.
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Mas generalmente si fo(z) es una funcién definida en un conjunto E y f(z) en un conjunto E’ D E tal
que f|g = fo se dice que la funcién f es una extension de fy. Si E' = G es un dominio y f(z) analitica, se
dice que es una extensién analitica.

Ejemplo z y ¢ en C son extensiones analiticas de x y ¢* en R. En cambio la funcién |x| en R no
admite una extensién analitica a C. (|z| es una extensién pero no analitica.)

Es importante notar que en la discusién anterior se parte de que f(z) es analitica en G D Gy. Otra
cuestién mucho mas intrincada es si dada fy(z) analitica en Gy admite una extensién a algidn dominio G
mayor. Es decir, hasta donde se puede extender analiticamente una funcion.

Si la funcién esta definida mediante una serie
foz) =) en(z—2)",  Go={|z—z0| <Ro}, (9.28)
n=0

en algunos casos (es decir, dependiendo de los coeficientes ¢, ) puede ocurrir que no haya ninguna extensién
fuera de Gy. Esto ocurre cuando todos los puntos de la frontera son singulares. En este caso se dice que
|z— 20| = Ro es la frontera natural de fj(z).

Ejemplo La funcién definida en |z| < 1 por

fR=Y"=1+z+2+++ (9.29)
n=0

tiene |z| = 1 como frontera natural ]

Figura 9.2: El desarrollo en z; llega a puntos fuera de Gy. El punto z; es singular y determina la frontera de
ambos dominios Gg y Gj.

En otros casos, desarrollando en torno a z; € Gy puede obtenerse una nueva serie fi(z) en un disco
Gi={lz—a| <R} ¢ Gy (fig.[0.2)). El radio de convergencia R, llega hasta la singularidad (no eludible)

94Para un demostracién véase el libro de Silverman, pag. 203.
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mas préxima. Se dice que (fo(z),Go) vy (fi1(z),G1) son extensién analitica directa uno de otro; se ha
extendido fy(z) definida sélo en Gy a una funcién analitica f(z) definida en un dominio mayor G = GoUG;.
Usando repetidamente este método, como en la fig. [9.1] (pég. [8] Sec. puede llenarse el dominio de
analiticidad de la funcién f(z) a base de discos. Los pares (fi(z),Gi(z)) se denominan elementos de la
funcién analitica f(z) ]

Si el dominio G explorado por la extensién analitica es simplemente conexo la funcién f(z) que se
obtenga serd univaluada, resultado conocido como principio de monodromia. Si el dominio es mdltiple-
mente conexo, f(z) puede ser multivaluada. Es decir, al ir encadenando discos G; y volver a alcanzar el
punto zo mediante otro elemento (f,(z),G,) puede ocurrir que f,(z0) # fo(z0). En este caso la funcién f(z)
es multivaluada y la extensidn analitica construye automaticamente su superficie de Riemann.

0 (71)n+1

Ejemplo fy(z) = Y}
n=1
la rama log(1) = 0. Supongamos que se extiende a base de discos centrados en puntos z; siguiendo la
circunferencia |z| = 1 en sentido positivo. Cada disco tendrd z =0 en su frontera y por tanto tendrd radio
Ry = 1. Cuando la cadena de discos llegue otra vez a z =1 se obtendra log(1) = 2mi.

(z—1)" en Gy = {|z— 1| < 1}. Este es un elemento de f(z) =log(z) en

La funcién extendida analiticamente hasta ocupar un dominio méaximo (incluyendo quiza una superficie
de Riemann no trivial) se denomina funcién analitica completa.

9.7. Principio de reflexion de Schwarz

Como se ha visto, no siempre se sabe a priori donde se podra extender una funcién (fo(z),Go), ya que
las singularidades aparecen al explorar nuevas zonas. El siguiente teorema garantiza la extensién en casos
particulares.

95Puede adoptarse el punto de vista de que la funcién es construida por este método en regiones de C donde no estaba
definida o bien que la funcidn ya existia y esta siendo descubierta. El teorema de unicidad favorece el segundo punto de vista.



9 SERIES DE TAYLOR 13

flz)

flz¥)*

Figura 9.3: Principio de reflexiéon de Schwarz

Teorema (Principio de reflexién de Schwarz) Si fo(z) es real y analitica sobre un intervalo real entonces
admite extensién analitica f(z) a un dominio G simétrico respecto del eje real donde f(z*) = (f(z))*.

Demostracion: De acuerdo con el enunciado fy(z) es analitica en un dominio Gy, tal que E = GoNR #0
y fo(x) €R para x € E. Sea G| = G = {z" |z € Go}. En Gy definimos fi(z) = (fo(z"))*. Esta funcién es
analitica en Gy:

Ni(z) = filzo) _ (fo(2)" = (fo(z)") _ (fo(Z*)—fo(ZES)>*

2—20 2—20 =275

*

— (fo(@)"

=20

(9.30)

El limite existe luego f1(z) es analitica. Ademas fi(z) coincide con fy(z) en E C R. Como E es un abierto
de R tiene un punto de acumulacién. Por tanto, fy y fi coinciden en GoN G # 0. Entonces la funcién f(z)
definida como fy(z) en Gy y como fi(z) en G; es analitica en G = GyUG] y es la extensién de fy. Por
construccién es inmediato que cumple f(z*) = (f(z))* en G. &

Se deduce que una funcién analitica que toma valores reales para z real se puede extender analiticamente
a un dominio simétrico respecto del eje real y f(z*) = (f(z))*. Esto también es obvio notando que su
desarrollo en serie entorno a un punto del eje real tiene coeficientes puramente reales.

Ejemplo En la rama adecuada log(z) es real para z =x € R", a saber, log(z) = In(x). Entonces se
puede extender el dominio a —7 < arg(z) < 7 (simétrico respecto del eje real) y tal que log(z*) = (log(z))*.

Ejemplo El dominio de analiticidad de €%, que toma valores reales sobre el eje real, es C (simétrico)
y e = (e9)".
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10. SERIES DE LAURENT

10.1. Desarrollo de Laurent de una funcion analitica

. - 1 : o -
Ejemplo Sea la funcién f(z) = ——. Si queremos una aproximacién Gtil cuando |z| es pequefio
podemos usar un desarrollo en serie de Taylor en torno a z=0

1

7:1—Z+Z2—Z3+"', 7l < 1. 10.1
1+z - ( )

La serie truncada proporciona una aproximacién que mejora cuanto menor es |z| y cuantos mas términos
se retengan.

Si se quiere una aproximacién atil para z grande se puede hacer un desarrollo de Taylor en potencias
de 1/z (que es pequefio si z es grande):

bt
1—|—z_z1+%_

1 1 1 1
e -y para H<1 osea |z >1. (10.2)
z é

Es decir, una serie de potencias negativas.

1/n

e 1 = .
Teorema Dada la serie Z Cn 7, sea r:= lim|c,|"/". Entonces la serie converge absolutamente
n—oo

n=1 (Z_a)
en |z—a| > ry diverge en |z—a| < r, siendo 0 < r < oo,

.. 1 : . .
Demostracion: Basta tomar { = —— vy aplicar los teoremas de la serie de Taylor a la serie de
z—a

: . N 1
potencias en {, teniendo en cuenta que |z—a| < r implica §{ = —.
r

Nota: Es decir, para series de potencias negativas, hay convergencia absoluta en el exterior de un
disco y divergencia en el interior, al contrario de lo que ocurre para series de potencias positivas. Cuando
la serie de potencias negativas es finita, (es decir, todos los ¢, se anulan a partir de uno dado) r=0vy la
suma es analitica en todo el plano complejo excepto quizd z =a.

Definicién Una serie de potencias con potencias positivas y negativas se denomina serie de Laurent.
La parte de potencias no negativas es la parte regular de la serie. La parte de potencias negativas es la
parte principal.

Z cn(z—a)" = i cn(z—a)"+ i c_mé. (10.3)
n=0 m=1 <Z_a)m

Parte regular  Parte principal
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Figura 10.1: La zona sombreada es el dominio de convergencia de la serie de potencias negativas.
La serie de Laurent converge, por definicién, sii las partes regular y principal convergen.

Teorema Dada una serie de Laurent, sea R = ysear= lfrE |c,m|1/’”. Entonces, si r <R,

1im |c, |1/ m—
n—y—+-o0

a) la serie converge absolutamente en el dominio G = {r < |z—a| < R} (corona circular de conver-
gencia absoluta, véase fig. [10.2)).

b) la serie es uniformemente convergente en todo subconjunto compacto de G, y

¢) la suma es analitica en G.

Demostracion: Como series de potencias, estas propiedades se cumplen en |z —a| < R para la parte
regular y en |z—al| > r para la parte principal. Entonces se cumple en la interseccion, r < |z—a| <R, para
la serie de Laurent.

Nota: Para una serie de Laurent siempre se supondra r < R. Si r =0 la corona de convergencia absoluta
es el disco reducido de radio R, 0 < |z—a|] < R. Si R = 4o la corona es el exterior del disco de radio r,
r<|z—al. Si r=0y R = +oo, hay convergencia absoluta en todo C excepto quizd z =a.

Teorema Dada una serie de Laurent con suma s(z) en r < |z—a| <R, los coeficientes satisfacen

1 s(z)
= D — 041,42, .. 10.4
= o /yp Z—apti? " (10.4)

siendo 7y, una circunferencia (con orientacién positiva) centrada en a de radio p, r < p <R.
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R

-

Figura 10.2: Corona circular de convergencia absoluta r < |z — a| < R (los bordes no estdn incluidos).

Demostracion:

L0 L Eatd,
2mi Jy, (z—a)™t! 27y, (z—a)"t!
VRS k—n—1
- - d
Z”i/ypk_z_ka(Z a) z
N
L 2Wi y,
= ¢y. (10.5)

Se ha usado la convergencia uniforme para intercambiar suma e integral. En el dltimo paso se usa que
fyp (z—a)"dz (n€Z)es?2misin=—1y0 en otro caso. <

Noétese que la integral no depende de p. Se deduce que los coeficientes son tnicos en el sentido de que
no hay dos series de Laurent con distintos coeficientes que den la misma suma.

Teorema (Desigualdades de Cauchy) Si s(z) es la suma de una serie de Laurent en una corona
G={p1 <l|z—a| <p2}, yacotadaen G, |f(z)] <K VzeG, entonces

K
|cn|§ﬁ, e <Kpl, n=0,1,2,... (10.6)
2

Demostracion: Se aplica ((10.4)) integrando sobre la circunferencia de radio p, p; < p < p2, y mediante
el teorema de la pagina [4] (Sec. se obtiene

K
| £ — n=0,+1,+2,... (10.7)
pl’l
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Dado que este resultado vale para cada n para todo p entre p; y P2, se deduce el enunciado, que da la
cotas 6ptimas. <

Definicion Si una funcién f(z) coincide con la suma de ((10.3) en r < |z—a| < R se dice que admite
desarrollo en serie de Laurent en esa corona circular. Ese desarrollo es tnico (en dicha corona) y ahfi la
funcién es analitica.

El desarrollo de Laurent es una extensién del desarrollo de Taylor que puede aplicarse a funciones no
analiticas en el punto en el que se desarrolla.

eZ
Ejemplo f(z) = — no admite desarrollo en serie de Taylor en z =0 pero si admite desarrollo de
z

Laurent:

Z ZZ Z2

e—la++ + o5+ )—LH+Z+£+ 0<|zl <+ (10.8)
P TIRIEY T TR < ' ‘

Notablemente, las funciones que admiten desarrollo de Laurent no son excepcionales:

Teorema Si f(z) es analitica en la corona E = {p; < |z—a| < p2} entonces admite desarrollo de
Laurent convergente en E,
VZEE  fr)= ) ci(z—a)" (10.9)
n=-—oo
Ademas, E esta contenido en el dominio de convergencia de la serie de Laurent, es decir, si r y R denotan
los radios de convergencia de la serie, se tiene r < p; < p2 <R.

Demostracién: La dltima parte de la proposicién, que E esta contenido en el dominio de convergencia
de la serie, se deduce de la primera parte ya que la serie converge en E. Si la proposicién es cierta los
coeficientes ¢, estan totalmente fijados por (10.4). Entonces para z € E, hay que demostrar que f(z) =
f(2)+ f-(2) con™]]

fr@=Y ee—ay,  f@)=Y e (10.10)
n=0 n=1

(z—a)"

Sea p =|z—al| (p1 <p <p2). Para calcular ¢, usamos ((10.4)) integrando sobre una circunferencia de radio
p+ con p < py < P2, si n >0y una circunferencia de radio p_ con p; < p_ < p, si n <O.

v (z-a) f() 1 f(&)
f+(Z) - = 27i /ypJr (C _a)nJrld - 277-” Yoo C_Zdé,’
a1 oty Lo f(E)
10 = L aiam ), fO€-a ag = - /“_ch. (10.11)

10-IEstas series convergen porque f(z) estd acotada en p; < p_ < |z—z0| < p+ < P2 y los ¢, satisfacen las desigualdades de
Cauchy.
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Figura 10.3: El camino 7, que empieza en {p, recorre 7, , luego pasa por C, recorre J,_ en sentido horario
y vuelve a pasar por C al revés, es cerrado y contenido en un dominio de analiticidad de la funcién f({); la
férmula integral de Cauchy se aplica y produce f(z). (En la figura se ha tomado p; =ry p» =R.)

[Obsérvese que ¢, calculados integrando en , no dependen de los valores p. elegidos (siempre que
p1 < p+ < p2), pero p_ < p < p; garantiza que las series en ((10.11]) convergen absoluta y uniformemente,
lo cual permite intercambiar suma con integral.] Si ¥ es el contorno que recorre ¥,, en sentido positivo y
Yp_ en sentido negativo, se deduce

f+(@)+f-(2) = ;m/yé(_cidé = f(z2). (10.12)

La dltima igualdad es consecuencia de que Y equivale a un camino cerrado positivo contenido en un
dominio de analiticidad simplemente conexo de f(z) y que encierra a z (véase la fig.[10.3]). Esto demuestra
la proposicién.

Igual que para las series de Taylor también aqui se deduce que si f(z) admite desarrollo de Laurent
centrada en z = a con radios de convergencia r y R, entonces, si r > 0 necesariamente f(z) debe tener
al menos un punto singular en la circunferencia |[z—a| =r, y si R < 4o necesariamente f(z) debe tener
al menos un punto singular en la circunferencia |z —a| = R. [De otro modo la corona de convergencia se
podria extender més alld de r < |z—a| < R\]

Nota: Para una misma funcién f(z) y un mismo punto a, los coeficientes del desarrollo de Laurent de
f(z) alrededor de a pueden cambiar al cambiar de corona circular.

Ejemplo La funcién f(z) = es regular excepto en z =0y z = 1. Podemos considerar dos

1
z2(1—2)
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desarrollos de Laurent centrados en z=0:

1
a) Corona 0< |z| < 1. f(Z):gZZn: Y

n=0 n=-—1
1 1 1 &1 | <
b) Corona 1 < |z]. f<Z):_771:_727:_27:_ Y .
z 1—— T p=0% n=27% n=—oo
Z

Se ha aplicado la identidad (1 —w)~! =Y w" si [w| < 1. En ambos casos es ya inmediato identificar los
coeficientes ¢, de la forma canénica },cz cn(z—a)".

(regular en z =0) igualmente se pueden considerar desarrollos en
1

(1 —2) e

que para ll—z el desarrollo en la “corona” 0 < |z| < 1 no tiene parte principal (potencia negativas) y de

hecho valeen 0 <|z] < 1. ¢

1
Obviamente, para la funcién 1

la mismas coronas y los ¢, también son distintos en cada una. La diferencia con el caso f(z) =

Notese que los desarrollos no siempre corresponden a |z —a| muy pequefio o muy grande. Por ejemplo,

1 1 1 1 1z £ 2
e b 1<z <2. 10.13
(1-2)(z—2) z—i_zz—i_é+ Tyttt g ( )

En este ejemplo la parte regular diverge si |z| > 2 y la principal diverge si |z| < 1. El resultado se obtiene

facilmente usando la relacidon : . .
= + . 10.14
(1-2)(z=2) z—-1 2-z (1019

10.2. Puntos singulares aislados

Definicion Sea zp € C y sea f(z) analitica en 0 < |z—zp| < R (para cierto R, 0 <R < +e0) y no
analitica en zg. Entonces se dice que 79 es un punto singular aislado de f(z). Nétese que la funcién puede
o no estar definida en z = z;.

Nota: z =0 no es un punto singular aislado de log(z) porque es una funcién multivaluada. Tampoco
lo es de Log(z) ya que en este caso todos los puntos z > 0 son singulares. Tampoco z =0 en la superficie
de Riemann del logaritmo (la superficie de Riemann de log(z) no es el plano complejo y su topologia difiere
del plano complejo especialmente en z=0). Los puntos de ramificacién no son puntos singulares aislados.
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Ejemplo Para f(z) = , z=0y z=1 son puntos singulares aislados.

z2(1—2)

2

Ejemplo Sea f(z) =

o) Numerador y denominador son funciones enteras. z =0 es un punto
sen(z

singular, ya que es un cero (simple) de sen(z) y es punto singular aislado porque la funcién es analitica en
0< |zl <.

1 :
Ejemplo Sea f(z) = W. Los puntos finitos en los que se anula el denominador son singulares,

zn=1/(mwn) (n#0). También es singular el punto limite de éstos, z = OFEZI Los puntos z =z, son puntos
singulares aislados, z =0 no es un punto singular aislado (es singular, pero no aislado).

En las condiciones de la definicién anterior, la funcién f(z) admite un desarrollo de Laurent

Q=Y e 0<|i—z0| <R (10.15)

n=-—oo

Esto permite clasificar los puntos singulares aislados en tres clases:

a) No hay potencias negativas: ¢, =0 Vn < 0. Se denomina singularidad evitable. La funcién

o(z) = icn(z—zo)” — {f(z)’ 27 20 (10.16)

n—0 €o, =20

es analitica en z = zp y coincide con f(z) cuando z # z9. Es decir, f(z) admite una definicién (o
redefinicién) en z = zp de modo que sea analitica.
2

AT cuando z #0

1
no esta definida en z =0 sin embargo f(z) =1+ TREY

et —
Ejemplo f(z) =
y es analitica si se define f(0) = 1.

Proposicion Una singularidad aislada es evitable sii existe el lim,_,;, f(z) y éste es finito.

b) Hay un nidmero finito no nulo de potencias negativas: Para ciertom >0 c¢_, #0y ¢, =0 Vn < —m.
En este caso 7o es un polo de orden m de f(z).

f@)=— o L Sl Y cz—2)", e A0 (m=1). (10.17)
(z—z20)™  (z—20) =20 0

n—=

El polo es simple si m =1 y miltiple si m > 1.

102yn punto de acumulacién de un conjunto de puntos singulares siempre es singular, ya que la funcién no es regular en un
entorno del punto
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Al igual que pasaba con los ceros, se puede extraer el factor (z—z9)™" para obtener una funcién sin

polo
1 (o]
7)) =—-—g(2), 2)=Y Cch_m(z—20)" (10.18)
16 = ot @ 8= L)
La funcién g(z) es analitica en |z—z9| < R. Como g(z0) = cm #0
lim £(z) = tim —5_ e, (10.19)
720 =2 (2—20)"

Proposicion Una singularidad aislada es de tipo polo sii lim,,,, f(z) existe y éste es oo.

Proposicion Una funcién f(z) tiene una polo de orden m en zg sii 1/f(z) tiene un cero de orden m.

.. . . DU S . . .
Demostracion: Si f(z) tiene un polo, la funcién —— tiene una singularidad evitable en zy. Una vez

f(2)

1 (z—z0)"

@ 8 (1020
dado que g(z) es analitica y g(zo) # 0 se deduce que 1/f(z) tiene un cero de orden m. Y viceversa,
si una funcién h(z) es analitica y tiene un cero de orden m en zo, 1/h(z) tiene un polo de orden m.
En efecto, h(z) = (z—20)"G(z) G(z) analitica y G(z9) # 0, entonces 1/G(z) también es analitica en
zo y por tanto 1/h(z) = (1/G(2))(1/(z—z0)™) tiene un polo de orden m. <

Ejemplo f(z) = serel(z)

evitada se puede escribir como

¢ 1
tiene un polo simple en z=0 ya que —— = ¢ “sen(z) es entera con un cero

f(2)

simple en 0.

¢) Hay un ndmero infinito de potencias negativas: Para todo m < 0 existe n < m tal que ¢, # 0. En
este caso 7o es una singularidad esencial de f(z).

1 11 11
Ejemplo f(z):el/Z:1—|—f—|————i—~--+——+~--, converge para todo z # 0.
7z 2172 n!z"
Z 1 1 1 :
Ejemplo f(z) = ——=——=14+—-4+—<+—---, (|z] > 1) tiene infinitas potencias negativas,
jemplo f(z) = — —1 tats (Il > 1) p g

pero z =0 no es una singularidad esencial de f(z), ya que este desarrollo no tiene lugar en el anillo
0 < |z| < R. (De hecho, z=0 es un punto regular de f(z).)

Por exclusién, una singularidad es esencial sii el lim,_,,, f(z) no existe. [Si existiera seria, bien finito
(evitable) o infinito (polo).] De hecho cuando z — zo, f(z) se puede aproximar tanto como se desee
a cualquier valor prefijado, finito o infinito:

Teorema (Teorema de Casorati-Weierstrass) Sea zo una singularidad esencial de f(z) y sea o € C*
entonces existe una sucesién z, con limite zg tal que 1im,_,o f(z,) = (x.m

103pPara una demostracién véase el libro de Silverman, pag. 161.



10 SERIES DE LAURENT 9

De hecho hay una afirmacién mas fuerte:

Teorema (Teorema de Picard) Si zp es una singularidad esencial de f(z), para cualquier oo € C

(excepto a lo sumo un punto o ademas de ) existe una sucesién z, — zo tal que f(z,) = .
Equivalentemente, en cualquier entorno de zp la ecuacién f(z) = a (Vo # 0p,0) tiene infinitas
soluciones, o también, la imagen de cualquier entorno de zg recubre (infinitas veces) C\ {op}.

Ejemplo Sea f(z) = e'/% para z# 0. La funcién tiene una singularidad esencial en z=0. Para ot = oo
del teorema de Casorati-Weierstrass, tomamos z, = 1/n, e/ =" —5 oo, Para a = 0, tomamos
= —1/n, el/sn = ¢ — 0. Para a cualquiera excepto 0,c0, elegimos z tal que ¢!/* = o, con
solucién z =z, = 1/(Log(a) + 2min). Entonces z, — 0 y e'/% = a por construccién. z, es la solucién
que existe por el teorema de Picard, siendo o = 0, los valores excluidos por el teorema.

Corolario Si f(z) tiene una singularidad esencial en zg y este punto es una singularidad aislada de 1/f(z)
entonces también serd esencial, ya que 1/f(z) tampoco tendra limite en z9. Nétese que la singularidad de
1/f(z) en zo podria no ser aislada, por ejemplo, f(z) = sen(1/z) tiene una singularidad esencial en z =0,
sin embargo no es un punto singular aislado de 1/sen(1/z) (y por tanto no es una singularidad esencial de
esta funcién).

De lo visto sobre singularidades aisladas se deduce que cuando (i) f(z) es una funcién analitica en la
corona 0 < |z—z9| <R, (ii) f(z) no es idénticamente 0, y (iii) zo no es una singularidad esencial, entonces,
f(z) =(z—20)"g(z) donde m € Z, g(z) es analitica en el disco |z—z0| <R,y g(z0) #0. m y g(z) son Gnicos.
Podemos decir que f(z) es de clase (z—zp)™. Cuando m >0 zp es un cero de orden m de f(z), y cuando
m < 0, zo es un polo de orden —m de f(z). Si f(z) y h(z) son funciones de clase (z—z0)" vy (z—z20)",
respectivamente, entonces f(z)h(z) es de clase (z—2z0)"" y f(z)/h(z) de clase (z—z9)™".

Definicion Se dice que una funcién f(z) es meromorfa en un dominio G si es analitica en G salvo
singularidades aisladas de tipo polo o evitable. Una funcién es meromorfa (sin explicitar el dominio) si lo
es en C.

El conjunto de funciones analiticas en un dominio es cerrado bajo derivacién, suma, resta y multiplicacion
pero no division. El conjunto de funciones meromorfas es cerrado también respecto de la divisién (excluida
la divisién por la funcién idénticamente cero). El conjunto de funciones meromorfas en un dominio G define
un cuerpo (algebraico), el cero es la funcién idénticamente nula, el uno la funcién idénticamente igual a 1.

Es inmediato que el cociente de dos funciones holomorfas en un dominio G es una funcién meromorfa,
y viceversa, se puede probar que toda funcién meromorfa es cociente de holomorfas. En el caso particular
de que el nimero de polos sea finito el denominador se puede elegir como un polinomio.
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10.3. Del calculo de series de Laurent

Para series de Taylor hay un algoritmo (a saber, derivar) que en principio permite obtener cualquier
coeficiente del desarrollo de manera explicita si la funcién obedece a una férmula dada. No es asi en el
caso de Laurent, en general. En principio cada coeficiente se puede obtener usando (que obviamente
también vale para Taylor), pero esto no permite en general obtener expresiones explicitas de los coeficientes.

Para el producto de dos series de potencias (donde sean absolutamente convergentes)

Yoad ) [ Ybwd" ) =Y anbn?™ =Y (Y anby-n | ¥ =Y end" (10.21)
n m n,m N n N

Si las dos series se cortan por abajo, como en el caso de Taylor o lo sumo polos, las suma que proporciona

cy = ZanbN_n es una suma finita, pero si alguna de las series corresponde a una singularidad esencial (y
n
la otra no es una serie estrictamente finita) la suma no va a ser finita y ¢y no va a admitir una expresion

compacta en general [[]

Ejemplo f(z) = ¢“t1/2 alrededor de z = 0. % admite desarrollo calculable en potencias de z y €!/% en
potencias de 1/z, pero al multiplicarlas, el coeficiente de 7" recibe infinitas contribuciones. Por ejemplo

1 . . . . .
co = Z W Este ejemplo muestra que incluso para una funcién con una férmula simple puede no a
n
n=0
haber expresiones simples y explicitas para los coeficientes. <>

Esencialmente en los casos en los que se puede obtener una expresién explicita es por reduccién al caso
de una singularidad aislada mas célculo de serie de Taylor.

0s(z)

Ejemplo f(z) = sceni3(z)' en 0 < |z| < 7. Tiene un polo triple en z=0. La funcién g(z) = 2’ f(z) tiene

una singularidad evitable en z =0, por tanto admite desarrollo en serie de Taylor. El desarrollo de Laurent
de f(z) se obtiene dividiendo el desarrollo de g(z) por z°>. <

1
Ejemplo f(z) = z°log <1+) en |z] > 1. Haciendo el cambio w = 1/z, la funcién auxiliar g(w) =
z

—zlog(l +w) tiene un polo simple en w =0. Como antes, se puede cancelar el polo y desarrollar en serie
w

de Taylor en w. El desarrollo de Laurent original se obtiene deshaciendo el cambio de variable. <

Nota: No debe sorprender que al permitir potencias negativas los coeficientes dejen de poder obtenerse
algoritmicamente. Se puede pensar en el caso de los nimeros 2"23™5"7" ... con n, €Zy ¥, |ny| < oo

10.40bviamente, la suma también va a ser finita si las dos series se cortan por arriba.
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(productos finitos de potencias de niimeros primos). Si los 1, son no negativos se obtienen los niimeros
enteros positivos, pero si se permite n, negativos se obtienen los niimeros racionales positivos que es un
conjunto completamente distinto, tanto en sentido algebraico como topolégico.

10.4. Complementos
10.4.1. Descomposicion en fracciones simples

Una funcién racional es un cociente de dos polinomios R(z) = P(z)/Q(z) de grados m y n.

Si O(z) tiene ceros en z = q,..., 0, de orden ry,...,rs, respectivamente, la funcién racional se puede

llevar a la forma candnica
T

(10.22)

donde S(z) es un polinomio de grado m —n (o se anula idénticamente si m < n), y los ¥;x son coeficientes
complejos. Tanto S(z) como los coeficientes yjx estan univocamente determinados.

S(z) se obtiene al dividir P por Q, P(z) = S(z)Q(z) + T (z) donde el resto T(z) es un polinomio de grado
a lo sumo n— 1. Por tanto contiene n coeficientes arbitrarios. Los yj; son también n coeficientes que se
pueden ajustar para reproducir T(z).

Por ejemplo,

3 2
742 2—z
=1+ 10.23
2(z+1) 2(z+1) ( )
Y 2
2—z2 a b c
=t 44— 10.24
2(z+1) 22z z+1 ( )
Los coeficientes a,b,c se pueden ajustar por ejemplo multiplicando por z(z+1)
2—2 =a(z4+1)+bz(z+1)+c2*. (10.25)
La igualdad en z=0 implicaa=2, en z=—1 implicac=1y en z= 0 implica b+c= —1,
3
742 2 2 1
=14+ - 10.26
22(z+1) 2z z+1 ( )

Conviene eliminar factores (z —a) comunes a numerador y denominador. Eso reduce el grado de Q(z)
lo cual simplifica la determinacién de los coeficientes ;.

Por supuesto la descomposicién en fracciones simples no existe si R(z) no es una funcién racional.
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11. TEOREMA DE LOS RESIDUOS Y APLICACIONES

11.1. Teorema de los residuos

Definicion Sea zp un punto singular aislado de f(z),

f2) = i ca(z—20)",  0<|z—z| <R. (1L.1)

n——oo

El coeficiente c_; se denomina el residuo de f(z) en z y se denota Res f(z). De acuerdo con ({10.4)) para
=20

n—=—1:
1
pr— _ = — 11.2
}i‘?ﬁﬂz) T o ypf(z)dz, (112

siendo ¥, una circunferencia orientada positivamente, de centro zg y radio p <R.

Nota: c_; sélo es el residuo de f(z) en zo para el desarrollo referido a 0 < |z—z9| < R, no el coeficiente
c_1 correspondiente a otras coronas circulares.

Teorema (Teorema de los residuos) Sea C una curva cerrada, simple, suave a trozos y orientada
positivamente. Sea f(z) analitica sobre C y también en su interior salvo por un conjunto finito de puntos
singulares aislados (interiores a C), z1,. ..,zn. Entonces

/Cf(z)dz:27rii Res f(z). (11.3)
k=1

=7

Demostracion: Para cada uno de los puntos singulares z; sea 9 una circunferencia orientada positiva-
mente centrada en zi, tal que esté contenida en el interior de C y que no rodee ninglin otro punto singular.
Entonces,

n n
/f(z)dz = Z flz)dz= Z27riResf(z). (11.4)
¢ k=17 k=1~ Tk
La primera igualdad usa la propiedad ([7.25]) (véase Sec[7.3)). La segunda, igualdad usa (11.2). ¢
v4
Ejemplo Calculo de I = / eidz, n € Z mediante el teorema de residuos.
Jewp2) (z—1)"

ILIE realidad, dado que C define una regién cerrada acotada el hecho de que las singularidades sean aisladas automaticamente
garantiza que hay un ndmero finito de ellas.
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Solucion: Si n <0 no hay ningln punto singular sobre la circunferencia o su interior y la integral se

anula. Si n > 0 la dnica singularidad del integrando es un polo de orden n en z =1 que esta rodeada por
v4

la circunferencia. Por el teorema de los residuos I = 27riRels(671)n. Para calcular el residuo desarrollamos
=1 \Z—
el integrando en serie de Laurent
et e - e (z— 1)2 (z— l)k

= = 1+(z—1 P 11.5
e (z—l)”( te-Dt ==ttt (11.5)

El coeficiente ¢_ corresponde a k=n—1: c¢c_; = ¢

(n—1)!
27ie
— =1,2.73,...

I={t—nr "T 57 (11.6)

0, n=0,—-1,-2,...
El mismo resultado se obtiene facilmente aplicando la férmula integral de Cauchy en &
Ejemplo Calculo de fC(O71)zel/Zdz mediante residuos.

Solucién: z =0 es una singularidad esencial del integrando. El residuo se obtiene facilmente desarro-
: . : : 1
llando la exponencial en serie de potencias de 1/z y se obtiene Reos (ze'/7) = 5 por tanto el valor de la
Z:

integral es iT.

11.2. Calculo de residuos para polos

Si la singularidad es evitable el residuo se anula. Si la singularidad es esencial debe calcularse el desarrollo
en serie de Laurent. Queda el caso de una singularidad tipo polo.

a) Polo de orden m. Sea z = zp un polo de orden m de f(z):

f(z):(ZS#WJF...JFZC_*LO+co+c1(z—z<))+-~, c_m#0. (11.7)
Por tanto la funcién
(z—20)"f(2) =c_m+-4c_1(z—20)" ' +colz—z20)"+ - (11.8)

es analitica. Se obtiene entonces la regla

Res f(z) = " (m— 1)-ésimo coeficiente de Taylor de (z—2z0)"f(z) enz=20" (11.9)

=20
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En particular, se puede usar la férmula

1 dm—l
R = Hm —— ——
Res f(z) = lim & =731 o

((z—20)"f(2)) - (11.10)

Recuérdese, sin embargo, que derivar m — 1 veces no siempre es lo mas eficiente para obtener el
coeficiente de Taylor.

1 1
Ejemplo Se pide el residuo de f(z) = en z=0. Se trata un polo triple. El residuo es el
73 cos(z)
coeficiente de 72 de
2fg) = —— = : —1+i+0(4) (11.11)
A Ccos(z)  1-72/24+0(z%) 2 2 '

por tanto el residuo es 1/2.

Ejemplo Se pide Res . Es un polo doble pero el residuo se anula ya que la funcién es

z=0 sen?(z) cos(z)
parenz. <
Cabe notar que la prescripcion en (I1.9) vale igual incluso si el polo es de orden menor que m (es
decir, ¢_,; =0). Si se sobrestima el orden del polo simplemente puede que se trabaje mas de lo
necesario.

b) Polo simple. En este caso m =1y ((11.10)) implica

Res f(2) = lim (2 —20) f(2). (11.12)

=20 20

Si f(z) = g(z)h(z) donde g(z) es regular en zo con g(z0) # 0, y el polo lo lleva h(z), el célculo del
residuo se puede simplificar usando la propiedad

Res f(z) = g(z0) Resh(z) (polo simple) (11.13)

=20

que es consecuencia inmediata de (11.12)). La misma propiedad no se aplica en el caso de polos
miiltiples.

Si f(z) = I(IiEZ)) donde ¢(z),w(z) son analiticas en z=2z9, ¢(z0) # 0 y W(z) tiene un cero simple en
<

2o (por tanto y/(zo) # 0), entonces

Res /() = lim ¢(c) (Zw_(j)o) = %?)’ (polo simple) (11.14)

donde se ha aplicado la regla de L'Hopital (véase Sec. [4.3.2)).
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Ejemplo Residuo de f(z) = cotg(z) = :;SIEZ)
4

no se anula en ellos, por tanto se trata de polos simples y se aplica (11.14)):

~—

en z=7n, n € Z. Los ceros de sen(z) son simples y cos(z)

=1.¢ (11.15)

11.3. Residuo en el punto del infinito

Sea f(z) analitica en un entorno del infinito R < |z—2zp| < oo y sea

Q=Y ali—wm), R<|i—z| <o (11.16)

n——oo
el desarrollo de Laurent asociado. Se define el residuo de f(z) en z = oo

Res f(z) = —c_1 . (11.17)
Z:OO
(Obsérvese el signo menos en la definicién.) Usando la férmula general ((10.4))
Resf(z) =—co1=—5— [ f(z)dz, (11.18)

siendo ¥, una circunferencia orientada positivamente, de radio p > Ry centro z.

La relacién ([11.18) demuestra que Res f(z) no depende en realidad del punto zp usado para hacer el
Z:O(}

desarrollo de Laurent (ya que la integral sobre otra circunferencia grande centrada en otro punto dar3 el
mismo resultado) y sélo depende de la funcién. A menudo Res f(z) se obtiene eligiendo zp = 0.
Z:OO

Teorema Si f(z) es analitica en todo C excepto en un nimero finito de singularidades aisladas,
Z1,.--,2N, S€ cumple

N
Res f(z)+ ) Resf(z) =0. (11.19)
Z=o00 n:1 7=Zn

Demostracion: Usando (|11.18]) y el teorema de los residuos
1 N

_ Bzeogf(z) = oail, f(z)dz=Y Resf(z). & (11.20)

n—1 i=Zn

Calculo del residuo en el infinito
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Elegimos zo cualquiera (tipicamente zo = 0). Entonces

Cem c_
f@ = b gt oz —20) e, R< |z 20| < oo
(z—2z0)" Z—20
1
= "‘+C—mCm+“'+C—1C+C0+”'+%-ﬁ-"’, 0< ’C’ < R (11.21)
donde se ha hecho el cambio de variable { =1/(z—z0) (por tanto z=zp+ ¢ !). Esto implica
1 _ — c_1 Co c 1
?f(ZO+C 1) = ot " 2+"'+072+T+?+"'+ Cniz +---, 0<|8< R
De aqui se deduce
1
R = —Res - . 11.22
Res f(2) = —Res z flao+67) (11.22)
Y la expresion a la derecha es en realidad independiente de zp.
Nota: Alternativamente,
1 1 d¢
R = —— dz=—— H{-=
Res 7). = g [, FOde == [ St L (-%)
1 N 14 1 1
= 5| S+l )G ="Resflw+{). ¢ (11.23)
2mi N/p ¢? ¢=o0 ¢?
Ejemplo Sea f(z) = % Esta funcién es meromorfa con un polo simple en z= —1. El desarrollo de
Z
Laurent en torno a z=0 en la corona del infinito produce
Z 1 1 1
7) = — :1_,_'_*_...’ 1 < |zl < . 11.24
Se obtiene ¢_; = —1y Res f(z) = 1. Si hacemos el desarrollo en torno a z = —1 resulta
Z:DO
flo)= 2 g 0<|z+1] < (11.25)
YT v ¢ ' '

(el desarrollo de Laurent tiene un nimero finito de términos). Los coeficientes ¢, han cambiado, excepto
c_1. Se obtiene el mismo residuo en eo. Por otro lado Res f(z) = —1. Se verifica entonces que la suma de
z=—1

. 1
todos los residuos, incluido el residuo en el infinito, se anula. Finalmente (eligiendo zo = 0), ?f(ifl) =

11 1 1 [
?m:?—z—i—O(l),yportanto,—léfgﬁf(c =1 ¢
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11.4. Residuo logaritmico y principio de variacion del argumento

flm) _d
o - jzlog(f(Z))

(independiente de la rama del logaritmo) se denomina la derivada logaritmica de f(z).

Definicion Para una funcién analitica no idénticamente nula f(z), el cociente

Si la derivada logaritmica tiene a lo sumo una singularidad aislada en z|''?| se define el residuo

!
. : . . z
logaritmico de f(z) en zy como el residuo de su derivada logaritmica, Resf( )

=20 f(2)

a) Si z=a es un cero de orden o de f(z) (o =1,2,...), entonces f(z) = (z—a)%g(z) siendo g(z)
analitica en z=a y g(a) # 0. En este caso la derivada logaritmica tiene un polo simple

_ L8l (11.26)

y por tanto

Res J;(f)) —a. (11.27)

Es decir, el residuo logaritmico coincide con el orden del cero.

b) Siz=>b es un polo de orden B de f(z) (B=1,2,...), entonces f(z) = siendo g(z) analitica

_8%
(z—=b)P
enz=>by g(b) #0. En este caso

__ + (11.28)

y por tanto

Res ?((ZZ)) - 8. (11.29)

Es decir, el residuo logaritmico coincide con menos el orden del polo.

Notese que si f(z) tiene una singularidad esencial, atin puede ocurrir que la singularidad en la derivada
logaritmica sea un polo miltiple. Por ejemplo, f(z) =e'/%.

Teorema Sea C una curva cerrada, simple, suave a trozos y con orientacién positiva. Sea f(z) analitica
sobre C y en su interior, excepto en un ndmero finito de polos, by,...,b, de 6rdenes Bi,...,B, (en el

112Esto es automatico si f(z) tiene a lo sumo un polo en zg. Se cumple también si zy es una singularidad esencial de f(z) si
el valor excluido por el teorema de Picard es oy = 0.
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interior), con un ndmero finito de ceros, ay,...,a,, de érdenes Qy,...,a,, también situados en el interior
de C. Entonces,
1 /f/(Z) m n
— [ =—==dz=) o4 — ) Br=N—P. (11.30)
2ni Je f(z) k;l ,;1

Demostracion: f(z) es meromorfa, y por tanto también lo es su derivada logaritmica. La férmula se
deduce inmediatamente del teorema de los residuos ya que las (nicas singularidades del integrando estan
en ay O bk.

Teorema (Principio de variacién del argumento) Sea N el ndmero total de ceros y P el nimero total
de polos (en cada caso contando cada uno con su multiplicidad) en la condiciones del teorema anterior:

Ve [ ED e U [ atoer)) = - acare 12 (11.31)

. e = — (0] = — ar . .
i Jo f2) T 2mi Jo O OBV W) T g fete ik

Este resultado se conoce como el principio de variacion del argumento. Acarg f(z) representa la variacién

de arg f(z) al recorrer C. Esta variacién no depende de donde se empiece a recorrer la curva cerrada ni de

la rama que se elija para la funcién multivaluada arg(w) que se ha de elegir por continuidad a lo largo de

la curva C.[TE] En la dltima igualdad se ha usado que In(|f(z)|) es univaluada y por tanto su variacién al
recorrer C se anula.

Cuando C se recorre una vez en el plano z, w = f(z) recorre una curva cerrada I" (no necesariamente

. 1 . , .
simple) en el plano w. Z—Acargf(z) no es mas que el nimero de veces que I' rodea w =0, es decir, el
T

indice de w = 0 respecto de I
N —P=1Ind(0,T). (11.32)

Ejemplo Sea f(z) =7", m€Z y C lacurva z(t) =Re", 0<t<2m. En este caso I es la curva
w=R"e™ T rodea w=0 m veces: Ind(0,I") = m (fig. [L1.1]). Por otro lado,

m m>0 0 m>0
N=<{0 m=0 P= 0 m=0 (11.33)
0 m<0 —-m m<O0

y en conjunto N—P=m.

1.30bviamente si la funcién f(z) misma es multivaluada en el plano complejo, el principio se puede aplicar trabajando en su
superficie de Riemann. En particular, C debe ser cerrada sobre su superficie de Riemann.
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YA w W

m=1 m=-1

Figura 11.1: A la izquierda curva C en el plano z. A la derecha curvas I" en el plano w para m = £1.
11.5. Teorema de Rouché

Teorema (Rouché) Sean f(z) y g(z) analiticas sobre una curva C cerrada, simple, suave a trozos y
también en su interior. Si |f(z)| > |g(z)| Vz € C, entonces f(z) y f(z) +g(z) tienen el mismo nimero de
ceros en el interior de C.

Demostracion: |f(z)| > [g(z)| > 0 sobre C garantiza que f(z) no se anula sobre C, y tampoco f(z)+
g(z) se anula sobre C (por |f(z) +g(z)| > |f(z)| —|g(z)| > 0.) Por otro lado,

Acarg(/()-+e(2)) = acare[1) (1459 )| -
f(z)
= Acarg f(z) +Acarg <1+g(z))‘ (11.34)
f@)
Como |g(z)/f(z)| <1 paraz€C, w=1+g(z)/f(z) recorre I que estad contenida en el disco |w— 1| < I,
por tanto I" no encierra w =0y Acarg | 1+ jziz; = 0. Esto implica
Acarg(f(z) +8(z)) = Acargf(z). (11.35)

es decir, dado que no hay polos, por el principio de variacién del argumento se deduce
Nyigc=Nyc. (11.36)
El ndmero de ceros de f+ g en el interior de C es el mismo que el de f. <
Ejemplo ; Cuantos ceros tiene la funcién h(z) =78 —4z> 4+ 7% — 1 en el disco |z| < 17
Solucién: Sea f(z) = —42°, g(z) =8 +2> — 1. Se ve que |f(z)| > |g(z)| en |z| =1, ya que |f(z)| =4,

lgz)| = |28 +2> —1] < |8 +|22| +1 = 3. El nmero de ceros de f(z) es 5 (un cero quintuple), por tanto
h(z) también tiene 5 ceros en |z| < 1.
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Teorema (Teorema fundamental del algebra) Todo polinomio (no idénticamente nulo) de grado n
tiene exactamente n ceros, contando cada cero tantas veces como su multiplicidad.

Demostracion: Para n =0 es evidente. Sea P(z) =ap+ -+ a,7", n>1, a, #0. Aplicamos el
teorema de Rouché con f(z) = a,z", g(z) =ao+---+a,_12""". En la circunferencia |z| = R

‘ g(2)
f2)
por lo tanto |g(z)| < |f(z)| para |z| =R y R suficientemente grande. El nimero de ceros de P(z) = f(z) +g(z)

sera el mismo que el nimero de ceros de f(z) = a,Z", a saber, n. Estos son todos los ceros que hay ya que
P(z) — oo cuando z — oo y no hay ceros en un entorno del infinito.

n—1 n—1 k

B ai|R

ap+-+an1z éZk:o! a 0, |z/=R (11.37)
a,7" | a, | R" R+

El teorema implica que todo polinomio de grado n es de la forma a,(z—2z1) -+ (z—zn).

El mismo teorema se puede probar usando el teorema de Liouville.

11.6. Calculo de integrales
11.6.1. Integrales trigonométricas

A menudo integrales del tipo
2

(cos(0),sen(0))do (11.38)
0

se pueden calcular eficientemente por residuos usando el cambio z = ¢!, que transforma la integral en una
sobre la circunferencia |z| =1 positiva.

Ejemplo Calcular el valor de la integral

2 1
= —do. 11.3
! /0 2 —cos(0) (11.39)

Solucién: Definimos z = ¢!, de modo que

R =

COS(Q):;<Z+i>7 sen(0) = .<Z_1>7 dezg. (11.40)

Esto nos permite reescribir la integral como

1 21
C(0,1) 2 —4z+1 cn A —4z+1 /3 ( )
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11.6.2. Integrales impropias. Preliminares.

En la Sec. [7.1] se defini¢ la integral (de Riemann) sobre una curva suave a trozos. Como se vio allf esta
integral se podia cambiar por una integral sobre un pardmetro real ¢. Por tanto sin pérdida de generalidad
discutimos el caso de integral en R.

Definicion Una funcién (real o compleja) f(x) continua en un intervalo real (a,b) salvo un punto xy
de ese intervalo, se dice que tiene una discontinuidad de tipo salto finito en x; si los limites laterales
f(xo+0") y f(xo—0T) existen y son finitos (aunque no necesariamente iguales). Una funcién f(x) de
variable real se dice que es continua a trozos si sélo tiene discontinuidadades de tipo salto finito. Si esta
definida en un intervalo [a,b] se requiere ademas que los limites laterales f(a+0") y f(b—07") existan y
sean finitos.

Definicion (Integrales impropias) La integral de Riemann fff(x)dx (f(x) real o complejay —oo <
a < b < o) se define como un limite. Se dice que la integral existe o converge si este limite existe y es
finito. En este caso f(x) es integrable Riemann en [a,b]. Si f(x) es continua a trozos la integral existe.
En cambio si hay discontinuidades en las que los limites laterales no existen o son infinitos se dice que la
integral es impropia. También es impropia si al menos uno de los limites de integracién es infinito.

El caso méas general que consideramos es

~+oo
1= f(x)dx (11.42)
(Si la integral es en realidad sobre A C R basta definir f(x) =0 para x ¢ A.) Donde f(x) es continua a
trozos{-ﬂ_jl en R salvo por un nidmero finito de puntos, x;, k=1,...,n en los que el limite de f(x) cuando
x — x; por la derecha o por la izquierda no existe o no es finito. En este caso I se define como el limite de
la integral regulada

X — €] X2 —& X+ 1 —Ekt-1 R>
IR:</ + T T )f(x)dx (11.43)
—R x1+8{ xk+££ Xn+€)
I :=limlIg cuando Rjp — oo, 8/(,8,2 —0". (11.44)

Por definicién, la integral impropia existe o converge si el limite existe y es finito. El limite debe existir
independientemente de cémo se quiten los reguladores. Es decir, los limites son todos independientes entre
si. Si se permite que haya infinitos puntos xi, la expresién en €s una serie y entonces se requiere
que también converja independientemente. Si el limite existe pero es infinito se dice que la integral es
propiamente divergente. Si el limite no existe se dice que la integral es indeterminada.

114pede tener discontinuidades de tipo salto finito en un conjunto de puntos aislados.
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a

1 b 1 1 oo
Ejemplo f(x) = 2 Cuando 0 < a < b < oo, / fx)dx=—— B Entonces : fx)dx=

R 1
lim / f(x)dx =1 es convergente, en cambio / f(x)dx= lim / f(x)dx = +oo es propiamente diver-
0

R—+e0 Jq e—0t

oo 1
gente, igual que f(x)dx é / f(x)dx
0 ~1
|
Ejemplo / —dx. El integrando diverge en x =0. La integral regulada es
1 x

—£ 1
R_/ ldx—i— fd /ldx+/ ~dx=1In(e) —In(¢') = In(e/€") (11.45)

La integral impropia es indeterminada ya que el limite no existe (es de tipo oo —o0). De hecho puede
obtenerse cualquier valor real incluido +co tomando € — 0" manteniendo €’/€ constante.

L |
Ejemplo / de. El integrando diverge en x =0. La integral regulada es
0 VX

IR_/ —dx— :2(1—\/5) — 2. (11.46)

e—0t

La integral impropia es convergente. <

Algunas propiedades de la definicién son

c b c
a) Sia<b<c(a,c finitos o infinitos) / f(x)dx :/ f(x) dx+/ f(x)dx, si estas integrales existen.
a a b

Ademas las integrales de la derecha convergen sii converge la de la izquierda.

oo oo
b) / f(x) dx:/ f(x—a)dx, sila integral existe. Nétese que si estas integrales no son convergentes
—o0 —o0 oo

puede ocurrir que / (f(x) = f(x—a))dx si exista pero no se anule.

—o0

c¢) Si existe, la integral es invariante bajo cambios de variable, y = y(x), con dy/dx > 0 y continua a
trozos.

Teorema Si la integral impropia converge absolutamente entonces converge. En particular, si la integral
regulada de |f(x)| admite una cota independiente de los reguladores la integral de f(x eX|ste-

. .. . . rteo gen(x
15 5 convergencia absoluta es suficiente pero no necesaria. Por ejemplo / ()
0

dx es condicionalmente convergente.
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Definicion Se dice que f(x) = O(x*) en x — 0 (a real) si |f(x)| < K|x|* para algin K > 0 en un
entorno reducido de x = 0. Se dice que f(x) = O(x%) en x — %o (o real) si |f(x)| < K|x|* para algin
K >0 en un entorno de x = *oo.

Se deduce entonces

a) Si f(x) es continua en ]0,a] y f(x) = O(x%*) cuando x — 0 para o > —1, la integral / f(x)dx
0

existe.[ﬂ_z]
—+oo

b) Si f(x) es continua en [a,+oo[ y f(x) = O(x*) cuando x — +oo para @ < —1, la integral f(x)dx
existe. [No es suficiente lim,_, o (xf(x)) =0.] ’

Ejemplo Para f(x) continua en x >a > 1y con limite finito en x = +co, estldiese la convergencia de

Joo
la integral I(a, ) :/ x*(In(x))P f(x)dx, o,p eR.

Solucién: Hagamos el cambio de variable x =¢', (dx = €'dt)

+o0
e(

I(a, B) :/ a0 B f (e dr (11.47)

In(a)

La convergencia estd dominada por la exponencial. Si @+ 1 > 0 la integral diverge (la exponencial tiende
a +oo cuando x — +), si ¢+ 1 < 0 la integral converge (la exponencial tiende a 0). Si ¢ +1=0 la
convergencia pasa a estar dominada por la potencia. De hecho la integral en ¢ es del tipo I(f3,0) y por
tanto converge sii f < —1.

Ejemplo Para f(x) continua en [0,a], a < 1y f(0) # 0, estudiar la convergencia de la integral
a

1:/ ()P f(x)dx, o,f €R.
0

Solucién: Haciendo de nuevo el cambio de variable x = ¢’

In(a)
1:/ TV 1B (el dr . (11.48)

La integral converge si a+ 1> 0 (la exponencial tiende a cero en r = —o0) y diverge si o+ 1 < 0. Si
o+ 1 =0 estamos en un caso andlogo al ejemplo anterior y la integral converge sii B < —1. <

11:60bsérvese que no basta lim, o+ (xf(x)) = 0. Por ejemplo, [§ 1/(xIn(x))dx no converge en x = 0.



11 TEOREMA DE LOS RESIDUOS Y APLICACIONES 13

11.6.3. Valor principal de Cauchy

Definicion Sea a < b < cy f(x) continua a trozos en [a, c| excepto en x = b. Se define, el valor principal
C
de Cauchy de / f(x)dx como
a

,@/ x)dx:= lim (/b_ef(x)dx—i— ’ f(x)dx). (11.49)
e=0" \Ja b+e
También se define
400
P flx)dx: _RLHE (/ flx ) (11.50)

En general, el valor principal de Cauchy corresponde a regular la integral como en ([11.43)) pero con Ry = R»,
€, = &, y tomar el limite. ¢

Evidentemente si la integral impropia converge también lo hace su valor principal de Cauchy, sin embargo
hay casos en los que la integral no converge pero si admite un valor principal de Cauchy.

. 2 dx .
Ejemplo — no converge, en cambio
-1 X

9/ —dx=% / —dx+ dx—ln() (11.51)

—&

1
Donde se ha usado / —dx+ dx— O cuandoe>0. <

-1 X e X

Algunas propiedades de la definicién son

a) Si f(x)=—f(—x) (f(x) esimpar) & [ f(x)=0, donde a puede ser finito o infinito.
b) En general Z [ f(x)dxy P [*Z f(x —a)dx no coinciden.

¢) Cuando existe, L@fabf(x)dx es invariante bajo cambios de variable, si a,b son finitos y dy/dx es
continua en las discontinuidades. [En general & [ f(x)dx no es invariante.]

Ejemplo Si f(x) es impar y continua a trozos y limy_, o f(x) = F, 2 [7Z f(x—a)dx = —2aF .

11.6.4. Integrales impropias en C

Si C es una curva suave z(t), a<t<by f(z) es continua para a <t < b, la integral impropia /f(z) dz
c
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es convergente si el limite

b—¢'
lim £(z(1)) dz

£,&/—0t Jare dt

dt (11.52)
existe y es finito. En tal caso el resultado no depende de la parametrizacion usada.

Mas generalmente se puede considerar una curva C suave a trozos y una funcién continua sobre C salvo
un namero finito de discontinuidades. En ese caso, si es necesario siempre se puede trocear mas la curva de
modo que en cada trozo suave f(z) sea continua salvo quiza en los extremos, y se aplica el caso anterior.
El valor de la integral se obtiene sumando el resultado de cada trozo.

Analogamente si a o b son infinitos hay que definir la integral impropia con los correspondientes limites.
Las integrales impropias reales se pueden ver como un caso particular de las complejas.

Para caminos en el plano complejo, el valor principal de Cauchy, @/f(z)dz, se define al regular

la integral excluyendo los puntos de C tapados por los discos D(€;,z;) = {|z—z| < &} y tomar el limite
g — 0T, siendo z; cada uno de los puntos en los que f(z) es discontinua. Los limites son independientes
para cada z;. Esta definicién es geométrica y no depende de como se parametrice la curva.

11.6.5. Lemas de integracién

Lema 1. Para 6, < 6, y R, > 0 dados sea E = {z|R, < |z| < 400, 0; < arg(z) < 6}, y sea f(z)
continua en E y tal que zf(z) — 0 cuando z — o para z € E. Si 7z es el arco de circunferencia z(6) = Re'®,

0, < 60 < 6,, entonces  lim / f(z)dz=0.

R——+oo Tr

Demostracion: Por hipétesis Ve > 0 3R tal que VR > Ry, |zf(z)| < € Vz € y&. Entonces |f(z)| < €/R

f(2)dz
R

<%(62—61)R:£(92—61)—>0. o (11.53)

Lema 2. Para 6 < 6, y r,, >0 dados, sea E = {z|0 < |z| < rp, 01 <arg(z) < 62}, y sea f(z) continua en
E y tal que zf(z) — 0 cuando z — 0 para z € E. Si ¥, es el arco de circunferencia z(0) = re’®, 6, <6 < 6,

entonces 1im / f(z)dz=0.
r—0t W
Demostracion: Aniloga a la del Lema 1.

Estos lemas se generalizan facilmente para y; o 7 centrados en otro punto zg cualquiera.

Nétese que las condiciones zf(z) — 0 en los dos lemas son menos exigentes que f(z) = O(z%) con
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o < —1 cuando z — o (lema 1) o a > —1 cuando z— 0 (lema 2). Asi f(z) = 1/(zlog(z)) satisface las
condiciones de los lemas aunque no las otras condiciones.

Lema 3. (Lema de Jordan) Sea 9 como en el Lema 1 pero contenido en el semiplano superior,
Im(z) >0, es decir, 0 < 6 < 6, < 7. Si f(z) — 0 para z € ¥ cuando R — oo, entonces

lim | f(z)é“dz=0  Va>0. (11.54)
R— o0 TR
Demostracién:
) . 6
f(z) e dz| < / 1f(2)| || |dz| < eR / e~ Rsen(9) g9, (11.55)
V3 TR 0,

Si0< 6 y6,<m sen(f) > K >0y el enunciado seria trivial. Pero para incluir la posibilidad 0 = 6, y
92 =T

f(Z) eiaz dz

b1 /2
<eR / e~ Rsen(0) g9 — 2eR / e~ Rsen(0) g (11.56)
b3 0 0

Usando que sen(0) > 26/m para 6 € [0,7/2] (por ser sen(0) una funcién convexa en ese intervalo) (fig.
11.0)

20/ 1t

n/2 ©

Figura 11.2: sen(0) > 26 /7 para 6 € [0,7/2].

/2 ] — ¢ @R
< 28R/ e 2RO/T go _nep—— ¢  EL o 4 (11.57)
0

iaz
flz)edz 2aR/m a

Yr

De nuevo la proposicién se satisface si el arco Y estd centrado en otro punto, y también se puede
adaptar a otros semiplanos, modificando la condicién a > 0 correspondientemente /!’

1.7 Concretamente, si Yz esta en el semiplano 6 € [6y, 8y + 7] la proposicién se cumple para todo a con arg(a) = —6p.
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Nota: La condicién limg_. .. f(Re'®) = 0 se puede relajar considerablemente cuando 0 < 6; < 6, < 7.
En este caso, sea 6, = min(6;,7w — 62) y por hipétesis 0 < sen(6,,) < sen(6) VO € [0y, 6,]. Entonces el
lema se satisface suponiendo sélo que limg_, ;. R| f(Re'®)|e=?R5en(®) — 0 Y@ € 6y, 6,]. Esto cubre los casos
|f| < KR* (crecimiento tipo potencia), e incluso |f| < Ke®® (crecimiento exponencial) si @ < asen(6,,).

Lema 4. Sea zp un polo simple de f(z) y sea ¥ el arco z = 0+ee?, 0, <0 <6, entonces

lim f(z)dz:i(ez—el)iigf(z). (11.58)

e=0" Jy,

Dicho de otro modo, si el polo es simple, la integral es proporcional al angulo subtendido (si la cir-
cunferencia es completa se obtiene 27i veces el residuo, de acuerdo con el teorema de los residuos). La
proporcionalidad no se mantiene si el polo es mdltiple.

c-1

Demostracion: Sea c_; el residuo, f(z) = +h(z) y h(z) es una funcién regular. Por el Lema 2,

la integral de la parte regular se anula en el limite. La integral de la parte principal es inmediata y resulta
la proposicién.

Nota: La proposicidn sélo se refiere a polos simples. Para polos miltiples se tiene el siguiente resultado.
Sea ¥ el arco e? 0<0<r (una semicircunferencia). Entonces

. 1[4 n=2,4,6,...
Qi %anz_{ 0 n=3,5,7,... (11.59)
11.7. Suma de series
Sean T -
F = F_(z):= . 11.60
+(Z) tan(ﬂtz) ) (Z) sen(n’z) ( )

Estas funciones tienen polos simples en z=n € Z con residuos (£1)" respectivamente. Ademas son perié-
dicas. Estas propiedades hacen que se puedan utilizar para sumar series:

Teorema Sea f(z) analitica en C salvo un nimero finito de singularidades aisladas zx ¢ Z, k=1,...,N,
y tal que zf(z) — 0 cuando z — . Entonces
too N
Y (1)) ==Y Res (F()f(2)). (11.61)
n=—oo k=1 %k

Demostracion: (Cualitativa) Basta considerar un contorno grande C,, por ejemplo el cuadrado paralelo
a los ejes y centrado en cero, que corte el eje real en z=n+1/2 (que evita los polos de Fi(z)). En el
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A

X
X

X
X
X
X
X

\

Cy

Figura 11.3: Contorno para la suma de series.

limite de contorno grande la integral [~ F.(z)f(z)dz se anula (se puede demostrar que F.(z) estd acotada
sobre Cy,, y f(z) tiende a cero suficientemente deprisa, como en en el Lema 1). Una aplicacién del teorema
de residuos produce inmediatamente la proposicion ya que las singularidades de F.(z) estdn en z=n € Z

y las de f(z) enzx, k=1,...,N. {

Nota: Aparte de su utilidad practica el resultado es notable porque para una serie )| a, que na, — 0
cuando n — e no garantiza su convergencia (por ejemplo a, = 1/(nln(n+1)).)

o —l n
Ejemplo Calcula la suma (2 )2.
i ta
oo _1\n 1
Solucion: Consideramos primero n_z’mn(z—k)cﬂ' Tomando f(z) = ol que tiene polos en z = +ia,
el teorema implica
< (=1 F_ F_ T 1
Z <2 )2:_ ) (Z)z_ 2 (Z)ZZ* . (11.62)
W= n?+a =iaz?+a*> z=—iaz?+a*> asenh(ma)
S VN B G,
Por otro lad =—+2 impli
or otro lado n;wn2+a2 ) + ’;n2+a2, Implica
= (=) T 1 1
= — 11.63
n; n’+a? 2asenh(ma) 2a? ( )
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A
ia
R Iy R
Figura 11.4: Contorno para [~ (xzfi#); y [f2 ﬁdx, a>0.
11.8. Evaluacion de integrales impropias
Ejemplo 1.
T dx

Esta integral converge ya que el integrando es una funcién continua y O(x~%) cuando x — oo

Sea f(z) =

1
———— vy Cg la curva cerrada de la figura
@1y y Cg urv igu

11.4

| Cr estd compuesta por el segmento

Ig = [-R,R] y la semicircunferencia & de radio R centrada en 0. E
y es el tnico punto singular contenido en Cg. Por el teorema de los residuos

punto z = ia es un polo triple de f(z)

f(z)dz=2miRes f(z). (11.65)
Cr z=ia
1 d* (z—ia)®* 1 1 13x4 3
R = lim 2T i —— - 11.66
Res &) = 5y gy~ 21 a2 eriay — 2 (ia) ~ 16i (11.66)
3n
dz=—. 11.67
Esta integral no depende de R.
Por otro lado
/ f(z)dz:/ f2)dz+ | f(z)dz. (11.68)
CR IR R
R
1= Jim_ /_ J@dz=Jim [ fdz= [ f@de=Jim [ f)dz. (11.69)
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Para completar el calculo falta ver que el Gltimo término se anula:

lim [ f(z)dz=0. (11.70)

R+ Jyp

1 .
En efecto, f(z) ~ — y por tanto f(Re'®) = O(R™®) cuando R — +-oo. El término se anula entonces por
oo

aplicacién del Lema 1. Se obtiene finalmente

3n

I=—
8a°’

a>0. (11.71)

Notas: 1) Como debe ser, verifica I > 0. 2) El integrando sélo depende de a?, por tanto la integral
es invariante bajo a — —a. Eso no es manifiesto en el resultado final porque hemos elegido llamar a a la

raiz cuadrada positiva de a”. Se puede prescindir de esta eleccién escribiendo I = En el célculo se ha

8lal>”
usado a > 0 al decir que el polo en el semiplano superior es z = ia en vez de z = —ia. 3) Cg esta centrado
en z =0 pero se hubiera podido usar un contorno similar centrado en cualquier otro punto del eje real.
4) También se puede calcular [°(x> +a?)"'dx y luego derivar dos veces respecto de a” para obtener la

integral pedida. 5) La expresién obtenida se aplica igualmente para a € C si Re(a) > 0.

Ejemplo 2.

e cos(x)
:/O 2 adn a>0 (11.72)

El integrando es continuo y O(x~2) cuando x — +oo y la integral es convergente.

La integral es real. También se cumple que cuando a — 0" el integrando se concentra en x = 0 donde
cos(x) =0 por lo que debe cumplirse

I / Tl T (11.73)
=~ ——=axXx —= —. .
as0t Jo  x2+a? 2a

Lo primero es extender el intervalo de integracién de [0,4o0] a | — oo, +o0[, aprovechando que el inte-
grando es una funcién par en x:

| oo
=31, 1’:/ mdx, a>0. (11.74)

Para poder aplicar el Lema de Jordan (Lema 3) reescribimos la integral como

, ~+oo elx
I :/_oo md}f, a>0. (1175)
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El valor de la integral es el mismo ya que e™ = cos(x) +isen(x) y la contribucién de sen(x) se anula por ser
una funcién impar (y la integral convergente).

iz
Sea f(z) = %, y sea Cg = Ig U % la misma curva cerrada del Ejemplo 1, figura [11.4] La dnica
2?+a

singularidad de f(z) sobre o en el interior de Cg es un polo simple en z = ia. Por tanto

T
f(z)dz=2miRes f(z) = —e “. (11.76)
Cr =la a
Por otro lado
/ R
I'= lim_ /_ f(x)dz= Jim /1 F(2)dz = /C Qe Jim_ | f(@)dz. 11.77)
El dltimo término se anula por aplicacién del Lema de Jordan. Esté justificado por 1/(z* +a?) = 0(z72)
cuando z — oo. Obsérvese que fny(z) dz — 0 no puede garantizarse para la funcién f(z) = Czoi(z)z =
2+a
eiz+e—iZ . ¢
m por el término con e~ %, que crece exponencialmente en el semiplano Im(z) > 0.
Se deduce
T _
I=—e % a>0. (11.78)
2a

g b1
Se verifica que el resultado es real y I < 7 cuando a — 0.
a

Nota: Para hacer la integral se ha duplicado el contorno, del semieje real positivo al eje real. Co-
mo regla, las integrales con limites arbitrarios no pueden obtenerse mediante el teorema de residuos. Asi

* sen(x * cos(x , , . .

( )dx o ( )dx no podrian calcularse asi. Las integrales basadas en el teorema de residuos
0 xX2+1 1 x2+1

deben tener recorridos naturales (tipicamente conectando puntos singulares).

Ejemplo 3.

~+oco
I= / () g (11.79)
0 X

El integrando es O(1) cuando x — 0y ahi no hay problema de convergencia, pero es O(1/x) cuando x — +oo
y ahi no estad garantizada la convergencia. Sin embargo, como se vera del célculo, la integral converge, es

decir, el limite .
Ifm / sen®) (11.80)
e X

e—0"

R—so0
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R

Y
MNE

_R —€& € R

Figura 11.5: Contorno para la integral f0+°° Se‘;(x) dx.

existe y es finito. Siendo convergente, se puede ver que I > 0 ya que en cada periodo [27n,2nw(n+1)] la
componente positiva en [27n,2wn+ 1] domina a la negativa en [27n+ m,2w(n+1)].
iz
Con vistas a aplicar el teorema de residuos, consideramos la funcién f(z) = —, y el circuito C de la
K4

figura|l1.5| C=[—-R,—€]Uy; U[e,R]U%. 7YY Y% son semicirfunferencias centradas en z =0 de radios R
y €, con orientacion positiva (es decir, sentido antihorario). ¥, es ¥ recorrido en sentido negativo (horario).

en(z)

el contorno [—R,R], sin rodear z =0 con el arco ¥, . Sin embargo para poder aplicar el Lema de Jordan
. e ) .
hemos cambiado a —, que tiene un polo simple en z = 0.
Z

Obsérvese que la funcién original

tiene una singularidad evitable en z =0 y para ella bastaria usar

Puesto que f(z) es analitica sobre y en el interior de C

/Cf(Z)dZZO- (11.81)

/Cf(z)dz= </RS+/ER+/yR/y€)f(Z)dZ‘ (11.82)

La integral en la semicircunferencia del infinito se anula por aplicacién del Lema de Jordan:

Por otro lado

lim [ f(z)dz=0. (11.83)

R+ Jyp

Dado que el polo en z =0 es simple, el Lema 4 es aplicable, y produce

1
lim [ f(z)dz= EZEiReOsf(z) =im. (11.84)
Z:

=0T Jy,
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Se deduce
—€ R eix R elx —e X
it = Ilim lim (/ —i—/) x= lim lim ——dx
g0+ R—+e \ J_R e ) X e—0t Roteo Jg X
R Disen
— tim tim [ 2 (11.85)
£—=0T R—+o0 Jg X

b —a
(donde se ha usado / fx)dx= f(—x)dx. Finalmente
a —b

1= (11.86)

e cos (x)

Alternativamente, notando que 93/ dx =0,

+o0 ~+o0 lx —& R ix
2i1:/ isen(x @/ —dx— lim Hm (/ +/ )edx. (11.87)
Sy e—0T R—+o0 \ J_R € X

La integral sobre [—R,—¢&]U[¢g,R] puede entonces completarse con 7, y Y& como antes y aplicar el teorema
de residuos.

—+oo l)C
dx, la integral / —dx no es convergente. Lo

+e° sen(x)

—oo

( )

Obsérvese que, a diferencia de la integral /

que pasa es que la divergencia es puramente real y entonces / dx puede obtenerse por ejemplo

~+oo lx

como Im L@/ —dx.

Figura 11.6: Contorno para las integrales de Fresnel, [" cos(x?)dx, [, sen(x?) dx.

Ejemplo 4. (Integrales de Fresnel)

fo0 +oo
I :/ cos(x?) dx, 12:/ sen(x?)dx. (11.88)
0 0
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Sea f(z) = e, y sea C el contorno representado en la figura C=10,R|UnRUI,, siendo

v = {Re" tc[0,m/4]} (arco de radio Ry 1/8 de vuelta), (11.89)
Iz = {te™* 1e[0,R]}, (siendo I el arco I recorrido al revés). (11.90)

Dado que C no encierra ninguna singularidad

0:/Cf(z)dz: </()R+/yR_/1R) f(2)dz. (11.91)

Claramente N R
I +il = / Cdr= lim | f(z)dz. (11.92)
0 R—+o J0
Por otro lado, usando fo‘”e*xzdx: \/5/2
R . . oo . T
lim [ f(z)dz= lim e e dr = e’”/4/ e dx = e’”/4£ . (11.93)
R—+oo /1, R—+o J 0 2
Y finalmente ,
w
im [ ¢Cdz = lim | -S—dw — 0, (11.94)
Rt )y w=z2 R=4eoJy, 2wl/27 7 Ropeo

donde Yz, = {R%e",t € [0,m/2,]} y se ha aplicado el Lema de Jordan.

Reuniendo los resultados

0=1, +i12+()—e"”/4\/27?. (11.95)
Usando e™* = (1+4i)/V/2,
I :12:% g (11.96)
Ejemplo 5.
1= /:O 1e:xexdx (0O<a<l). (11.97)

La integral converge en +o0 por a < 1y en —eo por a > 0. En realidad la integral existe también para a
complejo si 0 < Re(a) < 1.

oo 2 oo 2 2 oo oo 2,2 21 oo 2
11.8Relacién atil: / e ™ dx = 1. En efecto, {/ e dx] = / dx dye P = / de drre™™ =
oo oo 0 0

—oo —oo — —

dée{ =1.
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21

—R C R

Figura 11.7: Contorno para la integral [ e® /(14 ¢*)dx.

Sea f(z) = e=/(1+¢°) y sea C=CiUC,UC; UC; el contorno representado en la figura [11.7} f(z)
tiene polos simples en z=in(2n+ 1), n € Z. De éstos sblo z = im cae dentro de C.
PUE )
/ f(z)dz = 2miRes f(z) = 27i lim —— = —27ie'™ . (11.98)
c 7=iT

7—in e*

Veamos que las integrales a lo largo de C; y Cy4 se anulan cuando R — +oo. Como estas integrales son sobre
intervalos compactos, z = +R+1iy, 0 <y <2m, es suficiente verificar que f(z) tiende a cero sobre ellos:

eaRelya

7€y Rgrilwf(z) = RETmm — Rgnjmae(afl)Reiy(afl) =0 (por0<a<1),
e—aReiya (1199)
2€Cy RLIwa(Z) = Rgrfmm =0 (pOI’ a> 0).

Para C, el limite es de tipo co/c0 por a > 0 y se ha usado L'Hopital. El limite resultante es 0 por a < 1.

La integral sobre C; tiende a I, y por otro lado la integral sobre C; puede relacionarse con ésta,
aprovechando que el denominador es una funcién peridédica con periodo 27i, y el numerador factoriza:

R eaxeln'iu i
/C; f(z)a’z:/_R o= [ f)dz. (11.100)
Se deduce
—2mie™ = [+ 0— ¥ — 0, (11.101)
y de ahi _
J—omi S 2m ” (11.102)

e27ria -1 eita _ p—ima sen(n?a) :

La integral es positiva cuando 0 < a < 1 y diverge cuando a tiende a los valores 0 o 1.
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Se podria haber elegido C3 como un tramo horizontal con otro mdltiplo de 27 pero se incluirian mas
polos (exceptuando —27) y se trabajaria mas para obtener el mismo resultado.

Nota: Mediante el cambio de variable y = ¢* esta integral puede llevarse a la del Ejemplo 7.

€ C, R
. . teo ] +* In(x) . .
Figura 11.8: Contorno para las integrales / dxy / ————dx. El dngulo del sector circular es 27 /3.
_ 0o xX3+1 0o xX+1
El polo indicado esté en z = ¢/™/3.
Ejemplo 6.
e ] e In(x

= ——d = 11.103
0 /0 xX+1 i / x3+ 1 ( )

Las integrales son convergentes. Debido a la presencia del logaritmo, el integrando de I; no es O(x3)
cuando x — oo pero si O(x*) para cualquier oo > —3 y la integral converge en +o (basta o < —1).

Igualmente, el integrando es O(x%*) cuando x — 0T para cualquier o <0, y la integral converge en x =0.
19

, y sea C el contorno representado en la figura|11.8] C, es un rayo con angulo

1
Para I, -
ara I, sea fy(z) a1

21/3, es decir, z(t) =e*™/3t & <t <R. El motivo de elegir ese angulo es que z°, y por tanto 1/(z> +1),
toma los mismos valores sobre C; y Ca, por (¢2™/3t)3 = 3. fy(z) tiene un polo (simple) dentro de C en
7= ein/3.

Aplicamos el teorema de residuos a la integral de fy(z) sobre C:

a) Las integrales sobre vz y 7% tienden a cero por aplicacién inmediata de los Lemas 1y 2.

b) La integral sobre C tiende a Iy.

119Como regla, un integrando que se comporte como x* Inf (x) cuando x = 0" converge si (condicién suficiente) a > —1. Y
si se comporta como x% Inf (x) cuando x = oo, converge si o < —1. Es decir, en ambos casos, si la potencia a es tal que la
integral converge, el logaritmo no modifica esa situacién.
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¢) La integral sobre C, puede relacionarse con la integral sobre C;:

R 1 . .
fo(z)dz = / 3—1(32’”/% — Y, (11.104)
C2 t t + R—4o0

e—0"
d) La integral sobre todo C se obtiene por residuos:

. 1 2mi
LfO(Z)dzzzﬂlZE?n%3M = W (11105)

En conjunto se obtiene
@e—zmﬁ

3 =I+0—e* Rl +0 (11.106)

con el resultado omi/3

2xi e ™ 2mi —1 2

moe T Am - (11.107)
3 1—e2m/3 3 —2isen(w/3) 33

Iy=
El resultado es real y positivo.

» log(z)
P I, def =
ara Iy, aerinimos fl(Z) B+1

simple en su interior. Esto es general cuando hay funciones multivaluadas: E/ circuito debe dejar fuera los
puntos de ramificacién. Una vez elegido el valor de la funcién en un punto del circuito, el valor de la funcién
queda fijado por continuidad en todos los demas puntos del circuito y de su interior.

con 0 < arg(z) < 2x. La funcién es analitica sobre C y tiene un polo

Se puede proceder como antes: las integrales sobre Yz vy ¥ tienden a cero, y la integral sobre C; tiene a
I;. Falta calcular las integrales sobre C; y sobre C. La multivaluacién del logaritmo no da problemas, sélo
hay que tener en cuenta que sobre C; el argumento es 27/3 y en el polo el argumento es /3.

Rln(t)+ 22 : 2mi
dz = S 3 27!,'1/3dt 2mi/3 I =1
/szl(Z) z /8 511 ¢ — e i+,

e o (11.108)
B . Og Z o . ljt
|fi@)dz=2mi Kot Maan
En conjunto
. _%ﬁe%m/%ez’”ﬁ%% ot (11.109)
1= | — o27i/3 27 |

I; es real. El valor negativo se debe a que el factor 1/(x* 4+ 1) da més peso a x pequefios, donde In(x) es
negativo.
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Se podria haber elegido C, con angulo 47/3 (o incluso 2 como en fig. [11.9)) pero eso incluiria mas
polos y daria un trabajo adicional innecesario.

Nota: Iy e I} se pueden obtener a partir de la integral del Ejemplo 7. Por ejemplo I; se obtiene de

(=) xb*l —+oo a—1
/ 5 dx derivando respecto de b y ésta se reduce a /
o l+x o l+y
+oo In" (x)x?

las integrales del tipo / ————dx se pueden obtener a partir de la del Ejemplo 7 sin hacer nuevas
0o (a4 1)k

dy usando el cambio y = x>. Todas

integrales.

Otra observacién es que Iy e I} se pueden extraer simultdneamente de

27i

/3 .
i l7'L'/ :I]+O_82ﬂz/3(11+710)_0

usando que Iy e I; son reales.

oo

Figura 11.9: Contorno para la integral [,"*x~!/(1+x)dx. En C; el argumento es 0, en C; es 27 — € y en el
polo es 7.

Ejemplo 7.

o0 xafl
1:/ dx, O<a<l. (11.110)
o I+x

La integral converge en x =0 para a >0y en x = +oo para a < 1. Para aplicar el teorema de residuos
a—1

consideramos la funcién f(z) = y el contorno C de la figura [11.9, En este contorno, R — +oo, y

1+z
r,€ — 0T, La funcién tiene un polo simple en z= —1 y puntos de ramificacién en z = 0,c. Para la funcién
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multivaluada elegimos la rama en la que z%~! es un ndmero real positivo cuando z es real y positivo (a es

real). Por continuidad sobre el circuito y su interior esto equivale a tomar el argumento de z en el intervalo
[0,27 — €]. De este modo 7%~ ! = ela=D10g() — gla=)In(lz]) pila=N)are(2) ' con O < arg(z) < 27 — €.

Aplicamos el teorema de residuos a la integral de f(z) sobre C:

a) Las integrales sobre Yz y 7% tienden a cero cuando R — +oo y r — 0T por aplicacién inmediata de los
Lemas 1y 2 (usando 0 <a < 1).

b) La integral sobre C; = [r,R] tiende a I.

¢) La integral sobre C; = {te/®™~€) r <t <R} puede relacionarse con I (en el limite): Tal y como se ha
elegido la rama de la potencia, z%~!(t) = t%~1/?#=€)(@=1) Entonces

[a 1 1271: €)(a—1) , ; j
/ _ . o€ gt _>62m<”_1)]:e2ma1, (11.111)
G 1+Z ]+t€ '

d) La integral sobre todo C se obtiene por residuos, teniendo en cuenta que hay que tomar arg(—1) = 7:

1 a—1 ) )
— dz = R = 271 = ¢l — _gima, 11.112
27ti/cf(z) ¢ z—gsll—i—z ¢ =1 ¢ ¢ ( )
En conjunto, ‘ .
—2mie™ = [+ 0 — &*™e — 0. (11.113)
s iTa :

[ fme™ 2w m (11.114)

1— eZma e—iTa _ pTia sen(ﬂa)

Como debe ser, el resultado es positivo cuando 0 < a < 1, y diverge cuando el parametro a se acerca a los
limites del intervalo. (Fuera del intervalo ]0, 1], aunque el resultado sea finito, ya no se corresponde con la
integral, que no existe, y de hecho no es definido positivo.)

Notas: 1) En la practica se suele poner directamente € = 0, de modo que C; y C, son el mismo
intervalo [r,R] en el plano complejo (pero distintos en la superficie de Riemann) y la funcién toma distintos
valores sobre C; y C, (a saber, arg(z) =0 en C; y arg(z) =271 en (3). 2) Las integrales del tipo del Ejemplo
5 se pueden reducir a la del presente ejemplo con el cambio de variable x = In(y). 3) Las integrales del

+

tipo del Ejemplo 6 pueden relacionarse con las del presente ejemplo: si I(a) :/ x*R(x)dx, entonces
0

e d"I(a)
“In"(x) R(x)dx = .
/0 x*1In" (x) R(x) dx o
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Figura 11.10: Contorno para la integral & [*2((x —1)(x*>41))"'dx.

Ejemplo 8.

te dx

La integral converge en x = tco. El integrando tiene un polo simple en x =1, por lo que la integral no
existe, pero si admite un valor principal de Cauchy, que es el que se pide. Para aplicar el teorema de residuos
se puede usar el contorno C representado en la figura [I1.10] Este contorno rodea el polo en el camino de
integracién dejandolo fuera. Aparte, la extensién analitica del integrando, f(z) =1/((z—1)(z*+ 1)), tiene
polos simples adicionales en z = +i.

a) La integral sobre |[—R,1 —r|U |1 + 7 R| (es decir la parte del contorno que sigue el eje real) tiende a
) g : , p que sig j
I, cuando R — +ooy r — 07,

b) La integral sobre yx tiende a 0 cuando R — oo por aplicacién del Lema 1.
¢) La integral sobre ¥, no tiende a 0. Como z =1 es un polo simple se puede aplicar el Lema 4.
in

1 1
Iim ——dz=iTReS —————— = —. 11.116
ALy @) T TS @ ) 2 (1.116)

d) La integral sobre todo el contorno completo se obtiene por residuos, teniendo en cuenta que z =1 es
la Unica singularidad contenida en C.

1 1 T
——dz=2miRes ————— = —— (1 +1i). 11.117
| ey =R oy = 0 (L1
En conjunto
T i
——(1+i)=1——+0. 11.118
i =1-T+ (11.118)
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V[
I=——. 11.11
. (11.119)

La integral es real. El valor negativo se debe a que el factor 1/(x*>+ 1) da mas peso a la parte x < 1 donde
1/(x—1) es negativo.

Nota: Igualmente se hubiera podido elegir C de modo que 7, rodeara el polo z =1 por debajo,
incluyéndolo en su interior. En este caso la integral sobre ¥, se sumaria a la derecha de en vez
de restarse, pero también habria que anadir 27i veces el residuo de ese polo a la izquierda de la ecuacién
(ya que ahora estad dentro de C), y por supuesto se obtiene el mismo resultado. Como regla préctica, en
el calculo de la parte principal de Cauchy mediante el teorema de residuos, lo mas cémodo es rodear los
polos dejandolos fuera del contorno.

N

Figura 11.11: Contorno para la integral & f0+°° % dx
Ejemplo 9.
+oo x(X*l
I:,@/ dx, a>0, 0<a<l. (11.120)
0 x—a

La convergencia en x = 0 esta garantizada por o >0, y en x = +oo por o < 1. El integrando es singular en
x=a (en el camino de integracion) y nos piden la parte principal de Cauchy.

a—1

Para aplicar el teorema de residuos consideramos la funcién f(z) = . Esta funcién tiene un polo
—a

simple en z =a y puntos de ramificacién en z = 0,. La integral se hard sobre el contorno C mostrado
en la figura [11.11] El contorno excluye los puntos singulares. Para la potencia z*~! en f(z) elegimos
arg(z) €]0,2x[ en el interior de C. En I; arg(z) =0y en I, arg(z) =2m.

a) La integral sobre todo C es cero ya que no encierra ninguna singularidad.
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b) La integral sobre Y& tiende a cero por aplicacién del Lema 1. La integral sobre v, tiende a cero por
aplicacién del Lema 2.

a-1

¢) Sobre I} = [r,a—r]U[a+r,R], (alcanzado desde Im(z) > 0) f(z) = t_ (para z=1). Por tanto,
fz)dz —1. (11.121)

4l
t(xfleZm'((xfl)
d) Sobre I, = [r,a—r|U[a+nrR], (alcanzado desde Im(z) < 0) f(z) = . (para z=t). Por
tanto,
f(z)dz — ™D = Z2miay, (11.122)
§4)

e) Dado que el polo en z=a es simple, las integrales sobre las semicircunferencias 7; y 7» se pueden
obtener por aplicacién del Lema 4. El Gnico punto a tener en cuenta es que en 7 arg(z) =0y en P

arg(z) = 2.

. e o1

. fz)dz — ml}zeasf(z) ’arg(z)zO =ima® .
/ f(2)dz — TR £(2)| gy —ap = ima® 7O = ima® 1M (11.123)

% =a -
En conjunto _ _
0=1+0—e**—0—ina®" —ina®'e™®, (11.124)
1+€2m¢x

I=in—mmd™ ! = —meotg(ra)a®! a>0, O<a<l. (11.125)

La integral es real. Tiende a —oo cuando & — 0y a +oo cuando & — 1. En el primer caso x* ! da més peso
a los x < a. En el segundo la integral en [0,2a] tiende a cancelarse mientras que en [2a,+oo| el integrando
es positivo.

Ejemplo 10.
b. (11.126)

b 1
I—/a md}c, a<

El integrando es singular en x = a,b sin embargo son singularidades de orden O(xfl/z) y por tanto
integrables. También se observa que en realidad I no depende de a,b (siempre que a < b). Haciendo un
cambio de variable se puede elegir a =0y b =1 sin cambiar el valor de la integral,

ILI0ER efecto,

b 1 4 _ b—a 1 4 _ 1 1 4
/a Vx—a)(b—x) XJH;W/O Vx(b—a—x) xx%(b_fa)x/() V(1 —x) *
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Figura 11.12: Contornos para la integral f: 1/+/(x—a)(b—x)dx.

Para aplicar el teorema de residuos consideramos la funcién

1 i
f(Z) = m, donde \/2 = |Z‘e§Arg(Z), Arg(Z) € [0,27[[ (11127)

Tal y como esté definida, la funcién f(z) tiene un valor finito en todos los puntos excepto z=ayz=by
es analitica en todo el plano complejo excepto el intervalo [a,b]. Sobre este intervalo la funcién tiene una
discontinuidad. En su superficie de Riemann a y b son puntos de ramificaciéon pero en cambio o no es de
ramificacién (después de una vuelta completa alrededor de un contorno que contenga a y b se vuelve al
mismo valor).

Sea C el contorno mostrado en la figura[11.12]

a) Las integrales sobre las pequefias circunferencias centradas en a y b tienden a cero (Lema 2).

b) I =[a+¢€,b—¢€| (alcanzado desde Im(z) > 0). Paraz eI}, z=x+i0", Arg(z—a) =0, Arg(z—b) =,
VZi—a=+/x—a, v/z—b=ivb—x. Se deduce

zell, f(z)= f(2)dz — —il. (11.128)

i
_\/x—a\/b—x’ I e—0+

¢) h=la+¢&,b—¢] (alcanzado desde Im(z) <0). Paraz€ L, z=x—i0", Arg(z—a) =27, Arg(z—b) =
T, \/z—a=—+/x—a, Vz—b=ivb—x. Se deduce

z€h, f(z) f f(z)a’z:—/lf(z)dzgﬁ—(;+ +il. (11.129)

i
N Vi—avb—x
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En conjunto (la integral sobre C no depende de €)
/ flz)dz =2il. (11.130)
c

d) Como e no es un punto de ramificacién la integral se puede obtener aplicando el teorema de residuos
calculando el residuo en el infinito (la integral sobre C es la misma que sobre Cg y sélo se necesita
f(z) para |z] =R grande):

/Cf(z)dzz [ 1) dz = ~2miRes (). (11.131)
@) ! ! +0(12). (11.132)

:\/z—a\/z—bzg Z
f(z) esta definida de modo que tiende a 1/z cuando z — oo, y no a —1/z. La forma mas facil de verlo
es tomar z=x> b, ahi f(x) =1/v/x—av/x—b (todo en variable real) y f(x) =< 1/x. (Del mismo

X—>+o0
modo, x > b, se puede obtener todo el desarrollo de Laurent.) Se deduce Res f(z) = —1.
Z:OO

Finalmente
I=m. (11.133)

El resultado verifica que es positivo y no depende de a,b (para a < b).

Notas:

1) En este tipo de integrales (el intervalo de integracién une dos puntos de ramificacién) debe definirse
f(z) de modo que tenga el corte de rama sobre el intervalo de integracién. Asi 1/(y/z—av/z—b) cumple
esa propiedad, mientras que 1/(v/z—av/b—z) tiene el corte de rama en | —co,a] U [b,+oo|.

2) Como es facil perderse en la superficie de Riemann de una funcién multivaluada, aqui se ha elegido tra-
bajar con funciones multivaluadas elementales cuyas propiedades se conozcan bien (en el presente Ejemplo
V/z definida en (11.127))) aunque sea a costa de trabajar con una funcién no idéntica al integrando (en
el presente Ejemplo el integrando es 1/(1/(x—a)(b—x)) pero f(z) =1/(v/z—av/z—b)). También podria
haberse usado f(z) = (z—a) " "/?(b—2z)"'/% con 0 < arg(z—a) <2m y —m < arg(b—z) < m. En este caso
Ic =21y f(z) =i/z+0(1/7%) y de nuevo se obtiene I = 7.

11.9. Complementos
11.9.1. Serie de Laurent mediante residuos

Se puede usar el teorema de residuos para obtener eficientemente el desarrollo de Laurent (o Taylor)
de una funcién racional f(z).
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Sin pérdida de generalidad suponemos que el desarrollo es centrado en z =0, en la corona r < |z]| <R
(en otro caso se hace una traslacién). Y también que lim,_,.. f(z) =0 (en otro caso se puede sustraer un
polinomio).

Teorema En las condiciones indicadas, sean z,...,z, los polos, con
|Zl’ <. < ‘Zm’ < r<R < ‘Zm+l| <. < ‘Zn‘; (11134)
entonces
=Y af  r<|z<R (11.135)
k=—oc0

con

—<Res +'--+Res>f(z) k>0

— o ) k]
e = ! o ;( ) (11.136)
Z
R Res | —+ k<O
(Rey+-+Re) £ k<
Demostracién: De acuerdo con eq. (10.4), para r <p <R
1 f(z)
=— —d VkeZ. 11.137
Y /c(o p) ZKtH1 “ ( )
Y por el teorema de los residuos ¢, = (Reos+Res+ +Res> % donde el residuo en z =0 debe afiadirse
7= =21 <
s6lo si z=0 no es ya uno de los polos z; y ademas k >0 (1/zZ5"! no introduce una nueva singularidad en
z=0si k <0). Esto produce el resultado indicado cuando k < 0. Cuando k > 0, & O(1/7%) en 7 — oo
Z+

y eso implica que la integral sobre C(p’,0), p’ > R, se anula. Por tanto <R65+Res+ +Res> fk(ﬁ =0,
7= =71 é

de donde se obtiene el resultado indicado cuando k > 0. <

El motivo de no usar ¢y = [ Res+Res+-- +Res> f@) para k > 0 es que el factor l/szrl introduce

z=0 =11 Z=Zm Zk
un polo en z=0 de orden creciente con k y el método no seria practico.

La férmula dada para k < 0 valdria también para cualquier funcién f(z) con un ndmero finito de
singularidades aisladas (no necesariamente racional) pero a menos que sea racional no puede cumplir
lim,. f(z) =0 (ya que tendra una singularidad esencial en z =) y la férmula dada para k > 0 no seria
valida.

244

Ejemplo Calcula el desarrollo de Taylor en z=0 de f(z) = m
z—1)(z—
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Solucidén: Dado que lim, . f(z) = 1, aplicamos el método para el desarrollo de f(z) — 1,

~+o0
fR)=14+) e |zl <1
n=0

11.138
>f(z)—1_5 13 1 ( )

Zn—H - 2 2 3n+1

chp=— (Res+Res

z=1 z=3

Como debe ser, se comprueba que 1+4c¢o = f(0) = %.

Notese que la sustraccién polindmica, 1 en este caso, nunca contribuye a los residuos.
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12 SERIES DE FOURIER 1

12. SERIES DE FOURIER

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo [c,c+2L[. (En general f(x) puede ser compleja, de variable
real.) Se trata de aproximar, o reproducir esta funcién mediante una serie de funciones trigonométricas.

Sin pérdida de generalidad podemos cambiar f(x) por una funcién periédica fp(x) de periodo 2L de
modo que coincida con f(x) en [c,c+2L], a base copiar f(x) en cada periodo. Hay una biyeccién natural
entre funciones definidas en un intervalo finito dado y funciones periédicas en R:

fr(x) = fr(x+2L), x€R, fr(x) = f(x), x€lc,c+2L[. (12.1)
12.1. Forma compleja de la serie de Fourier

Sea S(x) definida por la serie (forma compleja de la serie de Fourier)

oo N

—+oo
R S(x)= a, "™/l = i 12.2
xe (x) n;m /L n;m . ;n;mn;N (12.2)

para ciertos coeficientes complejos @, y L > 0. Si la suma converge, la correspondiente funcién S(x) es
periddica

S(x) = S(x+2L) (12.3)
debido a la misma propiedad de las funciones basicas e™/L.

Por otro lado, dada la suma S(x) los coeficientes quedan univocamente determinados mediante

1 c+2L
= — / ¢ "/LS(x) dx. (12.4)
2L J,

(Obsérvese que, siendo S(x) y e "™/L periédicas, el resultado de la integral no depende de c.) Esto se

deduce inmediatamente de las relaciones de ortogonalidad entre las funciones basicas

1 c+2L . .
i/ e nm/Lomx/L gy — 5, n,me 7. (12.5)
.
Aqui el simbolo &, denota la delta de Kronecker
1 n=m
O = {0 ntm (12.6)

La relacién (12.4)) implica que no hay dos series de Fourier distintas con la misma suma y las funciones
e"/L son linealmente independientes.
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Usando las relaciones de ortogonalidad también es inmediato verificar |la identidad de Parseval:

)2 2
] bswhar= X el

n=—oo

Otra propiedad interesante es

S(x) = (S(x))" (es decir, S(x) real) sii o_p=0,.

n

12.7)

(12.8)

La propiedad mas notable es que esencialmente cualquier funcién periédica se puede representar me-

diante una serie compleja de Fourier. Especificamente,

Teorema Sea f(x) definida en [c,c+ 2L[, continua a trozos y con derivada continua a trozos. Y sean

wm b [ nez

Entonces la suma de |a serie compleja de Fourier, ([12.2)), converge y satisface

S() = 5 (folx+07) + fo(x—07)),

donde fp(x) es la funcién periédica asociada a f(x).

Esto quiere decir, que S(x) = f(x) en [c,c+2L] excepto en los puntos de discontinuidad:

f(x) si f(x) continua en x €]c,c+2L]
S(x) = T(f(x4+0") + f(x—0T)) si f(x) discontinua en x €]c,c+ 2L
T(f(e+0")+ f(c+2L—07)) six=céx=c+2L

Demostracion: (Cualitativa) Sea S,(x) la suma truncada, y x €]c,c+2L]|

Sn(x) _ Z akeikﬂ:x/L
k=—n
n . 1 c+2L
_ ikmx/L —ikmy/L d
Yo [ ety
1 [t2Lgsen(n(y—x)(n+1/2)/L
_ Ll D
2L J. sen(m(y—x)/2L)
n+l _ . —n n+1/2 _ . —n—1/2
Kk w w o w w - (x ))/L o
donde se ha usado Z W= T T T, Paraws= e (conw

k=—n

(12.9)

(12.10)

(12.11)

(12.12)

eiaﬂ:(xfy)/L).



12 SERIES DE FOURIER 3

Nos interesa el limite n — +oo. Para aligerar la notacién definimos

_ L _ry—*
€= sl ST e (12.13)

para escribir

(et2L-x)/e  sen(§) me&/2L
- (x) = d . 12.14
Sn() /(c—x)/g & sen(me&/2L) flr+es) ( )
El limite relevante pasa a ser € — 0 (con L,x,cy & fijos) Usando c <x < c+2Ly lim =1, se
n—0 sen(n)
obtiene 0 .
S(x) :/ ae ) oy +/ a8 58) 4o, (12.15)
—oo 7'[5 0 7T§
Finalmente, usando [ dé& Se;(f) = Jy"dé& % =1/2,
1
S(x) = 3 (f(x=0")+ f(x+0%)). (12.16)

Por periodicidad x es en realidad un punto cualquiera de R.

Definicion Usamos la notacién fi(x)“=" f2(x) para indicar que en cualquier intervalo finito dos fun-
ciones continuas a trozos fi(x) y f2(x) difieren a lo sumo en un nimero finito de puntos. Equivalentemente,
las funciones difieren en un conjunto discreto de puntos (esto es, difieren en puntos aislados, sin punto de
acumulacién).

Con esta notacién, el teorema implica

Joo )
f@)=" Y, "™t c<x<ctoL (12.17)

n—=—oo

Obsérvese que la convergencia no puede ser absoluta y uniforme si f(x) es discontinua o f(c) # f(c+2L)
ya que entonces S(x) seria una funcién continua.

12.2. Forma trigonométrica de la serie de Fourier

Sean

1 pet2L
a, = Z/ cos(mnx/L) S(x)dx,
VneZ ¢ (12.18)

1 pet2L
b, = Z/ sen(znx/L) S(x)dx.

121Este paso al limite es formal. Para una demostracién rigurosa véase, por ejemplo, el libro de Dettman.
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Estas definiciones implican

1
O =5 (@n—iby);  dn=4a-p,  by=—bop (12.19)
Entonces
il |
Sx) = ) 5 (@n— iby)(cos(mnx/L) + isen(mnx/L))
R
= a0+ Y (ancos(mnx/L)+ by sen(mnx/L)) (12.20)
n=l1

(donde se han utilizado las propiedades de paridad de los coeficientes y de las funciones trigonométricas.)
Esta es la forma trigonométrica de la serie de Fourier.

Una ventaja respecto de la forma compleja es que S(x) es real sii los a, y b, son todos reales. Y también
que si S(x) es par/impar respecto de x la serie trigonométrica sélo va a tener cosenos/senos.

Como se indica en ([12.18)) los coeficientes a, y b, también pueden obtenerse directamente a partir de
S(x) (sin pasar por la forma compleja). Esto se basa en las propiedades de ortogonalidad de las funciones
trigonométricas basicas. En efecto, sean u y v funciones cualesquiera del conjunto de funciones

{1/V2,cos(nnx/L) (n>0),sen(mnx/L) (n>0)}>u,v, (12.21)
entonces oL
¢ 1 u=v
L/ dx_{o wty (12.22)

La identidad de Parseval toma la forma

L/ (xX))?dx = = ya012+2 |an|? + |ba]?). (12.23)

n=1
12.3. Series de Fourier seno y coseno

Para simplificar, aqui tomaremos ¢ = —L, es decir, f(x) esta definida en | —L,L[. En este caso se cumple
que

fix) = f(=x)  (f(x) es par) sii b, =0
fix) = —f(=x) (f(x)esimpar) sii a,=0. (12.24)
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Veamos que f(x) en ]0,L[ se puede expresar usando sélo cosenos o sélo senos. Para ello, definimos la

funcién @
] fx O0<x<L
fp(x)_{f(—x) —L<x<0

(12.25)

Por construccion, f,(x) tiene las propiedades i) es par, y ii) coincide con f(x) en ]0,L[. Si desarrollamos

fp(x) en ] —L,L] se obtiene

bh =0, al = IIJ/L cos(mnx/L) f,(x)dx = i/OLcos(itnx/L) f(x)dx.

—L

Se deduce entonces que

1

flx) =" Jco+ ) encos(anx/L),  0<x<L
n=1

con

Cn = i/()Lcos(ﬁnx/L)f(x) dx.

Esta es la serie de Fourier coseno de f(x).

Analogamente, podemos definir

_ f(x) 0<x<L
fi(x){—f(—x) —L<x<0’

Esta funcién es impar y coincide con f(x) en ]0,L[. Sus coeficientes de Fourier cumplen

d =0, b= % /LL sen(nx/L) fi(x) dx = % /0 " sen(zmx/L) £(x)dx.

Se deduce entonces que

~+oo
flx)“=" Zdnsen(n'nx/L), 0<x<L
n=1
con

dy = % /0 " sen(znx/L) £(x) dx.

(12.26)

12.27)

(12.28)

(12.29)

(12.30)

(12.31)

(12.32)
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w b
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N
Figura 12.2: Serie de Fourier coseno en (12.34), sumada hasta n = 4.
Esta es la serie de Fourier seno de f(x).

Ejemplo Sea f(x) =x+1 en |—1,1[. Entonces

flx) = l—if(_l)nsen(ﬂ:nx), —-1<x<1,

348

flx) = E—Enzomcos(@n—i—l)nx), O0<x<1,
2 E1—2(=1)"

flx) = p ( )sen(nnx), 0<x<1,

(12.33)

(12.34)

(12.35)
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P n 2 i
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Figura 12.3: Serie de Fourier seno en (12.35), sumada hasta n = 16.

para las series de Fourier, de Fourier coseno y de Fourier seno, respectivamente.@

Nétese que tomando x = % en la primera relacién se deduce la igualdad

T
y =20 (12.36)

Como se ve en este ejemplo, las series de Fourier pueden usarse para sumar series.

12.4. Complementos
12.4.1. Demostracion alternativa del desarrollo en serie de Fourier

La demostracién de ((12.17)) se puede hacer alternativamente usando la delta de Dirac (Sec. [13.7)).
Partiendo de (12.12) y notando la propiedad

sen(x/€)
vl (1237
resulta (con x »y—xy & — L/(n(n+1/2)))

m(y—x)/2L
sen(n(y—x)/ZL)f(y) dy (12.38)

s = [ 80—

122E] signo igual es valido (en vez de sélo “=") ya que funcién y serie coinciden donde la funcién es continua.
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donde f(x) sea continua.

12.4.2. Relacion con las series de Laurent
Si f(z) es analitica en la circunferencia unidad |z| = 1, admite una serie de Laurent

~+oo
f@=Y "  r<|d<R (r<1<R) (12.39)

n—=—oo0

A esta funcién se le puede asociar una funcién compleja h(t) de variable real mediante h(t) = f(e"), t € R.
La funcién h(t) es continua y periddica con periodo 2. Por tanto admite desarrollo en serie de Fourier

+°° .
h(t)=Y o™ VieR (12.40)

Nn—=—oo

A la vista de las series se concluye que o, = c,. También se obtiene de

1 f(2) 127 f(et) | fon B
= — d = — - l[dtzi/ ht mldt: ) 1241
" 2mi |z]=1 Ztl Zzzeir 27i Jo et te 2 Jo ( )e oy ( )
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13. TRANSFORMADA DE FOURIER

13.1. Transformada de Fourier

Definicion Sea f(x) (un funcién compleja en general) definida en R, y k real. La funcién

—+oo

FR)= [ e pde= F{f:}®) (13.1)

—oo

(si la integral converge) se denomina transformada de Fourier de f(x).

Nota: Esta definicién no es universal. También se define a veces como, —kx £ (x)dx, o con

1+
= e
. , V2T J—oo
€+zkx 6 672mkx, etc.
A menudo se escribe simplemente .% {f(x)}. También se usa la notacién f(k).

Obviamente, |**| = 1 (k real) implica que una condicién suficiente para que F (k) exista es que f(x)
sea absolutamente integrable, es decir, [*2|f(x)|dx < +oo.

Proposicion Cuando f(x) es absolutamente integrable, su transformada de Fourier F(k) es continua
en R. Si ademas f(x) es continua en R, F (k) es absolutamente integrable.

La funcién f(x) puede ser real o compleja, F(k) resulta ser compleja en general. En principio k es
real (transformada de Fourier real). Cuando se consideran k complejos, se obtiene la transformada de
Fourier compleja.

13.2. Transformada inversa de Fourier

Definicion La transformada inversa de Fourier se define como

Z—1 T ke dk

FH{F(k)}(x):= e F(k)g. (13.2)
De nuevo, una condicién suficiente para que la transformada inversa de Fourier exista es que F(k) sea
absolutamente integrable.

Teorema Sea f(x) continua y absolutamente integrable, y sea F(k) su transformada de Fourier.
Entonces

fx)=F HF(k)}x). (13.3)
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Demostracion: (Cualitativa) Este resultado se obtiene como limite del correspondiente a series de

Fourier. Para f(x) definida en | —L,L][, las relaciones (12.9) y (12.17)) pueden reescribirse como
L.
/ e k¥ f(x)dx = 2Lay, (13.4)
-L
2La,
) = Z Ak =% gikax, (13.5)
donde se ha definido ™ -
ky = 2 Aky = ke — oy = = 13.6
7 +1 7 (13.6)

Si se toma ahora el limite L — +oo, k, tiende a ser una variable continua k por Ak, — 0". Entonces, en
(113.4))

/ " it f(x)dx — / T ik f(x)dx (13.7)
—L —oo

y por tanto
2Lay, — F (k). (13.8)

En - ), Y5 Ak, — [T dk y finalmente

ZAk I gt _, / dk )k ¢ (13.9)

n——oo

Cuando f(x) y su derivada son continuas a trozosy ademas f(x) es absolutamente integrable, en general
F (k) no es absolutamente integrable pero .7 ~!{F(k)} se puede calcular tomando limites simétricos / dk.

En este caso se recupera f(x) en los puntos de continuidad y la semisuma de limites por la derecha y la
izquierda donde f(x) es discontinua.

13.3. Propiedades de la transformada de Fourier

Obsérvese que las operaciones .#{} y .#!'{} son casi idénticas, a saber,

F WO = 5 FUEHA), (13.10)

y en consecuencia, las propiedades que siguen valen también para .% ~!{} (salvo cambios triviales).
n
a) Linealidad. F{Y aifi(x)} = Za, Z{fi(x)
i=1

b) Paridad. F{f(—x)} = F(—k). Se deduce que si f(x) es par o impar, F(k) también.
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¢) Conjugacion. F{(f(x))*} = (F(—k))*[PT] Por lo tanto si f(x) es real F(k)* = F(—k). Si ademas
f(x) es par F(k) es real y par y si f(x) es impar, F (k) es imaginario puro e impar.

d) Traslacion. F{e“f(x)} =F(k—a), F{f(x—a)} = e F(k).

e) Dilatacion. F{f(ax)} = %F(k/a), a>0.

f) Derivada. F{f'(x)} =ikF(k), F{xf(x)}=iF'(k).
Demostracion:

/+we_ikxf'(x) dx = e_ikxf(x)[: - /4:0 (e_ikx)/f(x) dx = ikF (k),

—o0

/+oo e ®xf(x)dx = /+m <i${e‘ik’c> f(x)dx =iF' (k). (13.11)

(Suponemos f(+eo) =0).
Igualmente .Z {f" (x)} = (ik)"F (k), Z{x"f(x)} = "F" (k).

g) Identidad de Parseval.

oo oo dk
| lrwrac= [ irwps (13.12)

e o o

Esta identidad implica que f(x) es de cuadrado integrable sii F(k) lo es. (Sélo para transformada de
Fourier real.)

Demostracion: De hecho se cumple una relacién mas general:

oo dk [t dk oo oo
CRWEWG = [ S RE [ FR@a= [ A0k (13.13)

h) Convolucion.

Definicion EI producto de convolucién de dos funciones se define comd™?]

oo
(Frep)) = [ ROy dy (13.14)

(Cuando la integral converja.) El producto de convolucién es conmutativo y asociativo.

F{fixL)X)} = FAk)Fk)

FUEADY = 5 (FeR)®). (13.15)

1310 mas generalmente (F(—k*))* si k es complejo.
132 También se usa la notacién fi(x)* fa(x).
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Demostracion:

+oo . +oo oo :
Caxe s [Cayimnt-n = [ dime R0 =RORO. (1316
400 , Foo , oo da
/_ dxeilkxfl () falx) = 3 dxeilkxfl (x) /_ ﬁ e'“F(q)
teo
- [ SRk-oRl)
1
= E(FI*FZ)(]C)- (13.17)

i) F(0)=[12 flx)dx.  f(0) = [TF(k) 5.
B FLF )} =21 f(—x).

k) Continuidad y convergencia. Como regla general, si f(x) tiene “buen comportamiento” localmente
(es més regular), F(k) tiene “buen comportamiento” en k — o (es mas convergente) y viceversa si
f(x) se comporta bien en el infinito F (k) lo hace bien localmente. Especificamente

1) Si f(x) tiene n derivadas continuas (n =0,1,2,...), F(k)= O(kn%) cuando k — oo.

2) Si f(x) es a lo sumo discontinua con salto finito, F(k) = 0(3) cuando k — oo.

3) Si f(x) tiene un polo de orden n (en R) F (k) = O(k*~!) cuando k — co. @

4) Si f(x) es infinitamente diferenciable F (k) va cero mas deprisa que cualquier potencia inversa

5) Si f(x) es analitica en una banda de anchura ¢ >0 en el plano complejo x que contenga R,
F(k) = 0(e °k) cuando k — oo.

l) Analiticidad. Si f(x) = O(e™%**) cuando x — too, para a_ < a,, entonces F (k) es analitica en la
banda a_ < Im(k) < a del plano complejo «.
Demostracién: Para x — +oo, |e ® f(x)| = ™0¥| f(x)| < Ke'™K)¥¢=4+* y |a integral convergera
absolutamente si (Im(k) —a) < 0. Andlogamente convergera en x — —eo si (Im(k) —a_) > 0.

m) Principio de incertidumbre. Para f(x) tal que [*2|f(x)|?dx =1, sean

, dk

—. 13.18
o ( )

oo +oo
X,= [ @@l K= [ wIFE

133El mismo comportamiento se obtiene si la singularidad en f(x) es de tipo 8"~ (x).
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Obsérvese que Xy = Ky = 1. Entonces

(X2 —X7) (K2 —K7) >

Bl—

(13.19)

Ax= (X, —Xf)l/2 es la desviacién estandar de x considerado como una variable aleatoria con densidad

de probabilidad |f(x)

2y analogamente Ak = (Kz—l{lz)]/2 para k con densidad de probabilidad

|F(k)|*/(27). El teorema dice que AxAk > 1. Pone un |imite inferior a cuén poco pueden fluctuar las

variables x y k simultidneamente.

13.4. Ejemplos

Ejemplo Sea f(x) = /2@ 5> 0. Calculemos F (k).
222 e ik —x2 /22
F)= F{e 20} = [ dve e,

Aqui se usa el método de completar cuadrados:
2

o+ 1<x+'k>2+“2k2
ikx+— =—-(=+ia -
2¢> 2 \a 2

F(k) = e @F/2 /+°° dxe—(/a+iak?/2.

Podemos ahora definir z =x/a+iak, dz=dx/a,

teo-iak
F(k) = aefaw/z/ iz,
—ootiak

(13.20)

(13.21)

(13.22)

(13.23)

La integral en z es a lo largo del camino R+ iak. Se puede cambiar a una integral a lo largo de R ya que

2 . . .
e~/ tiende a cero cuando Re(z) — too y entre los dos caminos no hay puntos singulares:

F(k)= ae— Tk 2 /+w dze 2 =\ 2mae " F /2.

(13.24)

Este ejemplo ilustra las propiedades citadas en . flx) = ¢~%/2¢ &g infinitamente diferenciable y
F (k)= \/2771'516*“21‘2/2 cae rapidamente a cero cuando k — 0. De hecho mas deprisa que exponencialmente,
ya que f(x) es entera en el plano complejo. Y al revés, f(x) cae muy deprisa en +oo por lo que F(k) es
infinitamente diferenciable. También se ve que la anchura de f(x), Ax~ a, es inversamente proporcional a la
anchura de F(k), Ak~ 1/a, lo cual estd de acuerdo con la respuesta de .#{} a dilataciones. Concretamente
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Ax=a/\/2y Ak =1/(v/2a) por lo que AxAk = 1/2; la gaussiana satura la cota inferior en el principio de
incertidumbre.

Ejemplo Sea f(x) =e¢ M, a>0.

oo , 400 , 0 ,
F(k) = / dx e gl :/ dxe*’kxe*‘”—i—/ dxe k¥ g
— o0 0 —o0
e ; ~ 1 1 2a
— d —ikx j—ax ikx j—ax — — ] 13.25
e e = T ek T R td (13.25)

+eo 1
Donde se ha usado / e ¥dt = — Re(z) > 0. Obsérvese que F(k) es analitica en |Im(k)| < a, como
0 z
consecuencia de la caida exponencial del f(x). Por otro lado f(x) es continua pero no su derivada (en
x=0) y por ese motivo la caida de F(k) cuando k — oo es sélo O(1/k?).

También es interesante verificar la transformada inversa explicitamente.

2a T dk 2a
F =} = / — e a>0). 13.26
{k2+a2} e 2 kK +d? ( ) ( )
Esta integral se puede hacer usando el teorema de residuos en el plano complejo k. Si x > 0 se aplica el
lema de Jordan (Lema 3) cerrando el contorno por arriba sin que cambie el valor de la integral. El contorno
encierra el polo en k =ia. En cambio si x < 0 se cierra por abajo y el contorno orientado negativamente
encierra el polo en k = —ia:

91{@24:;2} = {%Zijfi:i:) e::;x’ izg} = e N (13.27)
13.5. Transformada de Fourier multidimensional
Si f(X) esta definida para X € R", se define
F(k)= Z{f@}%) = /nd"xe*’%'ff(z), keR", (13.28)
f@=2"YF{E}ER = / n (Zn’; R F(R). (13.29)

13.6. Funcion escalon

Definicién La funcién escalén (o funcién paso o de Heaviside) se denota H(x) o también @(x) y
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se define como 1 six >0y 0 si x <0. Usando H(x) se puede escribir, por ejemplo,
oo +oo
| fwax= [ HE-a)f@a
b 400
/ f(x)dx:/ H(b—x)H(x—a)f(x)dx a<b.

—oo

(13.30)

La funcién H(f —a) es discontinua en r = a con un salto de una unidad.

Se puede completar la definicién de la funcién escalén en x = 0 mediante la prescripcién H(0) =1/2,

0 x<0
Hx)=<1/2 x=0 (13.31)
1 x>0

Sin embargo es importante notar que el convenio H(0) =1/2 no es universal.@ Esta prescripciéon cumple
H(x)+H(—x)=1.

13.6.1. Regularizaciones de H(x)

H(x) se puede obtener como el limite puntual de funciones continuas:
H(x) = lim Hg(x), Hg(x) :=h(x/€) (13.32)
e—=0"
siendo A(x) cualquier funcién continua tal que A(4o0) =1, h(—e0) =0y h(0) = 1/2. Por ejemplo,

1) He(x) = %arctan(x) %

1
2) Helx) =3 f/ e dy= 3+ 5o ()
X< —&
(1+x/8) x| < e
1 x>€
11 1/e g=iwx 1 1 [*sen(w)
4) H dw= -+ —
) He(x) = 2 27l'l.<@/—]/g w W 2+71'/0 w

Todas estas regularizaciones cumplen H¢(0) = 1/2. Estas regularizaciones mejoran el comportamiento
local no la convergencia en co.

134Para todo x # 0 se cumple H(x)+H(—x) = 1 y (H(x))? = H(x), sin embargo no hay ninguna eleccién de H(0) que haga
que estas propiedades sean validas también en x = 0.
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13.6.2. Transformada de Fourier de la funciéon de escaldn

Dado que H(x) no es absolutamente integrable (en x = 4o0) usamos una regularizacién para calcular
la transformada de Fourier

+oo .
F{Hx} = lim f{H(x)efs\x\}zgli’}& [ e e el ay
oo , |
= lim e—(£+lk)x dx — lim .
e—0t Jo e—0+ €+ ik

i

La transformada de Fourier de H(x) existe como distribucién. La prescripcién —i0" no tiene efecto si
k # 0 pero hace falta para decir cémo tratar el polo en k=0 en integrales. Por ejemplo, si se calcula la
transformada inversa:

—i Todk . —i
A G G / I gir =1 1334
{k—i0+} o ) 225 k—ie ( )
Este célculo se hace por residuos y es analogo al de ﬁfl{kzi“az} en la seccién m
o1y L L fe® x>0]
7 {k—io+} B g&{ 0, x<0 =H(x). (13.35)

(H(0) = 1/2 se obtiene si se elige & para regular k — to0.) Nétese que se calcula la integral con € finito y
se toma el limite € — 0" al final, y no al revés. Si se hubiera tomado otra prescripcién para el polo k =0,
por ejemplo valor principal de Cauchy, se hubiera obtenido funcién distinta:

—i 1 x 1

U2 = m FUH (K —
e e

Las distintas prescripciones para tratar el polo producen funciones que difieren por una constante aditiva.
El polo en k=0 en .#{H(x)}(k) refleja que H(x) no tiende a cero en +eo. (H(x) no es de cuadrado

integrable y su transformada de Fourier tampoco.) La caida lenta cuando k — =+co se debe a la discontinuidad
en H(x).

13.7. Funcién é de Dirac

Definicién La funcién 6 (delta) de Dirac se define como la derivada de la funcién escalén

d

5(x):£

H(x), (13.37)
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o equivalentemente
X
/ 5(y)dy = H(x). (13.38)

De acuerdo con esta definicién 6(x) =0 si x # 0 mientras que 6(x) = 4o si x =0. En realidad 6(x)
no es propiamente una funcién sino una distribucién o funcién generalizada. Esto quiere decir que sélo

tiene sentido en expresiones del tipo /f(x)S(x—a) dx donde f(x) es una funcién suficientemente regular.

Igualmente, es evidente que H(x) no es una funcién derivable en x =0, no es derivable en el sentido de
funciones, pero si en el de distribuciones. (Se dan mas detalles en Sec. [13.8.6])

13.7.1. Propiedad basica de 0(x)

Como distribucién (x), se define por su propiedad basica:

Teorema Para cualquier funcién f(x) continua en x = x

o0
| f(®)8(x—x0)dx = f(x0). (13.39)
Demostracion:
oo d d [+
» f(x)5(x—x0)dx:—d—xo f( VH (x—xo)dx:—dxo/xo f(x)dx = f(xo). (13.40)

La propiedad basica también puede expresarse

/f (x — xo dx_{f((’)“)) ;;’;][Z’Z% para a < b. (13.41)

En efecto, obviamente (|13.41)) implica (13.39]), y también al revés: si a < b,

/f (x—x0)dx = +mH(b—x)H(x—a)f(x)5(x—xo)dx:H(b—xo)H(xo—a)f(xo) (13.42)

—oo

que vale f(xo) sia<xo<b y Osixo<aéb<xy. <

Nota: Obsérvese que ninguna funcién ordinaria D(x) puede cumplir [ f(x)D(x)dx = f(0) para toda
funcién continua f(x), ya que f(x) podria tomar valores arbitrarios en x ## 0 sin cambiar la integral y eso
requeriria D(x) = 0 Vx # 0. Cualquiera que fuera el valor de D(0) saldria [ f(x)D(x)dx =0 siempre.

Mas generalmente, si f(x) es continua a trozos y habiendo elegido H(0) =1/2,

)8 ) dr = %(f(xo+0*) +f(x0—07)), (13.43)
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10

que coincide con ([13.39)) si f(x) es continua en x = xo. De nuevo, esta prescripciéon no es universal y no

forma parte de la definicién de &(x).

13.7.2. Otras propiedades de J(x)

Algunas propiedades de la 6 de Dirac:
a) 0(—x) = 8(x). Se deduce derivando H(x)+H(—x) = 1.

b) 6(ax) = l5(x) para a > 0. Se deduce derivando H(ax) = H(x).
a

13.7.3. Regularizaciones de J(x)

Definiciéon Una familia de funciones d;(x) es una regularizacion de la delta de Dirac si para cualquier

f(x) continua en [a,b],
b
lim Oc (x — x0) f(x)dx = f(x0), a<xy<b.

e—=0t Ja

(13.44)

Un método practico de construir una regularizacién de la delta es partir de una funcién D(x) tal que

oo oo
Dx)dx=1, /|D(x)|dx<+°o.

Entonces .

8:(x) := —D(x/e),

proporciona una regularizacién valida. En efecto, para a >0y f(x) continua en [—a,a],

a aj€e +oo
s edr= [ D@ flexdr — 10) [ T DWdx=1(0)
Si He(x) v H (x) entonces & (x) = %Hg(x) es una regularizaciéon de 8(x), es decir,

8:(x) — ().

Usando las regularizaciones de H(x) anteriores se obtiene:

€ 1
 mx2+4e?

1) 8e(x)

(13.45)

(13.46)

(13.47)

(13.48)
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2) 8e(x) = s\l/Ee_(X/g)zv
3) 8(6) = 5 H (e~ ),
4) §e(x) = Sengc/ £)

Todas estas regularizaciones 3, (x) cumplen (13.43)) al tomar el limite.

13.7.4. Transformada de Fourier de §(x)

F8(x) = /:meik"(‘}(x)dx: 1.

Esto permite la definicién alternativa de la delta de Dirac como
F {1} =8(x),
e ikx dk _

o explicitamente: / e

s 0(x) que proporciona la importante identidad

Hoo
/ e* dk =218 (x).

—oo

Propiedades relacionadas:
F{e™Yy = 2n8(k—a),
F{cos(ax)} = n(6(k—a)+d6(k+a)),
F{sen(ax)} = —in(0(k—a)—3d(k+a)).

13.8. Complementos

13.8.1. Transformada de Fourier compleja

11

(13.49)

(13.50)

(13.51)

(13.52)

Como se ha dicho la transformada de Fourier se puede definir para k complejo, alli donde la integral
(T3.1) converja. Para k = kg + ik;, e~ = e~*#¥cki¥ y | factor exponencial €%~ puede alterar las propiedades

de convergencia.
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Consideremos por ejemplo f(x) = ©(x)e™ con a € R (donde ©(x) es la funcién escalén). Si a <0 f(x)
admite transformada de Fourier real, pero no asi' si a > 0. Para ke C

oo 4o
F(k) = / e ™ fx)dx = / e e dx (13.53)
o 0
y la integral converge si k; < —a,
i
Flk)y=——— = I — 13.54
(k) T ia ke G={k|Im(k) < —a} (13.54)

Como se esperaba, F (k) tiene una singularidad en la frontera del dominio de convergencia de la integral,
G, a saber un polo simple en k = —ia.

Cuando a < 0 el eje real del plano k esta contenido G y el resultado es la extensién analitica al plano
k de la transformada de Fourier real. En este caso f(x) se puede recuperar con (I3.2) donde k se integra
sobre R. El mismo procedimiento no funciona si @ > 0. El motivo es que F(k), definida como extensién
analitica, ya no coincide con la integral (que no existe) cuando a > 0.

x>0 x>0
X —ia
> R—ib > R—it
/KO \\’ —la /<0
b>a b<a

Figura 13.1:

Para recuperar f(x) consideremos (I3.2)) pero integrando k sobre una recta paralela al eje real, R —ib,
beR\{a}

we —i dk
_ ak 13.
fiolx) /R,,-be — (13.55)

Para aplicar el lema de Jordan hay que cerrar la integral por arriba si x > 0 y por abajo si x < 0. Si b > a el
polo queda encima y la integral es no nula sélo si x > 0, si b < a el polo queda debajo y la integral es no

nula sélo si x < 0 (fig. [13.1)):
fr(x) =0(x)0(b—a)e™ —O(—x)O(a —b)e™ (13.56)

Vemos que se recupera f(x) correctamente para b > a, es decir, integrando sobre k en una recta paralela
al eje real pero contenida en G, donde la funcién y la integral usada para construirla coinciden.
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13.8.2. Delta de Dirac

A menudo se ve en libros de texto la afirmacién de que una regularizacién de la delta es aceptable sii

—+oo
cumple las dos propiedades siguientes: (1) 0g(t1) — 0 170 y (2) / Oe(t)dt = 1.
e—0t +00 t= 0 —o0

En realidad estas condiciones no son necesarias ni suficientes.

0 I<g sen(t/¢€)
Ejemplo Tanto 6:(r) = 1/e €<t <2, como &/(t)=

0 t>2¢e
cumplen (1). Obviamente (2) tampoco es necesaria (no hace falta que la integral valga 1 antes de tomar
el limite € — 07).

son regularizaciones validas y no

Las propiedades mas relajadas (1') limg_,o+ 8¢(t) =0sit #0 y (2) limg_g+ [T 8¢ (¢)dt =1, tampoco
son suficientes.

Ejemplo Por ejemplo,

— d\(e_ 1 \_e 1 & 2 0 t#0
det) = <1 +dt> (m2+82> a1t n () esor {+oo =0 (13.57)
y también
e e / € /
[ r0de@ydr= [ U0 =10)E s dt — £0)=£(0), (13.58)

que vale 1 si f(r) =1, y por tanto dg(r) estd normalizada a uno. Sin embargo, d(f) no tiende a §(¢) (ya
que entonces darfa f(0) en (13.58))) sino a la distribucién 8(¢) +6'(¢). <

13.8.3. Transformada inversa de Fourier

La demostracién de ({13.2)) es sencilla usando la representacién

/ 7 i0d® 5(1) (13.59)

oo 27

de la delta de Dirac. En efecto,

/+<>° %eikxF(k) _ /+°° dk ik /+°°e_isz(t) dt — —:O S(t—x)f(t)dt = f(x). (13.60)

e 2T e 2TC oo _
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13.8.4. I|dentidad de Weierstrass

= (). (13.61)

En efecto: La primera identidad es la conjugada de la segunda y ésta equivale a

1{k 0+} 1{@ }+in F S (k)} (13.62)

Esta identidad se S|gue de m Nt =iHx) y F {21} =i(H(x)— ), junto con
1

T {2n8(k)} =

Nétese que esta formula es compatible con el Lema 4 de integracién. Por ejemplo, si f(x) es analitica
en R y se quiere calcular
“ fx)

—a X

dx, a>0 (13.63)

se puede rodear el polo por arriba con una semicircunferencia 7y, centrada en cero y luego sustraer esta
contribucién: ( )

_ € . f(x)
dx = lim + + d + lim —dx. (13.64)
—a X e—0* Ye X e—07t Ye X

En el limite € — 0", la primera integral se puede cambiar por una integral a lo largo del eje real moviendo
el polo hacia abajo y la segunda se puede hacer con el Lema 4:

“fx) [ f(x)
T a’x-glg})l+ e dx+inf(0) (13.65)
es decir,
—= o +imd(x). (13.66)

13.8.5. Formula de sumacion de Poisson

La formula de sumacion de Poisson es la identidad
Y 8(x—2mn) = Z em. (13.67)
nez meZ

Equivalentemente se puede escribir como una relacién entre transformadas de Fourier. Para una funcién
f(x) y su transformada F (k)

Y f(2mn) = Z (13.68)

nez meZ
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(La segunda relacién se deduce de la primera multiplicando por f(x) e integrando x sobre R.)
Demostracion: La demostracién de (13.67) se obtiene notando que la funcién

o(x) = Z O(x—27n) (13.69)

nez

es periédica con periodo 27. Por tanto admite un desarrollo en serie de Fourier compleja en [—m, 7],

o(x) =Y one™. (13.70)
mez

Los coeficientes se obtienen mediante (12.4) con c=—ny L=,

1T 1
—imx - 13.71
Ay, 5 /46 @(x)dx 5 ( )

La integral vale 1 porque de la suma sobre n en @(x) sélo el sumando n =0 contribuye. <

Ejemplo Como aplicacién, si se toma f(x) = e'/24)  se obtiene la identidad
1
=Y e =Y e ™Y b0 (13.72)
\/E ne nes
—nn?/b?

(tomando a = v/2mb). Es notable que cuando b es pequefio la suma con e
an?b*

requiere muy pocCos
términos para alcanzar una precision dada mientras que la suma con e~ converge muy despacio, y
viceversa cuando b es grande. En general, la férmula de sumacién de Poisson puede ser util para acelerar

una suma Y,cz f(n). <&

13.8.6. Distribuciones

Las distribuciones o funciones generalizadas son objetos que se pueden utilizar en expresiones
J @(x)f(x)dx donde @(x) es la distribucién y f(x) es una funcién bien comportada tanto localmente como
globalmente (funcién de prueba). (Idem en mas dimensiones.)

Mas concretamente sea Z el espacio de funciones complejas C*(R) y de soporte compacto (se anulan
fuera de un intervalo). Estas son las funciones de prueba. (Se pueden elegir otros espacios de funciones
de prueba.) Las distribuciones son las aplicaciones lineales continuas ¢ de Z en (C Todas las funciones
continuas a trozos ¢(x) definen una distribuciéon ¢ mediante

e ()= [ ol fedx (13.73)

135para decir que ¢ es continua hay que especificar una topologia en 2. No entramos en detalles aqui.
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Estas son las distribuciones regulares. Las distribuciones que no corresponden a una funcién son singu-
lares. Un ejemplo es la delta de Dirac, definida por o(f) = f(0). Por conveniencia, aunque sean singulares
se siguen escribiendo como integrales

Vfez  8(f) :/é(x)f(x)dx:f(O) (13.74)

H(x) es una funcién y también una distribucién regular. Como funcién no es derivable pero si lo es
como distribucién. Todas las distribuciones son derivables (en el sentido de distribuciones). En efecto, dada
una distribucién @ (x) su derivada se define por integracién por partes:

VfeP /(p’(x)f(x)dxz —/(p(x)f’(x)dx (13.75)

la parte derecha siempre existe (ya que f' € 2) y es lineal y continua en f. Cuando ¢(x) es una funcién
derivable la derivada como funcién y como distribucién coinciden (no hay términos de superficie al integrar
por partes porque @(x)f(x) se anula fuera de un intervalo). Entonces, en el sentido de distribuciones

d

5(x)= -

H(x). (13.76)

El espacio ¥ es muy pequefio por lo que hay muchas distribuciones asociadas y no todas tienen
transformada de Fourier. El espacio de Schwartz . de funciones complejas C*(R) y tal que la funcién
y todas sus derivadas son de caida rapida (|x|%|f")(x)| — 0 cuando x — foo Yot € R y Vn € Np) permite
menos distribuciones pero todas tienen transformada de Fourier: Si f(k) es la transformada de Fourier de
f(x), la transformada ¢ (k) de la distribucién @(x) se define mediante

[owiw s = [owsayax (1377

de modo que cuando @(x) es una funcién ordinaria absolutamente integrable su transformada de Fourier
como distribucién y como funcién coinciden.
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14. TRANSFORMADA DE LAPLACE

14.1. Transformada de Laplace

Definicion La transformada de Laplace de f(z) se define

F(s) = /0 e ) de = L) (14.1)

La variable s es compleja en general. A menudo se simplifica la notacién a Z{f(r)} (sin (s)) y se sobre-
entiende que es una funcién de s y no de ¢.
Nota: La definicion en ((14.1)) corresponde a la transformada de Laplace unilateral. También se define
—+oo
a veces la denominada transformada de Laplace bilateral, / e ¥ f(t)dt. La transformada de Laplace
bilateral puede relacionarse con la transformada de Fourier compleja mediante una rotacién de /2 en el

plano complejo k.

Se puede considerar f(t) definida sélo en 7 > 0, o bien en | — o, o[ pero tal que f(¢) =0 para 7 < 0. En
este dltimo caso se dice que la funcién f(r) es causal.

Definicion Sea o € R y f(t) definida en 0 <7 < 4. Se dice que f(¢) es de orden exponencial ¢
si |f(¢)| < Ke®" para algiin K >0y V¢ > A > 0. Es decir, f(t) = O(e®") si no crece mas deprisa que ¢°
cuando t — oo,

Ejemplo Un polinomio es de orden exponencial ¢ para cualquier o > 0.

Teorema Sea f(f) continua a trozod™1]en 0 <t < 4oo y de orden e%, entonces Z{f(t)} converge
para Re(s) > o y es analitica ahi.

Demostracion:

oo A +oo
L)) = / e F(t)dt = / e F(¢)dt + / e F(t) dt. (14.2)
0 0 A
La primera integral existe por f(t) continua. La segunda es impropia. Si Re(s) > o
/ +°° le™S f(1)]dt < / ereliggorg o K (14.3)
A A Re(s)— o '

y la integral converge. <

14.1En realidad basta que sea localmente integrable, es decir integrable Riemann en todo intervalo cerrado.
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Ejemplo Calclilese la transformada de Laplace de f(¢t) =", n=0,1,...

Solucién: Z{t"} = [ e™*t"dt. Converge para Re(s) > 0.

n=0 3{1}:/ e Vdt=——e"| =-,

0 s 0 s
+o0 oo et n |

n>0 L") = / e dr = / rd(—) =" 24 (14.4)
0 0 -

!

Por tanto, .Z{t"} = ::l n=0,1,2,.... La funcién se puede extender analiticamente a C\ {0}. <
s

Ejemplo Z{sen(at)} = _a para Re(s) >0y a € R. En efecto,
52+ a?

+oo +oo ,—(s—ia)t __ ,—(s+ia)t 1 1 1
/ e~ sen(at)di — / ¢ ° di ( > a (14.5)
0 0

2i 2i \s—ia s+ia s2+a?

De hecho basta |Im(a)| < Re(s). El resultado se extiende a una funcién meromorfa. <
Algunas propiedades de la transformada de Laplace:

a) F(s) es analitica en Re(s) > o©.

b) F(+e) =0. En efecto, si la integral converge para algin s, f(¢) debe ser de orden exponencial para
algiin o y la integral debe tender a cero para s — +oo.

¢) (Teorema del valor inicial.) f(0) = lims_, +w(sF(s)).

d) (Teorema del valor final.) Si F(s) es analitica en Re(s) >0, f(4o0) = limy_o(sF(s)).

14.2. Reglas operativas

n

a) Linealidad. £{Y a;fi(1)} = i}aiéf{fi(t)}.

i=1

Si fi(t) = 0(e%), L{Y!  aifi(t)} esta definida en Re(s) > 6 = méx(oy,...,0,).
b) Traslacién. £{e” f(t)} = F(s—a). Converge en Re(s) > 6 +Re(a).
c¢) Transformada de la derivada. Z{f'(t)} = sF(s) — f(0).

En efecto, usando integracion por partes,

oo

20} = | Cenpwar=e o) "4 / e fleydt = — £(0) +5F(5)
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lterando, Z{f"(t)} = s Z{f'(t)} — f'(0) = s*F(s) —sf(0) — £/(0), y mas generalmente

LUN0) =F () Y S HED0) = E(5) ~ 87 (0) - 2 (0) - f000) (146)
k=1

d) Derivada de la transformada. F")(s) = (—1)" 2{t"f(1)}.
d" +oo +oo
En efecto, F)(s) = / e F()dt = / (—t)"e f(1) dt.
ds" Jo 0
nd” 1
ds's st

Ejemplo Z{1} = % implica Z{t"} = (—1)
e) Transformada de la integral. £{ [ f(t)dt} = %f{f(t)}

En efecto, s.i”{/otf(r)dr} _ f{;/otf(r)dr}jtfotf(f)drlt_ — 200},

0

1 oo
f) Integral de la transformada. .ﬁ{;f(t)} :/ F(o)do (suponiendo que la integral exista).

En efecto, sea ¢(s) = f{%f(t)} Entonces, ¢'(s) = (—l)f{t;f(t)} = —F(s), es decir, ¢(s) =
O (4o0) + +°°F(G)d6, pero ¢(+oo0) = 0.

N

Ejemplo (Transformada de Laplace de la funcién de escalén)

oo 1
oo / edt=- a<0
L{H(—a)) = / H(—a)di={ o, s
0 / e dt = a>0 (14.7)
a S

e—as

= %H(—a) +%H(a).

N

Ejemplo (Transformada de Laplace de §(t))
L{6(t—a)} = [y e "O(t—a)dt =H(a)e ™.
14.3. Transformada inversa de Laplace

Definicion Sea f(r) definida para r > 0. Se dice que f(t) es la transformada inversa de Laplace de
F(s), por definicién si Z{f(t)} = F(s). Se denota f(t) = L {F(s)}.
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La existencia de .~ '{F(s)} requiere F(+o) = 0.
Teorema f(t) = £ '{F(s)} es Unica, excepto donde sea discontinua.

(Obviamente si fi(¢) y f2(¢) son iguales salvo en puntos aislados la integral que define la transformada
de Laplace no cambia. Por tanto .~ '{F(s)} no puede ser tnica si no se invoca continuidad.)

Con la notacién “=" introducida anteriormente (pag. [3| Sec. [12.1), el teorema implica Z{f1(¢)} =
ZL{fa(t)} sii f1(t)“=" f2(t) bajo condiciones muy generales sobre fi(t) y fa(1).

Ejemplo .#'{le**} = H(t—a) (a>0) no est4 definida en t = a: cualquier valor asignado a H(0)
para completar la definicién de H(¢) da la misma transformada Z{H(t —a)}.

14.4. Reglas operativas

a) Linealidad. Z‘l{i{aiﬂ(s)} = i{aiiﬂ_]{Fi(s)}.

b) Traslacién. £ " {F(s—a)} =e“f(t). Y también £ {e™*F(s)} = f(t —a)H(t — a) para a > 0.
¢) Transformada inversa de la derivada. Z~'{F")(s)} = (—1)" 2~ {F(s)}.

d) Transformada inversa del producto. Sean fi(t) y f»(t) las transformadas inversas de Fi(t) y Fa(t),
entonces .2 {F (s)F(s)} = (fi x f2)(1).

En nuestro caso, dado que fi(7) y f2(t) son causales (es decir, idénticamente cero cuando r < 0) y el
producto de convolucién produce

(fixfo)(t) = /t fi(x) fa(t —x)dx (para funciones causales). (14.8)
0

Demostracion:

—+oo

2{(hep0) = [ are | Cdn filn) falt — )

0

_ / ar jmdle(xl)H(t —x)e M fi(n) ot —x1)

—o0 oo

+oo oo
— / dx; ood)QH()C])H()Q)éis(xﬁrxz)fl(xl)fZ(XZ)

oo oo
= dx| e M fi (xl) dx, eisx2f2 (XZ)
0 0

= Fi(s)F(s). (14.9)
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Ejemplo ¥~ 1{ ! }:e’”*eh’:eat_ebt.
—as—b a—b
Obviamente aqui seria méas facil usar ! ! = ! ( 1 >
s—as—b a—b\s—a s—b
Ejemplo Calcilese 3_1{%}.
s2(s—1)

Solucion: Basta descomponer la funcidn en fracciones simples y usar

‘{( )M}— l't"e“’ n=0,1,2,... (14.10)
(ElI' mismo método se aplica al ejemplo anterior.)
1 1 1 1
m RS
L Hs—=) = —t—1+ (1>0). ¢ (14.11)

(S—l)

14.5. Formula de inversion de Bronwich

Teorema Sea F(z) analitica en Re(z) > o y tal que F(z) — 0 cuando z — o« en Re(z) > 0, y sea y > 0o,
entonces

1 1 Yoo 1z
& {F(s)}(t)zzm,/Y. FF()dz 120, (14.12)

Si ademéas F(z) s6lo tiene un nidmero finito de singularidades aisladas en puntos z; de Re(z) < o, y
lim,_,.. F(z) = 0, entonces

L HF(s) ZRes (“F(z)) t>0. (14.13)
=2k
1 rtie
Demostracion: Sea f(t) := = z/ ¢“F(z)dz, t>0. Calculemos su transformada de Laplace.
yivo
Para Re(s) > o elegimos o < v < Re(s):
too ] Y 1 [rH=F(7)
ZL{f(t = dt ’S—/ “F(z)d :—/ —=d
{£(t)}(s) AR (2)dz= - ML

1 F(z) ,
_ 7/c P = F(s). (14.14)

27i Jo- s—2
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Y+iR Y+iR

Y-iR

(@) (b)

Figura 14.1: (a) Aplicacién del teorema de residuos para demostrar (14.12). (b) Idem para demostrar (14.13)).

Aqui C~ es la curva cerrada que recorre y+it, (—R <t <+R) y luego vuelve al principio siguiendo un arco
de circunferencia 7; en Re(z) > 7, y se sobreentiende el limite R — +oo (véase la fig. [14.1(a)). El Lema 1

se aplica.

Si sélo hay singularidades aisladas en puntos z, a la izquierda de Re(z) =¥y F(z) — 0 cuando z — oo,
se puede completar el camino y+if, (—R <t < +R) con el arco Yz como antes pero en Re(z) <y (véase
la fig. [14.1[(b)). Para R — +oo la integral no cambia por el Lema 3. El teorema de residuos da entonces

ft) = Zk: B:if (“F(z)) t>0. ¢ (14.15)
Ejemplo F(s) = (s—a)l(s—b)' Se puede elegir 0 = max(Re(a),Re(b)) (u otro valor mayor). F(z) es
meromorfa sin polos en Re(z) > o y lim, ;.. F(z) =0:
L UF(s)} = Res—— & Res f e (t>0). & (14.16)
=a (z—a)(z—b) =b (z—a)(z—b) a—b -

1
Ejemplo Por aplicacién directa del teorema, E_l{ﬁ} =—t—1+¢ (1>0).
s2(s—

Ejemplo (Solucién de una ecuacién diferencial) Sea N(z), t > 0 tal que

MO _ ave. a0 (14.17)
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(Describe, por ejemplo, la desintegracién de particulas de una muestra radiactiva siendo A la probabilidad
de desintegracién por unidad de tiempo.) Se puede resolver mediante transformada de Laplace: Sea N(s) =
Z{N(t)}, entonces, aplicando transformada de Laplace a la ecuacién se obtiene una ecuacién algebraica
equivalente:

sN(s)—N(0) = —AN(s),
N(s) = ivioi- (14.18)

Aplicando (14.10) paran=0y a = —A, resulta

N(t) =N(0)e™*. & (14.19)



14 TRANSFORMADA DE LAPLACE



15 BIBLIOGRAFIA 1

15. BIBLIOGRAFIA

- T.M. Apostol, Andlisis matematico, Ed. Reverté.

J.W. Dettman, Applied complex variables, McMillan Company (1984).

- J. Pefiarrocha, A. Santamaria, J. Vidal, Variable complexa, Universitat de Valéncia (2006).
- R.A. Silverman, Complex analysis with applications, Dover Publications Inc. (1984).

- M.R. Spiegel, Variable compleja (serie Schaum), McGraw-Hill (1991).

- M.R. Spiegel, Transformadas de Fourier (serie Schaum), McGraw-Hill (1991).

- M.R. Spiegel, Transformadas de Laplace (serie Schaum), McGraw-Hill (1991).

- A.D. Wunsch. Variable compleja con aplicaciones, Addison-Wesley Iberoamericana (1997).

AGRADECIMIENTOS

Agradezco a C. Garcia Recio correcciones y sugerencias de mejora y a J. Nieves por proporcionarme las
tablas del apéndice [A]



15 BIBLIOGRAFIA



A INTEGRALES Y SERIES 1

A. INTEGRALES Y SERIES

Tablas elaboradas por J. Nieves.

1: fom#;pdx:# (a>0) 2 [T =g
3 0 e = 32\7% 4 2 x4x+166;5-2k9dx_ B
5: fy 11);4 = T\% 6: |17 x2+a2)d(fc2+b2)2 = szga(ﬁbb))z (a,b>0, a#b)
70 [ #;)zdx =31 (4> 0) 8: f; =) gy — 1
9: [+ Ser;z _z 10: ;= cc;s—H)) dx — ne"‘ia-i—l) (a>0)
11: [ Se‘;(x)dx =3z 12: [ g =1 (0> 0)
13: [ 5y = Ze Vi sen( L) 14: |72 2 v = Z(cos(2) — 1/e)
15: [y S dx=n 16: [ ooy = 725 (a>0, &> 1)
17: [} sen®(x)dx = nb’T)l,),” 18: [ dzzcos(Aq) = —im  y:lz—2|=
19: ;7 520 ax =m0 (a>0) 200 [T il = [7 _ Tb} (a,b>0, ab)
21: [ (Tisg; dx={Z 22: [ ]i);gix;dx = ﬁ sen (£+9%) e’ (a>0)
23: Jy" a+bcos(f)x+csen(x) = \/2;:251%;(22 24: 57 (a+bfgs(x))2 = (azzg’?)s/z (@>b>0)
(a> > b* +c?)
25: [37d6e5®) sen(n6 —sen(0)) = 0 26: [;7d0e®) cos(nf —sen(8)) =%  (n=0,1,2,...)
27: [ Tosdx = 5561?(25—”) 28: [, X;STZ;Y) dx =sign(a)Ze 1" (a,b € R)
0 |p/>1
29: (17 Fadx=1 30: [freeivtgr = |pl<1  peR
7 Ipl=1
31 [y cos(¥P)dx = [y sen(P)dx = 31/F 32 [[Tdnir = gl (0<a<l)

Ayuda: [77 e dx =1
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33:

35:

37:

39:

41:

43:

45:

47:

49:
51:

53:

o 22251‘2"3 dx = cosh(77rra/2)
Jo~ f@zdx =-3
Jo~ 1+x2 - 3ﬂ%%\/j
I o)
(0<a<b)
0" s dx = 7 n(Jal)

) n(x) __ 1972
Jo x3+1( 1ydx = T8
e
0 1+x

f3 md.x = ln<g)

ydx = —T2(31 1 4)

fé’)ﬁ\ [“dx =1 [21/4005(%) —1]

= o (% +mn%(la)))

ln
J 0 x2+a2

3 71?4

15

Jo &

v 1w
I'anlﬁ_?

3 L0 e v = et

5: Y (4(,11);) = %* %

7 X O(anlLl) _%2

9: Yo ni4 - gg

WL gy = Fytanh (%)

34:

36:

38:

40:

Jo~

(1+x)?

0

o P—1
+);d_

1 dx
Jo (14x2)y/x(1—x)

4
2

rlz’p) 0<p<l)

= 21%cos(%)

x  sen(pA)

fo 1+2xcos (A)+x2 dx =

sen(mp) sen(d)

(Ipl <1, Al <7, p,A €R)

42: fO 1+x4 _%
44: fo 1+x4 37:3\/
46: fO 1+x2 %3
48: J3 e =
50: fo)ﬁzaz xdgx =24macos(3E) + % (a>0)
52: [y Ccocfgqax dx = stz (lal <1)
1 t>0
4 i e (o= 20 i
2: 9 n2+a2 = Zcotanh(7a)
4: Y, (Zl)f 1
6: X1 g7 =3
e I C)
10y, S =18



B EJERCICIOS 1

B.

10.

11.

12.

. Sean z1,z € C distintos. Demuestra que Im(

EJERCICIOS

. Calcula las siguientes expresiones:

. d) Arg((ﬂ+i)/(—f2+i\/§)), o) L1

Z—1

443 o (4+3i)(2+1)
) 3 BVIS2 C)‘(1+2i)(4—3i)

. Demuestra Vz1,22 € C |2125 +2}22| < 2Jz122].

Z1—1
I—22

) =0 (excluyendo z = z;) es la ecuacién de la

recta que pasa por 7 Y 22.

Calcula (2+i2\/§)1/3 expresando el resultado en coordenadas polares.

. Encuentra los minimos valores enteros positivos de m y n tales que:

(f3+i)m:(1—i)”.

. Expresa la funcién f(x,y) = 2xy +x> +y? como un polinomio en z = x+iy y su conjugado.

. Obtén todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

3 f)Z:L 1—V3i

4 . 4 3 3 2« 9
a)z7’=1—i, b)(z—2i)"=1, c)0=z"+(z—1)’, d)z=7", e)z=—, , 7= .
) )(e=20) =1, 0= +(-1)%, d) )i=2. fe=r g =

Estudia la validez de |a siguiente desigualdad |z—w| < |l —z*w| donde z,w son niimeros complejos.
Determina también cuando se da la igualdad.

. Para z € C tal que |z|> +alz—1|> < 1, determina los valores maximo y minimo de |z| en funcién de

a> —1.

1
=z 2 es imaginario puro.

Para z # —1, demuestra que |z| =1 si y sélo si

4
Seaw=1-— con |z| < 1. Demuestra que |w| < 1.
z+3

Demuestra que una sucesiéon compleja z, converge al limite a € C si y sélo si lim,,_,.. Re(z,) = Re(«)
y lim,, . Im(z,) = Im(c).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Describe el interior, los puntos de acumulacién y la frontera de los siguientes conjuntos y di cuéles
son abiertos (respectivamente cerrados, acotados, compactos o dominios).

Ar={(x,y) €C, x§+;§<1} (0 < a,b),
Ar={(xy) eC, 5+5 <1} (0<a,b),
= {5 +LieC nmeN},

A4:{ei%, HEN},
={z€eC, Im(z) > 0},

A¢={z€C, |z—i|=1},
A7={z€C, [z| > 1}.

1
a) Demuestra que z(t) = 1+l describe una circunferencia en el plano complejo cuando ¢ recorre
—it
bt
R* =RU{+£e}. b) Sea z(t) = aidt cont € R* a,b,c,d € Cy ad—bc # 0. Demuestra que esta

curva es una circunferencia o una recta en C*.

Sea f(z) = 1/z*. Elige un dominio de definicién E C C\ {0} tal que E sea un dominio (regién abierta)
y f sea inyectiva. Determina el recorrido correspondiente, E' = f(E). Preferiblemente el dominio debe
ser maximal (esto significa que no puede extenderse sin que f deje de ser inyectiva).

. . . . ., -
a) Determina el dominio cuya imagen por la aplicacién z+—w = 1

b) Adaptando el resultado anterior, encuentra una aplicacién 2w que transforme el semiplano
Im(z) >0 en el disco |w—i| <2.
az+p

Yz+0

es el disco unidad, |w| < 1.

Expresa el resultado en la forma w = para a,f3,7,0 € C adecuados.

Sea P(z Z e 7', cx € R un polinomio con coeficientes reales. Demuestra que la soluciones en C
k=0
de P(z) =0, o son reales o aparecen en pares complejos conjugados.

*

z
Demuestra que no existe el limite 1im —.
z—0 Z

Sea f(z) = (x+y) . Demuestra que hm [hmf( )] = lim [hmf( )} y sin embargo no existe el limite
—0 Ly—0 y—0

lim f(z).

z—0

Demuestra que si P(z) es un polinomio de grado n > 1, entonces lim; o P(z) = co.
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21.

22,

23.

24,

25,
26.

27.

28.

29.

Determina los puntos en los que las siguientes funciones complejas son derivables, y los puntos
regulares:

a) f(z) =z VzeC,

b) f(z) =z(Rez)? VzeC,
2
c) f(Z):x3—y+iy3+i% Vz=x+iyeC,

p—

z—1i

) f<z>={f¢3 s

—2i z=—i

Sea f(z) = u(z) +iv(z) (u,v reales) derivable y no nula en z=2zp. Y sea g(z) = 1/f(z). Obtén la forma
binémica de g: g(z) = a(z) +ib(z) (a,b reales) y comprueba explicitamente que el par de funciones a
y b satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en zj.

Sea w = f(z) holomorfa. Obtén las ecuaciones de Cauchy-Riemann en funcién de las variables polares
ry 8, z=re®. idem para la imagen, w = pe'®. Verifica que /7 es derivable excepto en z= 0. Como
se verd, la funcién log(z) = In(|z|) +iarg(z) es holomorfa. Intenta usar esta propiedad para simplificar
el célculo.

Sea G un dominio y G* el dominio de los elementos complejos conjugados de G. Sea F(z1,22)
holomorfa en G x G* (esto es, holomorfa como funcién de z; y como funcién de z,). Sea f(z) := F(z,z")
definida en G. Demuestra que f(z) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un punto z sii
F>(z,z") se anula, donde F>(z1,z2) denota la derivada parcial de F(z;1,z2) respecto de z,.

Sea f(z) holomorfa en un dominio D, tal que |f(z)| es constante. Demuestra que f es constante.

Sea f(z) (z=x+iy) una funcién entera holomorfa tal que Im f(z) no depende de la variable y y
f(0) =i. Demuestra que f(z) no puede anularse si z no esté en el eje real. Calcula f(—1+1i) sabiendo

que f(1)=0.

Determina la constante a € R de modo que la funcién v(x,y) = sea armoénica en C\ {0}. Para

x? +ay?
ese valor de a determina todas las funciones de la forma f(z) =u+iv (u real) que sean holomorfas
en C\ {0}. Expresa f(z) como una funcién racional de z.

(z—1)(ef+1) e+tet

Calcula el limite lim — - . iSe puede usar I'Hépital para calcular lim
=T Z (TC—i—lZ) 700 @& — 7%

?

Sea f:C — C una funcién tal que f(z+w) = f(z)f(w) Vz,w e C. Demuestra que si f es derivable
en alglin punto entonces es entera.
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30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Sea C el cuadrado que une los puntos z=0, 1,1+1i,i, y sea I la imagen de C por la aplicacién w = ¢,
a) Dibuja la curva T (con suficiente detalle). b) Encuentra las raices de la ecuacién w* — (1+i)/2 =0.
¢) Enumera cudles de estas raices se encuentran en el interior de I

Halla todas las soluciones de las ecuaciones
(a) exp(z) =i, (b) cos(z)=2, (c) log(z) =i, (d) log(i—z)=im, (e) tanh(z)=1.

Sea a € R tal que |a| < 1. Demuestra que la ecuacién sen(z) = a sélo tiene soluciones reales.

Sea Log(z) la rama de la funcién logaritmo neperiano con corte de rama en el semieje real positivo
y Log(—1) = im. Calcula Log(i) — Log(—i).

7 z+a
(54+1)3  24p?
valores de a y b para los que la funcidén es arménica en un entorno de z =0.

Sea la funcién real u(z) = arg< ) con a,b € C y arg € [0,27[. Determina si hay

1/2_1 )

Sea f(z) = Zl/ﬁtﬁ y sea Y el camino z(t) = —1+42¢", 0 <t <2xm. Si parat=0 se han elegido
z

las ramas de z!/2 y 7!/ de modo que z!/2 =z!/4 =1 y luego los valores quedan determinados por

continuidad sobre ¥, obtén el valor de f cuando t = 2m. Expresa el resultado en forma binémica.

Sea la funcién multivaluada f(z) = ((z— 1)(z —2i))"/?. Elegimos el corte de rama a lo largo del
segmento que une 1 con 2i. Determina el valor de f(0) para la rama en la que f(z) es asintéticamente
+z para |z| grande.

b
Seaz,=1+2iyz,=2+8i,y f(z) =x>—iy>. Calcula la integral / f(z)dz alo largo de (a) la
Za
parabola y = 2x?, y (b) la linea recta que une z, con z,. Demuestra que la parte real de esta integral
no depende del camino.

Sea f(z) = az+ Bz para a,B € R. (a) Calcula Ic :/f(z)dz, siendo C el segmento recto que une
c

za=0con z, = 1 +i. (b) [dem siendo C el arco sobre la parabola x = y*> que une los mismos puntos.
(c) Demuestra que en realidad Re(I¢) esta determinado por los extremos z, y z, y no depende de la
curva concreta.  Es esto cierto para Im(I¢)?

Obtén el valor de la integral %(z*)zdz alrededor de las circunferencias
(@) C(0,1) y (b) C(1,1).

[C(zo,7) denota la circunferencia centrada en zy € C con radio r > 0 y orientada positivamente.]
Sea y(t) = ¢" con 0 <1 <2x. Calcula [, f(z)dz para

(@) f(z):lz> (b) f(z) =log(z), () f(z) =z

Z
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41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

Usa 0 < arg(z) < 27 para evaluar el logaritmo y la raiz (en y/z = €!°8(2)/2),

. . . . dz
Sea C el camino de z=1i a z =1 representado en la figura. Calcula la integral | —.

N

1

—————dz sobre | i f i C(0,2),y (b) C(—1—1i,1).
251 ¢ sobre las circunferencias (a) C(0,2),y (b) C( i,1)

Calcula la integral 7{

. 1
Justifica que f(z) = T2 admite una primitiva en Q = C\ {i,—i}.
z

Comprueba que zlog(z) —z es una funcién primitiva de log(z). Utiliza este resultado en la superficie

de Riemann del logaritmo para obtener /log(z)dz siendo ¥ un camino cerrado en C que rodea n

veces =0y empieza en z = zg. El resultado no depende de en qué hoja de la superficie de Riemann

se empiece. ; Es esto cierto para /zlog(z) dz?
Y

Sea log(z) la rama del logaritmo con —7 < arg(z) < m. Prueba que para 0 < r < 1 se tiene

1
/ —log(1+z2)dz=0.
Cc(0,r)

2
Deduce entonces que / In (1+7*+2rcos(0))do =0 0<r<1).
0

Sea f(z) una funcién entera, a,b € C con a # b y R > max{|al,|b|}. Demuestra que

f(2) )~ fla)
/c(o,ze)(z—a)(z—b)dz_zm b—a

Deduce entonces que toda funcién entera y acotada es constante (teorema de Liouville).

Para las curvas (a) {z(t) =cos(t)e, 0 <t <2x}y (b) {z(t) = cos(t) +isen(2t), 0 <t <2}, obtén
el indice de un punto arbitrario del plano complejo (que no sea de la curva).
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Sea f(z) una funcién entera holomorfa no constante, y sea {C(A)} una familia de curvas de Jordan
con un parametro A € [a,b] de modo que cuando A; < A, la curva C(A;) esté contenida en el interior
de C(A2). Si llamamos M(A) al maximo de |f(z)| sobre la curva C(A), demuestra que M(A) es una
funcién estrictamente creciente, es decir, si A; < A, entonces M(A;) < M(A,).

Halla el méaximo del médulo de la funcién f(z) = cos(z) en el conjunto S = {z=x+iy,|x| < m,|y| < 1}.

Sea f(z) analitica en 1 <|z| <2y tal que |f(z)| <3 en |z] =1y |f(z)| <12 en |z] = 2. Demuestra
que |f(z)| <3|z)* en 1<z <2.

Sea D un disco cerrado cuyo centro esté situado por encima del eje real. Sea o € D un punto en el
que |e* — 1 —az| alcanza un maximo en D. Demuestra que o no puede estar situado por debajo del
eje real si a es real y no nulo.

Determina el radio de convergencia de las series

oo

- L 7"
@ X0 X @ ooty

n=1 n(n

Calcula el radio de convergencia y la suma de las series

= R
(a) ;nz, (b) ;(n_l)!.

Sea o € C. Desarrolla en serie de Taylor la funcién (1+z)* alrededor de z =0, para la rama en la
que la funcién toma el valor 1 en z=0, y determina el dominio de convergencia.

Determina los desarrollos en serie de Taylor alrededor de z =0y los dominios de convergencia de (a)
1
U_fj)l’ (b) arctan(z), y (c¢) f(z)=1log (1—:) La funcién log(z) estd definida en la rama

log(1) =0, y la funcién arctan(z) en la rama arctan(0) = 0.

Determina el radio de convergencia del desarrollo en serie de Taylor en z =0 de f(z) =1/(2—
exp(sen(z))) asi como los coeficientes del desarrollo hasta orden z* inclusive.

m t n
Calcula el Iimite lim sen” (tan"(z)) B.1

——————  siendo n,m enteros positivos
z—0 tan”(sen™(z))

a) Sea f(z) una funcién entera y tal que Vz € C |Im(f(z))| > K para cierto K > 0. Determina la

forma mas general de f(z).

b) Sea n un entero positivo. Encuentra la forma mas general de una funcién g(z) entera tal que
8(z)

lim =—= =0.
z—oo 7

B-1Como es usual, sen(z) = (sen(z))", etc.
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59. Sea w = f(z) una funcién analitica sobre la curva z(t) =log(t+1i), 1 <t <2y argumento en | — 7, [
para el logaritmo. Se sabe que w = 1/¢> sobre la curva. Encuentra el maximo dominio de analiticidad
de f(z) en el plano complejo y determina el valor de w en z =0.

60. Sea f(z) una funcidn entera que toma valores imaginarios puros sobre la recta y = x+2. Determina
el valor de f(—1+2i) sabiendo que f(i) =1-+i.

61. Encuentra los desarrollos en serie de Laurent de las siguientes funciones en los dominios indicados

e
a) ——, 0<|z—1],
) o 0<kt
z—sen(z)
b) =, o<,
z—3 1
c) ——sen| —— |, 0<|z+2|,
) z+2 <z+2> l2+2]
1
d )= —>, I <l|z+1]<2.
) 1= gy 1<k
62. Encuentra los coeficientes del desarrollo de Laurent correspondientes a
+o0
Z
#1425 - Z cnZ"
n——oo

de modo que la serie converja en z = 2i. jCual es la regién de convergencia de la serie? Aparte de
calcular ¢, para n arbitrario, explicita los valores de ¢, para n=0,41,+£2.
cos™(z) - ,
63. Sea f(z) = 30 m € Z. Calcula la parte principal de su desarrollo en serie de Laurent en
sen3(z
0 < |z] < R. Determina el maximo valor de R.

2 1 ) 3
64. Estudia las singularidades de la funcién f(z) = seEer3(7r ))iin(ﬂ)/ R
z z

65. Sea log(z) la determinacién del logaritmo correspondiente a —7 < arg(z) <, y sea o € C\R. (a)
—a

Demuestra que la funcién f(z) = log (Za*> es regular en la corona || < |z| < eo.

z—

(b) Determina la serie de Laurent asociada.
66. Sea (1/z2)+ := |z]'/2e!™2+()/2 siendo 0 < arg,, (z) < 27, y (v0); :=0, y

1
/= (Vz—a)+(Vz—b)+

(a) Demuestra que la funcién es regular excepto en el intervalo real [a,b] (corte de rama).
(b) Calcula el desarrollo en serie de Laurent de f(z) centrado en 0 valido para z grande hasta orden
1/2% inclusive.

para a,b reales tales que a < b.
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Usando el principio del argumento, determina el niimero de raices de z* +z> +4z> +2z+3 en cada
uno de los cuatro cuadrantes.

Aplica el teorema de Rouché para determinar el nimero de soluciones que tienen las ecuaciones
siguientes en los dominios especificados:

a) *—5z+1=0en 1<z <2

b) z>—cos(z) =0 en |z] < 2.

c) e€=37"en |zl <1, paran=0,1,2,.

d) f(z)=zen|z] <1, siendo f(z) analiticaen |z] <1y |f(z)|<1en|z|=1.

sen(7z)

DA+ (1+i)zt+izd +z+ 17

a) Demuestra que todas sus singularidades estan en el disco |z| <3 y que exactamente una de ellas
es evitable.

b) Usando el valor de la singularidad evitable para factorizar la funcién, demuestra que el disco se
puede reducir a [z] <3/2.

Sea la funcién f(z) =

Sea f(z) analitica en el disco cerrado |z| <1, y tal que |f(z)| =1 en la circunferencia |z| = I.

a) Demuestra que f(e) = D™ ;e R, siendo n un nimero entero y () una funcién real
continua y periddica con periodo 2.

b) Demuestra que n es el nimero de ceros de f(z) en |z] < 1.

c) Demuestra que cuando n =0, |f(z)| debe ser constante en |z] <1.

d) Demuestra que en este caso también f(z) debe ser constante en |z| < 1.

o0 1
Calcula la suma (Sugerencia calcula primero -
Z g P n;m 2tal )
/2 1
Calcula la integral I:/ ————dx. Simplifica el resultado y encuentra formas de compro-
—n/2 1 +isen(x)
1 /= 1
barlo. [S ia: d t [ I=— ——dx.
arlo. [Sugerencia: demuestra primero que 2 ) 2 T isen(y) x. ]
T dx
Calcula la integral I:/ ——=, a>0.
& o (¥ +a?)?
T cos(x
Calcula la integral = / 27)2 a>0.
X“+a
—+oo
Calcula la integral I:/ sen(x) dx.
0

~+oo ~+oo
Calcula las integrales  I; :/ cos(x*)dx, I :/ sen(x?)dx.
0 0
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77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.
84.

85.

86.
87.

88.

89.

90.

eax

~+oo
Calcula la integral I:/ dx, (0<a<l).

1+4+e*

) teo + log(x)
Calcula las integrales :/ a1 :/ dx.
alcula las integrales I BT X el A X

14+x

Calcula la integral I:/ dx, O<a<l.
0

_ Foo dx
Calcula la integral 1= ‘@/43 m

+o0 xa—l

Calcula la integral I= 9/ dx, a>0, O0<a<l.
0

X—a

Calcula la integral b.

b 1

I:/ —————=dx, a<
a \/(x—a)(b—x)

Obtén las series de Fourier complejas de fi(x) = cos?(x) y f2(x) =1/(2—e™) validas en R.

Sea f(x) = 1 +x. Obtén su serie de Fourier trigonométrica en [—1,1] y sus series seno y coseno en
[0, 1]. Deduce la identidad

Sea f(x) la funcién que coincide con cosh(ax) (a € R) en el intervalo —m < x < 7 y fuera se repite
periédicamente. Obtén su serie trigonométrica de Fourier valida en R.

f(x) es real y positiva, continua, par en x y en a y vale 1 cuando a = 0; comprueba que el desarrollo
obtenido es consistente con estas propiedades.

*2/2

Calcula la transformada de Fourier de la funcién e™*/*cos(ax), a € C.

Halla la transformada de Fourier compleja de ®(x)cos(@x), ® € R. Verifica que la transformacién
es analitica para Im(k) < 0. Invierte la transformacién mediante una integral de contorno.

1

Calcula la transformada de Fourier de V(¥) = 1¢~™ (m > 0) siendo r = [|¥||, ¥ € R’.

2

d d
Y +3—y +2y= ¢~ usando la transformada de Fourier.
X

Encuentra una solucién y(x) de la ecuacién 2 3
x

Resuelve la siguiente ecuacién integro-diferencial mediante transformada de Laplace:

d X
2y

=e " > = R.
T Oy(t)dt e”, x>0, y0)=ac
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