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Prologo

El mejor homenaje de reconocimiento a la labor de un profesor universitario es
dedicarle un libro que recoja los trabajos de sus compaiieros y amigos. Y Florentino
Garcia Santos, que fue un hombre cabal y lo demostré a lo largo de su vida, merece
nuestro mejor recuerdo.

Su dedicacién a la Universidad fue total y en su trayectoria abarcé todas las
facetas del auténtico universitario: docencia, investigacién y gestién. Para muchos
resulta imposible que una persona pueda realizar con brillantez todas estas tareas a
lo largo de su vida universitaria; pues bien, Florentino fue sin duda la excepcién a
la regla, pues supo hacer todo, y la muestra es su propio curriculum, dejando su
indeleble huella en su Universidad de Granada.

A lo largo de siete afios ocupd la direccién de la Seccién de Matemadticas, durante
un ano y medio fue vicedecano de Asuntos Econdmicos y de Ordenacién Académica
de la Facultad de Ciencias, y entre los afios 1992 y 2000 estuvo a cargo de los vi-
cerrectorados de Planificacion Docente y de Ordenacién Académica. Asumiendo las
competencias y tareas de un tiempo complejo, en el que en la Universidad se produ-
cen grandes transformaciones como consecuencia de la entrada en vigor de la Ley de
Reforma Universitaria, y donde Florentino, sin abandonar su dedicacién a la docencia
y a la investigacidn, participa activamente en la gestién desde los puestos que ocupa.
Asi, quiero resaltar su gestion desde los vicerrectorados de Planificaciéon Docente y
posteriormente del de Ordenaciéon Académica en la implantacion de los nuevos titulos
y la transformacién de los que ya existian. Una tarea inmensa, y complicada, en la
que habia que combinar el rigor con los diversos intereses, siempre legitimos, de
los departamentos y dreas de conocimiento. Su conocimiento de la Universidad hizo
que fueran posibles los cambios en un corto periodo de tiempo y, ademds, en una
época en que las condiciones econémicas de la Universidad no eran las méds deseables
para continuar con la consolidacién y ampliacién de la plantilla de profesorado. Su
capacidad de didlogo, adoptando los criterios consensuados con los centros, departa-
mentos y representantes sindicales, hizo posible atender a las necesidades de nuevo
profesorado y las aspiraciones de promocion y estabilizacion de la plantilla existente.

Los que le conocimos y disfrutamos de su amistad, afecto y carifio no podremos
olvidar su dedicacién a la universidad y su preocupacién por todo lo que ocurria en
su entorno. En mi caso, fue a principios del afio 1981 y desde el inicio me inspird
una gran confianza por su manera de comportarse ante los problemas y en su toma
de decisiones. Siempre tuvo en cuenta los objetivos principales de la Universidad:
la docencia, investigacion y extension, y para €l, con su claridad de ideas, todo lo
demads estaba supeditado a estas tres acciones y las actuaciones de gobierno debian
dirigirse a que se alcanzaran con la mayor calidad posible.

En los dltimos afios ocupd la gerencia de la Universidad sin variar en su excepcional



comportamiento universitario, dando un ejemplar modelo de su forma de pensar a
favor de una Universidad en la cual tenia muy claro a qué se debian dedicar los re-
cursos. Por eso recort6 en lo que pudo los gastos superfluos, y establecié un plan de
austeridad donde no se escatimé para que la Universidad cumpliera con sus funciones
esenciales. Gracias a €l hemos podido sanear nuestras cuentas y cumplir con nuestros
COmMpromisos.

Su autoridad, reconocida por todos, se basaba en la persuasién y en el conven-
cimiento. Asi, en las reuniones de equipo siempre valoraba los pros y contra de las
decisiones, y su opinidn, clara, precisa y convincente, tenfa siempre un gran peso en la
accion de gobierno. De hecho, conocia perfectamente los problemas del profesorado,
de los estudiantes y del personal de administracion y servicios.

En Florentino hubo mucho mads, pues era un gran docente y posefa una inteligencia
capaz de hacer pensar. Le acompaii6 siempre el sentido de la amistad profunda, y le
recordaremos como un hombre integro que hizo de su vida la defensa permanente de
los intereses de la Universidad.

Nos dejé un hombre cabal, trabajador infatigable, un universitario con un pro-
fundo sentido humano y social. La comunidad universitaria de Granada siempre le
recordard, pues para todos Florentino Garcia Santos serd un referente al que constan-
temente tendremos presente.

Francisco Gonzalez Lodeiro
Rector y compaiiero

11









Contribuciones






Florentino Garcia Santos: In Memoriam
Universidad de Granada, 2011, pags. 1-8

Inmersiones armoénicas de superficies de Riemann en R?

Antonio Alarcéon e Francisco J. Lopez

Resumen En estas notas repasamos algunas propiedades globales de las inmersio-
nes armonicas de superficies de Riemann en el espacio euclidiano tridimensional,
enfatizando aquellas relacionadas con la aplicacién de Gauss.

1. Introduccion

La interrelacién entre los conceptos de inmersién minima, inmersién conforme e
inmersién armoénica de superficies de Riemann en el espacio euclidiano tridimensio-
nal R3 es un asunto crucial en la teorfa de superficies. Sabemos que una inmersién
conforme es minima si y sélo si es arménica, y en este caso su aplicacién de Gauss
es también conforme. Sin embargo, una immersién armonica no tiene que ser nece-
sariamente conforme como muestra la siguiente parametrizacién del helicoide, o para
ser mds precisos, de una mitad de ésta superficie con borde su eje:

X:C—R3  X(2) =R 1€,12).

Ciertamente, la familia de inmersiones armonicas de superficies de Riemann en
R3 es muy amplia y dificil de tratar de forma sistemdtica. Sin embargo, la subfamilia
de tales inmersiones con aplicacién de Gauss cuasiconforme da lugar a una teoria
muy rica que engloba a la cldsica de superficies minimas. En estas notas haremos
un repaso breve de algunos de los resultados globales obtenidos recientemente por
los autores en [1] para esta familia de superficies. Muchos de ellos representardn una
clara generalizacién de lo conocido para el caso minimo, en especial en lo relativo
al tamafio de la imagen esférica de la superficie.

No quisiéramos acabar esta introduccion sin dedicar unas palabras a nuestro afio-
rado compaiiero Florentino Garcia Santos. Florentino fue para muchos un ejemplo
de rigor y dedicacién a su profesién, y aunque nuestra relacion se circunscribié al
dmbito de lo estrictamente profesional, en nosotros permanecerdn imborrables tanto
su inquebrantable compromiso con toda la comunidad universitaria como su sencillez
y cercania hacia aquellos que tuvimos la fortuna de conocerle.

Antonio Alarcén, alarcon@ugr.es
Francisco J. Lopez, filopez@ugr.es
Dep. Geometria y Topologia, Facultad de Ciencias, Universidad de Granada, 18071-Granada
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2. Inmersiones armoénicas y representacion de Weiers-
trass

Sea M una superficie de Riemann y X = (X;)j=123: M — R? una inmersién
de M en R3. Por definicién, la inmersién X se dice arménica si X es una aplicacién
armonica (esto es, si X; es armonica, j = 1,2, 3). En este caso, también se dice que
S = X (M) es una superficie arménica con parametrizacion X.

Una superficie armonica puede admitir diferentes parametrizaciones armonicas,
como ocurre en el caso del helicoide:

Y; : C — R3, Yi(z) = R(e?,1e7,12), !
Yy : {R(z) >0} - R3  Ya(z) = R(sinh(z),2cosh(z),22) M

Obsérvese que Y, es conforme, mientras que Y7 no lo es.

Como consecuencia del principio del maximo para funciones armoénicas, las su-
perficies armdnicas no tienen puntos elipticos, esto es, su curvatura de Gauss es no
positiva en toda la superficie. Nétese que la composicion de una inmersién armdnica
con una transformacién lineal proporciona otra inmersién armoénica, que en lo que
sigue se dird linealmente equivalente a la anterior.

Sea X : M — R? una inmersién arménica.

Por la armonicidad de X, la 1-forma vectorial ® = (®;),=123 = (0.X;);j=1,2.3
es holomorfa sobre M. La pareja (M, ®) es referida como la representacién de
Weierstrass de X. La 2-forma holomorfa sobre M dada por $ := 25:1 @? es
conocida en la literatura como la diferencial de Hopf de X. Una inmersiéon armonica
es minima si y sélo si su diferencial de Hopf es nula.

1/2

La métrica conforme ||®|| := (Z?:1 |<I>j|2) / fue introducida por Klotz en [3]
y satisface la desigualdad ds®> < ||®||?, donde ds? es la métrica riemanniana en M
inducida via X por la métrica euclidiana de R®. La desigualdad || < [|®||* se
satisface sobre M y expresa simplemente el hecho de que X es una inmersion.

Este proceso es reversible. En efecto, la construccién de una inmersién armo-
nica X : M — R3 pasa por dotar a la superficie de Riemann M de una tri-
pleta holomorfa sin periodos reales ® = (®;);—123 satisfaciendo la condicién
| Z?Zl 3| < 22:1 |®;|2. Con esos ingredientes, basta con definir

X:M—R? X(P):S‘E(/Pé).

Llamaremos & : M — S? a la aplicacién de Gauss de X que preserva la orien-
tacion (o de jabociano positivo). No es dificil ver que

@:

%(@263, (1)361, (1)162) o 1P A 6
3 2)

[S(@2@3, D3P, @1 @o)|| 12 AD||
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Si € : 8% —1{(0,0,1)} — R2 &(z1,292,73) = (x1/(1 — x3),22/(1 — x3)) es la
proyeccién estereografica, la aplicaciéon g := & o & es conocida como la aplicacion
de Gauss compleja de X. Si X (M) no es un plano, & es una aplicacién abierta de
rango maximo salvo en un conjunto discreto de puntos donde presenta ramificaciones
topoldgicas. Ademds, para cualquier v € S?; el conjunto &1 ({v, —v'}) coincide con
el conjunto de ceros de la 1-forma (v, ®) sobre M, siendo el orden de cada cero
igual a la ramificacién de & en ese punto.

Si fijamos una parametrizacién conforme (U,z = w + w) en M y escribimos
Q| = p;(2)dz, j =1,2,3, y ® = ¢(2)dz, se tiene que

J@or R0

lenel?’ 16 A B2

)

donde K es la curvatura de Gauss de (M, ds?), H la curvatura media de X en la
direccién de & y h 1= §/|dz|? = Zj.:l 3.

Los datos de Weierstrass de X se pueden reescribir en términos de §) y g como
sigue:

R(g)(1 - [g]*) S(9)
W.1) &, = \— A2 — 9,
WD % lgl(1 + |g]*) ' ]

& 2
W2) b, = SW |92| )\ 4 ) V2 6.y
|g[(1 +[g]?) lg]

2|g|

W.3) By = ,
(W.3) @3 T IgF

donde \ := %gl‘gﬁ). Ademas,

d=g gA=VAX—9) Ozg 19
== <1, —_ < 1. 3
g~ gV oy =1 Y PETIE8) ®

Como consecuencia, | ®||? = |A|? + |A\? — 9.
Reciprocamente, supongamos que M estd dotada de una 2-forma holomorfa 9,

una 1-forma holomorfa ®3 y una aplicacién diferenciable preservando la orientacién
1+]g|®

2|gl
® = (®;);=1,2,3 dada como en (W.j));=12,3 no tiene periodos reales. Entonces &
es holomorfa y la aplicacién Y : M — R3, Y = R([ ®), es una inmersién arménica
con diferencial de Hopf § y aplicacién de Gauss compleja g.

g : M — C. Asumamos que (3) se sostiene para \ =

®3, y la 1-forma vectorial
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2.1. Inmersiones armonicas cuasiconformes

Le geometria de las inmersiones armoénicas estd fuertemente influenciada por las
propiedades de su aplicacién de Gauss. Por ejemplo, una inmersién armonica X :
M — R3 es conforme (luego minima) si y s6lo si su aplicacién de Gauss & : M — S?
es conforme, y en este caso la aplicacion de Gauss compleja g es meromorfa. Resulta
por tanto natural preguntarse acerca de las propiedades geométricas de las inmersiones
con aplicacién de Gauss cuasiconforme. Dado que la proyeccién estereogrifica es
conforme, & es cuasiconforme si y sélo si lo es g, esto es, si y sélo si |u] < 1 — e,
€ > 0, donde y := 929 ¢5 el coeficiente de Beltrami de g (una expresion explicita de

0z9
|| puede encontrarse en la equacién (3)).

Definicién 2.1. La inmersion arménica X : M — R3 se dice cuasiconforme si & (o
equivalentemente g) es cuasiconforme.

Es importante resaltar que una superficie arménica puede admitir parametriza-
ciones cuasiconformes y no cuasiconformes. Por ejemplo, el helicoide admite pa-
rametrizaciones armonicas y conformes (es una superficie minima), mientras que
la parametrizacion armoénica de esta superficie presentada en la introduccién no es
cuasiconforme. Esto significa que el calificativo “cuasiconforme” debe entenderse
asociado a la inmersién armonica de la superficie de Riemann, nunca relativo a su
imagen dentro de R3.

Dada una funcién acotada f : M — R, escribamos

limsup f(P) = lim sup f,
Pooo neN ¢,
donde € C Cy C ... es cualquiera sucesion de compactos en M tal que U2, C; =
M. Si como siempre denotamos por ® y § a los datos de Weierstrass y a la differencial
de Hopf de X, respectivamente, llamaremos

. ) X 91
ix = limsup |y, i = limsup .
oo | BRTE
No es dificil probar que ix <i” < ——— <1
1+5%

Estos nimeros reales deben ser interpretados como indices de conformidad de
la inmersion. La cuasiconformidad de X puede reescribirse de forma mds operativa
como se indica en cualquiera de los tres siguientes enunciados equivalentes:

s X <1
= supy, [9]/[®]* < 1.

w iy < 1.
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Desde el punto de vista de la teoria de Teichmiiller, es interesante resaltar que X es
cuasiconforme si y s6lo si Id : M — M € is cuasiconforme, donde M€ denota a la
superficie de Riemann con soporte topolégico M y la estructura conforme inducida
por las parametrizaciones isotermas de X.

De otra parte, Osserman [5] introdujo el concepto de superficie cuasiminima para
referir a aquellas superficies de R? cuyas curvaturas principales k;, ko satisfacen una
desigualdad del tipo

O<5§—]4)1/l€2§(5

en todo punto donde no se anulen simultdneamente. Por la férmula cldsica de Rodri-
gues, la diferencial de la aplicacién de Gauss aplica circunferencias en elipses con
semi-ejes menor y mayor de longitudes |k1| y |k2|, respectivamente. En particular, la
propiedad de ser cuasiminima es equivalente a la de tener curvatura de Gauss no posi-
tiva y aplicacién de Gauss cuasiconforme, donde en este caso la superficie se entiende
dotada de la estructura conforme inducida por las parametrizaciones isotermas.

Aunque cuasiminimalidad y cuasiconformidad no son propiedades equivalentes, si
que estan estrechamente relacionadas. De hecho, si X : M — R3 es cuasiconforme
entonces la superficie X (M) es cuasiminima (lo contrario, como se deduce de lo
comentado anteriormente para el helicoide, es falso).

3. Algunos resultados de tipo Bernstein

En esta seccién enunciaremos algunos de los resultados obtenidos por los autores
acerca de la aplicacion de Gauss de superficies armdnicas. Como en el caso de
las superficies minimas, pueden entenderse como generalizaciones del teorema de
Bernstein.

Teorema 3.1 ([1]). Sea M una superficie de Riemann abierta, y sea X : M — R3
una inmersion armonica completa. Supongamos que la imagen por la aplicacion de
Gauss de la superficie estd contenida en la region esférica S* N {x3 > €} para algiin
e > 0. Entonces X (M) es un plano.

La imagen gaussiana de la trompeta arménica (ver la figura 1) es, salvo movi-
mientos rigidos, S? N {x3 > 0} — {(0,0,1)}. En este sentido, el anterior teorema es
fino.

En el caso cuasiconforme podemos dar més informacion. Por ejemplo, es conocido
que los tnicos grafos enteros (no necesariamente arménicos) en R? con aplicacién
de Gauss cuasiconforme son los planos, ver [8]. El siguiente resultado es una genera-
lizacién de lo probado por Klotz para inmersiones arménicas en [3]:

Teorema 3.2 ([1]). Sea M una superficie de Riemann abierta, y sea X : M —
R3 una inmersion armonica completa y cuasiconforme. Supongamos que la imagen
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Figura 1: Dos superficies armonicas rotacionales (ver [1]). A la izquierda un catenoide
armonico y a la derecha una trompeta armonica.

por la aplicacion de Gauss de la superficie estd contenida en la region esférica
S?2 N {|xs| < 1 — €} para algiin € > 0. Entonces X (M) es un plano.

4. Inmersiones armonicas con curvatura total finita

Una inmersién arménica X : M — R? se dice algebraica si M es biholomorfa a
una superficie de Riemann compacta M menos una cantidad finita de puntos llamados
finales (esto es, M tiene tipo conforme finito), y sus datos de Weiertrass ¢ extienden
de forma meromorfa a M con polos efectivos en los finales topolégicos de M. Si
P € M — M es un final arbitrario de M, escribiremos

Ip = méx{Ordp(@j), ] = 1,2,3} -1 Z 07

donde Ordp(-) significa “orden del polo en P”.

Es interesante observar que existen inmersiones armoénicas algebraicas no com-
pletas. Por ejemplo, consideremos X : C — {0} — R3, X(2) = R(z,22,1/2), y
notemos que X (c) tiene longitud finita, donde ¢ es la curva divergente dada por
¢:[—1,0[— C — {0}, c(t) = 1t.

Definicién 4.1. La inmersion X se dice de curvatura total finita si [, ||o|*dS <

400, donde o es la segunda forma fundamental de X y dS es el elemento de drea
de ds?.

Obviamente, la condicién — [,, KdS = [, [K|dS < +oc es mds débil que la
de tener curvatura total finita (recordemos que ||o||? = 4H? — 2K). Sin embargo es
posible probar que:

Teorema 4.1 ([1]). Sea X = (X;)j=123: M — R? una inmersién arménica, donde
M es una superficie de Riemann abierta, y denotemos por ® = (®;);=1,2,3 sus datos
de Weierstrass. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:
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(1) X es completa y de curvatura total finita.

() X es completa y algebraica, y su aplicacion de Gauss & : M — S? extiende
de forma continua a la compactificacion M de M.

() X es algebraica, y para cada final topolégico P € M — M se tiene que Ip > 1
y existe una isometria lineal Rp € O(3,R) tal que

Ordp ((RP o @)3) < OI‘dp ((RP ¢} @)2) = OI‘dP ((RP ¢} (I))l) =Ip+1

(Rpo®)s

oog (PR

(av) X es completa, algebraica y cuasiconforme.

(v) X es completa, cuasiconforme y [, |K|dS < +oc.

Ademds, si X es completa y de curvatura total finita, entonces X es una inmersion
propia que vista desde el infinito X (M) se corresponde con una coleccion finita de
planos (con multiplicidad) que pasan por el origen.

El anterior teorema generaliza los bien conocidos resultados de Osserman [6] y
Jorge-Meeks [2] para superficies minimas en R3. Este teorema facilita la construccién
de inmersiones arménicas completas y de curvatura total finita (ver la figura 2).

Figura 2: Dos ejemplos de embebimientos propios y arménicos de superficies en R3
(ver [1]). A la izquierda una esfera con tres finales y a la derecha un toro con dos
finales. No existen superficies minimas en R3 con estas caracteristicas (ver [4, 7).

Una de las consecuencias mds significativas del teorema anterior es que la férmula
de Jorge-Meeks [2] sigue siendo vdlida para este tipo de inmersiones:

Corolario 4.1 ([1]). Sea M una superficie de Riemann abierta, y sea X : M — R3
una inmersion armonica completa no llana de curvatura total finita. Denotemos por
{Q1,...,Qr}y = M — M a los finales topolégicos de M. Entonces las siguientes
afirmaciones son ciertas:
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(@) La aplicacién de Gauss de X, & : M — S?, es un recubridor topoldgico
ramificado con un niimero finito de hojas.

(b) Qj es un punto de ramificacion de & de orden I, —Ordg, ((®, G(Q;))), donde
O = (P;)j=1,2,3 son los datos de Weierstrass de X, j =1,... k.

(c) Si escribimos por v el género topolégico de M entonces

k
/ KdS = —4rDeg(®) = —2m(2v — 2 + Z(IQ]. +1)),
M

Jj=1

donde Deg(®) es el grado topoldgico de &.
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Teoria de Morse y ecuaciones elipticas no lineales

David Arcoya

1. Introduccion

Tuve la oportunidad de conocer a Floro en el afio 1985. Durante el curso 1985/86
asisti como alumno de quinto afio de la Licenciatura de Matemadticas a su curso
de Topologia Algebraica. Desde el primer momento, quede impresionado por su
seriedad, responsabilidad y “buen hacer” en una de las disciplinas mds abstractas
de la Matematica. Aun recuerdo sus palabras cuando estaba acabdndose el curso:
“/Bueno, ya podéis ir a trabajar a Italia!”. Por supuesto, reconozco que ha sido
s6lo con el tiempo y tras continuados estancias de trabajo en diversas universidades
italianas que he ido comprendiendo todo el significado de su frase; pero atn asi, desde
los inicios de investigacion, Floro ejercid y, sin lugar a dudar, seguird ejerciendo, una
gran influencia sobre la misma. Ya en la elaboracién de mi Tesis Doctoral, bajo la
direcciéon de Antonio Cafiada, me ocupe del estudio de la existencia de soluciones
periddicas de sistemas hamiltonianos en los que la Teoria de Morse y, por tanto, la
Topologia Algebraica jugaba un papel fundamental. No me cabe la menor duda que sin
la formacién recibida por su parte en la teoria de la Homologia Singular dificilmente
me habria sido posible realizar el trabajo [3]. Por ello, quiero agradecer al grupo
de investigacion "Geometria Diferencial y sus Aplicaciones", del Plan Andaluz de
Investigacion, J. A., (Céd. FQM-324) el haberme ofrecido la posibilidad de colaborar
en este volumen en el que, como un tributo personal a Floro, he pensado dedicar estas
notas a presentar una pequefia introduccién a la Teoria de Morse y su aplicacion al
estudio de problemas elipticos no lineales.

La teoria de Morse es una teoria matemadtica que liga dos disciplinas aparen-
temente diversas: la Topologia, o mds concretamente la Topologia Algebraica, y el
Andlisis Matematico, o mds concretamente la Teorfa de puntos criticos. Aun a riesgo
de simplificar en exceso, permitaseme considerar un paisaje montafioso y sea h la
funcién que asigna a cada punto su elevacién. Si imaginamos el paisaje formado
por un medio poroso e inundado por agua , la regién h. cubierta por agua hasta la
altura c serfa el conjunto h~!(—o0, c]. La teorfa de Morse estudia como la topolo-
gia de esta regién cambia cuando el agua sube (o baja). Intuitivamente, la topologia
de esta regioén s6lo cambia cuando el nivel de inundacién del agua supera la altura

David Arcoya, darcoya@ugr.es
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de un punto critico de h, es decir, un punto en el que el gradiente de h es 0. A
titulo de ejemplo podemos considerar el caso en el que M es un toro de ecuacién
x = (R+rcost)coss,y =rsent, z= (R+rcost)sins, s,t € [0,27) con R,r > 0.
En este caso, h(x,y,z) = z, para (z,y,z) € M. Esta funcién posee cuatro niveles
criticos correspondientes respectivamente a un minimo, ¢; = miny; h, dos puntos de
silla, co < c3 y un maximo, ¢4 = miny; h. Empezando por ¢ < ¢y, h. = (), mientras
que cuando el nivel supera a c;, pero no a ¢y, h, es topolégicamente hablando un
disco. Para cs < ¢ < c3, el conjunto de subnivel h. es un cilindro (o un disco con
un asa (1-cell)). Si c3 < ¢ < c4 nos queda que h. es un toro al que le cortamos un
disco (o un cilindro con una asa (1-cell)). Finalmente, para ¢ > ¢4, h. = M.
Verificamos asi que existe una profunda conexién entre los distintos niveles cri-
ticos de la funcién h y la topologia de los subconjuntos de subnivel h.. No es de
extrafiar asi que los topdlogos intenten usar funciones simples i que le proporcionen
informacién topolégica de subconjuntos de subnivel complicados, mientras que el
uso de esta teoria por parte de un analista se dirija al estudio de la topologia de
subconjuntos de subnivel simples de los que obtener informacién sobre los niveles
criticos de funciones complicadas. En la Seccién 2 de estas notas presentamos me-
ramente algunos resultados bdsicos de la teoria de Morse. Remitimos al lector al
tratado cldsico [5] o al mas reciente [4] para un estudio mas exhaustivo de la teoria.
Una aplicacién a la existencia de soluciones (débiles) de problemas de Dirichlet no
lineales que pueden ser obtenidos como puntos criticos de funcionales definidos en
espacios de Hilbert de dimensién infinita serd llevada a cabo en la Seccién 3.

2. Teoria de Morse

Consideremos un funcional J : E — R de clase C? definido en un espacio de
Hilbert E cuyo producto escalar serd denotado como (-,-). Si, para u € E, dJ(u)
representa la derivada de Fréchet de J en u, definimos J’(u) como el tnico elemento
de E que verifica,

dJ(u)(v) = (J'(u),v), YveE.

Andlogamente, si d°J(u) es la derivada de Fréchet de segundo orden, J” (u) : E —
E' es el operador lineal dado por

dJ(u)(v,w) = (J"(u)(v),w), Yv,we€E.
También denotamos como Z el conjunto de todos los puntos criticos de .J, es decir,
Z={u€ekE: Ju)=0}
Para ¢ € R, llamaremos el conjunto de subnivel c a

Je={ueFE : Ju)<c},
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y el conjunto de puntos criticos con nivel c a
Ze={ueZ: Ju)=c}.

Definicion 2.1 (Indice de Morse). Un punto critico u € E de J se dice no-degenerado
si J"(u) es invertible. En este caso, llamamos indice de Morse del punto u a la
dimension del subespacio vectorial en el que J' (u) es definida negativa.

Dado c € Ry ¢ € NU {0} se denota por Cy(J.) al cardinal del conjunto de los
puntos u € Z N J. que tienen indice de Morse g. Andlogamente, (¢ = 00), C, serd
el nimero de puntos criticos de J con indice de Morse gq.

Supondremos que el funcional J verifica:

(J1) J estd acotado inferiormente.
(J2) Todo punto critico de J es no degenerado.
Ademads, impondremos la siguiente hipétesis sobre J:

(PS) Toda sucesion {u,} en E para la que J(u,) sea acotada y J'(u,,) converja a
cero en E posee una subsucesién {u,, } convergente en E.

La desigualdades siguientes son una consecuencia de la conexién entre Cy(J.) y
los grupos de homologia H,(J.):

Teorema 2.1 (Desigualdades de Morse). Si J € C?(E,R) verifica (J1), (J2) y (PS),
entonces para cualesquiera ¢ € NU{0} y ¢ > infg J, se cumple
q q
S (=D)Frank Hy_y(Jo) <> (=1)FCoi(Je).
k=0 k=0
Observemos que en el caso particular que exista ¢ € R tal que todo punto critico de

J pertenezca al subnivel J., tendriamos que Cq(JC) = C,. Ademds, la no existencia
de puntos criticos con nivel superior a c implica que .J. es un retracto de deformacién
de E'y, por tanto,
1, if ¢ =0,

rank Hy(J.) = rank H,(F) = { 0, if g £ 0
Asi, deducimos que

Corolario 2.1. Si ademds de las hipotesis del Teorema 2.1, suponemos que existe
c € R tal que Z C J., entonces

(_]-)q S Cq - qul + -+ (_]-)qC() )
para todo q € NU {0}.

Nota 2.1. El caso en el que J posea un niimero finito de minimos aislados posi-
blemente degenerados puede ser cubierto por el teorema previo sin mds que contar
tales minimos en Cj.
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3. Aplicaciones a problemas de contorno elipticos no
lineales

Dado un subconjunto abierto y acotado 2 C R, estudiaremos en esta seccién una
aplicacién simple de los resultados anteriormente discutidos al estudio de la existencia
de solucién del problema de Dirichlet no lineal

—Au = f(z,u), x€N
w=0, zco0 @)

donde supondremos que f € C*(2 x R) verifica

T, U
i @0 5)
|u|—o0 u
uiformemente en x € €, siendo 0 < A} < Ay < --- < Ap < ... la sucesién de

valores propios del operador de Laplace —A (con condicién de Dirichlet nula en el
borde). Recordemos que ésta diverge positivamente.

En primer lugar, observemos que la condicién (5) implica que existen constantes
positivas C7, Cs tales que

|f(z,u)] < Cilul+Cq Ve, uelR,

y, por tanto, es facil comprobar que, en el espacio de Sobolev usual E = H{(€2) de
las funciones de L?(2) que son débilmente derivables con derivada débil también
en L?(€2) y que tienen traza cero en el borde S, estd bien definido el funcional .J

dado por

J(u)z%(u,u)—/ﬂF(m,u)dm, uek,

donde (u,v) = [, Vu - Vuvdz es el producto escalar de E (via la desigualdad de
Poincaré) y F(z,t) = fot f(z,s)ds. La regularidad C* de f da que F' € C?(Q2 x R)
y, en consecuencia, J € C?(E), correspondiendo los puntos criticos de J con las
soluciones débiles del problema (4). El lector no tendré ningtin problema en verificar
que la funcién v — fQ F(x,u)dx es continua para la topologia débil de FE, y, en
consecuencia, que J es débilmente semicontinua inferiormente (w.l.s.c.).

Ademids, la condicién (5) y la caracterizacién variacional de A; = inf{(u,u) :
fQ u? dr = 1} también permite probar la acotacién inferior y la coercividad de J, es
decir, h’mHu”Hoo J(u) = oo. Por consiguiente, el teorema cldsico de minimizacién
de Weierstrass establece la existencia de un minimo global de J que porporciona la
existencia de una solucién (débil) de (4).

Pero, nuestro objetivo es mostrar cémo la teoria de Morse, 0 mas concretamente
las desigualdades Morse deducidas en el Corolario 2.1 proporcionan una mejora
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sustancial del resultado de existencia anterior para (4). Concretamente, supondremos
que el problema admite a u = 0 como solucién trivial, es decir que f(x,0) = 0, para
todo x € €2 y trataremos de probar la existencia de varias (dos o tres) soluciones no
triviales. Sélo con el objeto de facilitar la lectura de estas notas supondremos, por
simplicidad, que f es independiente de x € ).

Teorema 3.1 ([2]). Supongamos que f € CY(R) verifica (5) y f(0) = 0. Si A\ =
£(0) > A1, entonces el problema (4) tiene al menos una solucion positiva uy 'y una
solucion negativa us. Si, ademds suponemos que

# > f'(u),Yu #0, (6)

entonces (4) tiene una tercera solucion us # ui,us siempre que A > Ao.

Demostracion. Empezamos probando la existencia de la solucién positiva uq si
A > )\p. Para ello truncamos la no-linealidad f tomando

) _ f(t)a SitZ()’
f(t)_{ 0, sit <0.

Con51derando F(t fo s)ds y el funcional truncado J definido en E por J(u) =
fQ x,u)dz. Un argumento similar al que hemos empleado para J prueba
de nuevo que J alcanza su minimo ming J en un punto critico u; € E, es decir, una
solucién débil de .
—Au= f(u), z€Q,
u=0, xz€dN.

Ya que A > Ay, si o7 > 0 denota una funcién propia asociada a A, entonces J(u;) =
ming J < j(tgol) < 0 para t > 0 suficientemente pequefio y consecuentemente,
uy # 0. Puesto f < 0 en (—o00, 0], el principio del mdximo implica que u; > 0 en
Q y, por tanto, es solucién de (4).

De una forma andloga, truncando, en este caso, la no-linealidad en (0, +00), el
lector puede probar la existencia de la solucién negativa ug y la primera parte del
teorema queda probada.

Para la segunda parte, empezamos probando que u; es, de hecho, un minimo
local de J. Para ello, puesto que v = u1 > 0 verifica

—Au = MU, T €,
Uy

u=0, x€df,

se tiene que el primer valor propio A; { "1)} del problema de valores propios con
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peso %“11) tiene que ser igual a uno:

W [L]

Uy

En virtud de (6), deducimos entonces que 1 < A; [f(u1)], lo cual significa que el
indice de Morse de u; es cero. Similarmente, us < 0 también es un minimo local de
J.

Supongamos ahora que A > )2 y supongamos por contradiccién que se cumple
Z = {0,u1,u2}. Si A no es un valor propio A, entonces « = 0 es un punto critico
no-degenerado de J con indice de Morse mayor o igual que 2 (puesto que A > As).
Asi, Cp = 2y C; = 0 lo cual contradice el Corolario 2.1 con ¢ = 1 y prueba
la existencia de una terceraa solucién no cero. La prueba en el caso A = A, es
ligeramente mds técnica y dirigimos al lector a [2] para los detalles. a

Nota 3.1. La tesis del teorema sigue siendo cierta aunque la hipdtesis (6) no se
verifique (véase otra vez [2]). Para mds resultados, incluyendo el niimero exacto de
soluciones remetimos al trabajo reciente [1].
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Jugando con matrices positivas: eficiencia de un estado
inicial

Margarita Arias ¢ Juan Campos

Resumen Conocedores del interés que el profesor Garcia Santos mostraba por todos
los temas relacionados con la docencia, en este trabajo presentamos algunos resul-
tados, en parte novedosos, sobre el comportamiento asintético de ciertos sistemas
dindmicos generados por matrices positivas, que bien podrian estar incluidos en uno
de los cursos de dlgebra lineal que tantas veces impartié Floro.

1. Introduccion

Una matriz A, cuadrada de orden k y positiva, es decir, con todas sus entradas
positivas o cero, permite definir un sistema dindmico en R% = [0, +00)* por medio
de la ecuacion

Un+1 = Aq_j’n @)

Son muy diversos los modelos matematicos que se ajustan a este tipo de ecuaciones.
Por ejemplo, algunos modelos de poblaciones estructuradas por edad, como el modelo
de Leslie, o los cldsicos modelos de economia de Leontief (ver, por ejemplo, [1], [3]).
La matriz A es la llamada matriz de transicion y v, es el vector de estados en la
etapa n-ésima.

Aungque la ecuacion (7), conocido el vector de estados inicial, ¥y, permite determi-
nar por recurrencia el vector de estados en cualquier etapa posterior, no proporciona
de forma inmediata un retrato general de la dindmica del proceso que describe. Para
realizar este estudio es necesario investigar los valores propios y los vectores propios
de la matriz. Como A es positiva es conocido que

Ay = mix{|A/ A € o(4)} ®)

es valor propio y que ker(A — A\, 1) RE # (. Nos referiremos a A, como va-
lor propio principal. Se dice que el valor propio principal es dominante cuando es
algebraicamente simple, esto es, es simple como raiz del polinomio caracteristico, y

Ap > AL VA € o(A) — {\, ). ©)
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Existen muchos resultados que permiten asegurar la dominancia del valor propio prin-
cipal. Probablemente el mds conocido sea el cldsico Teorema de Perron-Frobenious,
[4] (ver también [3]), que asegura que )\, es dominante si la matriz A es tal que para
algin s € N, A® tiene todas sus entradas estrictamente positivas (lo que algunos
autores denominan matrices ergodicas).

Tambien se conocen, por ejemplo, condiciones sencillas para matrices de transi-
cién de un modelo de Leslie. Recordemos que los modelos de Leslie son modelos
para estudiar la evolucién del nimero de hembras de una poblacion estructurada
por edades. En su versién mds simple, se divide la poblacién en k grupos de edad
equiespaciados de duracién d, de forma que la edad maxima de supervivencia de un
individuo es kd y se recuenta cada d unidades de tiempo; la evolucién de la poblacién
se describe mediante la ecuacién (7) con

fi fo fe=r e
s 0 .- 0 0

donde f; > 0 es el nimero medio de crias hembras que tiene cada hembra del grupo
1 (la llamada tasa de fertilidad), y 0 < s; < 1 es la probabilidad de que un individuo
del grupo ¢ sobreviva al siguiente (la tasa de supervivencia del grupo). Se demuesta,
[2], que el valor propio principal de A es dominante siempre que existan dos grupos
fértiles consecutivos, es decir, cuando f;f;y1 > 0 para algin i € {1,... k — 1}.

Bajo condiciones de dominancia es evidente que A, > 0. Ademds, si denotamos
por p el tnico vector propio cuyas componentes suman 1, se puede demostrar (ver,
por ejemplo, [2]) que dado cualquier vector de estados inicial 7y € R¥, existe una
constante ¢(vy) € Ry tal que, si @, = A"¥p, n € N, es la solucién de (7) que parte
de ese estado inicial, entonces

)\—nﬁn — ¢(Up)p, n — +o0. (10)

i
En otras palabras, la solucién de (7) que parte del estado inicial vy se comporta a
largo plazo como c(tp) Ay p. Vamos a llamar a la constante c(t) eficiencia del estado
¥g. El cdlculo de la eficiencia de un estado inicial requiere del conocimiento de una
base de R en la que A se escriba en algiin tipo de forma canénica y su obtencién

no es en absoluto trivial.

El propdsito de este trabajo es relacionar la eficiencia con un vector propio de la
matriz traspuesta de A, A?, asociado al valor propio dominante. Hay que observar
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que, como es evidente a partir de (8) y (9), el valor propio principal y la condicién
de dominancia son invariantes por trasposicion.

Aunque toda esta teoria es vélida para cualquier matriz positiva, nuestro interés
se centra en las matrices de transicién de los modelos lineales discretos de dindmica
de poblaciones, como el de Leslie, puesto que el conocimiento de la eficiencia de
cualquier estado inicial permite conocer a priori una estimacién precisa del nimero de
individuos en cada estado, no sélo su comportamiento asintético. Como consecuencia
se puede determinar, por ejemplo, la estrategia mds conveniente de distribucidn inicial
de la poblacién en procesos de repoblacion.

2. Eficiencia de un estado inicial

Dado @ € R, denotamos por |7 = Zle v; donde v; es la i-ésima componente
de ¥. Con esta notacién P cumple |p] = 1 y es un vector de tantos por uno que en
virtud de (10) es el limite en n de B

Un

[T
para cualquier solucién de (7) no eventualmente nula. Podemos, por tanto, llamar a
a p'el vector de proporciones asintéticas del sistema dinamico (7).

La solucién de (7) dada por
Dn = ApP (11)

representa la evolucién de un individuo inicialmente distibuido en la proporcién a-
sintdtica del modelo. Como consecuencia de la normalizacién [pi,| = .

Llamamos eficiencia de un estado inicial ¥y al "limite"del cociente entre la solu-
cién v, que comienza en dicho estado y la solucién (11) cuando n — oo. Este limite
puede entenderse componente a componente en las componentes de p no nulas o el
cociente entre la suma total de las componentes de cada vector, y coincide con el
valor de ¢(7) de la férmula (10). Se deduce de (10) que ¢ : ]Ri — R es la restriccion
de una aplicacién lineal definida en R¥ (de hecho (10) se puede hacer para cualquier
Uy € Rk)

Si consideramos {€}, €y, ..., €} la base canénica de R¥, el valor ¢; = c(€;) se
puede ver como la eficiencia de un individuo del estado ¢ en relaciéon con un individuo
distribuido en la proporcion asintética del modelo.

Definicién. Denominamos vector de eficiencia del modelo al vector formado por las
Lo . S t

eficiencias de los vectores de la base caénica de R¥, es decir, ¢ = (cy,...,cp)".
Con esta notacion se tiene que, para cualquier 7 € R”,

k
c(V) = Zcivi =< GU >
i=1
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donde <, > denota el producto escalar usual en R”.

Teorema 2.1. Supongamos que el vector propio principal A\, de una matriz positiva
A es dominante. Entonces, el vector de eficiencia € es el vector propio de At asociado
a \p que cumple < ¢,p >= 1.

Demostracién. Sea w un vector propio de A’ asociado a \,. Dado ¥ € R¥,

" 1 - L aa
< W, T >= — < (A5, 7 >= — < 0, A" >,
A A

< W,V >= (V) < W, p>. (12)

—

Si < @,F >= 0, entonces < @,7 >= 0 para cualquier 7 € R* y @ = 0, en
contradicién con que es un vector propio de A‘. Por tanto, < W, 7 ># 0y

. < W,V >
c(V) = ——=—=—,
<, 5>
para todo 7 € R¥. En particular,
. T
C= ———=—1, (13)
<, p>

con lo que ¢ es el vector propio de A’ asociado a A, que cumple < &, p >= 1, c.q.d.

Observacién. Dado que rg(A" —\,I) = rg(A—\,I) = k—1, el vector de eficiencia
C es la tnica solucion del sistema

(A* —\,1)Z =0, (14)

que cumple < Z,p' >= 1. Esta tltima ecuacién resulta de imponer que la eficiencia
del vector de proporciones asintéticas del sistema dindmico es igual a 1.

Un ejemplo. En [2], ejercicio 5, pag. 345, los autores proponen un sencillo ejer-
cicio en el que se trata de describir la distribucién por edades y el comportamiento
asintético de una poblacion estructurada en dos grupos de edad con f; =1, fo =3
y s1 = 2/3, partiendo de un estado inicial de 100 miembros en el primer grupo de
edad y ninguno en el segundo.

Es un ejercicio elemental determinar que para la matriz

=(ah o)
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Ap =2y p=(3/4, 1/4)". Estos dos datos nos permiten asegurar que la poblacién
total se hace cada vez mds grande y que a largo plazo la proporcién de individuos
en cada grupo de edad se ajustard al vector de proporciones p, es decir, un 75 % del
total pertenecerd al primer grupo de edad y el 25 % restante al segundo.

Sin embargo, si calculamos la eficiencia del estado inicial podemos ser mds con-
cretos en nuestras predicciones. Se comprueba que & = (8/9, 4/3)%, con lo que la
eficiencia del estado inicial dado es ¢((100, 0)*) = 800/9 y, por tanto, la poblacién
en el recuento n, U, cumple

. (1 3\" [ 100\ _..800 ( 3/4
7’”A”O<2/3 0)(0)29(1/4>'

La siguiente tabla presenta los datos reales y los obtenidos mediante esta aproxima-
cion.

n 0 ) 10 15 20
An 100 100 2100 68300 2184500 69905100
0 0 733 22733 728200 23301667

on 800 3/4 67 2133 68267 2184533 69905067
9 1/4 22 711 22756 728178 23301689

El vector de eficiencia ¢ indica la mejor estrategia a seguir en este modelo
con vistas a la repoblacién: 100 individuos del primer estadio se comportan a lar-
go plazo como % ~ 88,89 individuos repartidos segtn las proporciones de p' =
(3/4, 1/4)*, mientras que si partimos de 100 individuos en el segundo estadio, como
¢((0, 100)*) = 400/3 ~ 133,33, su evolucién corresponderd a la de 133,33 indivi-
duos repartidos segin p. También es posible analizar hasta qué punto es rentable

pagar un precio mds alto por individuos adultos.

3. El caso no dominante

Cuando el valor propio principal A, no es dominante, el estudio del comporta-
miento de A™¥, para una condicién inicial dada, ¥, se puede llegar a complicar
mucho, tanto por la posible existencia de valores propios complejos con norma Ay,
como por la multiplicidad del valor propio principal. Sin embargo, cuando A, es geo-
métricamente simple aun es posible obtener resultados semejantes a los de la seccién
anterior.

Diremos que A, es geométricamente dominante si verifica (9) y ademds

dim (ker (A — A, 1)) =1.

En este caso, p' viene naturalmente definido como el tinico elemento de ker (A—\, 1)
con |p] = 1. Se demuestra (ver anexo)
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Lema 3.1. Para cada v € R* existe una constante c(v) tal que

1 " o
a0 0P, (15)
donde s es la multiplicidad algebrdica de A\, (multiplicidad como raiz del polinomio
caracteristico). Ademds existen vectores tales que c(¥) # 0.

Podemos por tanto llamar, de forma andloga al caso dominante, a la constante
¢(?V) eficiencia del estado inicial ¥ y el vector de eficiencia del modelo serd ¢ =
(c1,...,cx)', con ¢; = ¢(&), i = 1,...,k. Obsérvese que & # 0 puesto que hay
vectores con ¢(¥) # 0. Con esta notacion,

c(¥) =<, v >, 1R,

Como en el caso dominante, el resultado anterior permite dar una estimacion
del niimero de individuos en el estado n, conocido el estado inicial ¥, siempre que
c(vo) # 0:

|T,] = |A™ 0o | =~ nsfl)\gc(ﬁo),

y la proporcién en cada clase tiende a asemejarse a la determinada por el vector
de proporciones asintdticas, p. Como en el caso dominante, se tiene el siguiente
resultado, cuya demostracion incluimos también en el anexo final.

Teorema 3.1. Sea A una matriz positiva con valor propio principal A\, geométri-
camente dominante. Entonces, el vector de eficiencia, C, es un vector propio de la
matriz A asociado a \p.

Observacién 1. Dado que A"p = AJp, es evidente que ¢(p) = 0y, por tanto, no
estd claro el tipo de normalizacién necesario para obtener el vector de eficiencia en
este caso. Un problema abierto es obtener una normalizacién apropiada que permita
determinar ¢ sin necesidad de conocer una base de Jordan de la matriz de partida.
Tampoco es obvio que halla una solucién modelo con la que comparar, como ocurre
en el caso dominante con la determinada por el vector de proporciones asintéticas.

Observacién 2. Como hemos comentado antes, cuando el valor propio principal
no es geométricamente dominante la dindmica de la ecuacién (7) puede llegar a
complicarse enormemente. Si lo que ocurre es que hay valores propios complejos de
norma )\, es posible todavia obtener alguna informacién puesto que las oscilaciones
estdn bien estudiadas y se trata de tomar valor medio en un periodo. Cuando )\, es
geométricamente miuiltiple, cada vector propio asociado a A, puede tener una eficiencia
diferente y parece dificil determinar a priori cual va a ser el comportamiento de un
estado inicial.
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4. Anexo: demostracion del Lema 3.1 y del Teorema
3.1

Por simplicidad y, principalmente, por cuestiones de espacio, vamos a demostrar
tnicamente el caso s = 2. Sea J = diag (J,...,J;) una forma canénica de Jordan
de la matriz A. Como dim (ker (A — A,J)) = 1y la multiplicidad algebrdica de A, es
2, hay un tnico bloque de Jordan asociado a este valor propio y tiene orden 2. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que es el primero, es decir, J; = A, + N3, siendo
Ny la matriz nilpotente de orden 2

0 1
v=(0 o)

Entonces, —~ A" = P diag (= J{', ..., == J")P~", para cierta matriz P no sin-
P P P

gular. Por (9), es evidente que n/l\n
P

hemos de centrarnos Unicamente en el primer bloque de Jordan. Se tiene

J' — 0, n — oo para todo ¢ = 2,...,k, luego

1 1

1 1 1
Ji==-I+—N)"=-(I Ny),
nAp ! n( +/\p 2) n( —l—n)\p 2)
yaque N3 =0y
1 1 0 1
lim —Ji' = ( ) .
n n)\g Ap 0
Fijado ¥ € R, se tiene entonces que, poniendo P = (W, ..., W),
lfm —— A" = (0,,0,...,0)P~'4.
m ——— vV =— e
o n)\g Ap , W1, Y, ; v,
pero si ¥ tiene coordenadas (v, ..., ay) respecto de la base {,...,w}, es claro
que P717 = (aq,...,ax)ty
1
lim —— A"7 = .
n nAp Ap

Basta tener en cuenta que, por construccion, Aw; = Apw; para concluir la demos-
tracién del Lema 3.1.

En cuanto a la demostracién del Teorema 3.1, también por construccién, se ob-
serva que Awy = AWy + w;. Por tanto, fijado z € ker (A" — A\, 1),

< Z >=< 7, Ay — My >=< (A" — N\, 1) Z, 16 >= 0.
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Ademds, para cada i € {3,...,k}, A™U; estd en el subespacio invariante generado
por {wWs, ..., Wy} y, por tanto,

1 - -

FA"wi — 0, n — o0, (16)
D

con lo que < Z,w; >= 10, i € {3,...,k} y Z es ortogonal al subespacio generado

por {1, Ws, ..., W}

Por otra parte, como w; € ker (A — \,I), < & w; >= 0y teniendo en cuenta
(16) y la definicién de eficiencia, es evidente que < ¢, w; >=0, i € {3,...,k}, con
lo que ¢ es también ortogonal al subespacio generado por {wi,ws,..., W} y los
vectores ¢ y 2z han de ser colineales, lo que permite concluir la demostracion.
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Conversando sobre hélices y recordando a Floro

Manuel Barros e Angel Ferrandez

Resumen Traemos a la memoria un hecho real, donde aparece Floro resolviendo
un problema de caracterizaciéon de hélices, para mostrar y encontrar la solucién a
idéntico problema en el contexto de la Geometria de Lorentz, y evocar la figura de
nuestro amigo en las tres facetas que con tanto acierto y valentia practicé: docencia,
investigacion y alta gestion.

1. El almuerzo de ano nuevo

Angel Ferrandez: Bueno chico, cincuenta y nueve tacos, el afio que viene
sesenta.

Manuel Barros: Cierto, pero a ti te faltan unos dias para estar lo mismo que
yo.

AF: ;Qué tal lo llevas?

MB: Dentro de lo que cabe bien, pero tengo que reconocerte que desde esta
mafiana estoy un poco jodido. No se me va del coco el recuerdo de Floro. El también
hubiera cumplido hoy cincuenta y nueve.

AF: Por cierto, recuerdo nuestro primer afio en el Departamento, el curso 1974-
75, cuando llegaba Pepito Castellano hablando maravillas de un zamorano que venia
de la Universidad de Salamanca para acabar la carrera de Matemdticas en Granada.
Sin embargo, la primera vez que yo lo vi fue en un bar donde ibamos algunas veces,
estaba en lo que hoy es la plaza Einstein, no recuerdo su nombre pero si que lo llevaba
un hombre, ya mayor, bajito y de pelo cano. Ademds, habitualmente, su mujer estaba
en la cocina preparando las tapas.

MB: Si hombre, el bar Modelo, el de Nicolds y Victoria.

AF: Alli estaba con dos amigos, creo que también estudiaron Matematicas.

MB: Luis Blazquez, el Rubio, y Rafael Verguillo, el Pollo.

AF: El curso siguiente, 1975-76, fue cuando Martinez Naveira llegé a Grana-
da. Recuerdo que se encargé de una asignatura que habia en el quinto curso de la
antigua licenciatura de Matemdticas, aquel plan que nosotros mismos estudiamos.

Manuel Barros, mbarros@ugr.es

Dep. Geometria y Topologia, Facultad de Ciencias, Universidad de Granada, 18071-Granada
Angel Ferréndez, aferr@um.es

Departamento de Matemadticas, Universidad de Murcia, Campus de Espinardo, 30100-Murcia
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La asignatura se llamaba Matemadtica Elemental II y en ella se explicaba Geometria
Diferencial.

MB: Precisamente yo me hice cargo de dar las clases de problemas en ella.
Entre los estudiantes se encontraba Florentino. Recuerdo que en una primera parte
de la materia se imparti6 la teoria cldsica de curvas y superficies.

AF: Siguiendo el libro de Vidal Abascal.

MB: Cierto, y ademds yo disponia de una coleccion de problemas escritos en
unas fichas, las cuales me habia proporcionado Naveira. Eran los problemas que se
resolvian en la Universidad de Santiago.

AF: Me acuerdo de aquella coleccioén de problemas.

MB: En una de aquellas clases tuve mi primer contacto matematico y directo
con Florentino. A partir de entonces, y hasta la lectura de su tesis doctoral, no se
interrumpid.

AF: ;Cémo recuerdas a Florentino de estudiante?

MB: Te voy a contar algo que probablemente recordardn algunas de las personas
que compartian con Florentino y conmigo mismo aquella clase de problemas. Seria
el mes de octubre, ya entrado, de 1975. Habia que resolver uno de los problemas de
alguna de las fichas que Naveira trafa desde Santiago. Se trataba del teorema cldsico
de Lancret.

AF: Ya, el que caracteriza las hélices, las hélices generales quiero decir, por la
proporcionalidad entre sus invariantes geométricos, curvatura y torsion.

MB: En efecto, se sabe que una hélice general es una curva que forma un
dngulo constante, tiene pendiente constante, con una direccién fija del plano, el eje
de la hélice.

AF: Pero eso es equivalente a que la torsion, 7, y la curvatura, x, de dicha curva
verifiquen una relacién de proporcionalidad del siguiente tipo

-
— = cotw,
K

donde w es el dngulo constante que forma con su eje.

MB: Cierto, y la cuestién es que Florentino se presenté voluntariamente para
resolver en la pizarra esta equivalencia.

AF: Y ;cémo fue la cosa?

MB: La resolucién de Florentino fue rotunda, rigurosa y perfecta. En cualquier
caso, fue incontestable por la manera de exponerla, llena de fuerza, convencimiento
e impetu. Cuando hubo acabado sigui6 el silencio y creo que nos falté muy poco
para aplaudir. Aquel octubre de 1975 descubri que Floro era un todo terreno de la
matemdtica.

AF: Oye ;qué te parece si, aprovechando esta anécdota, escribimos sobre hélices,
para recordar a Floro?

MB: Me gusta la idea ;quiza sobre alguna extension de la idea de hélice?
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AF: Si te parece, podemos hablar de hélices en la esfera para poder invitar a la
fiesta a las estructuras helicoidales cerradas, ya sabes en el sentido de tu articulo en los
Proceedings de la AMS. También podriamos tomar la autopista variacional para ver a
las hélices como puntos criticos de acciones relacionadas con las teorias de particulas,
justo en el sentido de nuestro reciente articulo en el Journal of Mathematical Physics.

MB: Yo pienso que deberiamos tomar un camino que fuese mds asequible,
menos técnico, que involucre maquinaria menos sofisticada. Hay que tratar de llegar
al recuerdo de Floro acompafiados del mayor nimero posible de personas que también
le querian y admiraban.

AF: Entonces, si te parece, podemos coger la vertiente relativista. Ver a las
estructuras helicoidales, a las hélices, en el mismo espacio R3, pero cambiando la
métrica Euclidea por otra con interés en Fisica, en Teoria de la Relatividad, por la
métrica de Lorentz-Minkowski. Ya sabes que el espacio es el mismo R3. Este espacio,
con la métrica Euclidea, se representa por E3, mientras que el mismo espacio con la
métrica de Lorentz-Minkoski se representa por 3. Es decir

E? = (R?, d2? + dy® + d2?),
L3 = (R3, dz? + dy* — d2?).

MB: Ya, td lo que quieres es verme otra vez a vueltas con los B-scrolls. Ya sabes
que me convenciste de su interés hace tiempo. Bueno, dejando al lado las bromas,
me parece que has tenido una gran idea.

2. La sobremesa con café, copa y Lorentz-Minkowski

MB: Vamos a ver, la idea de dngulo en E? es clara y también es manifiesto su
protagonismo en la definicién de hélice general. Para proceder con la idea de hélice
general en L3, podriamos comenzar considerando la de dngulo hiperbélico.

AF: Puede ser, pero aunque tratemos con curvas no luminosas, evitarfamos una
situacién esencial en I3, cual es la posibilidad de hélices con eje luminoso.

MB: Tienes razén, entonces deberiamos ver a las hélices generales en I3 de otra
manera diferente para no involucrar la idea de dngulo, aunque obviamente equivalente.

AF: Date cuenta que una curva, ¥(s), parametrizada por su arco en E? es una
hélice general si y sélamente si su indicatriz tangente T'(s) = +/(s) estd toda ella
contenida en un plano, II, de E3, precisamente ortogonal con su eje.

MB: Bueno, esto puede funcionar como definicién de hélice general en L3. Si
tienes una curva, y(s), en L.® que no sea tangente en ningin punto al cono de luz, lo
que equivale a que en cada uno de sus trozos conexos tengas

(v'(s),7'(s)) >0  curvaespacial,0
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(v'(s),7'(s)) <0  curvatemporal,

entonces puedes definir su indicatriz tangente (tangente unitario) por T'(s) = +/(s).

AF: Claro, y ademds observa que esta indicatriz vive en el hiperboloide de
una hoja cuando la curva es espacial, mientras que lo hace en el de dos hojas si es
temporal

T(s) € {(z,y,2) €ER® : 2% 4 9% — 22 =1} caso espacial,

T(s) € {(z,y,2) €R® : 2% 4 9% — 22 = —1} caso temporal.

MB: Ahora estd claro, entenderemos que 7(s) es una hélice general en L3
cuando su indicatriz tangente esté dentro de un plano, 11, y por tanto en una seccién
plana de uno de los dos hiperboloides anteriores dependiendo de su caricter causal.
Ast, escribiendo T'(s) = +/(s) = (2'(s),4'(s), 2’ (s)), se tiene que

a-z'(s)+b-y(s)+c-2'(s) =constante  a,b,c € R

AF: Fijate en que esta ecuacion la puedes escribir, usando el producto escalar
en L2, del siguiente modo

(7'(s),v) = constante T = (a,b, —c)
y si ahora derivas con respecto al pardmetro de la curva, obtienes

(v"(s),7) =0

es decir, la existencia, sobre cualquier hélice general, de un vector distinto de cero
# € L3, el cual es ortogonal a la aceleracion de la curva. Ademds, es evidente que
esta propiedad caracteriza a las hélices generales de 3. De manera que la recta L
generada por este vector funciona como una especie de eje para la correspondiente
hélice.

MB: Pero claro, en contraste a lo que ocurre en E? donde la forma cuadritica
asociada con la métrica es definida positiva, ahora, en I3 los vectores se comportan,
esencialmente, de dos maneras cualitativamente muy distintas frente a la correspon-
diente forma cuadratica

= Vectores espaciales y temporales (Z, Z) > 0y (%, Z) < 0, respectivamente
= Vectores luminosos (Z, ¥) = 0, con T # 0,

lo que da lugar a, lo que a priori proporciona dos grandes familias o clases de
hélices generales en LL3. Las que tienen su eje espacial o temporal, que podriamos
Ilamar hélices no degeneradas, y las que su eje es luminoso, que llamaremos hélices
degeneradas.
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AF: No obstante, a pesar de este significativo contraste entre las hélices de E? y
L3, cuando uno trata de resolver en L? el resultado de Lancret, aquel que Florentino
resolvié para hélices euclideas en una clase de problemas alld por octubre de 1975,
uno obtiene un resultado similar al euclideo. Las hélices de I3 estdn caracterizadas
por la proporcionalidad entre curvatura y torsién

T=71"K, 7 = constante.

Dentro de esta caracterizacion, de este resultado tipo Lancret, las hélices degeneradas
vienen caracterizadas por la relacién

T = %K.

MB: Pienso que deberfamos profundizar mds en la geometria de las hélices
de L3, enfatizando, esencialmente, en las diferencias que presenta su estudio con
respecto al caso de las hélices euclideas.

AF: Si, me parece bien, pero antes quiero proponerte tres cosas. La primera,
que s6lo depende de nosotros, es que empecemos hablando sobre la geometria de las
hélices euclideas. Las otras dos propuestas dependen del camarero, piddmosle que
nos cambie el mantel para poder seguir haciendo garabatos y, aprovechando el estreno
del nuevo papel, pidamos otra copa.

MB: ;Qué tal unas cafias con unas tapas de jamon para amenizar la charla?

AF: Fantastico!

3. Jamén para resolver las ecuaciones naturales de las
hélices euclideas

MB: En el curso 1978-79 Florentino ya llevaba un par de cursos en el Departa-
mento. El primero de enero de 1979, hoy hace 32 afios, yo me marchaba para Estados
Unidos a realizar un estancia de larga duracién y algunos compaiieros del Departa-
mento, entre ellos Florentino, se encargaron de sustituirme en las asignaturas que yo
habfa iniciado en octubre. Como puedes imaginar, durante una buena temporada pre-
via a mi partida, todas las reuniones del grupo de Geometria Diferencial, que no eran
pocas, tanto en el Departamento como en los sitios habituales (el Modelo, el Patio
Andaluz, la Cueva, el Da Vinci, el Barrén,...), eran monograficas. Recuerdo que en
una de ellas estaba conversando con Florentino sobre el temario de la Geometria III,
dedicada a la teorfa de curvas y superficies. Seguramente, en el primer trimestre yo
ya les habria explicado la teoria de curvas y, probablemente, hablarfa con Florentino
sobre los contenidos desarrollados incluyendo la notacién usada. En ese sentido, es
muy posible que platiciramos sobre el teorema fundamental de la teoria de curvas y
también del problema relativo a la resolucién de las ecuaciones naturales para curvas.
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AF: Yo creo que los profesores universitarios de Matemadticas tenemos, entre
otros, el reto de hacer ver a los estudiantes la existencia de estrechas relaciones entre
las distintas materias que impartimos. No puede ser que se produzca la sensacidn,
entre los estudiantes, de que el Algebra, el Anlisis, la Geometria parezcan parcelas
cerradas y aisladas de la matemadtica. En esta direccidn, los gedmetras, sobre todo
los que explicamos Geometria Diferencial, tenemos ventaja. Los dos problemas que
acabas de citar son dos buenos ejemplos que lo ilustran.

= El teorema fundamental de la teoria de curvas en E3 proporciona una bella
correspondencia uno a uno, una biyeccion, entre dos conjuntos. Uno de natu-
raleza geométrica, el de las clases de congruencias de curvas, en el espacio
E3, recorridas a velocidad uno; el otro, de naturaleza analitica, el de parejas de
funciones reales, una de ellas positiva, de una variable. Esta biyeccion se con-
sigue a través del teorema de existencia y unicidad de sistemas de ecuaciones
diferenciales traducido o aplicado a las ecuaciones naturales para curvas. Dadas
dos funciones diferenciables, x y 7, reales en una variable y siendo la primera
positiva, entonces existe (suprayectividad) una curva, tnica salvo movimientos
rigidos de E3 (inyectividad), con curvatura & y torsién 7.

= Naturalmente, a pesar del resultado anterior, no tenemos garantizada la inte-
gracion explicita de las ecuaciones naturales para curvas. Para decirlo de una
manera directa, imagina que te dan dos funciones, s y 7, reales de una variable,
el problema de encontrar explicitamente la curva, tinica salvo congruencias, que
las admita como curvatura y torsién, en general no estd resuelto. No existe, al
menos no se conoce, ningin procedimiento, ni argumento, ni algoritmo que
permita resolver, en general, las ecuaciones naturales para curvas en E3 .

MB: Es casi seguro que en aquella conversacién, mantenida a finales de 1978,
con Florentino, habldramos de estos problemas, asi como de la posibilidad de obtener
la resolucién del segundo para algunas clases de curvas. Probablemente tratdramos
sobre la resolucién del problema en el caso de curvas planas. Estas, recorridas a
velocidad constante (uno), estin completamente determinadas, salvo movimientos en
el plano, por una dnica funcién, su curvatura. Integrandola, se obtiene el dngulo que
forma la indicatriz tangente (tangente unitaria) con una direccién fija del plano y asi
sus coordenadas en una base ortonormal que incluya a dicha direccién. Se vuelve
a integrar para obtener la curva, salvo movimientos. De modo que las ecuaciones
naturales para curvas planas pueden ser resueltas por cuadraturas. También se conoce
que, para casos muy particulares de funciones, las ecuaciones naturales se pueden
reducir a ecuaciones diferenciales de Riccati. Estoy convencido de que en aquella
ocasién tratamos sobre el problema de la resolucién de las ecuaciones naturales para
las hélices generales.

AF: Claro, estas curvas forman una familia tipica para la que se pueden resolver
las ecuaciones naturales, recuperar una hélice a partir de su curvatura y su torsion.
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A gran escala, si para las hélices las dos funciones, curvatura y torsién, se reducen
salvo una constante, la pendiente, a una, entonces ocurre algo parecido a lo de las
curvas planas. La conclusién es que uno puede realizar una integraciéon geométrica,
incluyendo cuadraturas, de las ecuaciones naturales para las hélices. La esencia de
este fendmeno es la siguiente: todo el mundo conoce que una hélice circular, esto es,
una curva en E? con torsion y curvatura constantes, tiene la suerte de vivir enrollada
en un cilindro circular recto y, ademds, es una geodésica del mismo. De manera que
las hélices circulares en E? son la misma cosa que las geodésicas de los cilindros
circulares rectos de E3.

MB: Por otro lado, todos hemos visto estructuras helicoidales, hélices en la
naturaleza, que siguen teniendo la suerte de vivir enrolladas en ciertas superficies
(plantas trepadoras, cuernos y colmillos de animales, bacterias, virus, estructuras de
proteinas...) de manera que podria ser que la capacidad de enrollarse no fuese una
cualidad exclusiva de las hélices circulares. Asi, te propongo el siguiente experimento.
Tomemos una curva parametrizada por su arco, o recorrida a velocidad uno, §(s) con
s € R, que esté contenida en un plano IT de E3 y sea 5 un vector unitario perpendicular
a dicho plano. Trasladando la curva en la direccién del vector obtenemos el cilindro
recto con directriz (o seccién) la curva § y generatrices rectas paralelas a E, es decir

C(6,6) = {0(s) +t& : s,t €R}.

Se trata de una superficie llana, ya que su curvatura de Gauss se anula idénticamente.
Por lo que sus geodésicas se obtienen como imdgenes de las rectas del plano por la
siguiente aplicacion (recubrimiento Riemanniano)

D:R?— C(>6,§)  B(s,t)=0(s)+tE

Tomando una de ellas, lo cual significa elegir una pendiente, 6, la que forma la recta
con el plano,
vo(u) = ®(u.sin b, u. cos ),

ahora puedes calcular la curvatura y la torsién de esta curva en E3. Si representas
por p a la curvatura de la directriz J, en el plano II obtienes

k= (sin®0) p 7 = (siné cosb) p.

Entonces .
— =cotd Vereone ibingo!
K

obtienes que las geodésicas de los cilindros rectos sobre curvas planas son hélices
generales en E?

AF: Lo que redondea esta faena es que el recorrido que has hecho tiene retorno,
aqui los pdjaros no se comieron las migas de pan. Fijate, si te dan una hélice general,
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v(s), en E3, entonces su curvatura y su torsién satisfacen

y a partir de aqui puedes calcular # mediante cot @ = r y después la funcién p =

Sazg» asf que tienes el siguiente algoritmo

= En un plano II tomas una curva, parametrizada por su arco, cuya funcién
curvatura sea p. Esto, como sabes, lo puedes hacer mediante cuadraturas.

= A continuacién consideras el cilindro recto cuya directriz es la curva 6(s) y
con generatrices perpendiculares a 11

= En este cilindro tomas la geodésica, «, con pendiente 6, obtienes asi una curva,
hélice general, cuyas curvatura y torsién coinciden con las de la hélice general
dada. La unicidad en el teorema fundamental de la teoria de curvas garantiza
que las dos hélices se pueden superponer mediante movimientos rigidos de 3,
son congruentes.

Tienes que convenir conmigo que este argumento proporciona un elegante proce-
dimiento geométrico para resolver las ecuaciones naturales para hélices Euclideas.

MB: Si, y al mismo tiempo un ejemplo mds de la profunda conexién que
existe entre la Geometria Diferencial y las Ecuaciones Diferenciales. A propdsito
de diferenciabilidad, si nos vamos a meter en el berenjenal de la hélices en 1.3, y
teniendo en cuenta la dualidad hora-estémago, no estaria de mas que pidiéramos una
cenita suave.

AF: Otra vez estamos de acuerdo.

4. Una cena ligera para resolver las ecuaciones natu-
rales de las hélices en L3

AF: Para comenzar el estudio de las hélices no degeneradas en L3, podriamos
mimetizar el experimento realizado anteriormente en E3. Quiero decir, puedes consi-
derar un plano, 11, no degenerado (euclideo o lorentziano), entonces tomas una curva,
1) (5) no nula, es decir, que su vector tangente no sea luminoso en todos sus puntos
(que nunca sea tangente al cono de luz). En esas condiciones cabe la posibilidad de
considerar el cilindro recto cuya directriz es la curva dada y generatrices ortogonales
al plano II. Obtienes asi una superficie llana que es siempre de Lorentz cuando el
plano II sea euclideo, mientras que es de Riemann o de Lorentz segiin que la curva
d(s) sea espacial o temporal en el plano lorentziano II.

MB: Eso estd bien y no es caro, formalmente tenemos un zoo de cilindros similar
al de los cilindros euclideos, aunque ahora aparecen de dos tipos: riemannianos y



Conversando sobre hélices y recordando a Floro 31

lorentzianos, segln dicten los caracteres causales de la directriz y de la generatriz
elegidas.

AF: Claro, ahora puedes disefiar un experimento paralelo al realizado en E?.
Empiezas tomando una geodésica, no nula, de cualquiera de los cilindros construidos,
no importa que sea riemanniano o lorentziano. Entonces calculas su curvatura y su
torsién en L2 y vuelves a cantar bingo, quiero decir que ambas son proporcionales
y por lo tanto se trata de una hélice no degenerada en 3. Ahora contintias sorpren-
diéndote, pues el camino inverso sigue siendo posible: toda hélice no degenerada en
L2 la puedes ver como una geodésica no nula de un cilindro con directriz no nula.
Acabas comprendiendo que hélices no degeneradas en L3 y geodésicas no nulas de
cilindros rectos sobre curvas planas no nulas son la misma cosa.

MB: Excelente, aunque demasiado similar al caso euclideo. Para concluir con
resultados drésticamente diferentes, para obtener diferencias esenciales entre las teo-
rias de las hélices en E? y en IL2, parece obvio que tenemos que considerar ideas
naturales en L3 que simultineamente sean imposibles en E3. En resumen, investi-
gar las hélices degeneradas en LL3. Es el momento de invitar a nuestra cena a los
B-scrolls.

AF: Estas superficies, hasta donde yo sé, fueron introducidas por L.Graves,
discipulo de K.Nomizu, en su tesis doctoral publicada en los Transactions de la AMS
en el aflo 1979. Desde entonces han jugado un papel fundamental, como sabes, para
entender la geometria de IL3.

MB: Si que lo sé, aunque tuviera que pasar algin tiempo, justo el que gasté
en probar algiin resultado, para convencerme. Hoy reconozco que proporcionan una
estructura necesaria para entender LL3. Estas superficies son lorentzianas y tienen la
suerte de estar generadas por curvas luminosas.

AF: Empiezas con una curva luminosa, «(s), en el espacio L3, lo que im-
plica que su tangente A(s) = a/(s) estd en el cono de luz en cada instante y asi
(A(s), A(s)) = 0. Recordards que para este tipo de curvas se puede tomar una refe-
rencia que juegua un papel parecido al de la referencia de Frenet en las curvas cldsicas.
Ahora se llama referencia de Cartan a lo largo de « y es de la forma {4, B,C},
siendo A y B vectores nulos y C espacial, es decir, (4,4) =0, (B,B) =0y
(C,C) = 1. Ademds, (A, B) = —1, (A,C) = (B,C) = 0 y las ecuaciones que se
corresponderian con las de Frenet se escriben ahora de la forma

A" = fC,
B = aC,
C' = aA+ fB,

donde f es una funcién a lo largo de @ y a una constante no nula. En estas condiciones,
puedes considerar, la superficie reglada S, p parametrizada por X (s,t) = a(s) +
t B(s). Esto es lo que se llama B-scroll sobre la curva «. La curvatura de Gauss de
esta superficie es constante y se anula si, y s6lo si, a = 0. En este caso, de B-scroll
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llano, observa que nos hemos colocado en una situacién andloga al caso Euclideo, es
decir, que hemos construido una especie de cilindro sobre a.

MB: Perfecto, mi “cilindro” se corresponde con el caso en que la direccién
B es paralela a lo largo de la curva «, lo que es equivalente a que ésta sea una
cubica nula (o luminosa) generalizada. Si tomas una geodésica no nula (no luminosa)
v(u) = a(s(u)) + t(u)B(s(u)) de S, 5, entonces puedes usar el campo traslacional
B en L3, determinado por B, que induce un campo de Killing, que seguiremos
denotando por B, a lo largo de ~, de longitud constante, tal que (y'(u), B) = —s'(u)
es constante, ya que la geodésica ~y es la imagen por X de una linea recta. Si ahora
recordamos el teorema de Lancret, deducimos que +y es una hélice degenerada en LL3.

AF: Me toca convencerte de que el reciproco también es cierto. Para ello tomas
una hélice degenerada (5 que puedes parametrizar con velocidad constante, es decir,
(8',8") = c constante. El socorrido teorema de Lancret te dice que las funciones
curvatura x y torsiéon 7 de § coinciden (cambiando la orientacién si fuera necesario)
y el campo aceleracién de 3 es espacial. Si {T', N, B} es la referencia de Frenet a lo
largo de (3, defines los siguientes campos

h
I
<
=
+
=

el
[
|
(S
|
=

»
Il
=

donde ¢, es el caracter causal de 3y || = \/e1c.
(Qué te parece el procedimiento?

MB: No estd mal, pues observo que el campo A es luminoso, asi que tomaré o
como una curva integral de A. Ademds, he comprobado que el conjunto {A B, C’}
es una referencia de Cartan a lo largo de o, de manera que calculando c, y com-
pardndolo con la expresién que hemos visto antes, deducimos que a = 0 y que
f = &|@]. Ello me invita a considerar el B-scroll llano S, p parametrizado por

X(s,t) = a(s) + t B(s). Finalmente, basta elegir la geodésica ~ de S, p definida
por (s) = a(s) + m s B(s), donde m = —¢/2. Un célculo directo nos lleva a que
~ 'y [ tienen idénticas funciones curvatura y torsion, y el mismo caracter causal, as{
que no les queda més remedio que ser congruentes en 3.

AF: Claro, donde has usado la versién lorentziana, quiero decir en L3, del

teorema fundamental de curvas. Por cierto, hace veinte minutos que entramos en el
dia dos.
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5. Acabando con un brindis

AF: Manolo, yo creo que ha quedado meridianamente claro que trabajar en
el mundo de Lorentz merece la pena siempre que las cosas que te encuentres no
tengan su contrapartida en la geometria de Riemann. Dicho de otra manera, buscar lo
nuevo que geométricamente puede aportar L3, en comparacién con E3, y calibrar su
importancia. Precisamente es lo que hemos pretendido en nuestra conversacion sobre
las hélices. La presencia de esa especie de “cilindros especiales” propios de L3, los
B-scrolls, nos aporta esa frescura. Recuerdo que fue Alfonso Romero, en 1990 y con
relacién a problemas que estdbamos considerando en la tesis de Pascual Lucas, el
que me habl6 por primera vez de unos ejemplos muy novedosos y me insistié en que
habia que explotarlos. No lo dudamos y en apenas dos afios, pudimos dar las gracias
a Alfonso en un articulo en el Pacific Journal of Mathematics.

MB: Pasan ya los veinte afios de aquello. Entonces yo seguia comodo en la
geometria de Riemann y reconozco que me incomodaba aquello de introducir “los
epsilons” en las ecuaciones de Frenet, es decir, los caracteres causales de los campos
tangente, normal y binormal a lo largo de una curva. Me resistia como gato panza
arriba, hasta que tuvimos que buscar soluciones de la ecuacion de Betchov-Da Rios en
el espacio anti de Sitter y las encontramos mediante los B-scrolls. Fue en un articulo
de los Comptes Rendues de 1995. Desde entonces, eso de trabajar con métricas
indefinidas ya no me resulta tan agobiante, tanto es asi que me habras oido decir en
publico que “estoy enamorado del espacio anti de Sitter”.

AF: A propdsito, jsabes que el articulo que acabas de mencionar fue nuestra
primera colaboracién?

MB: Pues no lo recordaba. En cualquier caso, y desde entonces, habremos cola-
borado en aproximadamente doce o catorce articulos en revistas del JCR. Incluyendo,
claro estd, la etapa correspondiente a tu paso por el vicerrectorado.

AF: Cuatro afios, desde 1998 hasta 2002. ;Sabes que coincidi con Florentino,
él vicerrector en Granada y yo en Murcia?

MB: Claro, Florentino fue vicerrector durante ocho afios y unos meses, desde
abril 1992 hasta noviembre de 2000. En todo caso, una parte de toda una vida dedicada
a la Universidad.

AF: Créeme si te digo, y lo hago por experiencia, que son bastantes los que
creen que la gestion universitaria es una actividad menor. Probablemente sin pensar,
0 sin querer reconocer, que para seguir investigando, para seguir ensefiando, debe
haber alguien cuya ocupacidn gestora proporcione a otros las mejores condiciones
posibles para materializar las actividades investigadora y docente.

MB: Claro, lo que ocurre es que, paralelamente, pero en el otro sentido, no
todos los que se dedican a la gestion universitaria entienden lo que has dicho. Para
entenderlo, yo creo que, en primer lugar, tienes que saber lo que significa investigar
y ensefiar. Ademds, debes comprender que investigacién y docencia constituyen los
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dos pilares necesarios para que exista la Universidad.

AF: Yo creo que lo que acabas de decir se puede ver como un resumen del
perfil universitario de Florentino. De manera que, siendo un gran investigador y un
excelente profesor, entendié y, lo que es mds dificil, materializ6 su idea de hacer
gestioén universitaria siempre al servicio de la investigacién y la docencia, al servicio
de la Universidad.

MB: Mira Angel, como bien sabes, salvo algunos pocos afos fuera de la Univer-
sidad de Granada, llevo aqui, en su Departamento de Geometria y Topologia, desde
1974. Durante tanto tiempo, he vivido casi de todo. En mis primeros tiempos nuestra
unica dedicacion, quiero decir la de los profesores, era justo la de hacer de profeso-
res, ensefar de la mejor manera que podiamos. Después, pudimos aprender lo que
era investigar gracias a la ayuda de personas como Martinez Naveira o Bang Yen
Chen, pero aun asi la gestion que se hacia en la Universidad estaba muy alejada y,
ni mucho menos, facilitaba nuestra entonces recién estrenada actividad investigadora.
Justo en aquella etapa, Florentino realizé su tesis doctoral. Yo no podria decir que
desde entonces, seguramente seria desde mucho antes, probablemente por ser como
era, Florentino inicié su actividad de gestion en la Universidad de Granada. Eligio,
de todos, el camino menos sencillo, pero la labor que se hizo desde entonces en mi
Departamento, creo que en todos los Departamentos de esta Universidad, empezé a
ser la de una Universidad moderna.

AF: Si, yo creo que su actividad de gestién en la Universidad de Granada
ha coincidido con la etapa en la que ésta ha despegado para convertirse en una
Universidad moderna y con un excelente prestigio internacional.

MB: Para finalizar esta intensa entrada de afio, te propongo, en reconocimiento
de todo lo que Florentino nos ha ensefiado, y en recuerdo de su continuo ejemplo
como excelente universitario, un brindis con este magnifico y recio vino de Toro,
provincia de Zamora, donde nacié Floro.

AF y MB: {En memoria y recuerdo de Floro, nuestro amigo que se fue!
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Antonio Cafiada e Salvador Villegas

Dedicado a la memoria de nuestro querido amigo, profesor y colega Florentino
Garcia Santos.

Resumen Las ecuaciones diferenciales lineales periédicas modelan numerosos fen6-
menos en Fisica e Ingenieria. El estudio de sus propiedades de estabilidad es de gran
interés tanto tedrico como practico. En este articulo presentamos algunos resultados
recientes obtenidos por los autores para el caso escalar y para sistemas de ecuacio-
nes. Los resultados usan de manera fundamental otros previos sobre desigualdades
tipo Lyapunov, los cuales tienen interés en si mismos, independientemente de sus
aplicaciones a teoria de estabilidad.

1. Ecuaciones lineales periddicas
La ecuacién de Hill
u'(t) +a(t)u(t) =0, t e R (17)
donde la funcion a satisface a € Ly (R, R), es decir
a:R—R es T —periddicay a € L*(0,T), (18)

modela numerosos fendmenos en Fisica e Ingenieria ([9]). En particular, el estudio de
las propiedades de estabilidad de (17) es de gran interés, tanto teérico como préctico;
tedrico por las cuestiones que surgen y que estdn relacionadas con diferentes ramas de
la Matematica (topologia, geometria, andlisis, etc.) y préctico porque el hecho de que
la ecuacién (17) sea estable tiene implicaciones importantes en las aplicaciones de la
Matematica. Recordemos que la estabilidad, en el sentido de Lyapunov de (17), es
equivalente a la acotacién de las soluciones: cualquier solucién «(t) de (17) verifica

sup (|u(t)] + [ (t)]) € R.
teR
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Es bien conocido que la estabilidad de (17) depende de los multiplicadores carac-
teristicos, los cuales se definen a partir de cualquier matriz fundamental. Este camino
exige el conocimiento del conjunto de soluciones de (17).

A principios del siglo XX, Lyapunov [8] probé que si la funcién a satisface las
condiciones

r 4
0 < af(t), / a(t) dt < T (19)
0

entonces (17) es estable. Aqui, 0 < a(t) significa que 0 < a(t) c.p.d. en (0,T) y
que la desigualdad estricta se da en algtin subconjunto de (0,7") de medida positiva.
Este resultado fue significativo por dos motivos: en primer lugar, las condiciones de
Lyapunov (19) pueden comprobarse directamente a partir de la funcién a que aparece
en (17). En segundo lugar, es 6ptimo en el sentido siguiente: dada cualquier constante
C > 7, existe alguna funcién a satisfaciendo (18), 0 < a(t) y fOT a(t) dt < C, tal
que la ecuacién (17) es inestable.

Posteriormente, Borg ([1]) mejoré las condiciones de Lyapunov, demostrando que
si a satisface

T T
ac LY0,7)\ {0}, 0 g/o alt) dt, /O la(t)] dt < % 20)

entonces (17) es estable. Por ultimo, Krein [7] demostré que la ecuacién (17) es
estable si la funcién funcién |a(t)| en la expresion anterior se reemplaza por a* (t),
donde a*(t) representa la parte positiva de la funcién a(t).

Un resultado clave es que la estabilidad de la ecuacién (17) puede determinarse (al
menos desde el punto de vista tedrico), usando las condiciones de contorno periddicas
y antiperiddicas. En efecto, si consideramos la ecuaciéon de Hill (17) como un caso
particular de la ecuacién paramétrica

u’ () + (p+a(t))u(t) =0, t eR (21)

donde a satisface (18), entonces los valores del pardmetro . para los cuales (21) es
estable pueden determinarse a partir de los valores propios del problema periddico y
antiperiédico. De manera mds precisa, si denotamos por

Ao(a) < Ar(a) < Aa(a) < ... < Agp—1(a) < Agpla) < ... (22)
los valores propios del problema
u'(t) + N+ at)u(t) =0, t € (0,T), u(0) —u(T)=4'(0) —u'(T) =0 (23)

y por - - -
)\1(@) < )\2((1) < ... < )\2n71(a) < )\gn(a) < ... 24)
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los valores propios del problema

u'(t) + (A +a(t)u(t) =0, t € (0,T), uw(0) +u(T) =4 (0)+u'(T)=0 (25)
es conocido ([5], [6], [9]) que

Xo(a) < Ai(a) < ho(a) < Ai(a) < Aofa) < As(a) < Aafa) < As(a) < ... (26)
y que la ecuacion (21) es estable (zona de estabilidad de orden n) si

1€ Man(a), Aznp1(a)) U (Aanta(a), Aany1(a)) 27
para algin n € NU {0}, y que (21) es inestable si

p € (=00, 20(a)] U (Aons1(a), Aanta(a)) U (Aanti(a), Aania(a))  (28)
para algin n € NU {0}.

Observemos que en las condiciones (19) y (20) desempefia un papel fundamental
el primer valor propio del problema periédico A\g(0) = 0. Por otra parte, es claro
que, en general, no es posible determinar explicitamente ni los valores propios del
problema periddico (23) ni los del antiperiédico (25). Lo interesante es encontrar
condiciones suficientes, comprobables de manera directa a partir de la funcién a
dada en (17), que nos permitan afirmar que (17) es estable. En este sentido, a con-
tinuacién presentamos algunos resultados novedosos sobre la zona de estabilidad de
orden n, n > 1, de la ecuacién de Hill (21). Estdn inspirados en aquellos obtenidos
en [2]) para el caso de condiciones de contorno tipo Neumann. Trivialmente, pue-
den obtenerse resultados similares para el caso n = 0, que extienden el resultado
citado con anterioridad de Lyapunov (sobre la zona de estabilidad de orden 0). Las
demostraciones detalladas se pueden ver en [4].

Teorema 1.1. Sea a € L1 (R, R) satisfaciendo

IpeN, Tk e[, Bl

(29)

k<a, lalior) < KT +kE/22(p+1) cot 22T

Entonces |1 = 0 estd en la zona de estabilidad de orden n de la ecuacion de Hill

(21).

. (p+1)°7?

2,2
Para la demostracién, tengamos en cuenta que si PT’; =ad o =ad
k = a, entonces (17) es trivialmente estable. Por tanto, podemos suponer
2,2 B +1 2,2
IpeN, 3k e (25, B,
(30)

k<a, lallior < KT +E22(p+1) cot £25
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Supongamos, por ejemplo, que p = 2n, n € N. Entonces Aoy, (a) < A2n(Aap—1) = 0.
Por otra parte, usando algunos resultados previos sobre desigualdades tipo Lyapunov
(véase [2], [4]), puede probarse que 5\2n+1(a) > 0. Como consecuencia, y = 0 €
(A2n (@), A2ni1(a)) y el teorema estd probado. La demostracion es similar si p es un
nimero impar.

Nota 1.1. El caso en el que a(t) = a+ ((t), con v € Ly(R,R), fOT P(t) dt =0,
fOT |(t)| dt = 1/T, fue estudiado por Borg ([1]). Borg usé los multiplicadores
caracteristicos determinados por la teoria de Floquet y dedujo criterios de estabilidad
para (21) usando los pardmetros o'y (3. Para una funcion concreta a, esto implica
el uso de las cantidades

a() — %/0 a(t) dt

Es claro que los resultados del Teorema 1.1 son de una naturaleza diferente. De
hecho, nuestro resultado es similar a aquellos obtenidos por Krein [7]. Krein supuso

L(0,T)

k= pQTZQ y una desigualdad estricta para ||al|11(o,7y en (29). Finalmente, si para

una funcion dada a € Lt (R, R), sabemos que a satisface (30), entonces, el resultado
dado en el Teorema 1.1 es mds preciso que el de Krein, puesto que la funcion

kl/2r p2772 (p+ 1)27r2
kKT + k'/?2 1) cot k
+ (p+ )CO 2(p+1)’ € [ T2 ’ T2 }

es estrictamente creciente en la variable k.

2. Sistemas lineales periddicos

A pesar de su indudable interés, no hay muchos resultados sobre propiedades de
estabilidad de sistemas lineales peridédicos. En esta seccién presentamos algunos nove-
dosos sobre la propiedad de “establemente acotado” para sistemas lineales periddicos
conservativos, los cuales extienden el resultado cldsico de Lyapunov, mencionado en
la primera seccién de este articulo. De manera mds precisa, consideramos sistemas
del tipo

u’(t) + P(t)u(t) =0, t € R, 1)

donde desde ahora suponemos que la funcién matricial P(-) € A, y A se define como
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El conjunto de funciones reales matriciales n x n, simétricas,
T —periédicas y continuas P(-), tales que (31) no tiene soluciones
constantes no triviales y

[A] .
/‘@@M¢ﬂﬁ2&VkeR¢
0

El sistema (31) se dice establemente acotado ([7]) si existe £(P) € RT, tal que
todas las soluciones del sistema

u'(t) + Q(t)u(t) =0, t €R, (32)
estdn acotadas para cualquier funcién matricial Q(-) € A, que satisfaga
T
ax /0 pij(t) — qiz ()] dt <e.
En [7], Krein probé que (31) es establemente acotadas si A\; > 1, donde \; es el
valor propio positivo mds pequefio del problema de valores propios
u”(t) + pP(t)u(t) =0, t € R, u(0) +u(T) =u'(0) + ' (T)=0. (33)
Ademads, \; tiene una caracterizacién variacional dada por

+ = mix [ (PO0.u(0) dr (34)
0

A1 yeGT
donde

n

T
Gr = {y € H'0.7):y(0) + () = 0. 3 [ @i®F de =13 69

i=1

Aqui H'(0,T) es el espacio de Sobolev usual.

Basdndonos en estos resultados previos, podemos probar el Teorema siguiente
(véase [3]).

Teorema 2.1. Sea P(-) € A tal que existe alguna matriz diagonal B(t), continua y
T—periédica, con entradas b;;(t), y p; € [1,00], 1 < i < n, satisfaciendo

P(t) < B(t), VteR,

(36)
[

e < B, sip € (1,00], ||bf;

i < Bg:lta Slpl =1

Entonces el sistema (31) es establemente acotado. Aqui, || - ||, es la correspondiente

norma en el espacio L, (0,T).
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En el Teorema previo, la relacion C' < D entre matrices n X n simétricas significa
que la matriz D — C es semidefinida positiva. Por otra parte, la constante ﬂgi"t es la
correspondiente constante de Lyapunov para el problema de contorno antiperiodico,
definida en la seccién segunda, férmula (2.7), de [3].

Nota 2.1. El Teorema previo es optimo en el sentido siguiente: para cualesquiera
niimeros reales positivos dados v;, 1 < i < n, tales que al menos uno de ellos,
digamos vy;, satisface

v > ﬂgft, para algiin p; € [1,00], 37

existe alguna matriz diagonal P(-) € A con entradas p;;(t), 1 < i < n, satisfaciendo
|\pj;\|p7 <7, 1 <i<nytal que el sistema (31) no es estable.

A continuacién mostramos un ejemplo de aplicacion del Teorema previo, donde
las condiciones pueden comprobarse directamente usando los elementos p;; de la
matriz P(t) (véase [3] para los detalles).

Ejemplo 2.1. Sea P(t) dada por
P(t) = ( ol p”(tg ) (38)

donde

Dij S CT(R7R)a 1 S Za] S 2a
[HI] pll(t) Z Oa p22(t) Z 07 det P(t) 2 07 Vte Ra
det P(t) # 0, para algin ¢t € R.
Aqui C7(R,R) denota el conjunto de funciones reales, continuas y T—periddicas
definidas en R. Ademds suponemos que existen p1,ps € (1,00] tales que

p%z
ot — [Ip11 |,

ant

IP11llpy < Bprs P2z + llpe < Bon't. (39)

P2

Entonces (31) es establemente acotado.

Nota 2.2. Observemos que de (39) podemos deducir

ant

HP11||p1 < D1 ||p22H;D2 < ;;Lt' (40)
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Como consecuencia, el sistema desacoplado
v"(t) + R(t)v(t) =0, t € R, 41)

donde

_( puu(?) 0

es establemente acotado. Por tanto, usando la definicion de sistema establemente
acotado, podemos deducir trivialmente que (31) lo es, para cualquier funcion continua
y T'—periodica p1o con norma Ly suficientemente pequenia. Sin embargo, (39) no
implica, necesariamente, que la norma Ly de la funcion pio sea necesariamente
pequeria.
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Equivalencia de sistemas de Pfaff en bandera y en
dimension cinco

Maria A. Canadas-Pinedo e Ceferino Ruiz

1. Introduccion

Uno de los temas que mayor interés despierta dentro de la investigacién en siste-
mas de Pfaff es la busqueda de modelos locales para dichos sistemas en dimension 5.
Este problema tiene su origen en una celebrada memoria de Elie Cartan: Les systémes
de Pfaff a cing variables et les équations aux dérivées partielles du seconde ordre
([6]). Aunque este objetivo pueda parecer poco general por las restricciones impuestas
por las dimensiones, lleva abierto desde 1910 y sélo se han conseguido soluciones
parciales a pesar de que han sido numerosos los autores que han trabajado en el mis-
mo, como por ejemplo Guillemin, Libermann, Sternberg, Gardner, Bryant, etc... Los
trabajos de los autores de este articulo referenciados en la bibliograffa constituyen la
contribucién de nuestra investigacion sobre sistemas de Pfaff tanto en dimension ar-
bitraria como, en particular, en dimensién 5. Corresponden a los resultados obtenidos
en la tesis del primer firmante bajo la direccion del segundo, y han dado lugar a va-
rias publicaciones. En este pequefio homenaje a nuestro querido amigo y compafiero
Floro presentamos un breve resumen de algunas de las aportaciones mds interesantes
que hemos obtenido. Cabe destacar, como la mds relevante, la introduccién de una
técnica de demostracién que permite probar los resultados de forma intrinseca, y no
utilizando coordenadas como es habitual en los trabajos relativos a sistemas de Pfaff.

2. Sistemas en bandera

Los resultados que presentamos en esta seccién han sido demostrados mediante
una técnica que permite obtener resultados de clasificacién sin emplear coordenadas.
Esta técnica se basa en el andlisis de las relaciones de incidencia de un sistema de Pfaff
y el sistema caracteristico del primer sistema derivado y utiliza, como herramienta
fundamental, un tensor que presentamos a continuacién. Las demostraciones pueden
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encontrarse en [3] y [4]. Otros trabajos en los que se estudian los sistemas en bandera
y cuyos resultados hemos podido mejorar en varios casos son [7],[8] y [10].

Sea M una variedad diferenciable de clase C*° y dimension finita n, que supon-
dremos conexa, Haussdorf y segundo axioma de numerabilidad. Denotaremos por T’
y T* los fibrados tangente y cotangente respectivamente. Para cualquier otro fibrado
vectorial (E, 7, M), T'(E) representard el mddulo de las secciones globales y T'y(E)
el pre-haz de las secciones locales.

Un sistema de Pfaff, S, sobre M es un subfibrado vectorial localmente trivial
de T™. Asi, si S tiene rango r, S estd generado localmente por r formas de Pfaff
linealmente independientes w!,...,w" € T'y(S). Para indicar que S estd generado lo-
calmente por w?,...,w" utilizaremos la notacién S = span { w!,...,w" }, omitiendo,
si no da lugar a confusidn, el punto y el entorno del mismo considerados.

Dado un sistema de Pfaff S podemos asociar una distribucién diferenciable: su
anulador, ¥ = S+, es un subfibrado de T y se pueden identificar candénicamente
(T/%) = S,(T*/S) = ¥*. C(S) y A denotardn, respectivamente, el sistema ca-
racteristico y la distribucién caracteristica de S'y supondremos todos los sistemas de
clase constante.

Se define el tensor de estructura de un sistema de Pfaff S (ver [10])

k: XS —3"=T"/S

sobre secciones globales, £ € I'(X) y w € I'(S) por k (§®w) = (qo L¢)(w), donde
q:T* — T*/S es el morfismo cociente, que, via la identificacién * = T*/S
no es mas que la restriccién de los elementos de 7" a 3. Ademds, de la férmula de
Cartan, se tiene k (£ ® w) = q (i¢(dw)) cualesquiera que sean ¢ € I'(X),w € I'(S).

k es un morfismo de fibrados vectoriales. Este tensor es un invariante del sistema
S que encierra toda la informacién relativa a la clase de S'y permite determinar tanto
el sistema caracteristico de .S como el primer sistema derivado.

En concreto, si en cada punto p de M consideramos el subespacio caracteristico
de Senp, A, ={veX,/ iydwe S, VweT(S)}, se tiene

Apy={veX,/k(ves,) = {0}}

esto es, A es el niicleo por la izquierda de k y, puesto que la integrabilidad de S es
equivalente a A = X3, se pueden caracterizar los sistemas completamente integrables
por medio de k. Fl siguiente teorema resume algunas de las propiedades esenciales
de k:

Teorema 2.1. Sea S un sistema de Pfaff y sea k el tensor de estructura.

1. El rango de k es constante si 'y sélo si la dimension de A, es constante. En
este caso C(S) = q Y k(X ®S)) y clase(S) = rang (k) + rang (S).

2. S es completamente integrable si y sélo si k = 0.
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3. El rango de k es siempre distinto de 1.

Para cada p € M definimos (S1), = {w € S, /k(( ®@w) = 0,VE € ¥}
Cuando la dimension de estos espacios es constante, el sistema de Pfaff S; asi obte-
nido se llama, siguiendo a Elie Cartan, el primer sistema derivado de S. Notaremos
A(S1) = Ay y C(S1) = Cy y ky el tensor de estructura de Sj.

Por recurrencia se define S;11 = (Sj); cuando S; es de rango constante. En
caso de que existan todos los sistemas derivados de un sistema de Pfaff .S, esto es,
cuando todos los S; son de rango constante, se dice que S es un sistema totalmente
regular. Asi, para un sistema de Pfaff totalmente regular se obtiene una sucesién
finita estrictamente decreciente, S = Sp D 51 D ... DS D Sit1 D ... D SN,
cuyo ultimo término es un sistema completamente integrable que puede ser trivial. El
entero N, i.e., el menor entero tal que Sy = Sn41 se llama la longitud de derivados
de S o, simplemente, la longitud de S.

Cuando para cada i < N, dim (S;/Si+1) = 1, se dice S es un sistema de Pfaff
en bandera. Si, ademés, Sx = {0} la bandera se dice completa. Hacemos notar que
algunos autores (por ejemplo Bryant o Gardner [1]) utilizan el término bandera para
referirse a la cadena de sistemas derivados. La terminologia que se sigue en este
trabajo es debida a P.Libermann (ver [11]).

Para cada sistema derivado, Sj, notaremos k; el correspondiente tensor de estruc-
tura.

Teorema 2.2. Sea S un sistema de Pfaff con primer sistema derivado Sy. Entonces
ki (X®51) € S5/8;

El teorema 2.2 y el estudio de las relaciones de incidencia entre un sistema de Pfaff
S'y el sistema caracteristico del primer sistema derivado 57 permiten caracterizar los
sistemas de Pfaff totalmente regulares con longitud de derivados uno, esto es, con
primer sistema derivado integrable:

Teorema 2.3. Sea S un sistema de Pfaff totalmente regular con longitud de derivados
N. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) N =1, esto es, Sy es completamente integrable.

ii) C1NS =25
i) k1 (X ® S1) = {0}
iV) Cl n S = Cl

V) k1(2®51) = 01/51

vi) Para cada suplementario, 3, de S en 31, k(X ® S1) = {0}
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vii) Existe un suplementario, S, de X en Y1, tal que kl(i ®Sy) ={0}
Obtenemos también una caracterizacion de los sistemas en bandera:

Teorema 2.4.
dim (S/S1) = dim (S1/S2) =1 si y solamente si rang (k) = rang (k1) =2

Por lo tanto, en este caso, S'y Sy tienen clase constante igual a rang (S)+2y
rang (S1) + 2 respectivamente.

Teorema 2.5. Sea S un sistema de Pfaff totalmente regular, con longitud de derivados
N>2.

dim (S/S2) = 2 si y solamente si dim (C/S) = dim (C1/51) =2

Corolario 2.1. Si S es un sistema en bandera, con longitud de derivados N > 2,
entonces todos los sistemas derivados Sy, 0 < 1 < N, tienen clase constante. La clase
de S es igual a su rango y la de Sy, v <N, es igual a rang (S;) + 2.

Reciprocamente, si S es un sistema de Pfaff totalmente regular con longitud de
derivados N > 2, tal que rang (k,) = 2, para todo r < N, entonces S es un sistema
en bandera.

3. Clasificacion de sistemas de Pfaff en dimension me-
nor o igual a cinco.

Utilizando los resultados de la seccién anterior es posible obtener, de una forma
intrinseca, la clasificaciéon completa de los sistemas de Pfaff en dimensién menor o
igual que cuatro y la primera clasificacién en dimensién cinco. Las demostraciones
se pueden ver en [5] y [3].

El primer caso que no se obtiene directamente de los teoremas de Frobenius y
Darboux corresponde a los sistemas de Pfaff de rango 2 en dimensién 4 y el invariante
diferencial que proporciona la clasificacién en este caso es la longitud de derivados.

Teorema 3.1. Sea S un sistema de Pfaff de rango 2 en una variedad diferenciable
de dimension 4. Entonces, o S es completamente integrable o S tiene clase 4 y es un
sistema en bandera, eventualmente no completa. Dos sistemas de Pfaff de rango 2
en dimension 4 son localmente equivalentes si y solo si tienen la misma longitud de
derivados.

El estudio mds interesante corresponde a dimensién 5.

Teorema 3.2. Sea S un sistema de Pfaff con rang (S) = 3 definido sobre una varie-
dad diferenciable M con dim (M) = 5. Entonces o S es completamente integrable o
el primer sistema derivado Sy de S tiene codimension uno en S.
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Teorema 3.3. Sea S un sistema de Pfaff de rango 2y seak : X ® S — T*/S el
tensor de estructura de S. Si rang (k) = 3 (i.e., clase (S) =5), entonces S1 = {0}

El reciproco no es cierto en general. Sin embargo, cuando dim M = 5, como si,
para un sistema de Pfaff S de rango dos, rang (k) < 2, S es completamente integra-
ble 0 S es un sistema en bandera, se deduce que si S; = {0} entonces rang (k) = 3.
En consecuencia:

Teorema 3.4. Sea S un sistema de Pfaff de rango 2 definido sobre una variedad
diferenciable de dimension 5. Entonces S; = {0} siy sdlo si rang (k) =3, i.e., si
y s6lo si clase (S) = 5.

La condicién rang (k) = 3 nos va a permitir asociar a un sistema de Pfaff S de
rango dos en dimensién cinco un sistema de Pfaff S de rango tres, con S C S. Si
S tiene clase constante, entonces o S es completamente integrable o S; = S. En el
segundo caso S corresponde al caso general y es el sistema que Elie Cartan llama el
sistema covariante del sistema S. La demostracion se basa en los siguientes lemas:

Lema 3.1. Sea S un sistema de Pfaff de rango r definido sobre una variedad di-
ferenciable de dimension finita n, con 1 <r <n-—2. Si S; = {0} entonces, dada
w e T(S), w#0, existen &1, & € T'y(X) tales que q(ie, dw), q(ig,dw) son lineal-
mente independientes en C/S. En consecuencia, dim (k (£ ® S(w))) > 2 donde
S(w) = span {w}.

Lema 3.2. Sea S un sistema de Pfaff de rango 2 sobre una variedad diferenciable de
dimension 5y sea w € T'y(S), w # 0. Si rang (k) = 3 entonces dim (k (¥ ® S(w)))
= 2 donde S(w) = span {w}.

Lema 3.3. Sea S un sistema de Pfaff de rango 2 definido sobre una variedad diferen-
ciable de dimension 5. Sean w' y w? generadores locales de S’y S(w') = span {w'},
i=1,2. Si rang (k) =3 entonces dim (k (L@ S(w')) Nk (T ® S(w?))) = 1.
Ademds o € q7' (k (2 ®@ S(w')) Nk (E® S(w?))) siy solo si cualquiera que
sea w € Ty(S),aNdw=0 modS.

Teorema 3.5. Sobre una variedad diferenciable de dimension 5 a todo sistema de
Pfaff S de rango 2 con rang (k) = 3 se puede asociar un tnico sistema de Pfaff S
de rango 3 con la condicio’n~5 - §1. Ademds, si S tiene clase constante, 0 S es
completamente integrable o S1 = S B

Siguiendo a Elie Cartan ([6]) llamaremos a S el sistema covariante del sistema
S.

Cuando el sistema covariante S no es completamente integrable, su primer sistema
derivado es el sistema S. Puesto que Sy = {0}, S es un sistema de Pfaff de rango
tres en dimension cinco correspondiente al caso general. Por tanto
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Teorema 3.6. Sobre una variedad de dimension 5 existe una correspondencia bi-
univoca entre sistemas de Pfaff, S, de rango tres cuyo segundo sistema derivado es
trivial, y sistemas de Pfaff S de rango dos y clase 5 cuyo sistema covariante no es
completamente integrable. Esto es:

1. Si S es un sistema de rango 3 con Sy = {0}, entonces Sy es un sistema de
rango 2y clase 5 cuyo sistema covariante es S.

2. 8i S es un sistema de rango 2y clase 5 cuyo sistema covariante S no es
completamente integrable, entonces S; =S y So = {0}.

En consecuencia, y supuestos todos los sistemas de clase constante, en dimension
cinco, la clasificacion, en el caso general, esto es, en el caso al que se refiere el
teorema 3.6, de los sistemas de rango dos es equivalente a la de los sistemas de
rango tres. En palabras de Elie Cartan:

Dans ce cas général, il y a correspondance univoque entre les deux systémes
covariants

1=
w w 0,
1= 07
et wy =0,
(%5 0
w3 0

Nos ocuparemos en la siguiente seccién del caso general.
Para ver en detalle los modelos locales constiltese [6], [3], [5], [9], [10].

4. Reduccion del grupo estructural

S.Sternberg, en su libro Lectures on Differential Geometry ([12]), desarrolla una
técnica de reduccion para G-estructuras que aplica, en particular, a las distribuciones
diferenciables en variedades de dimensién cinco.

En efecto, los sistemas de Pfaff son un caso particular de G-estructuras. Consi-
deremos V; un subespacio de dimensién k de V, donde V' es un espacio vectorial
de dimensi6n finita n, y sea G el subgrupo de GL(V') formado por todas las trans-
formaciones lineales de V' que dejan invariante el subespacio V. Consideremos la
G-estructura, B, con grupo de estructura G. Sea P € Bg y p = w(Pp). Considere-
mos el subespacio ¥, de T,M definido por ¥, = p(V1). Como, cualquiera que sea
a € G, pa(V1) = plaVy) = p(V1), £, no depende de la eleccién de p € 7~ 1(p)
en Bg. Puesto que P es un isomorfismo, X es un subfibrado de 7', esto es, una
distribucion diferenciable de dimension k. Asi, la G-estructura By determina una
distribucién diferenciable sobre M.

Reciprocamente, dada una distribucién diferenciable 3, de dimensién k, sobre
M, sea Bg la subvariedad de §(M) formada por aquellas bases P tales que
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p~'(Z,) = Vi, donde p = (P)y Vi es un subespacio vectorial de V de dimensién
k. Si consideramos el subgrupo G de GL(V') de las transformaciones lineales de V
que dejan invariante el subespacio V1, se deduce que, dados p € Bg y a € GL(V),
Pa € Bg siy sélosi a € G, esto es, Bg es una G-estructura.

Se tiene asi que existe una correspondencia biunivoca entre sistemas de Pfaff de
rango r y G-estructuras cuyo grupo estructural es el subgrupo de todas las trans-
formaciones lineales de V' que dejan invariante un subespacio prefijado V; de V' de
dimensién n — r.

En el caso particular de los sistemas de Pfaff de rango dos o tres, el grupo G de la
G-estructura inicial es 19-dimensional. Sternberg asegura que, aplicando por primera
vez dicha técnica, el grupo estructural debe reducirse a un grupo de dimensién 16
y que, reiterando el procedimiento, éste debe reducirse a uno 12-dimensional, y, por
dltimo, a un grupo 7-dimensional. En [2] (para mds detalles ver [3]) probamos, por
medio de la aplicacién efectiva de la técnica disefiada por Sternberg el siguiente
resultado:

Teorema 4.1. Sea Bq,, la Ghg-estructura asociada a un sistema de Pfaff S de rango
3 sobre una variedad de dimension 5. Si S no es completamente integrable ni un
sistema en bandera, entonces:

i) Bg,, se reduce a una G-estructura Bg,,, cuyo grupo estructural es de dimen-
sion 16.

ii) Bg,, se reduce a una G-estructura Bg,,, cuyo grupo estructural es de dimen-
sion 12.

iii) Reiterando el procedimiento de Sternberg no se obtiene reduccion sobre Bg,,.

Nota 4.1. Los calculos que llevan a la reduccién en ii) no coinciden con los indicados
por Sternberg ([12]).
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Sobre el espacio clasificador de una categoria monoidal
trenzada

Pilar Carrasco e Antonio M. Cegarra e Antonio R. Garzon

Resumen Esta nota ha sido redactada como homenaje y en memoria de nuestro
amigo y compafiero Floro. Tras recordar algunos resultados recientes sobre espacios
clasificadores de estructuras categdricas de orden superior, prestamos atencion al
caso de las categorias monoidales trenzadas. Para éstas, esbozamos la demostracion
de cémo el espacio clasificador de su categoria subyacente es (salvo completacién
grupo) homotépicamente equivalente al doble espacio de lazos de un espacio que
puede ser realizado por medio de un genuino conjunto simplicial, llamado el "nervio
geométrico" de la categoria monoidal trenzada.

1. Introduccion y Preliminares

Técnicas y resultados de teoria de categorias de dimensién superior son de utilidad
para resolver cuestiones propias de la teoria de homotopia de espacios. El objetivo
general de algunos de nuestros trabajos recientes (véase [3], [4],[5]) ha sido clarificar
las relaciones existentes entre construcciones asociadas a estructuras categéricas de
orden superior (bicategorias, diagramas laxos de bicategorias, tricategorias) y el tipo
de homotopia de sus espacios clasificadores. Los precedentes hay que buscarlos en
trabajos sobre espacios clasificadores de categorias, 2-categorias (bicategorias estric-
tas) y categorias monoidales (véase [1], [2], [3], [4], [5], [6], [8], [10], [12], [13]).
Nuestro deseo en estas notas es hacer un breve recorrido sobre estos resultados para
terminar prestando una mayor atencioén al caso de considerar categorias monoidales
trenzadas.

Como punto de partida tomamos el trabajo [4], donde se explora la relacion entre
distintos objetos simpliciales y pseudo-simpliciales, genéricamente llamados nervios,
que, de forma caracteristica y natural, se le pueden asociar a cualquier bicategoria. Se
prueba que las realizaciones geométricas, en los oportunos sentidos, de todos estos
(hasta diez) "nervios de la bicategoria C" son homotdpicamente equivalentes, mos-
trandose asf la coherencia de todas las extensiones para bicategorfas, que a priori eran
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razonables, de la nocién de Quillen de espacio clasificador de una categoria, conce-
bido éste como la realizacion geométrica (de Milnor) de su nervio de Grothendieck.

La construccién "deslazamiento"(debida a J. Benabou) permite ver cada catego-
ria monoidal M = (M, ®) como una bicategoria 2~*M con un solo objeto, cuyas
1-celdas son los objetos de M y cuyas 2-celdas o deformaciones son los morfismos
de M, estando dada la composicién horizontal por el funtor ® en M. Los resultados
arriba comentados son entonces de aplicacién al caso de considerar categorias mo-
noidales, que encuentran asi, en la teoria de bicategorias, el contexto oportuno donde
ser ubicadas.

Nuestro segundo referente es [5], donde nos ocupamos del estudio de los tipos
de homotopia representados por diagramas laxos de bicategorias, es decir, de funto-
res laxos a la tricategoria de bicategorias, homomorfismos, pseudo-transformaciones
naturales y modificaciones. Probamos entonces que existe, en el contexto de bica-
tegorfas, una "construccion de Grothendieck" que, cuando se lleva a cabo sobre
un diagrama laxo de bicategorias, produce una bicategoria cuyo espacio clasificador
puede ser pensado como el colimite homotépico de los espacios clasificadores de las
bicategorias que forman parte de los datos del diagrama laxo dado.

Estos resultados, junto a otros acerca de un proceso de rectificacion que es crucial
para objetivos posteriores, sientan las bases para realizar un estudio sobre nervios y
espacios clasificadores de tricategorias y, en particular, de bicategorias monoidales
(tricategorias con un solo objeto).

Aqui nos detendremos un poco mas en el interesante caso particular de las ca-
tegorias monoidales trenzadas. Desde la perspectiva que concierne al estudio de su
espacio clasificador, éste encuentra su punto de partida en el resultado, entre otros de
Stasheff [11], Fiedorowicz [6] y Berger [1] : The group completion of the classifying
space of a braided monoidal category is a double loop space.

Dada una categoria monoidal trenzada M = (M, ®,¢) (no necesariamente es-
tricta), se puede construir una tricategoria 0~2M, el "doble deslazamiento de M",
que tiene un solo objeto y un solo morfismo, cuyas 2-celdas son los objetos de M
y las 3-celdas los morfismos de M. Concluiremos entonces dando un esbozo de la
nueva demostracion ([5, Theorem 6.10]) del hecho antes citado, a saber, que el espa-
cio clasificador B(M, ®, ¢) de la tricategoria 272 M tiene un espacio doble de lazos
con el mismo tipo de homotopia, salvo completacién grupo, que la categoria subya-
cente de la categorfa monoidal trenzada. Mas adn, el hecho a destacar es que éstos
espacios asociados a categorias monoidales trenzadas, que son doble deslazamientos,
se muestran realizados explicitamente por medio de genuinos conjuntos simplicia-
les (sus nervios geométricos), Ner(M, ®, c), que de forma natural y caracteristica
se le pueden asociar a cualquier categoria monoidal trenzada. Los p-simplices de
Ner(M, ®, c), que encuentran una interpretacién sugerente, son justo los funtores
laxos de [p] = {0 < 1 < --- < p} en Q M. En el caso muy particular de que
(M,®,¢c) = (A4,+,0), la categoria monoidal estricta trenzada con un solo objeto
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que define un grupo abeliano A, donde tanto la composicién como el producto tensor
estdn dados por la suma + de A, se tiene que Ner(A, +,0) = K(A4, 3), esto es, que
dicho nervio es el complejo minimal de Eilenberg-Mac Lane con un tnico grupo de
homotopia no nulo, A, en dimension 3.

2. Categorias monoidales trenzadas y su espacio clasi-
ficador

En orden a ser concisos, en lo que sigue remitimos al lector a [5] para las si-
guientes nociones y construcciones:

= Bicat, la tricategoria de bicategorias, homomorfismos entre ellas, transforma-
ciones pseudo-naturales y modificaciones.

. I°P . . . . . .
= Bicat® , la tricategoria cuyos objetos son diagramas laxos de bicategorias,
esto es, funtores laxos de tricategorias en el sentido de Gordon-Power-Street
[7], F : I°? ~» Bicat, donde I es cualquier categoria pequefia, para los que
todas las 3-celdas de coherencia son invertibles.

= La construccién bicategérica de Grothendieck f ; F realizada sobre diagramas
laxos de bicategorias F : I°P? ~» Bicat. Dicha construccién extiende la co-
rrespondiente para diagramas laxos de categorias y puede ser mirada como un
colimite homotdpico de las bicategorias F;, ¢ € Obl.

» El espacio clasificador BF del diagrama laxo de bicategorias F : [°P ~-
Bicat, definido como el espacio clasificador de la bicategoria obtenida por la
construccién de Grothendieck sobre F:

BF =B/, F.

El teorema de Stasheff-Fiedorowicz-Berger [11, 6, 1] implica la existencia, para
cada categorfa monoidal trenzada (M, ®,c), de un espacio simplemente conexo y
conexo por arcos B(M, ®, ¢), definido de forma tinica salvo equivalencia homotdpica,
y de una aplicacién natural, salvo homotopia, BM — Q?B(M,®, c), que es, salvo
completacién grupo, una equivalencia homotdpica.

El espacio B(M, ®, c) es llamado el espacio clasificador de la categoria monoi-
dal trenzada o el doble deslazamiento of BM, inducido por la estructura monoidal
trenzada dada sobre M.

La existencia de B(M, ®, c) fue probada por medio de la teoria de May de FEs-
operas y, por tanto, usando construcciones basadas en complejos procesos de rectificar
diagramas coherentes salvo homotopia. El CW-complejo asi obtenido tiene muchas
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celdas con, ademds, aparente poca conexion intuitiva con los datos de la categoria
monoidal original. Esta es la razon que nos condujo a la bisqueda de un adecuado
conjunto simplicial a partir del cual realizar el espacio B(M, ®,c) y cuyas celdas
den un légico sentido geométrico a los datos de la categorfa monoidal trenzada.

En una primera instancia, demostramos que el espacio B(M, ®, c¢) puede realizar-
se por medio de una construccion bicategérica que responde a la siguiente situacién
general. Para cualquier tricategoria 7 se puede considerar la construccién

N7 : A" ~ Bicat,

con | |7 (z1,20)x7 (z2,21) % - XT (xp, Tp—1) como su bicategoria de p-simplices
y cuyos morfismos cara y degeneracién estan dados siguiendo las férmulas usuales
para tales operadores en el nervio de Grothendieck de una categoria. Probar que
de esta forma lo que se tiene es, ciertamente, un diagrama pseudo-simplicial de
bicategorias es todavia objeto de estudio.

Prestamos atencién sin embargo a la tricategoria con un solo objeto y un solo
morfismo Q M definida por la categoria monoidal trenzada (M, ®,c) ([9, 1]). En
esta tricategoria, las 2-celdas w : * — * son los objetos u de M y los morfismos
de M son las 3-celdas. Por tanto, Qf.z/\/l(*, *) = Qf.l/\/l, la "bicategoria deslazante"
asociada a la categoria monoidal subyacente. La composicién horizontal estd dada
(como la vertical) por el funtor tensor ® : M x M — M y la 3-celda de intercambio
entre las dos diferentes composiciones de 2-celdas estd dada por el trenzamiento
c:u®v — vau. Q M es llamada el doble deslazamiento de la categoria subyacente
M asociada a la estructura monoidal trenzada dada sobre ella. En este caso particular,
la construccidn anterior si produce una bicategoria pseudo-simplicial que conocemos
como nervio bicategdrico pseudo-simplicial N(M, ®,c) de la categoria monoidal
trenzada (M, ®, c). Por tanto,

N(M,®,¢) :=NQ M: A" ~ Bicat, [p] — (2 M)P.

Notemos que, como consecuencia del trenzamiento, N(M, ®, c¢) se obtiene tam-
bién como la composicién

NM,® -
A" ( ) MonCat —>Q Bicat,

p] ————— (MP, @) ——Q 'Mmp

lo que permite asegurar que, ciertamente, N(M, ®, ¢) es un diagrama pseudo-simpli-
cial de bicategorias con un solo objeto.

La realizacién de la bicategoria pseudo-simplicial N(M, ®, c) se describe co-
mo caso particular de un proceso general concerniente a la teoria de homotopia de
diagramas laxos de bicategorias. Destaquemos que esta teoria corre paralela a la
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desarrollada (siguiendo métodos de A. Grothendieck) por G. Segal [10] y R. W. Tho-
mason [13] para diagramas laxos de categorias y que la teoria asi resultante tiene su
propio interés y sienta las bases para desarrollos futuros por ejemplo en la teoria de
homotopia de las bicategorias monoidales o de las tricategorias arbitrarias.

Siguiendo entonces la definicién general, podemos considerar el espacio clasifi-
cador del diagram laxo N(M, ®, ¢), esto es,

B(M, ®,c) := BN(M, ®,c) = BNQ M =BQ N(M, ®).

y como comentamos a continuacién, B(M, ®, c) es ciertamente el espacio clasifi-
cador de la categoria monoidal trenzada, esto es, Q?°B(M, ®, c) es la completacién
grupo, via una aplicacién natural BM — Q?B(M, ®, c), de BM.

Para ello, se utiliza el nervio geométrico de la categoria monoidal trenzada
(M, ®,c) que es el conjunto simplicial

Ner(M,®,¢): A" — Set, [p]— NorLaxFunc([p],Q_i\/l).

cuyos p-simplices son todos los funtores laxos estrictamente unitarios (o normali-
zados) de [p] en Q72 M (llamados también 3-cociclos con coeficientes en la cate-
gorfa monoidal trenzada). Dicho conjunto simplicial es un 4-coesqueleto y fue ya
considerado entre otros por Dolan y Street. Los simplices constituyen de hecho,
en cada dimensién, el conjunto de objetos de una cierta bicategoria, de tal suerte
que Ner(M, ®, c¢) es el conjunto simplicial de objetos de una bicategoria simplicial
Ner(M, ®, ¢) llamada el nervio geométrico bicategdrico de la categoria monoidal
trenzada.
El hecho es que existen homomorfismos pseudo-simpliciales

N(M,®,c) ~ Qleer(./\/l7 ®) ~~ Ner(M, ®, c),

y se tiene [5, Teorema 6.9] que su composicién induce una equivalencia homotdpica
entre los correspondientes espacios clasificadores

B(M, ®,c) ~ BNer(M, ®, c). (43)

Consecuentemente, la bicategoria simplicial Ner(M, ®, c), que hemos llamado
el nervio geométrico bicategdrico, modela el tipo de homotopia de la categoria mo-
noidal trenzada y puede pensarse como una rectificacién del nervio pseudo-simplicial
N(M, ®,c).

Este resultado (43) junto con el hecho de que, para cualquier categoria monoidal
(M, ®), existe una aplicacién natural salvo homotopia BM — QB(M, ®), que es,
salvo completacién grupo, una equivalencia homotdpica, conduce en el siguiente teo-
rema, a una nueva demostracion del resultado ya comentado de Stasheft, Fiedorowicz
y Berger.
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Teorema 2.1. Para cada categoria monoidal trenzada (M, ®, c) existe una equiva-
lencia homotopica natural

B(M,®) ~ OB(M,®,c).

Consecuentemente, el doble espacio de lazos *B(M,®,c) es homotépicamente
equivalente a la completacion grupo de BM.

Demostracién (esquema):
Considerando el espacio simplicial X : [n] — BNer(M, ®, c),, se tienen equivalen-
cias homotépicas

B(M,®,c) ~ BNer(M,®,c) ~ | X]|.

El espacio simplicial X satisface las hipdtesis de Segal en [10, Proposition 1.5], a
saber: 1) X es un conjunto unitario; 2) las proyecciones de Segal p,, : X,, — (X1)"
son equivalencias homotdpicas; 3) X; ~ B(M,®), y 4) mo(X1) = 0. Consecuente-
mente, la aplicacién canénica X; — Q | X | es una equivalencia homotG6pica y, por
tanto, se tiene la equivalencia homotdpica anunciada B(M, ®) ~ OB(M, ®, c).

Finalmente, considerando el homomorfismo simplicial de inclusién
Ner(M, ®, ¢) — Ner(M, ®,c),

podemos demostrar que Ner(M, ®, c), el nervio geométrico, da la respuesta al ob-
jetivo de buscar un adecuado conjunto simplicial para realizar el espacio clasificador
de una categoria monoidal trenzada. Probamos entonces:

Teorema 2.2. Para cada categoria monoidal trenzada (M, ®,c), existe una equiva-
lencia homotopica
B(M,®,c) ~ |Ner(M, ®,c)|.

Demostracion (esquema):

Teniendo en cuenta la equivalencia homotodpica (43), es suficiente probar que el
homomorfismo simplicial de inclusién Ner(M, ®,¢) — Ner(M,®, c), induce una
equivalencia homotdpica al tomar espacios clasificadores, esto es, que

| Ner(M, ®, c¢) |— BNer(M, ®, c) (44)

es una equivalencia homotdpica. Para ello, sea ANer(M, ®,c) el conjunto bisim-
plicial obtenido a partir de la bicategoria simplicial Ner(M, ®, ¢) componiendo con
el funtor nervio geométrico unitario de bicategorias (véase [4]). El mismo proce-
so podemos aplicarlo a la bicategoria simplicial discreta Ner(M, ®, ¢) y considerar
entonces la inclusién bisimplicial

ANer(M, ®,¢) — ANer(M, ®,c), (45)
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donde ANer(M,®,c) es un conjunto bisimplicial que es constante en la direccién
horizontal. Entonces, teniendo en cuenta que para cualquier bicategoria C se tiene una
equivalencia homotdpica BC ~ |AC| y que, para cualquier diagrama de bicategorias
F, se tiene una equivalencia homotdpica BF ~ |hocolim;AF|, para probar (44) es
suficiente ver que la aplicacién inducida en las diagonales por (45) es una equivalen-
cia homotdpica. Ahora, para probar esto ultimo, es suficiente ver que la aplicacién
bisimplicial (45) es una equivalencia homotépica punto a punto y para esto, anali-
zando como estd definida la aplicacién bisimplicial (45) en cada nivel horizontal, lo
que demostramos es que cada una de las aplicaciones simpliciales que la componen
es un retrato de deformacién exhibiendo, de forma explicita, la homotopia necesaria
para ello (véase [5, Theorem 6.11]).
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Existencia de regiones isoperimétricas en variedades
sub-riemannianas de contacto

Matteo Galli ¢ Manuel Ritoré

A Florentino, cuya dedicacion y cercania siempre recordaremos.

Resumen En este trabajo describimos cdmo probar existencia de regiones isoperimé-
tricas, para cualquier valor del volumen, en variedades sub-riemannianas de contacto
cuyo cociente por el grupo de isometrias de contacto es compacto.

1. Introduccion

Las desigualdades isoperimétricas son valiosas herramientas tanto en Andlisis
como en Geometria. En un espacio dado M, una desigualdad isoperimétrica optima
estd determinada por el perfil isoperimétrico Ip: la funciéon que asigna, a cada vo-
lumen v > 0, el infimo de los perimetros de las regiones en M de dicho volumen.
Las regiones isoperimétricas son aquellas para las que se alcanza dicho infimo. Un
problema relevante en este campo consiste en analizar la existencia de dichas regio-
nes en un espacio dado para cualquier valor del volumen. La existencia de regiones
isoperimétricas proporciona numerosas propiedades del perfil isoperimétrico, [14].

Estos problemas isoperimétricos se pueden plantear en cualquier espacio donde
existan nociones de perimetro y volumen. Una clase muy general donde esto puede
hacerse es la de los espacios de medida métricos, donde el volumen es la medida
y el perimetro es el cldsico contenido de Minkowski, que se obtiene a partir de la
medida y de la distancia. Una clase particular de dichos espacios que ha sido estudiada
recientemente es la de los espacios de medida métricos Ahlfors-regulares que admiten
una desigualdad de Poincaré [9], [1], en los que se pueden definir funciones de
variacién acotada y conjuntos de perimetro finito. Las variedades Riemannianas y
sub-riemannianas estdn incluidas en esta clase de espacios.

Ciertas desigualdades isoperimétricas han sido intensamente estudiadas en varie-
dades sub-Riemanianas de contacto. Pansu [12] fue el primero en obtener una de-
sigualdad isoperimétrica del tipo |092| > C'|Q|*/3, para una cierta constante C' > 0,
en el primer grupo de Heisenberg H!. Aunque el exponente 4/3 es 6ptimo, la cons-
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tante C' no lo es. Chanillo y Yang [3] extendieron recientemente la desigualdad
isoperimétrica de Pansu a variedades pseudo-hermiticas 3-dimensionales sin torsién.
En el capitulo 8 de la monografia [2] puede encontrarse un resumen de trabajos
recientes sobre la desigualdad isoperimétrica 6ptima en H?.

El problema de existencia de regiones isoperimétricas ha sido estudiado con cierta
intensidad en variedades Riemannianas. Resultados cldsicos de compacidad de teo-
ria geométrica de la medida garantizan la existencia en variedades compactas [6],
[11]. Sin embargo, es conocido que existen variedades Riemannianas completas no
compactas para las que las regiones isoperimétricas no existen para ningtn valor del
volumen, como los planos de revolucién con curvatura de Gauss creciente [13]. Un
resultado muy general de existencia fue enunciado por Morgan [11], para variedades
Riemannianas que tienen cociente compacto bajo la accién de su grupo de isometrias.
Su demostracién se basa en una anterior de existencia de “clusters” que minimizan
perimetro encerrando y separando volimenes fijos en el espacio Euclideo [10].

En geometria sub-Riemanniana, ademds del caso compacto, el Unico resultado
conocido de existencia ha sido demostrado por Leonardi y Rigot [8] para grupos
de Carnot. Como las regiones isoperimétricas en un grupo de Carnot G son inva-
riantes por dilataciones intrinsecas, el perfil isoperimétrico Ig de G viene dado por
Ig(v) = Cv?, donde C > 0 es una constante positiva y ¢ € (0,1). En particular, la
funcién Ig es estrictamente céncava, una propiedad que desempeiia un papel funda-
mental en su demostracion. Los resultados de Leonardi y Rigot no pueden aplicarse
a algunos grupos sub-Riemannianos interesantes, como el roto-traslacional [2], que
no son grupos de Carnot.

En este trabajo describiremos los resultados de [4], en los que se demuestra (Teo-
rema 2.1) la existencia de regiones isoperimétricas en variedades sub-riemannianas
de contacto cuyo cociente por el grupo de isometrias de contacto es compacto. Este
resultado es el andlogo del Riemanniano de Morgan.

La estrategia de la demostracion es similar a la de Morgan: elegimos una sucesién
minimizante de conjuntos de volumen v cuyos perimetros convergen a Ips(v). Si
la sucesion subconverge sin perder una cantidad positiva de volumen, entonces el
limite es una regién isoperimétrica de volumen v. Si alguna fraccién del volumen
se pierde entonces la sucesion minimizante puede romperse en dos partes, una de
las cuales converge y la otra diverge. La parte convergente tiene limite, que es una
region isoperimétrica acotada para el volumen que encierra. La parte divergente
puede trasladarse para recuperar una fraccion fija del volumen perdido. Repitiendo
este proceso una cantidad numerable de veces podemos capturar todo el volumen v
de la sucesién minimizante.

Las principales complicaciones técnicas son la demostracién de la acotacién de
las regiones isoperimétricas, y la demostracion de un resultado de estructura para las
sucesiones minimizantes. La clave para probar la acotacién de las regiones isope-
rimétricas es un lema de deformacién, debido originalmente a Almgren, por medio
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del cual un conjunto de perimetro finito puede agrandarse ligeramente de modo que
el incremento de perimetro puede estimarse por una constante fija que multiplica
al incremento de volumen. Nuestra demostracién de existencia es bastante general,
aunque la demostracién del lema de deformacién no parece generalizarse facilmente
a variedades sub-riemannianas que no son de contacto.

Una variedad sub-Riemanniana de contacto (M, gy, w) estd formada por una va-
riedad de contacto (M, w), donde w es una forma de contacto en M, y una métrica
definida positiva gy; en la distribucién horizontal H := ker(w). La métrica gy se
extiende a una métrica Riemanniana g en M tal que el campo de Reeb 7" es unitario
y ortogonal a la distribucién horizontal. Una isometria de contacto es una trans-
formacién de contacto estricta (que preserva w), y que respeta la métrica gy. Esta
definicién es equivalente a que preserve la métrica Riemanniana g y el vector de
Reeb T'. Al grupo de isometrias de contacto lo denotaremos por Isom,, (M, g). Si
la dimensién de M es 2n + 1, la dimensién homogénea de M es Q) := 2n + 2.
Denotaremos por B(xg, ) a la bola abierta de centro zy € M y radio r > 0 para la
distancia de Carnot-Carathéodory, por |E| el volumen de un conjunto £ C M, por
P(E, Q) el perimetro sub-Riemanniano de F en un conjunto abierto 2 C M, y por
P(E) := P(E, M) el perimetro de E en M.

2. Descripcion de los resultados

El punto de partida es la desigualdad de Poincaré [7, Thm. 2.1], [S] en espacios
de Carnot-Carathéodory, que implica la siguiente desigualdad isoperimétrica relativa
en nuestra variedad sub-Riemanniana de contacto:

Lema 2.1 ([4, Lemma 3.7]). Sea (M, gy, w) una variedad sub-Riemanniana de con-
tacto, y K C M un subconjunto compacto. Existen constantes C; > 0, 1o > 0, que
solo dependen de K, tales que, para todo conjunto EE C M de perimetro localmente
finito, tenemos:

Crmin {| ENB(xz,r)|,| E°0 B(x,r) }°7° < P(E, B(x,r)),  (46)
para todo x € K.

Cuando el cociente M/ Isom,, (M, g) es compacto, la desigualdad isoperimétrica
relativa anterior extiende a toda la variedad M. A partir de ella se puede obtener una
desigualdad isoperimétrica para volimenes pequefios:

Lema 2.2 ([4, Lemma 3.10]). Sea (M, gy,w) una variedad sub-Riemanniana de
contacto tal que el cociente M /Isom,, (M) es compacto. Entonces existen vg > 0y
Cr > 0 tales que:

P(E) > C1|E|@~D/@, (47)

para todo conjunto de perimetro finito E C M con |E| < v.
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Uno de los resultados esenciales que debemos probar es la acotacion de regiones
isoperimétricas [4, Lemma 4.6]. La demostracién de Morgan [11] para el caso Rie-
manniano requiere dos elementos fundamentales: la desigualdad isoperimétrica para
conjuntos de volumen pequefio del lema 2.2, y el siguiente resultado de deformacion:

Lema 2.3 ([4, Lemma 4.5]). Sea (M, gy ,w) una variedad sub-Riemanniana de con-
tacto, y 0 C M un conjunto de perimetro finito. Entonces existe una deformacion
QD0 0<r<rg, tal que:

PO(Q, - Q) <CIQ, — 9,
donde C' es una constante positiva.

Para probar el lema de deformacién es esencial construir, en un entorno U C M
de un punto p € M, una foliacién de U \ {p} por esferas con curvatura media
acotada fuera de un entorno de p. Para probar este resultado utilizamos coordenadas
de Darboux y las hiperesferas de Pansu, hipersuperficies de revolucién con curvatura
media constante en el grupo de Heisenberg H™. Es esencial en este proceso controlar

Figura 3: Una esfera de Pansu en H!

la curvatura media de las hiperesferas de Pansu cuando se toman coordenadas de
Darboux. Sea G, C R?"*! el grafo de la funcién u : Q C R?® — R de clase C?. La
curvatura media de G, en la variedad sub-Riemanniana de contacto (R?"*1, JHe > W0)

estd dada por:
bV F
div< (Vut F) 1/2>+u, (48)
(Vu+ F,b(Vu+ F))

donde p es una funcién acotada en Q \ g, b es una matriz simétrica diferenciable
en 2, y V, div son el gradiente y la divergencia Euclidea usuales en 2. En el caso
particular de las esferas de Pansu, esta curvatura media estd acotada lejos del origen.




Existencia de regiones isoperimétricas 63

El segundo ingrediente que utilizaremos en la demostracién de existencia de re-
giones isoperimétricas es un resultado de estructura para sucesiones minimizantes en
una variedad sub-Riemanniana de contacto:

Proposicion 2.1 ([4, Prop. 5.11). Sea (M, gy, w) una variedad sub-Riemanniana de
contacto no compacta. Consideramos una sucesion minimizante {Ey}ren de con-
juntos de volumen v que convergen en L} (M) a un conjunto de perimetro finito
E C M, eventualmente vacio. Existen entonces sucesiones de conjuntos de perimetro

finito {E¢}ken, {E}ren tales que:

. {E}}ken converge a E en LY(M), {Eg}keN diverge, y |E}| + |E,U€l| = 0.

~

2. limp—oo P(ES) + P(ES) = Iy (v).

3. limp_.oe P(ES) = P(E).

4. Si |E| # 0, entonces E es una region isoperimétrica de volumen |E)|.
5

. Mas aiin, si M/ Isom,, (M, g) es compacto, entonces se tiene limy,_, oo P(E{) =
Ing(v — |E|). En particular, Inr(v) = Ing(|E|) + I (v — |E)).

En la demostracién de nuestro resultado de existencia, un papel importante lo
desempeiia el siguiente resultado de concentracion, bastante conocido, que implica
que el perimetro es grande si si el volumen estd muy disperso.

Lema 2.4 ([8, Lemma 4.1], [4, Lemma 6.2]). Sea E C M de volumen y perimetro
positivo y finito. Supongamos que m € (0,inf,cpr |B(x,r0)|/2), donde o > 0 es
un radio para el que la desigualdad isoperimétrica relativa se satisface, es tal que
|E N B(x,79)| < m para todo x € M. Entonces tenemos:

C|E|? <mP(E)?, (49)
para alguna constante C' > 0 que solo depende de Q.
Con todos estos ingrediente podemos demostrar nuestro resultado principal.

Teorema 2.1 ([4, Thm. 6.1]). Sea (M, gy, w) una variedad sub-Riemanniana de
contacto tal que el cociente M/ Isom,, (M, g) es compacto. Entonces, para cualquier
0 < v < |M|, existe en M una region isoperimétrica de volumen v.

Demostracion. [Demostracion del Teorema 2.1] Fijamos un volumen 0 < v < |M],
y tomamos una sucesién minimizante {Fj}ren de conjuntos de volumen v cuyos
perimetros aproximan Iy (v). En el caso de que M sea compacto, podemos extraer
una subsucesién convergente a un conjunto de perimetro finito E con |E| = vy
P(E) = I]W(’U).
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Suponemos a partir de ahora que M es no compacto. Por el lema 2.4, para
todo m > 0 tal que mv < infyep |B(x,70)|/2, existe una constante C' > 0, que
solo depende de () tal que, para todo conjunto de perimetro finito £ C M que
satisface |E N B(z,r0)| < m |E| para todo x € M, tenemos:

C|E|? < (m|E|) P(E)?,
y, por tanto:

o\ /e
P(E)>(> |E|@-1/Q, (50)
m

De la proposiciéon 6.4 en [4] deducimos que, dado v > 0, existe una constante
C(v) > 0 tal que Ips(w) < C(v) w@=Y/Q para todo w € (0,v]. Tomando mg > 0
suficientemente pequefio tal que:

C 1/Q
<mo> |B|(@-1/Q 5 20(v) |E|(@-D/Q 51

concluimos, usando (50), (51):
P(E) =z 2Iy(|E)). 52)

De (52) obtenemos que, para k suficientemente grande, los conjuntos de la sucesién
minimizante { F} } ren no pueden satisfacer la propiedad |E N B(z,79)| < m|E| para
todo x € M. Por tanto podemos tomar puntos x; € M tales que:

|Ex N B(xg,ro)| = mo|Ex| = mov,

para k suficientemente grande. Puesto que M /Isom, (M, g) es compacto, trasla-
damos la sucesion minimizante (que seguimos denotando igual), de tal modo que
{2k} ren sea acotada. Pasando a una subsucesion, que denotamos igual, suponemos
que {zy}ren converge a un punto zp € M. Existe entonces una subsucesién con-
vergente, denotada también por {Ej}ren, que converge a un conjunto de perimetro
finito E, y:

mov < lim inf |Ex 0 B(xo,70)| = |[E N B(xo, 7o),

|E| < liminf |Ey| = v.
k—oo

Por tanto hemos probado lo siguiente: de toda sucesién minimizante de conjuntos de

volumen v > 0 podemos obtener, aplicando isometrias de M a cada miembro de la

sucesién, una nueva sucesién minimizante { Ey }ren que converge a un conjunto de

perimetro finito F con mgv < |E| < v, donde my > 0 es una constante universal
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que solo depende de v. Por tanto una fraccién del volumen total es atrapado por la
sucesion minimizante.

Tomamos ahora una sucesién minimizante { Ey }xcn que converge a un conjunto
de perimetro finito £ de volumen mov < |E| < v. El conjunto F es un conjunto
isoperimétrico de volumen |E| y, por tanto, acotado por el lema 4.6 de [4]. Por la
proposicién 2.1, la sucesién {Ej }ren se puede reemplazar por otra sucesiéon mini-
mizante {E¢ U Ed}yey tal que Ef — E y EY diverge. Més atn, {E{}ren es una
sucesién minimizante de volumen v — | E|. Por tanto se obtiene:

In(1El) + I (v = |E|) = I (v).

Si |E| = v, hemos terminado puesto que P(E) < liminf,_,o P(Ex) = In(|E|)
y, por tanto, F es una regién isoperimétrica. Supongamos entonces que |F| < v y
observamos que |E| > mgv, y que E es una regién isoperimétrica de volumen |FE|.
La sucesién minimizante puede romperse en dos trozos: uno de ellos converge a E' y
el otro diverge. La parte divergente es una sucesién minimizante de volumen v — | F|.
Tomamos Fy := E.

Aplicamos de nuevo los argumentos previos a la parte divergente de la sucesion,
que es minimizante para volumen v — |F|. Trasladamos los conjuntos para capturar
parte del volumen y obtenemos una nueva region isoperimétrica F de volumen:

v —|Fol = |[F1| = mo(v — |Fy),

y una nueva sucesion divergente minimizante de volumen v — |Fy| — | F}|. Por induc-
cién obtenemos una sucesién de regiones isoperimétricas {Fy }reny de modo que el
volumen de F}, satisface:

k—1
=0

Por tanto obtenemos:

k k—1 k
S COIF] = (k+ mov — kmo > |Fi| = (k+ 1)ymov — kmg 3 _ |Fi|.
1=0 1=0 =0

En consecuencia:

k
=0 1+ kmo

Tomando limites cuando & — oo obtenemos:

k

lim E |Fi| = v.
k—o0 4
1=0
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Mas atn: -
> P(Fy) = In(v).
=0

Cada region F; es acotada, de modo que podemos situarlas en M, utilizando el grupo
de isometrias, de modo que estdn a distancia positiva unas de otras (por ejemplo,
cada una contenida en anillos disjuntos centrados en un punto dado). Por tanto F' :=
U;=o F; es una regi6n isoperimétrica de volumen v. De hecho, F' debe ser acotada
por el lema 6.4 de [4], de modo que s6lo necesitamos un nimero finito de pasos para
recuperar todo el volumen. O
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La ecuacion de Codazzi para superficies

José A. Galvez

Resumen En estas notas hacemos un uso abstracto de la ecuacién de Codazzi de una
superficie de R3. Exponemos algunos usos no estdndar de la ecuacién tanto en teorfa
de superficies (teorema de Cohn-Vossen y unicidad al problema de Minkowski) como
en EDPs de segundo orden.

1. Introduccion
La ecuacion de Codazzi para una superficie inmersa ¥ en R? viene dada por
VxSY —VySX — S[X,Y] =0, X, Y € X(%), (53)

donde V denota la conexién de Levi-Civita de la métrica inducida (o primera for-
ma fundamental) I sobre ¥ y S es el endomorfismo de Weingarten, definido por
II(X,Y) = I(S(X),Y), siendo I la segunda forma fundamental de la superfi-
cie. Esta ecuacién de Codazzi es, junto con la ecuacién de Gauss, una de las dos
condiciones de integrabilidad cldsicas para superficies en R3.

Es importante observar que la ecuacién de Codazzi (53) permanece invariable
en los espacios modelo S? y H?, e incluso también para las superficies espaciales
en los espacios modelos lorentzianos tridimensionales. Esto, junto con el hecho de
que algunos resultados cruciales de la teorfa de superficies en R? sélo dependan en
esencia de la ecuaciéon de Codazzi, hace que dichos resultados se extiendan de forma
directa al resto de espacios modelos (semi-)riemannianos.

Algunos teoremas que ilustran este hecho son, por ejemplo, el teorema de Hopf
que prueba que las esferas totalmente umbilicales son las tnicas esferas topoldgicas
inmersas con curvatura media constante, o el teorema de Liebmann que caracteriza a
las esferas totalmente umbilicales como las tnicas superficies completas con curvatura
positiva constante.

La ecuacion de Codazzi (53) aparece también de manera natural en otros contex-
tos. Asi, una formulacion abstracta para la ecuacién anterior seria idénea para que un
resultado pueda ser usado en diferentes contextos a la vez. En este sentido, veremos
que algunos resultados aparentemente no relacionados y probados histéricamente de
manera independiente son desde este punto de vista abstracto el mismo.

José A. Galvez, jagalvez@ugr.es
Dep. Geometria y Topologia, Facultad de Ciencias, Universidad de Granada, 18071-Granada
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El articulo comienza con una introduccién a los conceptos de par de Codazzi y
elementos relacionados y en las dos secciones siguientes se exponen algunos usos
no estdndar tanto en teoria de superficies (teorema de Cohn-Vossen y unicidad al
problema de Minkowski) como en EDPs de segundo orden.

2. Pares de Codazzi

Comenzaremos describiendo el marco de trabajo en el que vamos a establecer
nuestros resultados.

Definicion 2.1. Un par fundamental sobre una superficie 3. es un par de formas
cuadrdticas reales (I,11) sobre ¥, donde I es una métrica riemanniana.

Asociado a un par fundamental (I, II) se define el endomorfismo de Weingarten

S del par como
I1I(X,Y)=I1(5(X),Y).

De esta manera, se definen la curvatura media, la curvatura extrinseca y las curva-
turas principales del par, respectivamente, como la mitad de la traza, el determinante
y los autovalores del endomorfismo S. Finalmente, se define la diferencial de Hopf
del par como la parte (2,0) de I1 respecto de la métrica riemanniana I.

Es claro que los conceptos anteriores, aunque mds generales, coinciden con los cla-
sicos para una superficie riemanniana inmersa en una variedad tridimensional cuando
I es su métrica inducida y I1 es su segunda forma fundamental.

Definicion 2.2. Se dice que un par fundamental (I,11) sobre una superficie 3, con
endomorfismo de Weingarten S, es un par de Codazzi si se satisface la ecuacion

VxSY —VySX — S[X,Y] =0, XY € X(%), (54)
donde YV es la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica 1.

Gran cantidad de pares de Codazzi aparecen de manera natural en el estudio de
superficies. Por ejemplo, la primera y segunda formas fundamentales de una superficie
isométricamente inmersa en un espacio modelo riemanniano tridimensional forman
un par de Codazzi. Lo mismo ocurre para superficies espaciales en un espacio modelo
tridimensional lorentziano. En general, si una superficie inmersa en un espacio modelo
(semirriemaniano) n-dimensional posee un normal paralelo /N, entonces su métrica
inducida y la segunda forma fundamental asociada a N forman un par de Codazzi.

Pares de Codazzi también surgen cldsicamente en el estudio de aplicaciones armo-
nicas. Ademds, otros muchos ejemplos de pares de Codazzi aparecen en [1, 3, 9, 10].
De esta manera entenderemos que los resultados que ahora presentamos pueden ser
usados en contextos muy diferentes.
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3. El teorema de Cohn-Vossen

En esta seccién expondremos un ejemplo en el que el uso abstracto de la ecua-
cién de Codazzi da lugar a dos resultados aparentemente no relacionados. Para ello
comenzaremos con un lema técnico.

Lema 3.1. Sea (I,II) un par de Codazzi sobre una esfera topolégica . Si A es
una métrica riemanniana sobre Y. tal que la curvatura media del par (A, 11) es cero,
entonces 11 = (.

Demostracién. Sea z un pardmetro conforme local para la métrica A. Ya que la
curvatura media del par (A, IT) es cero se tiene que

II = Qdz* + Qdz?,

es decir, la parte (1,1) de II respecto a A es nula.
De esta manera, usando la expresion de II y la ecuacién de Codazzi, se tiene que

0 o 0 0 o 0
@= 8211(&2’&):%[<582’az>

I(Va Si 3) +I(SaZ,Vaa>

o= 0z’ Oz

0 0
1

o d
= —II <az’vf3zaz> +1

= -THR+TLQ.

Por tanto, |Q=| < f|Q| para cierta funcién continua f. Esto indica que Qdz? es
una diferencial cuadritica con ceros aislados y de indice negativo, o bien ) se anula
idénticamente (ver, por ejemplo, [2] o [8]). Pero como nuestra superficie > es una
esfera topoldgica el teorema del indice de Poincaré nos dice que @@ = 0y, por tanto,
I1 = 0 como queriamos probar. O

f

Como consecuencia de este resultado obtenemos una version abstracta del teorema
de Cohn-Vossen que, como veremos, tiene diferentes consecuencias no elementales.

Teorema 3.1 (Cohn—Vossen - version abstracta)). Sean I una métrica riemanniana
sobre una esfera topoldgica ¥y (I,I1I), (I,113) dos pares de Codazzi. Si las
curvaturas extrinsecas de ambos pares coinciden y son positivas, esto es,

K(I,1I) = K(I,115) > 0,

entonces 11; = +115.
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Demostracion. Como K (I,1I;) > 0 se obtiene que II; es globalmente definida
positiva o definida negativa, j = 1, 2. Asi, salvo cambio de signo, podemos suponer
que I1; y I son definidas positivas.

Consideremos A = 117 +115 que es una métrica riemanniana. Como K (I,I1) =
K(I,I1I5) se obtiene de forma sencilla que la curvatura media del par (A, IT, — I15)
es cero.

Pero es claro que (I,II; — II3) es un par de Codazzi ya que (I,111)y (I,112)
lo son, por lo que usando el lema anterior sobre el par (I, 11; — I15) y la métrica A
obtenemos que /Iy — IIs = 0 como queriamos demostrar. O

El teorema clasico de Cohn-Vossen afirma:
Todo ovaloide en R3 es rigido.

Esto es una consecuencia directa de la version abstracta del teorema. Para ello
basta tener en cuenta que un ovaloide ¥ en R® ha de ser una esfera topolégica y
ademds dos inmersones isométricas de ¥ en R? han de tener igual curvatura extrinseca
por el teorema de Gauss y, asi, igual segunda forma fundamental por la versién
abstracta del teorema de Cohn-Vossen. De esta forma, ambas inmersiones serian la
misma salvo movimientos rigidos.

Observemos que la version abstracta puede ser también usada para obtener la
rigidez de ovaloides en S*, H?, S$ o H3. Pero ademds puede ser usado para demostrar
resultados aparentemente no relacionados.

El problema de Minkowski puede ser enunciado como sigue:

Sea p : S — R una funcién diferenciable positiva. ;Existe un ovaloide
¥ en R3 con aplicacién de Gauss N : ¥ — S? tal que su curvatura de
Gauss cumpla Kx.(N~1(p)) = p(p) para todo p € S??

La unicidad de solucién a este problema también es consecuencia directa de la
version abstracta del teorema de Cohn-Vossen.

Corolario 3.1. Sea p : S* — R una funcién diferenciable positiva. Si ¥1 y X
son dos soluciones al problema de Minkowski asociado, entonces coinciden salvo
traslacion.

Demostracion. Sean 1, : S — R3 dos inmersiones con igual aplicacién de
Gauss N e igual curvatura de Gauss p > 0.
Ya que la tercera forma fundamental de una inmersién viene dada por

IIT = (dN,dN) = —K I + 2H II,

entonces las terceras formas fundamentales de ambas inmersiones coinciden.
Un hecho importante es que (I, I1) es un par de Codazzi si y sélo si (I11,11)
es un par de Codazzi [9].
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Como la curvatura extrinseca de los pares de Codazzi (I11y,I11)y (111, 115)
asociados a las inmersiones v, y 12, respectivamente, cumplen que sus curvaturas
extrinsecas

1 1 1

KUIILWI1IL1)=———=-=———=K(II,,1I
( 1, 1) K(Il,.[Il) p K(IQ,IIQ) ( 2, 2)a

la version abstracta del teorema de Cohn-Vossen afirma que 71; = I15. Y como
I =—-K(II;, II;)III; +2H(III;,II;)II;, Jj€{1,2},

obtenemos que I = Is.

Es decir, la métrica inducida y la segunda forma fundamental de ambas inmersio-
nes coinciden. Por tanto, las dos inmersiones coinciden salvo movimientos rigidos,
pero como tienen igual normal unitario, el movimiento rigido ha de ser una traslacién.
O

4. Ecuaciones en derivadas parciales

Otro uso de los pares de Codazzi aparece en el estudio de ciertas EDPs de segundo
orden. Para ello, sea (I, 1]) un par de Codazzi sobre una superficie > con curvatura
media H y curvatura extrinseca K que satisface una relacién no trivial del tipo

W(H,K)=0.

Aqui, W es una funcién diferenciable definida sobre un abierto de R? que contiene
al conjunto de puntos {(H(p), K(p)) : p € T}.

Si

d

%W(t’ﬁ) #0 para todo t, con t? = H? = K, (55)
entonces los puntos umbilicales de (I, IT) son aislados y de indice negativo, o bien
el par es totalmente umbilical.

Diversas demostraciones de este hecho en R? o H? han sido dadas por Hopf [7],
Chern [5], Hartman y Winter [6], Bryant [4] o Alencar, do Carmo y Tribuzy [2], y

su extension abstracta es sencilla.

Proposicion 4.1. Sea Q C R? un disco topoldgico cerrado y f(x,y) una funcion
diferenciable definida sobre Q) que satisface una relacion no trivial del tipo

W(fxt"’fyyafw:fyy _.fa%y) =0. (56)

Si W cumple (55) y para una parametrizacion «(t) del borde de §) se tiene que

%(fw(a(t)), fy(a(t))) es proporcional a o (t), (57)

entonces existe una constante cq tal que f(z,y) = co(z* + y?).
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Demostracion. Observemos que podemos obtener un par de Codazzi en términos de
la funcién diferenciable f(z,y) definiendo

I = da? + dy?, II = fopda® + 2f,, dvdy + fy, dy*.
Este par tiene curvatura media y extrinseca dadas por

H:fmx+fyya K:fmcfyy_ mzy’

por lo que (56) puede escribirse como W(H, K) = 0.

Por tanto, los puntos umbilicales del par son aislados y de indice negativo Yy,
ademds, de (57) se tiene que el borde del dominio €2 es linea de curvatura del par.
Asi, el teorema del indice de Poincaré nos dice que el par ha de ser totalmente
umbilical.

De esta manera obtenemos que fi, = fyy ¥ fzy = 0, y si derivamos

(fww)y = (faly)x =0, (fa:w)a: = (f’t/’l/):v = (facy)y =0,

de donde existe una constante cg tal que fy, = fyy = 2co, por lo que

flz,y) = co(a® +y?)
como queriamos probar O

Este resultado puede ser usado para EDPs muy generales como f,, + f,y = cte
0 feafyy — fl.yZ = cte # 0.
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Un problema variacional geométrico: Las curvas
elasticas de J. Bernoulli

Oscar J. Garay

Resumen La exposicion a las ensefianzas de Floro durante mis afios de Licenciatura,
tuvo para mi una secuela muy importante: el contagio de su pasion por la Geometria,
en especial, cuando estaba relacionada con problemas cldsicos. No se me ocurre nada
mejor para honrar su memoria, que esta pequefia contribucién sobre el maravilloso
desarrollo de las curvas eldsticas y su conexién con la Geometria. Estoy seguro de
que €l lo disfrutard con agrado, alld donde esté ahora.

1. Introduccion

El estudio de las curvas eldsticas tiene su origen en un problema de la teoria de
elasticidad que se comenz6 a analizar en los albores del siglo XVIIIL: El problema de
la barra flexible. En este problema se trata de determinar la forma final que adoptara
una barra (o 14mina) flexible en equilibrio, cuando estd sometida a la accidn de fuerzas
externas en sus extremos.

En una carta abierta datada en 1691, Jakob Bernoulli propuso el andlisis del pro-
blema de la barra flexible desde una perspectiva cientifica. En una serie de articulos
aparecidos tres afios mas tarde en Acta eruditorum, él mismo publicé su propia solu-
cién al problema (para mds detalles véase [6]). Entre las principales contribuciones
aportadas por J. Bernoulli en dicho trabajo, podemos mencionar, primero, el esta-
blecimiento de una relacién entre el momento de flexién de la ldmina con su radio
de curvatura, y, segundo, la derivacion de una férmula para la determinacion de éste
usando el recientemente introducido Célculo Diferencial de Leibniz. De esta forma
fue J. Bernoulli quien primero establecié la ecuacién diferencial de las elasticas, al
menos para algunos casos concretos, pues, en efecto, su trabajo se centrd en el es-
tudio de la llamada eldstica rectangular, en el que las fuerzas externas actian sélo
sobre uno de los extremos de la ldmina, haciendo dngulo recto con la direccion de
la misma en dicho punto. La restriccién al caso rectangular fue la base de la critica
de Huygens al método de trabajo de J. Bernoulli, ya que, en una nota aparecida en la
misma revista en septiembre de 1694, Huygens destaca la existencia de otras posibles
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Dep de Matematicas, Facultad de Ciencia y Tecnologia, Universidad del Pais Vasco, Apdo 644,
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configuraciones para la eldstica que habrian sido pasadas por alto en el trabajo de J.
Bernoulli.

El trabajo pionero e incompleto de J. Bernoulli fue, probablemente, una de las
principales motivaciones que despertaron el interés de L. Euler en la materia. En
1744, L. Euler publicé su tratado sobre el cdlculo de variaciones Methodus inveniendi
lineas curvas..., [5], en cuyo apéndice, De curvis elasticis, resume sus logros sobre las
eldsticas culminando una investigacion que habia comenzado en 1732. Euler comienza
su estudio usando el célculo variacional que, previamente, habia introducido en su
tratado, para obtener una forma mas general de la ecuacién diferencial de las eldsticas
de J. Bernoulli vdlida, también, los casos no tratados por éste. De este modo, Euler
demostraba una conjetura de David Bernoulli, sobrino de J. Bernoulli, quien, en una
carta de 1742, le habia sugerido que la ecuacién de la curva eldstica se deberia poder
obtener como consecuencia de la minimizacién de la energia fv % (aqui la barra
elastica se idealiza como una curva 7, s es el pardmetro arco de dicha curva, R
representa su radio de curvatura, y la integracién se realiza a lo largo de toda la
longitud de la curva). Evidentemente, D. Bernoulli estaba apelando al principio de
minima accion que algunos autores de aquella época, como P. Laplace, G.W. Leibniz,
J.L. Moreau de Mapertuis, L. Euler y el propio D. Bernoulli, estaban empezando a
formular como una ley esencial de la mecédnica. Estd claro que Euler aprovechd
esta circustancia para usar las eldsticas como una bonita aplicacién de su recién
introducido cdlculo de variaciones, sin embargo, su trabajo sobre las curvas eldsticas
se centrd en la determinacion de las diferentes formas que una ldmina en equilibrio
puede adoptar cuando distintas fuerzas actian sobre sus extremos. En definitiva, Euler
obtuvo soluciones graficas para ciertas integrales elipticas (véase la Figura 1), aunque
actualmente se pueden obtener parametrizaciones explicitas para las curvas eldsticas
planas en términos de las funciones elipticas de Jacobi.

En un lenguaje moderno, para derteminar la forma en equilibrio de una barra
elastica sometida a fuerzas externas en ambos extremos, el modelo de D. Bernoulli
propone minimizar la energia de flexion de la barra. Dicha energia estd dada por

Fi(v) = / (K*+ ) - ds, (58)
Y

donde « denota la curvatura de la curva ~ (que representa idealmente a la barra), y A
es un multliplicador de Lagrange asociado a una (eventual) ligadura sobre la longitud
de la curva.
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Figure 1: Construccion de las eldsticas planas de Euler.

Por otra parte, el estudio de las curvas eldsticas cerradas tiene un significado
geométrico especial. J. Langer and D. Singer en 1987 and N. Koiso en 1993 [7],
demostraron, usando métodos diferentes, la existencia de curvas elasticas cerradas en
variedades riemannianas compactas (siempre que no existan geodésicas cerradas de
la misma longitud). Desde entonces, se han dedicado muchos esfuerzos a la clasifi-
cacién de las eldsticas cerradas en los espacio modelo reales, donde el problema esta
practicamente resuelto (véanse, por ejemplo, los trabajos [7], [13], [19].

A comienzos del siglo XX G.A. Bliss (1907), J. Radon (1910) [15] y W. Blaschke
(1930) [2] genenalizaron el estudio de las eldsticas, no sélo a curvas de R3, sino que,
también, a funcionales energéticos del tipo

Fly) = / f() - ds, (59)

donde f(t) es una funcién C'™ y la energia actda sobre ciertos espacios de curvas.
Poco més tarde, R. Irrgang (1933) [9] y L.A. Santal6 [17] consideraron energias que,
ademds de la curvatura, tenian en cuenta otro invariante geométrico esencial como la
torsion de la curva 7

F() :/f(K,T) -ds. (60)

Mis generalmente, uno se puede plantear el estudio de Lagrangianos dependientes
de todas las curvaturas de Frenet de una curva regular. Asi, si 7 es una curva regular
inmersa en una variedad pseudoriemanniana n-dimensional, M", y representamos
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por K1,K2,- -+ ,Kkn—1, Sus n — 1 curvaturas Frenet, es interesante estudiar curvas que
minimizan la energia

]-'(a):/ f (K1, k2, Kn—1) (s) - ds, 61)

en espacios de curvas sujetas a ciertas condiciones de frontera. En este sentido, pode-
mos afirmar que el problema de las eldsticas y sus generalizaciones se ha convertido
en un problema variacional de tipo geométrico.

Para elecciones adecuadas de la densidad Lagrangiana, los puntos criticos de este
tipo de energias incluyen: geodésicas; eldsticas cldsicas; eldsticas circulares en reposo;
curvas hipereldsticas; eldsticas cerradas con condiciones isoperimétricas; etc... Como
veremos después, esta familia de funcionales no sélo tiene interés intrinseco, sino
que, ademds, tienen aplicaciones importantes a otras dreas de conocimiento.

Siendo su origen un problema variacional clésico, en general, para el andlisis de
este tipo de problemas se han usado métodos directos del cdlculo de variaciones desde
un punto de vista Lagrangiano. No obstante, recientemente se han introducido otro
tipo de técnicas de cardcter marcadamente geométrico. Asi, Langer y Singer hicieron
uso de campos de Killing, expresados en términos de los invariantes de la curva, para
integrar las ecuaciones de Eluler-Lagrange del problema. Otras aportaciones de técni-
cas geométricas se han conseguido desde la perspectiva de los sistemas diferenciales
exteriores, [3], o desde un enfoque hamiltoniano del problema, [19].

Como es natural, existe una vasta literatura sobre el tema, pero un andlisis exahus-
tivo sobrepasaria los limites del presente trabajo. El lector interesado puede consultar,
por ejemplo, los trabajos recopilatorios [6], [7] y [19].

2. Algunas aplicaciones en Fisica, Biofisica y Geome-
tria

Mostraremos en esta seccién que el problema variacional de las eldsticas (y sus
sucesivas generalizaciones), no sélo tiene interés en si mismo como problema va-
riacional clasico, sino que, también, tiene importantes e interesantes aplicaciones en
Fisica, Biofisica y, por supuesto, en otras dreas de las Matematicas. En general, po-
demos decir que mientras que en Fisica y Biofisica se pueden utilizar para construir
modelos de interés en el mundo real, en Matematicas se usan para construir algorit-
mos aplicables en el contexto de subvariedades que son minimizadoras de energias
de orden superior.
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2.1. Modelos de particulas relativistas

La familia de funcionales descritos en §1 se puede utilizar para ofrecer distintos
modelos de particulas relativistas en ambientes pseudoriemannianos n-dimesionales,
M™. Las densidades Lagrangianas que describen la evolucion de dichas particulas
tienen una larga historia en Fisica, sin embargo, los modelos geométricos mads recien-
tes sirven para describir su comportamiento de una manera intrinseca. Asi, si vy es
una curva regular que describe la trayectoria de una particula en un espacio-tiempo
M"™ (generalmente, M" se toma como una variedad Riemanniana o Lorentziana), nos
encontramos con que el movimiento de dicha particula estd determinado por una den-
sidad Lagranagiana del tipo (61). Ademds, resulta que para este tipo de funcionales
las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden describir en términos de las curvatu-
ras de Frenet, lo que es paticularmente ttil en el caso de que el espacio ambiente
sea un espacio-tiempo de curvatura constante, en cuyo caso las curvaturas de Frenet
proporcionan una descripcién cinemdtica completa del movimiento de la particula.

Como casos particulares de esta situacion podemos considerar P (K1, , Kp—1)
= m, con m constante, que se corresponde con el modelo de las geodésicas y
describe el movimiento de particulas en caida libre de M". Por otra parte, las tra-
yectorias de bosones sin masa se pueden describir usando la energia curvatura total
P (&1, ,Kn—1) = M K1, mientras que una ligadura sobre la longitud afiadida a este
funcional serviria como modelo para bosones con masa. Otros modelos interesantes
de particulas relativistas estan definidos por Frunp() = [ (m+nk1 4+ pro) ds
donde m,n,p € R (véase [1]).

En ambientes Riemannianos y Lorentzianos los modelos anteriores estdn bien
estudiados en la esfera y en el espacio anti de Sitter 3-dimensionales AdS3;. En
particular, las lineas de universo de particulas relativistas con masa y spin no nu-
los son hélices en AdS3 y el conjunto de soluciones posibles estd formado por una
familia uniparamétrica de hélices no congruentes. Cuando las densidades Lagran-
gianas dependen tanto de la curvatura como de la torsién en espacios Loretzianos
3-dimensionales de curvatura constante, el espacio de posibles trayectorias son fa-
milias de curvas de Lancret (para mayor detalle de estos aspectos, véanse [1] y las
referencias alli citadas).

2.2. De las membranas en Biofisica a la teoria de cuerdas

La investigacién de superficies que son minimizadoras de energfas libres cuadra-
ticas en las curvaturas principales es muy relevante en el estudio de muchos sistemas
fisicos. Son dtiles, por ejemplo, en la descripcion tedrica de sistemas anfifilicos. An-
fifilos bien conocidos son los surfactantes (itiles en la industria petrolera o en la
fabricacion de jabones y limpiadores), o los lipidos, que son el componente basico
de las biomembranas.
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La Fisica de estos sistemas estd determinada por sus interfases. En los sistemas bi-
narios, los anfifilos se autoensamblan formando bicapas conocidas como membranas
fluidas. De esta manera las superficies de R® se pueden considerar como un modelo
idealizado de las interfases que aparecen en procesos materiales concretos: biomem-
branas; peliculas y pompas de jabén; ldminas eldsticas; etc... La energia libre que
controla estos procesos depende de la geometria de la interfase y de sus propiedades
elésticas, de manera que la forma de la membrana se corresponde con el estado de
equilibrio o de energia minima del sistema. De esta manera, bajo condiciones idea-
les se puede suponer que la densidad Lagrangiana dependerd, no sélo de constantes
fisicas asociadas a las condiciones concretas del sistema (tension superficial, médulo
de elasticidad, etc...), sino también de la geometria de la interfase: su curvatura. Asf,
en estos modelos, la energia que controla la forma de la interfase .S viene dada por

£(9) = /S(a +b(H —cp)? +cK)-dA, (62)

donde a,b,c,c, € R son constantes fisicas (¢, es la llamada curvatura espontdnea,
encargada de medir una posible asimetria inicial de la bicapa), K y H son las
curvaturas de Gauss y Media de la interfase S, y dA es el elemento de area de la
superficie.

Este tipo de modelos han sido consderados por diversos autores como S.D. Pois-
son (1812), G.R. Kirchhoff (1850), A.E.H. Love (1906) y mds recientemente, por
P.B. Canhman y W. Helfrich en un contexto biofisico. T. Thomsem, H. Hopf and
T.J. Willmore los han estudiado desde un punto de vista puramente matemadtico. En
particular, el caso mas sencillo de energia eldstica para superficies se corresponde
con la energia de flexion on energia de Willmore

W(S) = / H? . dA (63)
S

cuyos minimos (o, mds generalmente, puntos criticos), que ya fueron estudiados por
S. Germain, se conocen con el nombre de superficies de Willmore. Este funcional
tiene un papel fundamental en el estudio teérico de las posibles formas que pueden
adoptar las membranas bioldgicas eldsticas en equilibrio, y en el andlisis de otras
objetos fisicos importantes como los cristales liquidos, polimeros, filamentos, ADN,
etc..., [11], [14].

Desde un punto de vista matematico el problema de la determinacién de las posi-
bles formas de la membranas es un problema variacional con condiciones de frontera
de muy dificil solucién. Los resultados mds interesantes que se han obtenido en esta
direccién tienen que ver con la existencia de minimizadores de una clase topoldgica
determinada. Sin embargo, para los fisicos y biofisicos un problema mds importante
es la determinacién de soluciones explicitas que puedan servir para derivar propieda-
des fisicas del sistema. Un inconveniente grave en este sentido es que se conocen muy
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pocas soluciones explicitas no triviales y, la mayoria de las que se conocen se han
obtenido mediante procedimientos numéricos bajo la hipdtesis adicional de que las
membranas sean geométricamente simples (tienen diversos tipos de simetrias, [18].
Vesiculas con topologia mds compleja has sido también estudiadas numéricamente y
su existencia ha sido testada en el laboratorio, [10].

Afortunadamente, las curvas eldsticas se pueden usar para construir soluciones
explicitas de la ecuacién de forma para las membranas. J.C.C. Nitsche demostrd
que las membranas cilindricas tienen que estar construidas sobre eldsticas planas.
J. Langer y D. Singer demostraron que las membranas con simetria rotacional son,
precisamente, las que estdn modeladas sobre curvas eldsticas del plano hiperbdlico.
Ademads, Hertrich-Jeromin ha probado que las superficies eldsticas (de Willmore)
foliadas por circulos tienen que ser conformemente equivalentes o bien a algunas de
las superficies que se acaban de describir anteriormente, o bien a conos construidos
sobre elésticas de la esfera. Mediante un procedimiento distinto, U. Pinkall ha obtenido
membranas de Willmore a partir también de elasticas cerradas de la esfera (si bien,
éstas son fisicamente inestables).

Como vemos, las curvas eldsticas tienen un papel destacado en la construccién
de membranas eldsticas, especialmente, superficies de Willmore. Pero, a su vez, las
superficies de Willmore (y sus extensiones, las subvariedades de Chen-Willmore)
tienen importantes aplicaciones a la teoria de Cuerdas, con lo que las eldsicas y sus
genalizaciones se pueden usar para obtener ejemplos concretos de cuerdas y, mds
generalmente, p-branas, segin el modelo de Kleinert-Polyakov.

Los detalles correspondientes a esta seccion se pueden consultar en [1], [7], [11],
[14], [18].

2.3. Subvariedades Chen-Willmore

Las elésticas generalizadas tienen también aplicaciones al estudio de otros proble-
mas variacionales en la teoria de subvariedades, como, por ejemplo, a las subvarieda-
des de Chen-Willmore. En la década de 1960, B-Y Chen extendié de manera conforme
el funcional energético de Thomsem-Willmore a subvariedades de cualquier variedad
de Riemann. Los puntos criticos de la nueva energia se llaman subvariedades de
Chen-Willmore e incluyen a las superficies de Willmore (membranas eldsticas) como
caso particular. Un aspecto importante dentro de esta nueva teoria es la busqueda de
ejemplos de subvariedades de Chen-Willmore de dimensién superior, siendo este un
asunto considerablemente mds complicado que el correspondiente de las membranas
eldsticas. Pues bien, haciendo uso de la invarianza conforme de la energia y del pri-
cipio de criticidad simétrica de Palais, hemos descubierto un procedimiento bastante
general para construir subvariedades de Chen-Willmore a partir de eldsticas genera-
lizadas, en los espacios conocidos como "productos retorcidos". Este procedimiento
explicaria también algunas de las superficies eldsticas mencionadas con anterioridad:
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las membranas cilindricas construidas sobre curvas eldsticas planas; los toros eldsti-
cos modelados sobre curvas eldsticas esféricas; y los toros de revolucién modelados
sobre elasticas del plano hiperbdlico.

Mais informacién sobre los resultados de esta seccion, se puede encontrar en [1],
[7], [19] .

2.4. Elasticas desde una perspectiva dinimica

El estudio de las eldsticas como un problema de equilibrio geométrico estd rela-
cionado con un importante problema dindmico: El problema del flujo del filamento.
El problema consiste en el estudio de la evolucion de un filamento de vortices aislado
en un fluido incompresible e ideal (no viscoso). El modelo, originalmente formulado
por L. Da Rios en 1906, viene determinado por la evolucién de una curva (s, t) (s
es el pardmetro arco de la cura y ¢ es el tiempo) de acuerdo con el flujo conocido
como ecuacion de induccion localizada (LIE), v, = kB, donde « es la curvatura de
la curva y B es su campo binormal. En la década de 1970, Hasimoto descubri6é que
las curvas elésticas evolucionan mediante movimientos rigidos. De hecho, los ejes
centrales de los cables eldsticos en R3, que son puntos criticos para un funcional del
tipo (60), se mueven bajo el flujo LIE siguiendo una combinacién de movimientos
rigidos y un deslizamiento sobre el filamento, [19]. Hasimoto descubrié también, que
este bonito problema geométrico es, esencialmente, equivalente a un superconocida
ecuacion diferencial en derivadas parciales: la ecuacién de Schrodinger cibica no
lineal. Para mds detalles, vednse [8] y [16].

2.5. Elasticas en el disefio grafico por computador

Como una tltima prueba de la versatilidad de las elasticas en sus aplicaciones,
mencionaremos una conexion establecida recientemente entre las curvas eldsticas y
el disefio grafico computarizado. La relacion clave entre las eldsticas y la vision
computarizada es su especial adaptabilidad al problema de interpolacién. Por ello,
las eldsticas, consideradas como una especie de "splines"no lineales, se convierten
en herramientas utiles para, por ejemplo, la reconstruccién de las lineas rotas o
parcialmente ocultas que se producen al proyectar objetos 2 6 3 dimensionales. Esta
caracteristica también las hace apropiadas, en el campo del disefio por ordenador,
para la restauracion de imdgines incompletas de superficies 3-dimensionales. Para
mayor detalle véase [4].
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Estabilidad de superficies en la 3-esfera
sub-riemanniana

Ana Hurtado e César Rosales

Resumen En estas notas estudiamos la estabilidad de superficies compactas en la
3-esfera sub-riemanniana, es decir, la propiedad de ser un minimo de segundo orden
del area bajo una restricciéon de volumen. En concreto, ofrecemos una demostracion
muy sencilla de un resultado probado en [6], en el que se establece que una superficie
compacta y estacionaria de clase C? sin puntos singulares es inestable.

1. Geometria sub-riemanniana en S?°

En este trabajo denotaremos por p - ¢ y por <p, q> al producto cuaterniénico y
escalar, respectivamente, de dos elementos p,q € R*. La esfera unidad S® c R*
con el producto de cuaternios es un grupo de Lie tridimensional, compacto y no
conmutativo. Dado p € S?, la traslacién derecha asociada a p es el difeomorfismo
definido por g — ¢ - p. El édlgebra de Lie de los campos invariantes a la derecha en
(S3,-) estd generada por:

V(p) :=1i-p, Ey(p) :==j-p, Ey(p) :=k - p,

donde 4, j y k son las unidades cuaterniénicas complejas. El campo V' es un campo
de Hopf sobre S3, ya que es tangente a las fibras de la fibracién de Hopf 7 : S* — S?
definida por 7(p) =P - i - p, donde P es el conjugado de p.

La distribucién horizontal H en S? es la distribucién plana generada por los
campos E; y Fs. Es claro que H = Ker(w), donde w es la 1-forma de contacto sobre
S? dada por w = x1 dy; — y1 dxy + T2 dys — Yo dxo, donde (1,1, T2,y2) son las
coordenadas euclideas en R*. En particular, { es una distribucién completamente no
integrable. Denotaremos por X}, a la proyeccién horizontal de un campo tangente X
sobre S3. Diremos que X es horizontal si X = Xj,.

A continuacién, introducimos una métrica sub-riemanniana sobre S. Para ello,
basta considerar la métrica riemanniana g;, sobre H para la que {F1, E>} es una
base ortonormal en cada punto. De este modo, el par (S3, g;,) es una variedad sub-
riemanniana de contacto. Es obvio que la restriccion g del producto escalar <~, > aS?
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proporciona una extension de gy, tal que la paralelizacion {Ey, E5, V'} es ortonormal.
Por una congruencia de (S3, g, ) entenderemos una isometria de (S3, g) que conserva
la distribucién horizontal. Como la métrica g es invariante a la derecha, se sigue que
cada traslacién derecha es una de tales congruencias.

Sea J el giro de 90 grados en H en el sentido determinado por la base { £y, Fs}.
Se tiene entonces que (S®,7H,.J) es una variedad de tipo pseudohermitico. Exten-
demos J a todo el espacio tangente de S® mediante J(V) := 0. Si D represen-
ta la conexién de Levi-Civitd sobre (S3, g), entonces se comprueba facilmente que
J(X) = DxV para cada campo X de vectores tangente sobre S3.

Dada una superficie ¥ C S? de clase C*, se llama conjunto singular de ¥ a
Yo={peX: T,X =H,} Porel teorema de Frobenius se sigue que X es cerrado
y tiene interior vacio en . Como consecuencia, el conjunto regular ¥ — .y es abierto
y denso en ¥. Si N es un campo normal unitario sobre X en (S3, g), entonces podemos
describir el conjunto singular de ¥ mediante la igualdad ¥y = {p € ¥ : Nj,(p) = 0}.
En el conjunto regular 3 — ¥ podemos definir la aplicacion de Gauss horizontal vy,
y el campo caracteristico Z como:

N,
Vp 1= |Nh‘7 7 = J(I/h). (])
Como Z es horizontal y ortogonal a v, deducimos que Z es tangente a X.. Por tanto,
Z, genera T,% N 'H,. Llamaremos curvas caracteristicas (orientadas) de X a las
curvas integrales de Z en X — X. Si definimos el campo

S = (N.V)un— [Ny V. @)

entonces {Z,, Sp} es una base ortonormal de 7),% en cada punto p € ¥ — Xy.

Terminamos esta seccién recordando algunos hechos sobre geodésicas en (S?, gy,).
Diremos que una curva C* es horizontal si su vector tangente en cada instante perte-
nece a la distribucién horizontal. Siguiendo el enfoque dado en [5] y [4], definimos
las geodésicas en (S3, gp,) como las curvas horizontales de clase C? que son puntos
criticos de la longitud para cada variacién por curvas horizontales con los mismos
extremos. A partir de la primera derivada de la longitud no es dificil probar que una
curva horizontal v de clase C? y parametrizada por el arco es una geodésica si y
s6lo si existe un nimero real A\ de forma que se cumple la ecuacién diferencial de
segundo orden dada por:

Dy +2XJ(§) =0.

En tal caso, diremos que 7y es una geodésica de curvatura \. El comportamiento de
las geodésicas en (Sg, gr) en funcién de su curvatura fue establecido en [4].

Proposicién 1.1. Sea v : R — (S3, g,) una geodésica completa de curvatura \.

i) Si A/V1+ A2 € Q entonces ~y parametriza una circunferencia embebida cuya
longitud depende solamente de ).
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ii) Si A\/vV1+ A2 € R— Q entonces, salvo una traslacion derecha, v parametriza
un subconjunto denso de un toro de Clifford vertical S*(a) x S*(b).

2. Superficies estacionarias y estables

Recordaremos en primer lugar las nociones de volumen y de drea en (S?, g).
Sea Q C S? un conjunto de Borel. El volumen V() es la medida de Haar en el
grupo (S3, ), que resulta coincidir con el volumen riemanniano en (S, g). Dada una
superficie orientable ¥ de clase C, el drea de ¥ viene dada por la expresién integral

A) = [ Nz

donde N es un campo normal unitario sobre ¥ en (S3, g) y d¥ es el elemento de drea
riemanniano sobre X.. Gracias al teorema de la divergencia se prueba que si ¥ = 02
entonces A(X) coincide con el perimetro sub-riemanniano de €2 definido como:

P(Q2) = sup {/ div X dv; | X| < 1}, ?3)
Q

donde el supremo se toma sobre todos los campos horizontales de clase C'* sobre S3.
En (3), denotamos por dv y div al elemento de volumen y la divergencia en (S, g).

Ahora podemos definir el concepto de superficie estacionaria. Sea X una superficie
compacta de clase C? en S®. Cada campo tangente X sobre S? permite construir,
mediante su grupo uniparamétrico de difeomorfismos, una variacion ¥4 de 3. Dicha
variacién produce también una familia diferenciable de abiertos Q, en S? de forma
que 0f)y = X, para cada s € R. Denotaremos por N al normal interior sobre 3,
es decir el que apunta hacia 2y. Los funcionales de volumen y de 4drea asociados
a la variacién estdn dados por V(s) := V(Q,) y A(s) := A(X), respectivamente.
Diremos que la variacion preserva el volumen si V(s) = V() para cada s en un
intervalo alrededor de 0. Diremos que X es estacionaria si A’(0) = 0 para cada
variacién que preserva el volumen.

Las superficies estacionarias en (S?,g;,) presentan propiedades interesantes que
reunimos en el siguiente resultado. Los detalles se pueden consultar en [5], [6] y [3].

Proposicién 2.1. Sea ¥ una superficie compacta y estacionaria. Se verifica que:
i) La curvatura media de %, definida por —2H = divsvy, es constante en X — Y.
ii) Cada curva caracteristica de ) es una geodésica de curvatura H en (S, gp,).

iii) Cada componente conexa de ¥ es homeomorfa a una esfera o a un toro.



90 A. Hurtado, C. Rosales

Gracias a los resultados de [3] y [5] en los que se describe el conjunto singular >,
de una superficie estacionaria y el comportamiento local de ¥ alrededor del mismo,
es posible caracterizar todas las superficies compactas y estacionarias con Yo # .
Se tiene el siguiente resultado, que fue probado en [4].

Proposicion 2.2. Sea X una superficie compacta, conexa y estacionaria con conjunto
singular no vacio. Entonces Y es congruente con una esfera de revolucion Sy o con
un toro estacionario de una famila biparamétrica T, .

Las superficies esféricas S y los toros 7,, » fueron descritos en [4]. Cada esfera
Sy es la unién de todas las geodésicas de curvatura A que unen dos puntos situados
sobre la fibra de la fibracién de Hopf que pasa por el elemento neutro en (S3, ).

El siguiente paso natural consiste en estudiar las superficies compactas y esta-
cionarias con conjunto singular vacio. A diferencia del caso en que Xy # 0, estas
superficies no estdn completamente clasificadas, aunque en [4] se establecieron algu-
nos resultados parciales interesantes que enunciamos a continuacion.

Proposicion 2.3. Sea 3 una superficie compacta, conexa y estacionaria con conjunto
singular vacio. Supongamos que ¥ satisface alguna de las siguientes hipotesis:

i) La curvatura media H de % cumple H//1+ H? e R — Q.
ii) X es vertical, es decir, el campo de Hopf V es siempre tangente sobre .
Entonces, Y. es congruente con un toro de Clifford vertical S*(a) x S'(b).

Nota 2.1. La condicion sobre H que aparece en la proposicion previa no se puede
eliminar. De hecho, en [4] encontramos toros estacionarios de tipo onduloide, sin
puntos singulares, y con curvatura media H tal que H/v/1+ H? € Q.

Los resultados anteriores reflejan que, en general, no podemos aspirar a clasificar
todas las superficies compactas y estacionarias en (S, g1,). El problema radica en la
ausencia de un resultado de caracterizacion para aquellas con conjunto singular vacio
y tales que H/v1+ H? € Q.

Llevados por las consideraciones previas, pasamos a abordar el estudio de la
estabilidad de superficies estacionarias.

Sea Y una superficie compacta de clase C? en S3. Diremos que X es estable si
es estacionaria y A”(0) > 0 para cada variacién que preserva el volumen.

Para caracterizar de forma analitica la condicién de estabilidad es necesario cal-
cular la derivada segunda de los funcionales de 4rea y de volumen asociados a una
variacion. Este cdlculo se ha desarrollado en [6] para ciertas variaciones que dejan
fijo el conjunto singular de la superficie. A partir de dicho célculo y de la definicién
de estabilidad se obtiene en [6] una desigualdad integral para superficies estables que
enunciamos a continuacion.
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Proposicion 2.4. Si 3 es una superficie compacta y estable, entonces se cumple que:
Qu) =0,

para cada funcion u € Co(X — ), con media nula, y de clase C* a lo largo de las
curvas caracteristicas. En la desigualdad anterior Q representa la forma cuadrdtica

Qu) = / N, (Z(0)? — |B(Z) + S u?) ., 4

donde {Z, S} es la base definida en (1) y (2), y B es el endomorfismo de Weingarten
riemanniano de .

La forma cuadratica Q se llama forma indice de ¥ por analogia con la situacion
riemanniana estudiada en [1]. La proposicién anterior proporciona un método para
probar que una superficie es inestable: basta con encontrar una funcién test con media
nula y soporte compacto sobre 3 — ¥y tal que Q(u) < 0. Esta serd justamente la
idea que perseguiremos para demostrar nuestro resultado principal.

3. Resultado principal

En esta seccién probaremos que si X es una superficie compacta y estacionaria
en (S?,g5) y tiene conjunto singular vacio entonces ¥ es inestable. Este resultado
se obtuvo previamente en [6] mediante argumentos que también se usan para probar
resultados de clasificacion de superficies completas y estables en todas las variedades
modelo sub-riemannianas tridimensionales. Aqui proporcionaremos una prueba mas
sencilla en la que se aprovechan las propiedades especificas de (S?, g;,) como variedad
sub-riemanniana. Necesitaremos un lema previo.

Lema 3.1. Sea X una superficie compacta. Consideremos la base ortonormal {Z, S}
definida en (1) y (2). Si X9 = () entonces existe p € 3. tal que B(Z) + S # 0 en p.

Demostracion. Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que B(Z) = —S
sobre Y. Sea 7 una curva caracteristica de ¥. Como X es compacta y Yo = 0
entonces ~y estd definida en toda la recta real. Sea f : R — R la funcién dada por
f(s) == (N,V)(v(s)). Representamos por ’ las derivadas de f con respecto a s.
Usando las igualdades DV = J(Z), J(Z) = —vp, y VT = —|Ny| S, se tiene que:

f'=(DzN.V) +(N.J(Z)) = |No|(B(2), ) = [Ns| = =2|Ni| ~ (5)
Se sigue que f es de clase C? en R. Ademds, obtenemos que:

I ==22(Nil) = =4 (N,V) = ~4, ©
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donde se ha usado | Nj, >+ (N, V>2 = 1 para calcular Z(|Ny|) a partir de Z((N,V)).
Gracias a (6) se deduce que f(s) = a cos(2s) + b sin(2s) para cada s € R. Esto es
una contradiccién, ya que la ecuacién (5) implica que f/(s) < 0 para cada s € R. O

Ya podemos demostrar nuestro resultado principal.

Teorema 3.1. Sea X una superficie de clase C* compacta y estacionaria en (S?, g,).
Si ¥ = 0 entonces ¥ es inestable.

Demostracion. Sea N el normal interior sobre ¥y {Z, S} la base ortonormal definida
en (1) y (2). Veamos primero que si 2 no es conexa entonces X es inestable. Por el
lema 3.1 existe un punto p € X en el que B(Z) + S # 0. Sea ¥; la componente
conexa de X que contiene a p. Sea Y5 una componente de 3 con 7 # 3. Definimos
una funcién de media nula sobre ¥ que toma valores constantes ci # 0 sobre X, y
que se anula en ¥ — (31 UX5). Por la definicién de la forma indice en (4), tendriamos:

ch/ INL|H|B(Z) + S|?d% < 0,

con lo que X seria inestable en virtud de la proposicién 2.4.

Podemos suponer entonces que ¥ es conexa. Sea H la curvatura media de .
Distinguiremos dos casos:

Caso 1. H/V/1+ H?> € R—Q.

En este caso, sabemos por la proposicion 2.3 que ¥ es congruente con un toro de
Clifford vertical. Como la estabilidad se conserva por congruencias de (S?, g5,), basta
con demostrar que ¥ = S!(a) x S!(b) es inestable. Como estos toros son verticales,
se verifican las igualdades (N, V) =0, |N| =1y S = —V sobre . En particular,
se cumple que (B(S),S) = 0 sobre ¥ ya que Dy'V = J(V) = 0. Teniendo en
cuenta (5) y [4, Equation 4.4], se sigue que (B(Z),S) =1y (B(Z),Z) = 2H.
Como consecuencia de estas igualdades, ¥ tiene curvatura media H en (S3,g) y
|B(Z)+ S|? = 4H? +4 = Ric(N, N) + |B|?, donde Ric es la curvatura de Ricci en
(S3,9) y |B|? es el cuadrado de la norma del endomorfismo de Weingarten. Ademads,
si Vxu es el gradiente riemanniano relativo a > de una funcién v € C'*(3), entonces
es obvio que Z(u)? < |Vxul?. Todo esto nos indica que:

u) < /E {[Vsul? — Rie(N, N) + |B[?)u?} dS = Qg (u), )

donde Qp representa la forma indice riemanniana de ¥ en (S, g). Ahora, el resul-
tado principal en [1] establece que toda superficie compacta 3 de curvatura media
constante en (S?,g) y diferente de una 2-esfera geodésica es inestable en (S3, g).
Por tanto, es posible encontrar una funcién u € Cl(E), de media nula, y tal que
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Qr(u) < 0. Gracias a la desigualdad (7) y a la proposicién 2.4 concluimos que -
es inestable en (S?, gp,).

Caso 2. H/V/1+ H? € Q.

En este caso, las proposiciones 2.1 y 1.1 nos indican que ¥ es homeomorfa a
un toro y que las curvas caracteristicas de X proporcionan una foliacién de > por
circulos de la misma longitud L. Probaremos que X es inestable construyendo una
funcién de media nula asociada a dicha foliacién. De hecho, la expresién de la forma
indice (4) nos motiva a utilizar una funcién u que sea constante a lo largo de cada
circulo caracteristico. Formalicemos la construccién de wu.

Por el lema 3.1 existe un punto p € Y enel que B(Z)+S #0.Seaa:R — X
la curva integral del campo S con «(0) = p. Para cada ¢ € R, sea 7.(s) la curva
caracteristica de Y. con 7.(0) = «a(e). Tomando ¢ pequefio se puede suponer que la
aplicacién F : (—§,0) x S}(2n/L) — ¥ dada por F(e,s) = v.(s) parametriza un
entorno abierto W de p en X. Es obvio que F' es de clase C' L. por tanto, la funcién
f(e,s) := |Jac F|(e, s) es continua. Sea g : (—0,d) — R la funcién definida por
g(e) == fSl(%/L) f(e, s)ds. Consideremos una funcién ¢ € Cy(—9, ) con ¢(0) > 0
y media nula. Definimos u : (—6,8) x S*(2r/L) — R como u(e, s) := ¢(g)/g(e).
Es claro que u induce sobre Y una funcién continua con soporte compacto contenido
en W. Ademds, por el teorema de Fubini, la definicién de g(e), y el hecho de que ¢
tenga media nula, se tiene que:

/EudE:/igb(e)dezo.

Por otro lado, la funcién u es constante a lo largo de las curvas caracteristicas de ..
En particular, Z(u) = 0 sobre X. Al calcular Q(u) a partir de (4), deducimos que:

Q(u) :—/ INw| 71 |B(Z) + S| u? dx,
>

que es claramente una cantidad no positiva. Finalmente, como |N,| > 0 sobre X,
|B(Z) 4+ S|(p) > 0y u(0,0) > 0 se sigue que Q(u) < 0. Por la proposicién 2.4
concluimos que X es inestable. Esto finaliza la demostracion. O

Terminamos este trabajo con una aplicacion del teorema 3.1 al problema isoperi-
métrico en (S3, g;,). Dicho problema estudia los conjuntos que minimizan el funcional
de perfmetro definido en (3) bajo una restriccién de volumen. Como S? es compacta,
existen soluciones isoperimétricas compactas con cualquier volumen [2]. Ademas, si
dichas soluciones son de clase C2, entonces su frontera es una superficie compacta,
estacionaria y estable. Gracias al teorema 3.1 y a la proposicién 2.2 deducimos el
siguiente resultado, que resuelve afirmativamente una conjetura establecida en [4].
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Corolario 3.1. Si Q) es una regioén isoperimétrica de clase C* en (S3,gy,), entonces
cada componente conexa de 0S) es congruente con una esfera de revolucion Sy o
con un toro estacionario T, ».

En el espacio de Heisenberg sub-riemanniano existe una conjetura de Pansu [2]
que afirma que las soluciones isoperimétricas tienen por frontera a ciertas esferas
de revolucién similares a las esferas Sy. Resulta natural conjeturar que en (S, gy,)
ocurrird el mismo fendmeno. De hecho, podemos ir mds alld y conjeturar que las
esferas Sy son las tnicas superficies compactas y estables de clase C? en (S?, g;,).
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Real hypersurfaces in complex two-plane Grassmannians
with §-parallel normal Jacobi operator

Imsoon Jeong e Young J. Suh

Resumen In this paper we give a non-existence theorem for Hopf hypersurfaces M
in complex two-plane Grassmannians Go(C™%2) whose normal Jacobi operator Ry
is parallel on the distribution § defined by § = [¢] U DL, where [¢] = Span {¢},
DL = Span{¢;,£2,&} and T,M =D & D+, v € M.

1. Introduction

The geometry of real hypersurfaces in complex space forms or in quaternionic
space forms is one of interesting parts in the field of differential geometry. Until
now there have been many characterizations for homogeneous hypersurfaces of type
(A1), (As), (B), (C), (D) and (F) in complex projective space CP™, of type
(A1), (A2) and (B) in quaternionic projective space HP™, or of type (A) and
(B) in complex two-plane Grassmannians G5(C™+2). Each corresponding geometric
features are classified and investigated by Berndt [2], Pérez, Santos and Suh [13],
Kimura [9], Martinez and Pérez [10], Berndt and Suh [3] and [4], respectively.

Let (M, g) be a Riemannian manifold. A vector field U along a geodesic + in
a Riemannian manifold M is said to be a Jacobi field if it satisfies a differential
equation

VEU + R(U(#),3(8))5(t) = 0,

where V. and R respectively denotes the covariant derivative of the vector field U
along the curve 7 in M and the curvature tensor of the Riemannian manifold (M, g).
Then this equation is called the Jacobi equation.

The Jacobi operator Ry for any tangent vector field X at 2 € M, is defined by

(RxY)(z) = (R(Y, X)X)(x)

for any Y € T}, M, becomes a self adjoint endomorphism of the tangent bundle T™
of M. That is, the Jacobi operator satisfies Rx € End(T, M) and is symmetric in
the sense of g(RxY, Z) = g(RxZ,Y) for any vector fields Y and Z on M.
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The complex two-plane Grassmannians G2 (C™%2) which consists of all complex
two dimensional linear subspaces in C™*2 has a remarkable geometric structure. It is
known to be the unique compact irreducible Riemannian symmetric space equipped
with both a Kihler structure J and a quaternionic Kéhler structure J (See Berndt
and Suh [3]). From such a view point, Berndt and Suh [3] considered two natural
geometric conditions for real hypersurfaces in Go(C™%2) that [¢] = Span{¢} and
D+ = Span{&;, &, &3} are invariant under the shape operator. By using such condi-
tions and the result in Alekseevskii [1], Berndt and Suh [3] proved the following

Teorema 1.1. Let M be a connected real hypersurface in G3(C™+2), m > 3. Then
both [£] and D+ are invariant under the shape operator of M if and only if

(A) M is an open part of a tube around a totally geodesic Go(C™*1) in Go(C™+2),
or

(B) m is even, say m = 2n, and M is an open part of a tube around a totally
geodesic HP™ in Go(C™*2).

In papers [5] and [6] due to Jeong, Pérez and Suh the authors have introduced a
notion of normal Jacobi operator Ry for hypersurfaces in Go(C™*%2) in such a way
that

Ry = R(X,N)N € End(T, M), z¢€ M,

where R denotes the curvature tensor of Gg(Cm+2). They [5] have also classified
real hypersurfaces in Go(C™%2) with commuting normal Jacobi operator, that is,
Ryo¢ = ¢oRy or otherwise RyoA = AoRy and proved that the commuting
normal Jacobi operator Ry with the shape operator A is equivalent to the fact that the
distributions © and D+ are invariant by the shape operator A for Hopf hypersurfaces
M in G3(C™*+?), where T,M = D @ DL 2 € M. Moreover, a normal Jacobi
operator for hypersurface M in Go(C™*2) is said to be parallel if VxRy = 0
for any X in T, M, x € M (See [7]). And in paper [7], the present authors and
Kim proved a non-existence theorem for Hopf hypersurfaces in complex two-plane
Grassmannians GQ(Cm+2), m > 3, with parallel normal Jacobi operator as follows:

Teorema 1.2. There do not exist any connected Hopf hypersurfaces in Go(C™12),
m > 3, with parallel normal Jacobi operator.

On the other hand, Suh [15] obtained a non-existence theorem for Hopf hyper-
surfaces in Go(C™*2) with parallel shape operator on the distribution § defined by
T =[] UDL, where [¢] = Span{¢}, D = Span{&;, &, &3} and T, M =D @ D+,
re M.

As a generalization of parallel normal Jacobi operator, let us introduce the notion
of parallel normal Jacobi operator along the distribution §, that is, Vx Ry = 0 for
any X in g, defined by § = [(] U D~ on M in Go(C™*2).
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A F-parallel normal Jacobi operator means that the normal Jacobi operator Ry
is parallel along the distribution § of M in G(C™%2), that is, the eigenspaces of
the normal Jacobi operator Ry is parallel along the distribution § of M. Here the
eigenspaces of the normal Jacobi operator Ry are said to be parallel along the
distribution § if they are invariant with respect to any parallel displacement along
the distribution .

As a generalization of Theorem 1.2, we prove a non-existence theorem for Hopf
hypersurfaces in GQ((Cm'+2), m > 3, with §-parallel normal Jacobi operator as fo-
llows:

Teorema 1.3. There do not exist any connected Hopf hypersurfaces in Go(C™+2),
m > 3, with §-parallel normal Jacobi operator, where § = [£] U D=L,

2. Riemannian geometry of Go(C™?)

In this section we summarize basic material about Gg(Cm+2), for details we refer
to [3], [4] and [15].

By G2(C™*2) we denote the set of all complex two-dimensional linear subspaces
in C™*2. The special unitary group G' = SU(m + 2) acts transitively on Go(C™*2)
with stabilizer isomorphic to K = S(U(2) x U(m)) C G. Then G2(C™*2) can
be identified with the homogeneous space G/K, which we equip with the unique
analytic structure for which the natural action of G on G(C™*2) becomes analytic.
Denote by g and ¢ the Lie algebra of G and K, respectively, and by m the orthogonal
complement of £ in g with respect to the Cartan-Killing form B of g. Then g = ¢®&m
is an Ad(K)-invariant reductive decomposition of g.

We put 0 = eK and identify T,G(C™*2) with m in the usual manner. Since B
is negative definite on g, its negative restricted to m x m yields a positive definite
inner product on m. By Ad(K)-invariance of B this inner product can be extended
to a G-invariant Riemannian metric § on Ga(C™*2).

In this way Go(C™*2) becomes a Riemannian homogeneous space, even a Rie-
mannian symmetric space. For computational reasons we normalize g such that the
maximal sectional curvature of (G2(C™*2), ) is eight.

When m = 1, G5(C?) is isometric to the two-dimensional complex projective
space CP? with constant holomorphic sectional curvature eight.

When m = 2, we note that the isomorphism Spin(6) ~ SU(4) yields an iso-
metry between G2(C*) and the real Grassmann manifold G (R®) of oriented two-
dimensional linear subspaces of RS.

In this paper, we will assume m > 3.

Let J,,v =1,2,3, be a canonical local basis, which becomes an almost Hermi-
tian structure in J. Then JJ, = J,J and JJ, is a symmetric endomorphism with
(JJ,)?=Tand Tr(JJ,) =0,v=1,2,3.
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A canonical local basis .Jq, Jo, J3 of J consists of three local almost Hermitian
structures .J,, in J such that J,J,11 = J, 42 = —J,41J,, where the index is taken
modulo three. Since J is parallel with respect to the Riemannian connection V of
(G2(C™*+2), g), there exist for any canonical local basis Ji, Jo, J3 of J three local
one-forms q1, g2, ¢3 such that

Vxdy = quio(X) i1 — qui1(X) Juto (8

for all vector fields X on Go(C™*+2).
The Riemannian curvature tensor R of Go(C™*+2) is locally given by
RX,Y)Z =g(Y,2)X —g(X,2)Y +g(JY,Z)JX
—g(JX,Z)JY —25(JX,Y)JZ
3
+ Y {(LY. 2) 1, X - §(1,X, 2)],Y
v=1 (9)
- 2Q(JVX7Y)JVZ}
3
+ Z{g(JVJY, 2, JX — g(J,JX, Z)],JY },

v=1

where Jq, Js, Js is any canonical local basis of J (See [3]).

3. Some fundamental formulas

In this section we derive some basic formulae from the Codazzi equation for a
real hypersurface in Go(C™%2) (See [3], [4], [14] and [15]).

Let M be a real hypersurface of Gi(C™*2), that is, a hypersurface of G5 (C™*2)
with real codimension one. The induced Riemannian metric on M will be denoted
by g, and V denotes the Riemannian connection of (M, g). Let N be a local unit
normal field of M and A the shape operator of M with respect to N. The Kéhler
structure J of Go(C™*+2) induces on M an almost contact metric structure (¢, £,7, g).
Furthermore, let Jy, Jo, J3 be a canonical local basis of J. Then each .J,, induces an
almost contact metric structure (¢,,,,m,,g) on M. Using the above expression (9)
for the curvature tensor R, we have the equations of Gauss and Codazzi respectively
(See Berndt and Suh [3], [4], Jeong, Pérez and Suh [5], and Suh [15]).

On the other hand, the following identities can be proved in a straightforward
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method and will be used frequently in subsequent calculations:

¢V+1€V = _51/-&-2’ ¢V§V+1 = 51/-&-2:
(bgu = (bugv nu(¢X) = n(¢VX)a

(10
Gu 11X = Py X + 1y 41(X)E,
¢V+1¢IJX = _¢V+2X + nV(X)§V+1'
Now let us put
JX = ¢X +9(X)N, J,X = ¢, X +n,(X)N (1n)

for any tangent vector X of M in G(C™*2), where N denotes a normal vector of
M in Go(C™*2). Then from this and the formulas (8) and (10) we have that

(Vx@)Y =n(Y)AX —g(AX,Y)§, Vx&=9AX, (12)

Vx& = qui2(X)és1 — @1 (X)Epo + 0, AX, (13)

(Vx,)Y = —=qu11(X)bvi2Y + quia(X)dp11Y +1,(Y)AX

(14)
Moreover, from J.J, = J,J, v =1, 2,3, it follows that

4. Key lemmas

Now let us consider a real hypersurface M in Go(C™%2) with parallel normal
Jacobi operator Ry, that is, Vx Ry = 0 for any vector field X on M. Then first of
all, we want to derive the normal Jacobi operator from the curvature tensor R(X,Y)Z
of complex two-plane Grassmannian Go(C™*2) given in (9).

Now let us consider a covariant derivative of the normal Jacobi operator Ry
given in the introduction along any direction X of T, M, x € M (See [6], [7]). Then
it is given by

(VxRN)Y = Vx(RyY) — Ry(VxY). (16)

From this, together with the formulae given in section 3, a real hypersurface M in
G2 (C™*2) with parallel normal Jacobi operator, that is, Vx Ry = 0 for any vector
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field X on M. Then the derivative of the normal Jacobi operator (16) becomes

0= (VxRN)Y
=39(pAX,Y)E + 3n(Y)pAX

+3Z { (0 AX,Y)E, +mu (Y )qbyAX}

- [277,, GAX)(6,8Y — n(Y)E,) — g(d,AX, Y ),

- W(Y)WV(AX)¢V§ - ﬁu(¢y)(¢u¢f4X - g(AX7 g)gu)

for any tangent vector fields X and Y on M in G5(C™*2).
By putting X = ¢, and replacing ¥ by X in (17) we have

0= (V@RN)X
= 3 g(pAE,, X)€ + 3n(X)pAE,

+ BZ { (bVAgW )fu + Ny (X)QSI/A&/,L}

- Z [2771/ ¢A€#)(¢V¢X 77( )gl/) - g(¢uA€M7 ¢X)¢u£

= n(X)n, (Agu)gbug — M (¢X)(¢V¢A§u - g(Aflu f)gu)] .

From this, by putting X = ¢ in (18), it follows that
0= (Ve,BRn)E
= 3pAL, + 52 o (PAE)E + 32 ()d AL,
+ Z (AE) D€

for any p=1,2,3.

a7)

(18)

19)

We consider the notion of parallel normal Jacobi operator along the direction of
the Reeb vector &, that is, V¢ Ry = 0 for a hypersurface M in GQ(Cm+2). We assert

the following

Lema 4.1. Let M be a Hopf hypersurface in G2(C™+2), m > 3. If the normal
Jacobi operator Ry is parallel in the direction of the structure vector &, then the

Reeb vector & belongs to either the distribution ® or the distribution D=.
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Demostracion. Putting X =Y = £ in (17), we have

0= 4@2 )it (20)

where we have used A¢ = a&. From this, we have a = 0 or 23:177,, (€o,&=0

In the case where M is with vanishing geodesic Reeb flow, it can be verified
directly by Pérez and Suh [12].

Now let us consider the other case that M is with non-vanishing geodesic Reeb
flow, that is, a#0. Then we assume that £ = 1(Xo)Xo + 7n(£1)& for some unit
Xo € ® and the non-zero functions 7(Xy) and 1(&;). From this, together with (21),
it follows that

m(§)e1€
= m(§)o1(n(Xo)Xo +n(&1)é1)
m (§)n(Xo)p1Xo.

Then two non-zero functions 7 (§) and 1n(X,) give

(;SIXU = 07
which makes a contradiction. This means 7(X) = 0 or n(£1) = 0, that is, the Reeb
vector & belongs to either the distribution ® or the distribution . |

Next, we consider the notion of parallel normal Jacobi operator along the distri-
bution ®+, that is, Ve, Ry = 0,0 = 1,2,3, for a hypersurface M in Go(C™+2),
Then we obtain the following

Lema 4.2. Let M be a Hopf real hypersurface in Go(C™%2), m > 3, with D*-
parallel normal Jacobi operator and & € D+. Then g(AD,D1) = 0.

Demostracion. Assume that ¢ is tangent to ©-. Then the unit normal N is a singular
tangent vector of Go(C™%2) of type JN € JN. So there exists an almost Hermitian
structure J; € J such that JN = J;N. Then we have

=61, ¢la=—&, @¢3=§&, ¢DCD.

Putting £ = &; into (19), we have

073¢A£M+5Z ¢A§p>5u+3¢1A5ﬁZ M (A) b0

From this, taking an inner product with any X € ® and using g(¢,&, X) = 0, we
have

= 39(¢AL,, X) + 39(d1 ALy, X). 2D
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On the other hand, by using (13) we know that
QAL = Ve, €
= Ve, &
= q3(&u)& — q2(€u)E3 + D1 AE,.

From this, taking an inner product with any X € ©, we have

9(PAL,, X) = g(P1 ALy, X).
Substituting this formula into (21) gives
0= g(pAL,, X). (22)
From this, let us replace X by ¢.X in (22). Then it follows that

0= g(pAE,, #X)
= —g(A&,, ¢°X)
= g(AX, gu)

for any X € ®, p = 1,2, 3. This gives a complete proof of our Lemma. O

Moreover, in order to prove our theorem 1.3, next we should prove the following
Lemma, which could be proved by the same method as in Jeong and Suh [6].

Lema 4.3. Let M be a Hopf hypersurface in Go(C™2), m > 3, with D1 -parallel
normal Jacobi operator and ¢ € D. Then g(AD, D) = 0.

S. §-parallel normal Jacobi operator

Now in this section we consider the weaker condition than having parallel normal
Jacobi operator. So as a generalization of the notion of parallel normal Jacobi operator,
we consider a notion of parallel normal Jacobi operator along the distribution §
defined by § = [£]UD* on M in Go(C™*2), where [¢] = Span{¢} and D+ =
Span{&;,&2,&3}. Then, on such a distribution § we can use Lemmas 4.1, 4.2 and
4.3. Then we assert the following

Proposicién 5.1. Let M be a Hopf hypersurface in Go(C™+2), m > 3, with §-
parallel normal Jacobi operator. Then g(AD,D1) = 0.

By Proposition 5.1 and Theorem 1.1, we have

Proposicion 5.2. Let M be a Hopf hypersurface in Go(C™+2), m > 3, with §-
parallel normal Jacobi operator. Then M is congruent to an open part of one of the
following real hypersurfaces in Go(C™+2):
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(A) M is an open part of a tube around a totally geodesic Go(C™T1) in G5(C™*2).

(B) m is even, say m = 2n, and M is an open part of a tube around a totally
geodesic HP™ in Go(C™12).

Before giving the proof of Theorem 1.3, we will check whether any kind of
hypersurfaces in Theorem 1.1 satisfy §-parallel normal Jacobi operator.

By Lemma 4.2 and Theorem 1.1, we know that M is locally congruent to a tube
over a totally geodesic Go(C™*1) in Go(C™*2). Then it naturally rises to a problem
that the normal Jacobi operator Ry of hypersurfaces of type (A) in Theorem 1.1 sa-
tisfies §-parallel or not? Corresponding to such a problem, we introduce the following
due to Berndt and Suh [3]:

Proposicion 5.3. Let M be a connected real hypersurface of G2(C™+2). Suppose
that AD C D, A¢ = ok, and € is tangent to D*. Let J, € J be the almost Hermitian
structure such that JN = J1N. Then M has three (if r = 7r/2\/§) or four (otherwise)
distinct constant principal curvatures

= V8cot(V8r), f=v2cot(vV2r), A= —v2tan(v2r), p =0

with some r € (0,7/+/8). The corresponding multiplicities are
m(a) =1, m(8) =2, m(\) = 2m —2 = m(y),
and the corresponding eigenspaces we have
T, =R{=RJN =REy,
Ty = CH¢{ = C'N = RE; & REs,

T\ = {X|X1H¢, JX = J1 X},
T, = {X|XL1H¢, JX = —J, X},

where RE, C¢ and HE respectively denotes real, complex and quaternionic span of
the structure vector & and C-¢ denotes the orthogonal complement of C£ in HE.

Let us consider for 2 = 2 in (19). Then we have
0= (Ve Rn)E
= 39 A& + 52 N, ($A&)6, + 32 €)bu AL 23)
+ Z (A&2)$uE.

Now let us suppose that M is of type (A) with F-parallel normal Jacobi operator
and its Reeb vector & € D~. Then, by using Proposition 5.3 and g€, = —&3, ¢és = &,
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(23) can be written

0 = 3002 + 5ﬁ2 W (962)8, + 352 €)dua
+ 62 M (62)00¢ (24)
= —3083 — 5683 + 369182 + Bp2§
= —658;.

Thus, we have 3 = 0 and this case also can not occur for some r € (0,7/+/8). This
makes a contradiction.

On the other hand, by Lemma 4.3 and Theorem 1.1 we know that M is locally
congruent to a tube over a totally geodesic HP™ in Go(C™*2), m = 2n.

Now it remains only to check that whether real hypersurfaces of type (B) in
Theorem 1.1 satisfy §-parallel normal Jacobi operator or not? Then in order to do
we need another Proposition B given in Berndt and Suh [3].

Let us consider for ¢ = 2 in (19) and £ € ©. Then, by using Proposition B in
Berndt and Suh [3], together with (10), (19) can be written

0 = 3066 +552 M ($€2)6, + 3ﬁ§j E)dua

+ ﬁz [ (&2)¢u€ (25)
=300 + B2t
= 40¢p€.
Thus, we have 3 = 0 and this case also can not occur for some r € (0,7/4). This
also gives a contradiction. Accordingly, we know that the normal Jacobi operator Ry
for hypersurfaces of type (A) or of type (B) in Theorem 1.1 can not be §-parallel,

respectively.
From this, we complete the proof of Theorem 1.3 in the introduction.
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Aprendiendo con un blog: analisis de una experiencia
en los estudios de Matematicas

Rafael Lépez

Resumen El articulo analiza el uso de un blog como apoyo a las horas docentes
de clase de una asignatura de la Licenciatura de Matemadticas. Presentamos esta
experiencia y mostramos la metodologia empleada.

1. Introduccion y aproximacion al contexto

Actualmente es habitual en el marco de la docencia universitaria, la existencia de
paginas webs creadas por profesores. Desde éllas, los estudiantes pueden descargar
apuntes desarrollados por el profesor, tareas y problemas propuestos por el mismo,
asf como guias docentes o bibliografia adicional. Estas se presentan como un almacén
de contenidos, donde el alumno llega y toma sélo aquello que le interesa, sin poder
contribuir a su desarrollo. Recientemente, una nueva vision de internet ha emergido,
mds descentralizada y abierta, que cominmente se conoce como Web 2.0, y que
concibe internet basado en la interactividad, la colaboracién y en la diseminacion
de contenidos. Como ejemplos de recursos Web 2.0 son las redes sociales, wikis,
e-learning, blogs, etc. El alumnado universitario de hoy en dia es un usuario habitual
de internet, especialmente en el uso de redes sociales. Esto contrasta con el uso de
internet en los estudios de Matemadticas, donde a veces, el punto de vista de muchos
profesores es que los contenidos matematicos deberian ser ensefiados como un sistema
cerrado, de forma que es habitual que las clases se desarrollen en la pizarra en una
sucesion de definiciones, teoremas y demostraciones.

Desde la perspectiva Web 2.0, el autor ha implementado un blog en la asigna-
tura “Topologia I’ de la Licenciatura en Matemadticas de la Universidad de Granada
durante el afio académico 2008/09 y continuado en los siguientes cursos 2009/10 y
2010/11. La direccién de internet del blog es: http://topologia-i.blogspot.com/. Los
contenidos de la asignatura son dificiles debido al alto grado de abstraccién y no es
apropiado el uso de algin tipo de software informatico como apoyo docente (Geo-
Gebra, Mathematica o Sketchpad). La principal funcién de nuestro blog ha sido la

Rafael Lépez, rcamino@ugr.es
Departamento de Geometria y Topologia
Universidad de Granada

18071 Granada
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de ser diario de la asignatura, una pdgina web donde el profesor se centra en algiin
aspecto tratado en clase y que quiere desarrollar y discutir brevemente.

En el 4drea de Matemadticas, el blog mds popular es quizds “What’s new” de
Terence Tao [6]. Otras veces, el blog es meramente un lugar web de noticias y
anuncios, como sucede con el del Instituto de Ciencias Matematicas de Madrid [7].
En el campo de la Topologia existen blogs como “Sketches of Topology”, de K.
Baker [8] y “Juegos Topoldgicos” de J. L. Rodriguez en la Universidad de Almeria
[9]. Ambos estdn concebidos como blogs donde los autores seleccionan un tema
“popular” en Topologia, el cual es explicado compresiblemente para una audiencia
general, al menos, de Matematicas. En contraste a estos dos ultimos ejemplos, los
temas en el blog que presentamos se refieren a asuntos concretos que han surgido
en el aula, sin pretension de ir mas alld del grupo formado por el profesor y sus
alumnos.

2. El diseiio y la metodologia del blog

Por un blog queremos decir un lugar web actualizado regularmente en el tiempo,
que incluye, en el caso que estamos considerando aqui, el desarrollo cronolégico de
una asignatura [1]. El profesor publica un breve texto en el blog sobre un asunto que €1
ha seleccionado y que es denominado una entrada o post. El formato del blog permite
a cualquiera escribir sobre dicha entrada en forma de comentarios. Sefialemos que,
contrario a lo que sucede en un foro en internet, el tema discutido en la entrada es
escogido e iniciado por el administrador del blog, que en nuestro caso, es el profesor
de la asignatura. Las caracteristicas principales de nuestro blog son basicamente tres.
La primera es que es transparente al publico en el sentido que cualquier visitante,
alumno o no, puede saber qué tipo de actividad se estd desarrollando y participar en
el blog; la segunda es que los contenidos del blog son aportados por los visitantes
a través de los comentarios y discusiones; finalmente, la interaccién que surge se
realiza en un sentido horizontal porque cualquiera usa los mismos canales y métodos
que el resto de usuarios. En este sentido, el blog permite que los estudiantes (y el
profesor) desarrollen capacidades de lectura y escritura. Esto ha sido denominado por
Rushkoff como “sociedad de la autoria” [5]. Por esta razén, podemos afirmar que el
blog promociona igualdad al acceso del conocimiento entre todos los miembros del
aula.

El disefio del blog es el tipico de este formato: en la cabecera aparece el nombre
del blog e inmediatamente debajo las dltimas entradas, en sentido cronolégico, siendo
la entrada mds reciente, la primera que aparece en el blog. Cada entrada tiene un titulo,
una fecha de publicacién y un enlace a los comentarios. Cada post tiene también unas
palabras claves que permiten una clasificaciéon tematica de las entradas. En el lado
derecho del blog, en una columna, hay una serie de gadgets respecto de diferentes
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asuntos relacionados con la asignatura, enlaces externos e informacién del blog.

Una de las ventajas para hacer un blog es que su creacion es facil, rdpida y no ne-
cesita muchos conocimientos de ordenadores o informdtica. Esta es la razén que hace
que el blogging esté tan extendido [3]. El sistema de un blog permite la publicacién
de entradas, comentarios y su moderacién. Sin embargo, y en el caso que mostramos,
el blog tuvo que mejorarse en su presentaciéon, y como consecuencia, tuvimos que
aprender mds sobre el disefio de blogs, especialmente, para el uso de LaTeX en el
blog. El blog se aloja en Blogger porque encontramos el sistema manejable, facil de
usar, de confianza, asi como que la politica de seguridad de Google contra ataques
de virus es efectiva. Ademads, permite el uso de otras herramientas disefiadas especi-
ficamente por Google que pueden ayudar en el desarrollo del blog. Un ejemplo de
esto es Google Analytics, que mide el nimero de visitantes, asi como el tipo de las
mismas.

Ya que nuestro blog es el diario de la asignatura, nuestra primera y principal fuente
de las entradas es el aula. Con esto en mente, al final de cada clase, el profesor elabora
un pequefio texto y lo publica en el blog. El tema se centra en un aspecto especifico
relacionado con algo explicado en clase (un ejemplo, un ejercicio, un comentario o
alguna duda) y que quiere que sea profundizado. Otras entradas tocan otros aspectos
como pueden ser, curiosidades, notas histéricas, biografias, etc. Un tercer grupo de
entradas se refieren a aspectos del propio desarrollo docente de la asignatura, como
pueden ser, exdmenes, cambios de horario, etc.

El profesor es el administrador del blog. Esto significa que €l es la tnica persona
que puede modificar la configuracién del blog y su disefio, y finalmente, el desarrollo
posterior del mismo. Las entradas son realizadas por el profesor o por los alumnos.
Si un estudiante quiere elaborar una entrada, el profesor supervisa dicha edicién para
que sea apropiada a los fines del blog, lo cual retrasa la publicacién en dos o tres dias.
En tal caso, el estudiante comunica al profesor qué tipo y qué tema quiere desarrollar,
y el profesor evaliia si merece o no ser publicado en el blog. En caso afirmativo, el
estudiante elabora el post y posteriormente le da al profesor el texto definitivo para
que lo escriba, indicando la autoria de la entrada.

Algunas caracteristicas acerca de la forma de participar en nuestro blog son las
siguientes:

1. Acceso abierto a cualquiera y cualquiera puede participar. El blog no estd
limitado a los alumnos de la asignatura. De hecho, es asi como sucede, como
muestra un analisis de las estadisticas de los visitantes.

2. No es necesario registrarse en el blog. El visitante puede firmar como “anéni-
mo”, aunque esto ha sucedido en casos aislados. Sin embargo, los alumnos que
constituyen la asignatura firman sus propios comentarios ya que la participacién
en el blog forma parte de su evaluacion.
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3. No hay restriccién ni censura en los comentarios y el administrador del blog

no los ve previamente ni los corrige después.

4. El profesor también participa con comentarios, aunque nuestra idea es que no

se involucre demasiado en ello, esperando que otros alumnos continden con la
discusién y sélo interviene con la finalidad de clarificar o corregir.

El trabajo del profesor en la administraciéon y el mantenimiento técnico del blog es
alto, concretamente:

1.

Elabora las entradas. Debe estar pensando constantemente un tema para escribir
ya que las entradas son publicadas regularmente. El ritmo de publicacién ha
sido alto, ya que intentamos que haya una entrada por cada sesién de clase
(cuatro veces a la semana).

Modera el blog. Esta labor es consecuencia de los comentarios y discusiones
surgidos alrededor de una entrada, o para resolver preguntas propuestas por
los estudiantes. Necesita leer regularmente los comentarios y decide cudndo
participar en las discusiones.

Elabora el material docente del blog que aparece en la columna de la derecha
del formato. Aunque gran parte de este material ha sido escrito en el pasado,
el profesor actualiza y corrige constantemente estos contenidos.

El profesor tiene que llevar una medida de quién hace los comentarios y cudntas
veces ya que la participacion en el blog es parte de la nota del alumno.

. Mejora los aspectos técnicos del blog y es quien decide su disefio y su confi-

guracion. Este trabajo es alto al principio, y posteriormente menor.

Finalmente, no hemos tenido otro tipo de problemas y que han sido descritos
en la literatura [4]. Por ejemplo, la posible interferencia de grupos hostiles con el
unico propdsito de causar problemas con comentarios inapropiados o que generan
automdticamente un niimero excesivo y artificial de comentarios. Tampoco hemos
tenidos problemas con banners o publicidad.

3.

Puntos fuertes y débiles de la experiencia

Tanto profesor como los alumnos de la asignatura “Topologia I’ no se habfan
enfrentado previamente con una experiencia de este tipo. Para el profesor, ha su-
puesto aprender cémo construir y desarrollar un blog y ha tenido que involucrarse
casi diariamente en la publicacién de una entrada sobre algo sucedido en el aula,
trabajando desde la inmediatez. Para el alumno, ha sido un esfuerzo afiadido en el
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aprendizaje habitual de una asignatura, ya que ha tenido que visitar frecuentemente
el blog si queria saber qué asuntos se estaban discutiendo en el mismo. Sefialamos
algunas habilidades que un alumno aprende a través de su participacién en el blog.

1.

Estimula el trabajo auténomo, ya que el estudiante decide si quiere o no parti-
cipar en este proyecto. Simplemente con el hecho de leer la dltima entrada del
blog, el alumno opta por involucrarse en la experiencia. Mds tarde, decide si
quiere contribuir con un comentario o incluso con una entrada.

Estimula el trabajo diario, porque uno necesita visitar el blog regularmente. Si
un post es interesante, debe comprender el propdsito de la entrada y su relacion
con lo explicado en clase.

. Incrementa el interés por la asignatura, compartiendo con sus compafieros pre-

guntas, comentarios y discusiones a través del blog.

. Desarrolla e incrementa la capacidad de comunicacion. Esto aparece reflejado

en las expresiones escritas por el estudiante cuando realiza algiin comentario.
Sefialemos que una caracterfstica particular de las Matemdticas es la precision
en las expresiones y en los razonamientos 16gicos. Escribiendo en un blog,
los estudiantes muestran a cualquier visitante, el nivel de su aprendizaje y
comprension y por tanto deben cuidar la presentacion y redaccion de sus textos.

. Estimula el sentido critico ya que una parte de los comentarios son consecuencia

de otros realizados por el profesor o sus compafieros.

Con algo mas de detalle, existe una variedad de beneficios tanto para el profesor
como para el alumno y que pasamos a detallar.

1. El blog ha representado una nueva forma de comunicacion entre el profesor y

sus alumnos, y entre los propios alumnos. Esto tltimo es incluso mds interesante
porque ha significado una nueva forma de relacién entre ellos fuera del aula, y
mds cercana a la idea de una red social.

. Los contenidos (posts y comentarios) han sido generados por el profesor y los

alumnos y los sucesivos comentarios-entradas-comentarios han producido una
retroalimentacién en la creacién de contenidos del blog.

. Un mejor desarrollo de la asignatura, porque el blog ha permitido enfatizar

aquellos aspectos tedricos y practicos con la ventaja que ha sido realizados en
el mismo dia que han surgido en el aula.

. Se ha ejercido una accién tutorial, porque los estudiantes han usado los comen-

tarios a una entrada para realizar preguntas sobre algtn aspecto de la asignatura,
ejercicios de clase o dudas.
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5. Diseminacién del proyecto, ya que la mayor parte de los visitantes del blog
ha sido personas que no son de la Universidad de Granada, especialmente de
paises latinoamericanos.

Discutimos también aquellos puntos débiles de la experiencia y que pueden proba-
blemente ser resueltos con el paso de los afios.

= La participacion de los estudiantes no ha sido tan alta como uno podria haber
esperado al principio de la experiencia. La razén es que el alumno necesita
llevar al dia el desarrollo de la asignatura para poder comprender en su totalidad
qué se quiere mostrar con cada entrada o si él quiere dar una opinién con un
comentario. En parte, este problema podria ser resuelto si el profesor asigna
previamente, como trabajo de clase, la edicién de una entrada en el blog.

= El problema de la inmediatez del blog. Ha sido dificil a veces encontrar un
tema apropiado para hacer una entrada, o lo suficientemente atractivo y ttil para
el alumno. Esto se ha incrementado en algunos periodos del curso académico,
especialmente en vacaciones y fines de semana, debido a la falta de clases. A
esto se le une que el ritmo de publicacién no ha sido uniforme a lo largo de
curso y ha dependido de los periodos lectivos.

= El nivel de discusién en el blog ha dependido de los temas publicados. Al-
gunas entradas han estimulado una alta participaciéon entre los visitantes pero
otras relacionadas con aspectos histéricos, nuevos enlaces o nuevos recursos
didacticos, han recibido un nivel bajo de atencién.

= El hecho que los comentarios y entradas realizados por los estudiantes aparez-
can en la web y que cualquiera pueda verlos, ha provocado cierto recelo a la
hora de comentar y disuade una participacién mas activa.

Un andlisis estadistico de las visitas al blog puede hacerse a través de la aplicacién
Google Analytics de Google. En el primer afio, el nimero de visitas fue de 15369 y en
el segundo, de 21315. El nimero de colaboraciones de los alumnos en la elaboracién
de entradas ha sido 17 en el primer afio y 13 en el segundo. En el periodo Enero-
Septiembre de 2009, hubo 201 comentarios (para 123 entradas). La relacién ha sido
1,65 comentarios por entrada. En el periodo Octubre 2009-Junio 2010, el niimero
de comentarios fue de 117 (para 87 entradas). En este caso la relacién es 1,75.
En general, las entradas donde el profesor ha propuesto algiin tipo de ejercicio, han
recibido mayor ndmero de comentarios. Por el contrario, aquellas entradas meramente
descriptivas o que solamente clarificaban alguna definicién o teorema, han recibido
pocos comentarios.

La dimensién de nuestro blog ha ido mads alld del aula. El hecho de que el blog
pueda ser leido por internet y que los contenidos puedan ser interesantes por otros
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estudiantes, hace que el blog traspase nuestro aula. En este sentido, uno de los aspectos
mds interesantes de los visitantes es el origen (por regiones) de los mismos. Podemos
afirmar que casi todos los visitantes del blog no son estudiantes de la Universidad de
Granada. Por ejemplo, durante 2009/10, hubo 2107 visitantes de la Universidad de
Granada representando sélo el 9,88 % del total de las visitas.

Sabemos también que el pais que ha aportado mds visitantes es Espafia, pero
incluso considerando a Espafia como pais de origen, Granada es sélo parte de los
visitantes. Los visitantes desde Granada y provincias cercanas alcanza el 31 % y por
supuesto, ciudades como Madrid y Barcelona son el origen de la mayor parte de
los usuarios del blog. Si uno considera el resto del mundo, observamos de nuevo
el interés del blog para otros paises. Espafia es el pais con el mayor niimero de
visitantes, pero s6lo representa el 31 % del total. Hay un gran niimero de visitantes
desde Latinoamérica, debido al lenguaje comun (espafiol). Asi paises como Mexico,
Colombia y Argentina contribuyen con un gran nimero de visitantes.

4. Conclusiones

Nuestra tesis en este articulo es que los blogs son ttiles como herramienta edu-
cativa para los profesores en el contexto de la ensefianza universitaria porque sirven
como apoyo y complemento de las clases habituales en el aula. Para conseguir este
objetivo, nuestra idea es que el blog sea un diario de la asignatura, con un alto ritmo
de publicacién de entradas y que cada una de ellas esté relacionada con algtin asunto
tratado en clase. Las relaciones establecidas a través del blog han proporcionado valor
afiadido al uso de internet, y en nuestro caso, nuevas formas de expresién de tipo
Web 2.0.

Las relaciones establecidas a través del blog han proporcionado valor afiadido al
uso de internet, y en nuestro caso, nuevas formas de expresion de tipo Web 2.0. Este
tipo de experiencias son cominmente observadas con cierto recelo, especialmente en
los estudios de Matematicas donde los contenidos docentes apenas cambian con el
paso del tiempo. El uso de blogs es ttil como una iniciacién en procesos de e-learning
basados en la web, y donde el vehiculo de comunicacién en si mismo se nos presenta
como generador de nuevos contenidos y como forma de interaccion entre el profesor
y los alumnos.

Finalmente, queremos dar importancia al hecho que los contenidos del blog han
servido para traer una nueva dimensién al trabajo desarrollado durante el curso.
Alrededor del blog, se ha formado una pequefia comunidad que se muestra en internet
a cualquier persona interesada en las actividades que se desarrollan en el blog. El
trabajo producido durante el curso por este grupo ha dejado una marca, una “huella
en internet”, donde las discusiones y comentarios, junto con las entradas y el material
docente, realiza una “memoria colectiva” la cual puede ser ttil a otras personas [2].
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Una extension del teorema de Krust para superficies
minimas

Francisco Martin e Cristobal Reyes

Resumen En 1989 Krust demostré que, dado un grafo minimal M sobre un dominio
convexo de R?, entonces la superficie minimal conjugada M* estd embebida. Nosotros
generalizamos este resultado a una familia mas amplia de superficies minimas.

1. Introduccion

Sea (M, ds?) una superficie riemanniana orientable y X : M — R3 una inmer-
si6n isométrica. Es bien conocido que X verifica

AX =2HN,

donde N denota la aplicaciéon de Gauss de M y H la curvatura media asociada.
Es claro entonces que X es minimal si, y s6lo si, sus coordenadas son funciones
armonicas. Si M es simplemente conexa y X* representa la conjugada arménica de
X, entonces sabemos que se verifica:

dX* = — dX o Roty s, (26)

siendo Rot,, el giro de 90 grados en el plano tangente inducido por la orientacion
de M.

Definicion 1.1. Sea X : M — R? una inmersion minimal y 3 : [a,b] — M una
curva diferenciable. Si llamamos « := X o (3, definimos el vector conormal a « en
t como n(t) := N(a(t)) x /().

Observacion 1.1. De (26) se obtiene claramente que si llamamos o := X o 3,
entonces (a*)'(t) = n(t).

Con estas premisas, R. Krust demostr6 en 1989 el siguiente resultado (véase

[1, 2]):
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Teorema 1.1 (Teorema de Krust). Si una superficie minimal embebida X : B — R3,
B = {w € C tal que | w |< 1} puede ser escrita como un grafo de un dominio
convexo en un plano, entonces la correspondiente superficie conjugada X* : B — R3
es también un grafo.

Le demostracién de Krust es esencialmente analitica y se basa, sobre todo, en la
representacion conforme del grafo minimal que proporciona los datos de Weierstrass.
Los detalles pueden verse, como ya hemos dicho, en [1].

2. Extension del Teorema de Krust

En esta seccién pretendemos dar una demostracién alternativa, mds geométrica,
del resultado de Krust, a la vez que proporcionamos un resultado mds general.

Figura 4: La superficie M y el plano II.

Teorema 2.1. Sea M una superficie minimal tal que para todo p,q € M existe
un corte plano transverso uniendo p y q, es decir, que existe un plano 11 que corta
transversalmente a M y la curva 11N M contiene una componente conexa o uniendo
py q. Entonces su superficie conjugada M* esta embebida.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que o(t) estd parametri-
zada por el arco, con

c:00,4] = M, o(0)=p, o()=q.
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Sea n(t) el vector conormal a M a lo largo de o(t).

Sea a € S? tal que a es ortogonal al plano II definido en la hipétesis. Como el
plano IT es transverso a M entonces (n(t),a) # 0 para todo ¢ € I, donde I es el
intervalo donde esta definida la curva o y (-,-) representa el producto escalar usual
de R3.

Podemos suponer también que (n(t),a) > 0, si no tomarfamos —a en lugar de
a. Consideremos ahora la curva conjugada o* : [0,¢] — M™* verificando ¢*(0) = p*
y 0*(¢) = ¢*, donde p* y ¢* son la imagen por la inmersién conjugada de p y ¢
respectivamente. Es claro entonces que:

¥4 2 Y2
(@ —p*a) = { / (") (t)dt, a) = { / n(t)dt, ay = / (n(t), a)dt > 0,

de donde claramente se tiene que ¢* — p* # 0, es decir, p* # ¢*. Por tanto llegamos
a que M* la superficie conjugada de M es embebida. O

Observacién 2.1. Es inmediato comprobar que si M es un grafo sobre un convexo,
entonces verifica las condiciones del Teorema 2.1. Ademds en este caso N (M) estd
contenida en un hemisferio. Como M* tiene la misma aplicacion de Gauss que M,
entonces M™ seria también un grafo.

A partir del Teorema 2.1 podemos obtener varios corolarios, de entre ellos des-
tacamos:

Corolario 2.1. Sea M una superficie minimal que es un grafo sobre una region
(geodésicamente) convexa de una esfera. Entonces su superficie conjugada M™ esta
embebida.
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Aportacion en Geometria Diferencial Afin

Antonio Martinez e Francisco Milan

Dedicado a la memoria del Profesor Florentino Garcia Santos.

Resumen La aportacién realizada por el Profesor Florentino Garcia Santos en el cam-
po de la Geometria Diferencial Afin, ha resultado ser pionera en técnicas y resultados
generales de clasificacién de superficies afines con invariantes afines constantes. El
objetivo del presente articulo es mostrar algunos de estos resultados, su impacto y
los avances realizados.

1. Antecedentes y planteamiento del problema

Si bien la geometria diferencial afin tiene una larga historia cuyos origenes se
remontan a 1841 en un trabajo de Transon sobre el normal afin de una curva, fue 65
afios después cuando un grupo de gedmetras como Pick (1906) y Tzitzéica (1907),
entre otros, iniciaron el estudio sistemadtico y profundo de aquellas propiedades de
curvas y superficies que son invariantes bajo el grupo unimodular (o equiafin) de
transformaciones de R3.

A partir de 1916, Blaschke y sus colaboradores continuaron con este estudio,
publicando en 1923 la primera monografia en Geometria Diferencial Afin, [2]. Ellos
desarrollaron la Teoria Equiafin de Superficies de forma andloga a la Teoria cldsica
de superficies, tratando de buscar invariantes equiafines sobre las mismas. De hecho,
ya observaron que para una superficie no degenerada en R? es posible introducir:

= Una métrica invariante por transformaciones equiafines, conocida como métrica
afin o métrica de Blaschke, que, esencialmente, no es mas que la segunda
forma fundamental corregida por una potencia de la funcién curvatura de Gauss
euclidea de la superficie.

= Una normalizacién equiafin, determinada por un campo de vectores transver-
sal llamado normal afin cuya direccién en cada punto, en el caso localmente
convexo, viene dada por la velocidad de la curva que determinan los centros
de gravedad de las secciones de la superficie con los planos paralelos al plano
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tangente en dicho punto. En consecuencia, hiperboloides y elipsoides verifican
que su vector de posicion respecto a su centro es paralelo a la correspondiente
direccién del normal afin, y en un paraboloide, la direccién del normal afin es
siempre constante.

Concretamente, sea 1) : ¥ — R? una superficie con segunda forma fundamental
o no degenerada y normal unitario 7. Con estos invariantes euclideos, se pueden
introducir la métrica afin h y el conormal afin N como

h=|K|" y N=|K|""*,

donde por K se denota la curvatura de Gauss euclidea de la inmersion.
El normal afin de la inmersién viene dado por el siguiente campo de vectores
transversales

£= 5 A,

siendo Ay, el Laplaciano para la métrica afin. Este campo puede ser caracterizado
como el tnico campo de vectores transversal a 3 (o ¥ (X)) que verifica la siguiente
normalizacién:

<N, E>=1y <N,Dx(>=0, VX eT%, 27

siendo D la conexién affn llana usual de R3.
De forma natural, aparecen también la conexion afin inducida V y el operador
afin de Weingarten S, dados por

DxY =VxY +h(X,Y), SX=-Dx¢ VX, YVeTX (28)
asi como los invariantes afines

H= %traza(S) y 7 = det(S),

que se denominan curvatura media afin y curvatura afin de Gauss-Kronecker,
respectivamente. Ademads, de (27) y (28) se puede deducir que

ApN = —2HN.
El Teorema Afin Egregio establece también que
k=H+J,

donde « es la curvatura de Gauss de la métrica afin i y .J es el invariante Pick dado
por

J= éh(Vh, Vh),
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el cual mide la diferencia entre V y la conexién de Levi-Civita para h.

De hecho, cuando la métrica afin es definida, el cldsico Teorema de Berwald,
establece que las dos conexiones coinciden si y sélo si J = 0y la superficie es parte
de una cuddrica. En 1918 y para el caso indefinido, J. Radon [17] clasificé todas las
superficies con J = 0 y H constante obteniendo localmente superficies regladas.

Salvo estos resultados cldsicos, la clasificaciéon de las superficies afines con in-
variantes afines constantes ha sido uno de los principales objetivos para un buen
entendimiento de la geometria diferencial afin y sigue siendo una de sus metas mas
importantes.

En este sentido, algunas familias particulares han merecido una especial atencion,
destacamos:

Esferas afines con « constante.

Las superficies umbilicales de esta teoria denominadas también esferas afines,
son superficies afines cuyas rectas ‘normales afines"son todas paralelas (esferas afines
impropias) o pasan todas por un punto fijo llamado centro (esferas afines propias);
en ellas la curvatura media afin H es automadticamente constante. En este sentido,
las esferas afines con métrica afin de curvatura constante fueron clasificadas por U.
Simon en [18], quien generaliz6 resultados de M. Magid y P. Ryan, [10], AM. Li y
G. Penn, [7], T. Kurose, [6] y J. Radon, [17]. Concretamente, toda esfera afin con &
constante es una cuddrica o afinmente equivalente a una de las siguientes superficies
(ver Figura 5)

» La superficie de ecuacién zyz = 1 con métrica afin definida, H <0y x = 0.

= La superficie de ecuacién z(y? + 22) = 1 con métrica afin indefinida, H # 0
y £ =0.

= La superficie reglada de ecuacién z = xy + f(y) donde f es una funcién
diferenciable. Esta superficie tiene métrica afin indefinida, H =0y x =0

Superficies regladas con x constante.

Es bien conocido que toda superficie afin reglada tiene invariante Pick nulo, [12].
Asi, toda superficie reglada con curvatura media afin constante tiene su métrica afin
de curvatura constante.

Superficies con 3x = H.

Las superficies con 3k = H juegan un papel fundamental en el estudio de las
superficies con invariantes afines constantes. De [19], se tiene que las superficies

1/,
<u,v,2<u +€US)), e=+1 (29)
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Figura 5: Esferas afines con « constante (no cuddricas).

no son esferas afines y tienen H y 7 constantes. Ademds 3x = H.

Estas familias de ejemplos motivaron que los autores en colaboracién con los
profesores F. Dillen, L. Vrancken y el profesor Florentino Garcia Santos, nos pro-
pusiésemos en [5] avanzar en la clasificacion general de las superficies afines con
invariantes «, H y J constantes.

2. Resultados

2.1. Superficies con invariante Pick no nulo

En el caso particular de que el invariante Pick sea una constante no nula, (se
puede suponer que ésta es positiva, en caso contrario cambiamos el signo del normal
afin) logramos demostrar la existencia de una referencia ortonormal que diagonaliza
la forma cibica Vh y permite probar el siguiente resultado de clasificacion: g Si
una superficie afin con métrica afin de curvatura constante tiene invariante Pick J
constante y positivo, entonces 3x = H o su curvatura afin de Gauss-Kronecker, 7,
es también constante. Resultado que usamos para demostrar que

Teorema 1. Una superficie afin con métrica afin de curvatura constante e invariante
Pick constante y positivo es una esfera afin con curvatura afin de Gauss nula o
3k =H < 0.

Corolario 2. Una superficie afin localmente convexa en R3, con métrica afin de
curvatura constante positiva e invariante Pick constante es parte de un elipsoide.

Para el caso en que 3x = H, aparte de los ejemplos descritos en la seccién
anterior, obtenemos, usando el Teorema Fundamental de Existencia de Radén, dos
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nuevas superficies X1 y X5 que aunque no pueden describirse explicitamente si nos
permiten obtener la siguiente clasificacion

Teorema 3. Si una superficie afin tiene métrica afin de curvatura constante y 3x =
H # 0, entonces ha de ser una parte de las superficies descritas en (29) o de las
superficies 31 0 Xo.

2.2. Superficies con invariante Pick nulo

En el caso localmente convexo, el Teorema de Berwald nos dice que las unicas
superficies con invariante Pick nulo son parte de una cuddrica, por tanto la clasifi-
cacién de ésta familia de superficies se puede reducir a estudiar el caso en el que la
métrica afin sea indefinida.

Aunque la familia de superficies con J = 0 resulta ser bastante amplia, en [5],
obtenemos una descripcién de las mismas:

Teorema 4. Si una superficie afin tiene métrica afin indefinida de curvatura constante
y J = 0, entonces en un entorno de cada punto puede ser descrita como la siguiente
superficie reglada dada por

z(u,v) = uf(v) +g(v),

donde las curvas [ y g verifican:

Det(f,g'. f'] =1,  Detf f' f"] = H.

3. Impacto y avances

El estudio y clasificacién realizado en [5] sobre las superficies afines con H,
J y & = H + J constantes, proporcioné ideas y caracterizaciones de los ejemplos
fundamentales de esta teoria, que han motivado y siguen haciéndolo resultados en
distintas direcciones:

3.1. Superficies con métrica afin definida y llana

En el caso localmente convexo es bien conocido, por el clasico Teorema de Pick
y Berwald, que la tnica superficie afin llana con J = 0 es el paraboloide eliptico.
Sin embargo, en [5] se caracterizan también:

= La esfera afin llana xyz = 1 que tiene invariante Pick J constante no nulo.
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= La superficie de revolucién
Y(u,v) = (cosh(3u)% cosh(v/3v), cosh(3u)% sinh(v/3v),
/ cosh(3t)32dt> (30)
0

que es llana y completa respecto la métrica afin y no tiene otros invariantes
afines constantes.

Estos ejemplos han abierto la puerta al interesante problema, aun sin resolver de:

“clasificar las superficies afines de curvatura afin de Gauss nula tanto
desde un punto de vista local como global".

Aportaciones en esta direcciéon han sido la de Manhart, [11], quien completa la
clasificacién de las superficies afines llanas de revolucién con otros ejemplos que no
tienen su métrica afin completa y la de Lee y Vrancken, [9], quienes prueban que
las dnicas superficies afines llanas completas y proyectivamente llanas son afinmente
equivalentes a un paraboloide eliptico o a la esfera afin zyz = 1.

En relacién con este dltimo resultado de Lee y Vrancken, mencionar que sigue
como problema abierto el conocer si estas dos esferas afines son o no las unicas
superficies afines llanas completas con curvatura afin de Gauss-Kronecker constante.

Los tres ejemplos anteriores han sido caracterizados, ver [13], como las tnicas
superficies con métrica afin completa y de curvatura nula, cuyo endomorfismo afin
de Weingarten e invariante Pick verifican la siguiente condicién:

traza(V.S) + pgrad, (J) =0

para alguna constante i que es nula en el caso de superficies proyectivamente llanas.
Estos tres ejemplos, ver también Figura 6, resultan ser las tnicas superficies afines
llanas y de Weingarten conocidas hasta el momento, quedando abierta su clasificacion.

3.2. Superficies con métrica afin indefinida y llana

Contrariamente al caso localmente convexo, cuando la métrica afin es indefinida,
el Teorema 4 nos dice que tenemos una gran familia, que incluye a las superficies
regladas con curvatura media afin nula. Ademads, en [12] describimos estas superficies,
que son puntos criticos para el funcional drea afin, a partir de las soluciones de la
ecuacién diferencial ordinaria ¢y’ = by. y probamos que el indice de esta ecuacién
guarda una estrecha relacién con el signo de la segunda variacién del 4rea afin de la
superficie y el nimero de vueltas que da. Esto contrasta con el caso convexo, donde
E. Calabi, [3], probé que la segunda variacién del drea afin es siempre negativa.
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Figura 6: Superficies afines completas y llanas.

3.3. Otros resultados

Caracterizaciones locales de superficies afines con invariantes afines constantes
han sido también obtenidas por C. Chen y H. Sun, [4], quienes han clasificado las
superficies afines de traslacién con H constante.

Por otro lado, la existencia de superficies afines homogéneas y no homogéneas
con J y H = 3k constantes ha motivado la busqueda de otras condiciones para
distinguirlas. Asi por ejemplo en [14], se prueba que si una superficie localmente
convexa tiene invariante Pick constante y curvatura afin de Gauss-Kronecker nula,
entonces, salvo transformaciones afines, ha de ser una parte de un paraboloide eliptico
o de la superficie afin homogénea

(u,v,%(uQ—Fv*z/g)), v > 0.
Recientemente, P.J. Olver, [16], ha destacado la importancia del invariante Pick en
el conocimiento de las superficies afines y T. Binder, [1], ha probado que las curvas
de gravedad, que dan la direccion del normal afin, son llanas si y sélo si 3H + J es
constante. Pero de momento no se conoce ningiin ejemplo que verifique esta condicién
y que tenga invariante Pick no constante.

Referencias

[1] T. Binder, An affine invariant characterization of flat gravity curves, Abh. Math.
Semin. Univ. Hambg. 79 (2009), 265-281.

[2] W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II. Affine Differential-
geometrie. Springer, 1923.



126

A. Martinez, F. Milan

(3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

(9]

(10]

(11]

(12]

[13]

[14]

(15]

[16]

(17]

E. Calabi, Hypersurfaces with maximal affinely invariant area, Amer. J. Math.
104 (1984), 91-126.

C. Chen y H. Sun, On affine translation hypersurfaces of constant mean cur-
vature. Publ. Math. Debrecen 64 (2004), 381-390.

F. Dillen, A. Martinez, F. Mildn, F.G. Santos y L. Vrancken, On the Pick
invariant, the affine mean curvature and the Gauss curvature of affine surfaces,
Result. Math. 20 (1991), 622-642.

T. Kurose, Two results in the affine hypersurface theory, J. Math. Soc. Japan
41(3) (1989), 539-548.

AM. Li y G. Penn, Uniqueness theorems in affine diferential geometry, part
II, Results Math. 13 (1988), 308-317.

AM. Li, U. Simon y G. Zhao, Global affine differential geometry of hypersur-
faces, Walter de Gruyter 1993.

C.I. Lee y L. Vrancken, Projectively flat affine surfaces with flat affine metric,
J. Geom. 70 (2001), 85-100.

M.A. Magid y P. Ryan, Flat affine spheres in R3, Geom. Dedicata 33(3) (1990),
277-288.

F. Manhart, Affine rotational surfaces with vanishing affine curvature., J. Geom.
80(1-2) (2004), 166-178.

A. Martinez y F. Milan, On affine-maximal ruled surfaces, Math. Z. 208 (1991),
635-644.

A. Martinez, F. Mildn y L. Vrancken, A class of surfaces with flat Blaschke
metric and their characterization, Annals of Global Analysis and Geometry 28
(2005), 35-57.

F. Milan, Pick invariant and affine Gauss-Kronecker curvature, Geom. Dedicata
45 (1993), 41-47.

K. Nomizu y T. Sasaki, Affine differential geometry, Cambridge University
Press 1994.

P.J. Olver, Moving frames and differential invariants in centro-affine geometry
Lobachevskii J. Math. 31 (2010), 77-89.

J. Radon, Zur affingeometrie der regelflichen, Leipzier Berichte 70 (1918),
147-155.



Aportacion en Geometria Diferencial Afin 127

[18] U. Simon, Local classification of two-dimensional affine spheres with constant
curvature metric Differential Geom. Appl. 1 (1991), 123-132.

[19] L. Vrancken, Affine surfaces with constant affine curvatures, Geom. Dedicata
33 (1990), 177-194.






Florentino Garcia Santos: In Memoriam
Universidad de Granada, 2011, pdgs. 129-144

Apuntes sobre la produccion cientifica de Florentino

Miguel Ortega e Juan D. Pérez ¢ Young J. Suh

Resumen Como no podia ser de otra forma, Floro realiz6 una intensa labor investi-
gadora, que desarrollé durante mds de treinta afios. El segundo autor compartié con
él gran parte de estos afios, mientras el tercero lo hizo durante los dltimos siete. Sus
articulos versan principalmente sobre la Teoria de Hipersuperficies, en especial en
espacios modelo complejos y cuaterniénicos. Colaboré con otros once cientificos,
consiguiendo un indice h = 5 seglin MathSciNet. En este capitulo, se repasan sus
ultimas aportaciones y se incluyen unas breves notas acerca de sus articulos.

1. Aportaciones recientes

En esta seccién, vamos a comentar las dltimas aportaciones cientificas de Floro,
en las que colabor6 principalmente con el segundo y tercer autores de este capitulo.

1.1. El operador de Jacobi estructural de una hipersuperficie real
del espacio proyectivo complejo

Denotaremos por CP™, m > 2, el espacio proyectivo complejo dotado de la mé-
trica g de curvatura seccional holomorfa 4. Sea M una hipersuperficie real (subvarie-
dad de codimension 1) sin borde en CP™ y N un campo local normal unitario sobre
M. Si J denota la estructura compleja del espacio proyectivo complejo, £ = —JN
es un campo tangente a M que llamaremos el campo estructural sobre M. Para ca-
da campo X tangente a M, escribimos JX = ¢X + n(X)E, donde ¢X denota la
componente tangente de JX y 7 es una 1-forma definida sobre M. Asi, (4,£,7,9)
define una estructura métrica casi de contacto sobre M. Para sus propiedades ver [1].
Llamaremos también D a la distribucién maximal holomorfa sobre M, que, en cada
punto, estd dada por todos los vectores tangentes ortogonales a &.

Takagi, [20], [21], clasificé las hipersuperficies reales homogéneas de CP™, ob-
teniendo seis tipos diferentes. Podemos destacar las correspondientes a los tipos A
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(hiperesferas geodésicas) y Ao (tubos sobre espacios proyectivos complejos total-
mente geodésicamente embebidos en CP™). Ambos tipos fueron caracterizados por
Okumura, [9], como las tnicas hipersuperficies reales para las que A¢ = ¢ A, donde
A es el endomorfismo de Weingarten asociado al campo normal N. Aparte de las
hipersuperficies reales de la lista de Takagi, la otra familia importante de hipersu-
perficies reales en el espacio proyectivo complejo la constituyen las hipersuperficies
reales regladas que verifican que la distribucién D es integrable y su variedad integral
es un espacio proyectivo complejo CP™~! totalmente geodésico. Ejemplos de este
tipo de hipersuperficies reales se encuentran en [5] y [8].

Por otro lado, los campos de Jacobi a lo largo de geodésicas de una variedad
de Riemann dada verifican una ecuacién diferencial muy conocida, que inspira los
llamados operadores de Jacobi sobre dicha variedad: Si R denota el operador de
curvatura de la variedad y X es un vector tangente, el operador de Jacobi (con
respecto a X) en el punto p se define como (Rx(Y))(p) = (R(Y,X)X)(p) para
cualquier vector tangente en p, Y. Tenemos, pues, un operador de Jacobi definido
para cada campo tangente y cada uno de ellos es un endomorfismo autoadjunto del
fibrado tangente de la variedad.

En el caso particular de una hipersuperficie real M del espacio proyectivo com-
plejo, como tenemos un campo tangente destacado, el campo estructural, nos aparece
destacado el correspondiente operador de Jacobi, R, que, a partir de ahora llama-
remos el operador de Jacobi estructural de M. A partir de la expresion del tensor
de curvatura de la hipersuperficie se obtiene la siguiente expresion del operador de
Jacobi estructural: Re(X) = X —n(X)é+aAX —g(AL, X)AE, donde a = g(AE, €).
Las hipersuperficies reales para las que el campo estructural es principal se llaman
hipersuperficies de Hopf.

Una variedad de Riemann se llama puntualmente Osserman si para cada punto el
espectro de los operadores de Jacobi no depende de la elecciéon de los vectores que de-
finen tales operadores. Si tampoco depende del punto la variedad se dice globalmente
Osserman. Osserman, [11], conjeturé que las variedades globalmente Osserman son
los espacios simétricos de dos puntos. Esta conjetura fue resuelta afirmativamente por
Chi y Nikolayevsky y, posteriormente, Brozos-Vazquez y Gilkey, [2], demostraron que
si en una variedad de Riemann de dimensién al menos 3 cualquier par de operadores
de Jacobi conmutan la variedad ha de ser llana y si lo mismo ocurre para cualquier
par de operadores de Jacobi correspondientes a vectores ortogonales, entonces la va-
riedad debe tener curvatura seccional constante. Como esto no ocurre para ninguna
hipersuperficie real del espacio proyectivo complejo, podemos afirmar que en una tal
hipersuperficie no todos los operadores de Jacobi conmutan. Sin embargo, al tener
un campo de Jacobi destacado, el estructural, nos planteamos cuidndo ese operador
de Jacobi podia conmutar con cualquier otro, es decir, cudndo R¢Rx = RxR¢. En
[17] obtuvimos el siguiente

Teorema 1.1. No existen hipersuperficies reales en CP™, m > 3, cuyo operador de
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Jacobi estructural conmute con cualquier otro.

1.2. Derivada covariante del operador de Jacobi estructural

En [3], Cho y Ki estudiaron un cierto "paralelismo"del operador de Jacobi estruc-
tural de una hipersuperficie real M del espacio proyectivo complejo. Concretamente,
definieron R (X) = (V¢R)(X, ¢, ), donde V denota la derivada covariante de M,
obteniendo que si el campo estructural es geodésico y R’5 = 0, la hipersuperficie
real es Hopf. Si, ademds, la curvatura principal correspondiente a £ es 2cot(2r) y el
rango de la aplicacién focal 1), es constante, M ha de ser localmente congruente o
bien con una hipersuperficie real de tipos A; 0 As o con un tubo no homogéneo de
radio 7 sobre ¢z (M) con curvaturas principales no nulas y distintas de 1 y —1.

A partir de este resultado nos planteamos el estudio de la derivada covariante del
operador de Jacobi estructural de una hipersuperficie real M del espacio proyectivo
complejo: (VxRe)Y = Vx(Re(Y))—Re(VxY), para cualesquiera X e Y tangentes
aM.Si VxR¢ =0 para cada X tangente a M, diremos que IZ¢ es paralelo. En este
caso, los autoespacios del operador de Jacobi estructural son paralelos a lo largo de
cada curva v en M, es decir, son invariantes con respecto a cualquier desplazamiento
paralelo a lo largo de ~y. En [10] obtuvimos el siguiente

Teorema 1.2. No existen hipersuperficies reales M en CP™, m > 3, cuyo endomor-
fismo de Weingarten verifica A& = & + pU, AU = B¢ + (8% — 1)U, ApU = —¢U
y AX = —X para cualquier campo X ortogonal al subespacio que generan &, Uy
oU, donde U es un campo unitario en D y 8 una funcion no nula definida sobre M.

A partir de este Teorema pudimos demostrar la no existencia de hipersuperficies
reales cuyo operador de Jacobi estructural fuera paralelo en el espacio proyectivo
complejo de dimensién compleja al menos 3. Este resultado nos llevé a conside-
rar condiciones mds débiles que el paralelismo del operador de Jacobi estructural.
Restringiendo el paralelismo a campos de vectores en D obtenemos la nocién de
D-paralelismo y en [15] demostramos el siguiente

Teorema 1.3. No existen hipersuperficies reales en CP™, m > 3, cuyo operador de
Jacobi estructural sea D-paralelo.

Otra condicién mds débil que el paralelismo serfa que V¢ Re = 0. Sin embargo,
en este caso no podemos obtener una clasificaciéon completa de las hipersuperficies
reales que satisfacen esta condicién. Hemos de imponer condiciones adicionales. En
[4] pudimos clasificarlas considerando como condicién adicional el que el tensor de
Ricci S de la hipersuperficie también fuese paralelo en la direccion de &.

Teorema 1.4. Sea M una hipersuperficie real de CP™, m > 3 verificando V¢ R¢ = 0
y V¢S = 0. Entonces M es Hopf'y localmente congruente o a una hipersuperficie
de tipo Ay 0 Az 0 a un tubo de radio 7 sobre una subvariedad compleja de CP™.
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Posteriormente, en [6] generalizamos el Teorema 2.1 mediante el siguiente

Teorema 1.5. No existen hipersuperficies reales en CP™, m > 3, cuyo endomorfismo
de Weingarten viene dado por A = of + U, AU = (B¢ + WU y AX =
—%X , para cualquier campo tangente X ortogonal al subespacio que generan &
y U, siendo U un campo unitario en D, o'y (8 funciones no nulas definidas sobre M
Y ¢ una constante.

Generalizando la nocién de D-paralelismo del operador de Jacobi estructural, dire-
mos que dicho operador es pseudo-D-paralelo si verifica (Vx R¢)Y = c{n(Y)pAX+
9(¢pAX,Y )¢}, donde ¢ es una constante no nula, X € D e Y es tangente a la hiper-
superficie real. A partir del anterior Teorema en [7] pudimos demostrar el siguiente

Teorema 1.6. Sea M una hipersuperficie real de CP™, m > 3, cuyo operador
de Jacobi estructural es pseudo-D-paralelo, con ¢ # —1. Entonces ¢ < 0y M es
localmente congruente con una hiperesfera geodésica de radio r tal que cot*(r) = —c.

Seflalemos que, aunque las hiperesferas geodésicas de radio 7 tienen operador

de Jacobi estructural pseudo-D-paralelo (¢ = —1), no podemos asegurar que sean las
Unicas que lo tienen en este caso, por lo que este problema atin estd abierto.

Otra forma de generalizar el paralelismo del operador de Jacobi estructural es
considerar que sea de tipo Codazzi, es decir, que (VxR¢)Y = (VyR¢)X, para
cualesquiera X e Y tangentes a la hipersuperficie. En [16] demostramos el siguiente

Teorema 1.7. No existen hipersuperficies reales M en CP™, m > 3, cuyo en-
2
domorfismo de Weingarten viene dado por A¢ = af + U, AU = ¢ + =10,

ApU = féqﬁU and AX = \X, con N2 +2a\+1=0, donde o y 3 son func?;ones
no nulas definidas sobre M, U es un campo unitario en Dy X es un campo ortogonal

al subespacio que generan &, U y ¢U.

A partir de este Teorema pudimos probar que no existen hipersuperficies reales
en el espacio proyectivo complejo cuyo operador de Jacobi estructural es de tipo
Codazzi.

1.3. Derivada de Lie del operador de Jacobi estructural

La derivada de Lie del operador de Jacobi estructural de una hipersuperficie real
M en el espacio proyectivo complejo viene dada por

(,Cng)Y = VXRg(Y) — VRg V)X — Rg(VXY) + Rg(VyX)

para cualesquiera X e Y tangentes a M. En primer lugar nos planteamos obtener qué
hipersuperficies reales tenfan operador de Jacobi estructural invariante, es decir, tal
que Lx R¢ = 0 para cada X tangente a M. Esto significa que todos los autoespacios
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del operador de Jacobi estructural son invariantes por cualquier desplazamiento pa-
ralelo generado por el flujo de cada curva integral v de X en 7, M, para cada punto
x € M. Asi, en [12] obtuvimos el siguiente

Teorema 1.8. No existen hipersuperficies reales en CP™, m > 3, con operador de
Jacobi estructural invariante.

Para generalizar este resultado podfamos suponer la invarianza de R¢ s6lo para
el campo estructural £ o para las direcciones de su distribucién ortogonal D. En el
primer caso, en [14] obtuvimos el siguiente teorema de clasificacion

Teorema 1.9. Sea M una hipersuperficie real en CP™, m > 3, cuyo operador de
Jacobi estructural es invariante en la direccion del campo estructural &, es decir,
L¢Re = 0. Entonces M es localmente congruente con un tubo de radio 7 sobre una
subvariedad compleja de CP™ o con una hipersuperficie real de tipo Ay o As de

radio r # 7.

Sin embargo, cuando tratamos de estudiar la invarianza del operador de Jacobi
estructural en las direcciones de la distribucién D, comprobamos que sélo con esta
condicién no era suficiente para obtener resultados de caracterizacién. Era necesario
afiadir alguna condicién mas. Por ello pensamos en la condicién de conmutatividad
del operador de Jacobi estructural y el endomorfismo de Weingarten. Atn no se
conoce qué hipersuperficies reales verifican esta segunda condicién, aunque es muy
f4cil ver que todas las que son Hopf la satisfacen. Asi, en un articulo atin por publicar,
[18], obtenemos el siguiente

Teorema 1.10. No existen hipersuperficies reales en CP™, m > 3, cuyo operador
de Jacobi estructural es invariante en cualquier direccion de D y conmuta con el
endomorfismo de Weingarten.

Precisamente por lo sefialado anteriormente este teorema nos asegura la no exis-
tencia de hipersuperficies reales Hopf en el espacio proyectivo complejo cuyo opera-
dor de Jacobi estructural sea invariante en cualquier direccién de ID.

A continuacién nos planteamos estudiar las hipersuperficies reales para las que
la derivada de Lie del operador de Jacobi estructural va en la direccién de £. En
principio, [19], obtuvimos dos resultados de no existencia de ciertas familias de
"posibles" hipersuperficies reales:

Teorema 1.11. No existen hipersuperficies reales M en CP™, m > 3, cuyo endo-
2
morfismo de Weingarten verifica AE = of + U, AU = B+ E=LU, ApU = 64U,

(0%
donde U es un campo unitario en D y existe un campo Z ortogonal al subespacio

generado por &, U y ¢U tal que AZ =0, ApZ = —iqbZ, siendo o 'y (8 funciones

no nulas sobre M y donde 6 es 0 ¢ —g.
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Teorema 1.12. No existen hipersuperficies reales M en CP™, m = 3, cuyo endo-
morfismo de Weingarten verifica A& = o + U, AU = € + %U, ApU = §¢U,
donde U es un campo unitario en D, y para cada campo Z ortogonal al subespacio
que generan & Uy oU, AZ = \Z, donde 'y B son funciones no nulas sobre M, §

5 B~ 5 1
es00—"—yAes06 —5.
A partir de estos resultados podemos demostrar el siguiente

Teorema 1.13. Sea M una hipersuperficie real en CP™, m > 3. Entonces (Lx R¢)Y
= —g(¢AX,Y )¢ para cualesquiera X e Y en Dy Re conmuta con el endomorfismo
de Weingarten si 'y solo si M es localmente congruente con una hiperesfera geodésica
de radio r tal que cot?(r) = 1.

Para finalizar expondremos el dltimo resultado obtenido por Floro. En [13] se
prueba el siguiente

Teorema 1.14. No existen hipersuperficies reales M en CP™, m > 3, cuyo endomor-
fismo de Weingarten verifica AS = o + U, AU = B¢ + %U, AoU = —éd)U,
los valores propios de A en el complemento ortogonal del subespacio generado por
& Uy ¢U son distintos de 0, —i y % y si Z estd en dicho subespacio y verifica
AZ = M\Z, entonces ApZ = —A\dZ, siendo U un campo unitario en D'y o'y (3
funciones no nulas definidas sobre M.

A partir de este Teorema se demuestra el siguiente Teorema de clasificacion:

Teorema 1.15. Sea M una hipersuperficie real en CP™, m > 3, cuyo operador
de Jacobi estructural verifica L¢R¢ = V¢Re. Entonces M es localmente congruen-
te con un tubo de radio 7 sobre una subvariedad compleja de CP™ o con una
hipersuperficie de tipo Ay o Ay de radio r # 7.

2. Publicaciones cientificas

En esta segunda parte, se listan por orden cronoldgico las publicaciones de Floro
en revistas cientificas y sus aportaciones a congresos, incluyendo breves recensiones
de ellas. Los articulos que han sido citados en la primera seccién no se van a comentar,
aunque aparezcan en la lista.

[1] M. Barros, F. G. Santos, On normal curvature tensor of Kaehler submanifolds,
Chinese J. Math. 8(1980), no. 2, 105-112.

Los autores estudiaron las subvariedades complejas N de variedades Kaehlerianas
cuyo tensor de curvatura normal cumple la condicién R (X,Y)¢ = f(X,Y)J¢,
donde J es la estructura compleja del espacio ambiente, £ es un campo (unitario)



Produccién cientifica de Floro 135

normal a IV cualquiera y X, Y denotan cualesquiera campos de vectores tangentes
a N. En este ambiente, los autores clasificaron completamente tales subvariedades
en el caso de que el espacio ambiente fuera un espacio modelo complejo. También
calcularon la clase total de Chern del fibrado normal de dichas subvariedades.

F. G. Santos, Reduction of the codimension in Riemannian embeddings with
parallel mean curvature vector, Proceedings of the seventh Spanish-Portuguese
conference on mathematics, Part II (Sant Feliu de Guixois, 1980). Publ. Sec.
Mat. Univ. Autonoma Barcelona No. 21 (1980), 75-8.

En esta aportacién, se demuestra un teorema de reduccién de codimension. Mdas
concretamente, se considera una variedad de Riemann M "™ conexa n-dimensional
inmersa en otra variedad de Riemann M"*?(c) de dimensién n + p y curvatura
seccional constante c. Se demuestra un teorema de reducciéon de codimensién
en términos del tensor curvatura normal cuando el vector curvatura media de la
inmersién es paralelo en el fibrado normal. Este teorema extiende otro resultado
de A. G. Colares y M. P. do Carmo [Geometry and topology (Rio de Janeiro,
1976), 10-113, Lecture Notes in Math., 597, Springer, Berlin, 1977; MR0493820
(58 #12788)].

F. G. Santos, Some conditions for the constancy of the holomorphic sectional
curvature of an RK-manifold, Proceedings of the Eighth Portuguese-Spanish Con-
ference on Mathematics, Vol. I (Coimbra, 1981), pp. 381-387, Univ. Coimbra,
Coimbra, 1981.

En esta aportacion se estudiaron condiciones para que la curvatura seccional ho-
lomorfa de una variedad RK sea constante.

J. D. Pérez, F. G. Santos, Diffeomorphisms which preserve quaternionic sectional
curvature, Soochow J. Math. 8(1982), 171-178.

En este articulo, los autores demuestran que los difeomorfismos entre variedades
Kaehlerianas cuaternidénicas que respeten las respectivas curvaturas seccionales
cuaternionicas, han de ser al menos isometrias locales. Mds cocretamente, sean
M y M dos variedades Kaehlerianas cuaterniénicas con respectivas curvaturas
seccionales cuaterniénicas @ y Q. Sea f : M — M un difeomorfismo tal que
f*Q = Q. Entonces o bien QQ = Q) y en tal caso f es una isometria local, o bien
f es una isometria.

J. D. Pérez, F. G. Santos, F. Urbano, On the axioms of planes in quaternionic
geometry. Ann. Mat. Pura Appl. (4) 130 (1982), 215-221.

Los autores trasladan resultados clasicos de Cartan a la Geometria Cuaternidnica.
En todo el articulo se considera como variedad ambiente una variedad Kaehleria-
na cuaterniénica. En primer lugar, cuando la dimensién cuaterniénica es al menos
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dos, demuestran la equivalencia entre la constancia de la curvatura seccional cua-
ternidnica y la curvatura seccional totalmente real. A continuacién intrudocen los
conceptos de axioma de planos semi-cuaterniénicos y de axioma de planos total-
mente reales. Basdndose en el resultado anterior, demuestran que toda variedad
Kaehleriana cuaterniénica que cumpla alguno de los dichos axiomas, necesaria-
mente ha de tener curvatura seccional cuaterniénica constante.

[6] F. G. Santos, Kaehler submanifolds with parallel normal curvature tensor, An.
Stiint. Univ. “Al. I. Cuza” lasi Sect. I a Mat. (N.S.) 28(1982), no. 1, 79-82.

En esta ocasion, el problema a atacar es la clasificacién de las subvariedades
complejas de variedades Kaehlerianas con curvatura seccional holomorfa cons-
tante. El resultado principal es como sigue. Dada una subvariedad Kaehleriana M
de una variedad Kaehleriana M con curvatura seccional holomorfa constante, se
cumple que el tensor curvatura normal de M es paralelo si, y sélo si, la segunda
forma fundamental de M en M es paralela.

[7] J. D. Pérez, F. G. Santos, Indefinite quaternion space forms, Ann. Mat. Puta
Appl. (4), 132 (1982), 383-398 (1983).

Este articulo supone la introduccién del concepto de Geometria Cuaternidnica
indefinida. En primer lugar, se define el concepto de variedad Kaehleriana cuater-
nidnica indefinida. A continuacién, se demuestra que toda variedad Kaehleriana
cuaternionica indefinida con dimension cuaternionica al menos dos, ha de ser una
variedad Einstein. Posteriormente, calculan explicitamente el tensor de curvatura
cuando la curvatura seccional cuaternidénica es constante. A partir de aqui, se
centran en buscar condiciones necesarias y suficientes sobre la constancia de la
curvatura seccional cuaternidnica, destacando que la curvatura seccional total-
mente real sea constante, cuando la dimensién cuaternidnica sea al menos dos.

[8] J.D. Pérez, F. G. Santos, F. Urbano, On the normal connection of totally complex
submanifolds, Bull. Inst. Math. Acad. Sinica 10 (10982), no. 3, 277-287.

Se demuestra que si una subvariedad totalmente compleja N de una variedad
Kaehleriana cuaterniénica M tiene conexion normal llana, entonces M es Ricci
llana y N es llana. El segundo resultado muestra la no existencia de campos de
vectores normales unitarios paralelos sobre una subvariedad totalmente compleja
de una variedad Kaehleriana cuaternidnica.

[9] A. Martinez, J. D. Pérez, F. G. Sanrtos, On the normal connection of quaternion
CR-submanifolds, Bull. Inst. Math. Acad. Sinica 12 (1984), no. 3, 237-247.

En ambiente cuaternionico, se estudian ciertas variedades llamadas CR-subvarie-
dades cuaterniénicas. Dado un modelo de espacio cuaternénico (M (c), g), con
su base (local) canénica (1, 2, p3) de la estructura cuaterniénica, se considera



Produccién cientifica de Floro 137

[10]

M una CR-subvariedad cuaterniénica de M. Si Rt es el tensor de curvatura de
la conexi6n normal de M, se dice que la conexién normal es semillana si

3

RL(X’ Y)f = (0/2) Zg(Xa Pry)frf

r=1

paratodos X,Y € TM ytodo & € T+M, donde P,Y y f,£ son, respectivamente,
la componente tangencial de ¢, Y y de ¢,.&. El principal resultado afirma que
una CR-subvariedad cuaterniénica M de M(c) tiene conexién normal semillana
si, y s6lo si, M es una subvariedad cuaterniénica de M (c). En este ambiente,
también calculan las formas de Pontryagin del fibrado normal de una subvariedad
cuaterniénica con conexién casi-llana.

A. Martinez, J. D. Pérez, F. G. Santos, Generic submanifolds of a quaternion
Kaehlerian manifold, Soochow J. Math. 10 (1984), 79-98.

Se intruduce el concepto de subariedad genérica de una subvariedad Kaehleriana
cuaterniénica. Dada una variedad Kaehleriana cuaterniénica M con su base local
(¢1,p2,3) de la estructura cuaterniénica, se considera una subvariedad M.
Sobre M se definen la distribucién cuaterniénica D, las distribuciones D, =
TMN®.(TM) (r =1,2,3) y sus correspondientes distribuciones ortogonales
en TM, llamadas D+ C TM, D;-,r = 1,2,3. Se dice que M es una subvariedad
genérica de M si M posee las distribuciones D y D, para algtin r. En primer
lugar, se estudian condiciones de integrabilidad para D, Dy, D+ y Di . También
construyen cinco tipos de productos genéricos de subvariedades de M, como
aquellas subvariedades que son, localmente, el producto riemanniano de distintos
tipos de subvariedades genéricas. A continuacién, obtienen restricciones para la
existencia de dichos productos, como son:

a) Si M tiene curvatura escalar negativa, no existen productos genéricos cua-
terniénicos ni productos genéricos de una subvariedad puramente real y de
una cuaternionica.

b) Si M tiene tensor de Ricci no nulo, no existen productos genéricos de una
subvariedad compleja y una cuaternidnica, ni tampoco productos genéricos
de una subariedad puramente real, una puramente compleja y una cuater-
nidnica.

J. D. Pérez, F. G. Santos, On pseudo-Einstein real hypersurfaces of the quater-
nionic projective space, Kyungpook Math. J. 25 (1985), 15-28.
Erratum en Kyungpook Math. J. 25 (1985), no. 2, 185.

Dada una variedad Kaehleriana cuaterniénica, con base local { LJ,K} de la es-
tructura cuaternidnica, sea N una hypersuperficie real suya. Sea ¢ es un campo
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[12]

de vectores normal y unitario a [N en M. Se dice que N es pseudo-Einstein si el
tensor de Ricci de IV se puede expresar como

SX =aX + b{g(X, U1)U1 +g(X, UQ)UQ +g(X, Ug)Ug}, VX € TN,

donde U; = —I(, Uy, = —J(, U3 = —K(, siendo a, b funciones diferenciables en
M. Aunque la definicién se establece para variedades Kaehlerianas cuaterniénicas,
el estudio se hace para modelos de espacios cuaternidnicos, obteniendo resultados
parciales. Si o = 0 en un abierto U de M, entonces M admite en U como maximo
dos curvaturas principales A y p, que cumplen A + p = h, Au = p, donde h es
la traza del Endomorfismo de Weingarten, p = a — c¢(4dm + 7), 0 = —(b + 3¢),
ademads, Uy, Uy y Us son principales. A continuacién, se aplican las técnicas de
puntos focales de T. E. Cecil y de P. J. Ryan en [Trans. Am. Math. Soc. 269(1982),
481-499] y cuando N es una hipersuperficie real conexa del espacio proyectivo
cuaternionico. Si los campos U, Uz y U3 son principales con la misma curvatura
principal, entonces N resulta ser un abierto de una hiperesfera geodésica o un tubo
de radio r sobre un QP’C totalmente geodésico, 0 <k <m—1con 0 <71 < /2
y cot?r = (4k +2)/(4m — 4k — 2). Como consecuencia, la tnica hipersuperficie
real Einstein en QQP™ es un abierto de una hipersuperficie geodésica de radio r
con cot?(r) = 1/(2m).

M. Barros, F. G. SanTos, On the first Chern class of a complex submanifold in an
almost Hermitian manifold and the normal connection, Collog. Math. 54 (1987),
no. 1, 59-65.

En una variedad casi Hermitica (M, g, J), se considera una subvariedad holomor-
fa M con segunda forma fundamental o. Se dice que M es una o-subvariedad si
Jo(X,Y) =0(JX,Y) = o(X,JY) para todos X,Y € TM. En este articulo,
los autores estudian las o-subvariedades cuyo tensor de curvatura normal R”
cumple RP(X,Y)¢ = fg(X,JY)JE, para todos X,Y € TM, siendo f una
funcion diferenciable sobre M y £ un campo de vectores normal a M. En parti-
cular, se estudia la primera forma de Chern del fibrado normal de M para ciertos
casos particulares de (M, g,.J), construyendo ejemplos de o-subvariedades que
cumplen la condicién adicional sobre RP.

J. D. Pérez, F. G. SanTos, On certain real hypersurfaces of quaternionic projective
space, Internat. J. Math. Math. Sci. 14 (1991), no. 1, 205-207.

En el espacio proyectivo cuaterniénico H P", n > 2, con base local de la estruc-
tura cuaternidnica (¢1, @2, ¢3), se considera una hipersuperficie real conexa M.
Es claro que si £ es un campo de vectores unitario normal a M en HP", los
campos U; = —¢;€, © = 1,2, 3, son tangentes a M. En este articulo se clasifican
las hipersuperficies reales de H P™ con campos U;, ¢ = 1,2, 3, principales y que
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cumplan que el tensor de curvatura R y el tensor de Ricci S de M estan ligados
por la expresion

(R(X,Y)S)Z + (R(Y, Z)8)X + (R(Z,X)S)Y =0, VX,Y,Z € TM,

obteniendo que dichas hipersuperficies han de ser un abierto de una hiperesfera
geodésica de radio r, con 0 < r < 7/2, cot(2r) = 1/2n.

J. D. Pérez, F. G. Santos, On real hypersurfaces with harmonic curvature of a
quaternionic projective space, J. Geom. 40 (1991), no. 1-2, 165-69.

Se considera el espacio proyectivo cuaterniénico HP™ y (¢1, ¢2, ¢3) una base
local de la estructura cuanterniénica. Si M es una hipersuperficie real conexa
de HP™ y & es un campo de vectores unitario normal a M en HP™, los
campos U; = —¢;&, 1 = 1,2, 3, son tangentes a M. En esta ambiente, se estudian
las hipersuperficies reales de H P™ con curvatura arménica, es decir, aquellas
cuyo tensor de Ricci S cumple (VxS)Y = (VyS)X, para todos X,Y € TM.
Concretamente, se clasifican las que tienen curvatura arménica y sus campos Uy,
U,, Us, son principales con la misma curvatura principal, obteniendo que han de
ser abiertos de hiperesferas geodésicas de HP™ de radio 7, con 0 < r < 7/2,
cot?(r) = 1/2m.

F. Dillen, A. Martinez, F. Milan, F. G. Santos, , L. Vrancken, On the Pick
invariant, the affine mean curvature and the Gauss curvature of affine surfaces.
Affine differential geometry (Oberwolfach, 1991). Results Math. 20 (1991), no.
3-4, 622-642.

Este articulo estd ampliamente comentado en el capitulo escrito por A. Martinez
y F. Milan.

A. Martinez, J. D. Pérez, F. G. SanTos, Recent results on the geometry of real
hypersurfaces in quaternionic projective space. Papers in honor of Pablo Bobillo
Guerrero (Spanish), 183-190, Univ. Granada, Granada, 1992.

En esta comunicacién se realiza un estudio bastante completo del estado del mo-
mento de la Teoria de Hipersuperficies en el espacio proyectivo cuaterniénico. Se
recuerdan cudles son los ejemplos principales y se listan distintas caracterizacio-
nes basdndose en hipétesis sobre la segunda forma fundamental y sobre el tensor
de Ricci. Finalmente, se exhiben algunos problemas abiertos.

J. D. Pérez, F. G. Santos, Cyclic-parallel Ricci tensor on real hypersurfaces of
a quaternionic projective space, Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 38 (1993), no.
1, 37-40.

En esta nota se clasifican las hypersuperficies reales M del espacio proyectivo
cuaterniénico H P™ que cumplen las siguientes hipétesis:
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(18]

[19]

[21]

23]

a) Los campos de vectores J;(, i = 1,2,3, son principales con la misma
curvatura principal, donde ¢ es un campo de vectores unitario normal a M
y (J1, J2, J3) es una base local de la estructura cuaterniénica de H P".

b) El tensor de Ricci S de M cumple Gg((VxS)Y,Z) = 0, para todos
X,Y,Z € TM, donde & denota la suma ciclica.

Las tnicas hipersuperficies que cumplen dichas hipétesis resultan ser abiertos de
hiperesferas geodésicas o tubos de radio r sobre un H P* totalmente geodésico,
0<k<n—1conradio 0 <r < m/2.

J. D. Pérez, F. G. SanTos, Y. J. Suh, Real hypersurfaces in complex projective
space whose structure Jacobi operator is Lie &-parallel, Differential Geom. Appl.
22 (2005), no. 2, 181-188.

Véase la Seccién 1.
J. D. Pérez, F. G. SanTos, On the Lie derivative of structure Jacobi operator of

real hypersurfaces in complex projective space, Publ. Math. Debrecen 66 (2005),
no. 3-4, 269-289.

Véase la Seccion 1.
M. Ortega, J. D. Pérez, F. G. Santos, Non existence of real hypersurfaces with

parallel structure Jacobi operator in nonflat space forms, Rocky Mountain J. Math.
36 (2006), no. 5, 1603-1613.

Véase la Seccion 1.
J. D. Pérez, F. G. SanTos, Y. J. Suh, Real hypersurfaces in complex projective

space whose structure Jacobi operator is D-parallel, Bull. Belg. Math. Soc. Simon
Stevin 13 (2006), no. 3, 459-469.

Véase la Seccion 1.
U-H. Ki, J. D. Pérez, F. G. Santos, Y. J. Suh, Real hypersurfaces in complex

space forms with &-parallel Ricci tensor and structure Jacobi operator, J. Korean
Math. Soc. 44 (2007), no. 2, 307-326.

Véase la Seccion 1.
J. D. Pérez, F. G. SanTos, Y. J. Suh, Real hypersurfaces in complex projective

space whose structure Jacobi operator is of Codazzi type, Canad. Math. Bull. 50
(2007), no. 3, 347-355.

Véase la Seccion 1.
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[24]

[25]

[26]

J. D. Pérez, F. G. SanTos, Y. J. Suh, Real hypersurfaces in nonflat complex space
forms with commuting structure Jacobi operator, Houston J. Math. 33 (2007), no.
4, 1005-10009.

Véase la Seccion 1.

J. D. Pérez, F. G. SanTtos, Real hypersurfaces in complex projective space with
recurrent structure Jacobi operator, Differential Geom. Appl. 26 (2008), no. 2,
218-223.

En el espacio proyectivo complejo CP™, m > 3, con su métrica usual, se con-
sidera una hipersuperficie real M y su campo de vectores estructural £. Sea D la
distribucién en M de todos los vectores tangentes a M que son ortogonales a &.
Dado el operador de curvatura R de M, se construye el operador de Jacobi estruc-
tural Re = R(-,€). Se dice que R¢ es recurrente si existe una 1-forma w en M
tal que para cada X,Y € T'M, se cumple (Vx R¢)Y = w(X)R¢Y. La definicién
anterior se puede debilitar a D-recurrente cuando se escoge X € ID. Los autores
demuestran que si el operador de Jacobi estructural es D-recurrente, entonces
M es una hipersuperficie real reglada minima. Como corolario, obtienen que no
existen hipersuperficies reales con operador de Jacobi estructural recurrente.

J. D. Pérez, F. G. SanTOs, On derivatives of the structure Jacobi operator of a real
hypersurface in complex projective space. Proceedings of the 12th International
Workshop on Differential Geometry and Related Fields [Vol. 12], 43-57, Korean
Math. Soc., Seoul, 2008.

J. D. Pérez, F. G. Sanrtos, Y. J. Suh, Real hypersurfaces in complex space forms
with commuting structure Jacobi operator. Proceedings of the 12th International
Workshop on Differential Geometry and Related Fields [Vol. 12], 59-67, Korean
Math. Soc., Seoul, 2008.

Esta comunicacion presenta los resultados obtenidos en [24]
J. D. Pérez, F. G. SanTos, Real hypersurfaces in complex projective space whose

structure Jacobi operator satisfies L¢Re = V¢ Re, Rocky Mountain J. Math. 39
(2009), no. 4, 1293-1301.

Véase la Seccién 1.
J. D. Pérez, F. G. SanTos, Real hypersurfaces in complex projective space whose

structure Jacobi operator is cyclic-Ryan parallel, Kyungpook Math. J. 49 (2009),
no. 2, 212-219.

Sea M una hipersuperficie real del espacio proyectivo complejo CP™, con campo
de vectores estructural £. El operador de Jacobi estructural R estd dado por
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Re = R(-,€)¢, donde R es el operador de curvatura de M. Por otro lado, se
puede hacer actuar R sobre B¢ como una derivacion,

(R(X,Y) - Re)Z = R(X,Y)(Re(Z)) — Re(R(X,Y)Z),

para todos X,Y, Z tangentes a M. En este articulo, los autores investigan qué
hipersuperficies reales de CP™ cumplen la ecuacién

(R(X,Y)-Re)Z + (R(Y,Z) - Re)X + (R(Z,X) - Re)Y =0,

para todos X, Y, Z tangentes a M. Dichas hipersuperficies se dice que tiene ope-
rador de Jacobi estructural ciclico-Ryan. El resultado es que cuando la dimensién
es m > 3, dichas hipersuperficies han de ser localmente congruentes a una hiper-
esfera geodésica o un tubo de radio 7/4 sobre una cierta subvariedad compleja
de CP™.

[30] H. J. Lee, J. D. Pérez, F. G. Santos, Y. J. Suh, On the structure Jacobi operator
of a real hypersurface in complex projective space, Monatsh. Math. 158 (2009),
no. 2, 187-194.

Véase la Seccion 1.
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Sinh-Gordon type equations for CMC surfaces

Joaquin Pérez

Resumen We review how the classical Sinh-Gordon equation appears in the theory
of constant mean curvature surfaces in space forms and minimal surfaces in product
spaces, and introduce a new equation of this type occurring for constant mean cur-
vature surfaces in homogeneous three-manifolds with isometry group of dimension
four.

1. Introduction

The Sinh-Gordon equation is an elliptic PDE which appears naturally in surface
theory, among others in the following two different contexts: for constant mean cur-
vature (CMC) surfaces in space forms and for minimal surfaces in S? x R, where S?
denotes the 2-sphere with its usual metric. In both situations, the Sinh-Gordon equa-
tion has been shown to be a useful tool in obtaining both existence and uniqueness
results (see e.g. Pinkall and Sterling [7], Ritoré and Ros [8], Hauswirth, Sa Earp and
Toubiana [5], Kilian and Schmidt [6] and references therein). In this note we will
review how to find the Sinh-Gordon equation in these known settings, and provide
a new related extension which allows to find a geometrical Sinh-Gordon (or Sin-
Gordon) type equation valid for CMC surfaces in more general ambient geometries,
namely in homogeneous three-manifolds N with isometry group Iso(/N) of dimen-
sion four. Since our result is purely local, we can assume that NV is simply-connected.
It is well-known that every simply-connected, homogeneous three-manifold is of one
of the following three types: If dimIso(N) = 6, then N is a space form R3 S? or
H?3; if dimIso(N) = 4, then N admits a Riemannian submersion IT: N — M?(x)
over a surface of constant curvature x € R; finally, if dimIso(/N) = 3, then N is a
Lie group endowed with a left invariant metric. In this note we will focus on case 2
above, although for the sake of completeness, we will also discuss to some extent the
already known situation in case 1.

Joaquin Pérez, jperez@ugr.es
Dep. Geometria y Topologia, Facultad de Ciencias, Universidad de Granada, 18071-Granada
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2. CMC surfaces in M?(c)

Along this section, M3(c) will denote the three-dimensional space form of cons-
tant sectional curvature ¢ € R. Let X 9 M?>(c) be an immersed surface of CMC
H € R in M3(c). Let ds®> = \|dz|? be the induced metric on X, where z = z + iy
is a local holomorphic coordinate and A a smooth positive function. If ¢ stands for
the second fundamental form of X, then after complexifying the tangent bundle and
taking the (2, 0)-part we find the well-known Hopf differential of the immersion,

o?Y = p(dz)?, p = 40(0;,0,), GD

which is a globally defined holomorphic quadratic differential on X (holomorphicity
comes from the Codazzi equation). The zeros of ¢2* are the umbilical points of X,
hence 4 = {029 = 0} is either a discrete set of points or ¥ is totally umbilical. We
will assume in the sequel that X is not umbilical, and work away from L. We will
also suppose that H? + ¢ > 0 (note that this condition is meaningless in S?(c) and
excludes minimal surfaces in R3). Consider the metric dsp = 2v H? + ¢|0?°| on
¥ — 4, which is flat and conformal to ds?. Thus, there exists 1) € C>°(X — ) such
that

eV

2 _
9 = e 1

ds?. (32)

The following result is well-known.

Proposicion 2.1. v satisfies the Sinh-Gordon equation Ay + %sinh(21/}) =0in
Y — 4, where Ag is computed with respect to ds3.

Demostracion. By the Gauss equation,
c=K —det S, (33)

where K is the Gauss curvature of ds? and S the shape operator of ¥.. A direct
computation (valid in every ambient space) gives
P _ o = 4 (2 — dets 34
)\2*|0|7(*e)' (34
Plugging (34) in (33) and using the classical relation between the Gaussian curvatures
of conformally related metrics, we have
2 2 2
2 _ pl* _ 4(c+H7) |
On the other hand,
621/)

Adz|* = ds* = ds?

2,0| _
Alc + H?) o

eV e2¥ 9
:2\/0—4—H2 2\/c+H2|p||dZ‘ ’
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hence % = 2V€Cj;)H2 and (35) gives c+ H? = —4(c+H?)e Y Ao+ (c+ H?)e 4.
Therefore, 0 = Agt) + ei—w — 127 = Ao + 3 sinh(20). i

Reciprocally, every solution ¢ of Agt) + £ sinh(2¢)) = 0 defined in a simply-
connected domain of ¥ C C produces a metric ds® by equation (32) (with ds

being the usual metric on C, which is equivalent to taking p = for certain

60
6 € [0,27)). Now (ds?, 00, H) satisfy the Gauss and Codazzi equations and thus
define an immersed H-surface > & M3(c) (up to congruences) with this fundamental
data. Roughly speaking, we can say that CMC surfaces in M?(c) are described by
solutions of the Sinh-Gordon equation. We remark that moving 6 € [0, 27) we get the
well-known family of associated surfaces, all of them isometric and with the same

CMC H.

3. Minimal surfaces in M x R

Let (M, gy) be a Riemannian surface with metric gy = p(w)|dw|?, u €
C>*(M), p > 0. We endow the product space M x R with the product metric
pldw|? + dt?, where t parameterizes the vectical factor. Consider an immersion
X = (h,f): £ % M x R. As before, call ds?> = N\?|dz|? to the induced metric
on ¥, z = x + iy being a conformal coordinate on ¥. The tangent bundle of the
immersion is generated by X, = (hg, fz) and X, = (hy, fy). Then,

<Xza Xy> = g]\/[(hwv hu) + fwfy = (/’L © h)Q%(hthJ) + fwfm
where R(-) stands for real part. Analogously, || X,||> = (1o h)2|h|?> + f2 and
[ XylI? = (1o h)?|hy|* + f2. Using the classical operators 9, = (0, — id,) and
0z = 5(9, +i0,), we can easily get
(1K1 = 11Xy 11?) = 2i(Xo, X,y) = 4(p 0 h)hohs + 42,
from where we have that

X is conformal if and only if (f.)> = —(pwo h)?h,h, = —gar(h., hy). (36)

Assume from now on that X is conformal. Then, the conformal factor of the induced
metric ds? on ¥ is given by

W = HXP +IX1%) = § (2000 PP + hef?) + 41l
36
2 (wo h)2(|haf? + [hz])?.
Consider the smooth map g: > — C given by

_ fzhE - f?hz
Y/
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Note that the gradient of i has no zeros (otherwise we contradict that X is an
immersion), hence the denominator of the last formula cannot vanish and, thus, g
is smooth. The geometric meaning of the map ¢ is stated in the following lemma,
whose proof can be found in Sa Earp and Toubiana [9], Proposition 4:

Lema 3.1. Let X = (h, f): (X,)2|d2]?) & (M x R, u|dw|? + dt?) be a conformal
immersion. Then, the following formula defines a unit normal vector field along X:

1 2R(g9) 2S(g) | 1o
_Ig|2+1(uoh’uoh’g| ') &7

where 3(-) stands for imaginary part. Furthermore,
g =—=. (38)

We remark that in the case M = R? with its usual metric, then w =1 and (37)
says that ¢ is the stereographic projection of the unit normal vector field from the
north pole of the sphere.

Coming back to the general case, we now state a formula for the mean curvature
of the immersion X, whose proof can be found in [9], Proposition 7. Note that if
w = a + b is a local conformal coordinate in M, then 0,,3dy,0; give a (local)
trivialization of the tangent bundle of M x R.

Lema 3.2. Let X = (h, f): (3, \2|dz|?) & (M x R, pu|dw|* + dt?) be a conformal
immersion. Then, the mean curvature vector is given by

2A2H = 4R(O) 8, + 43(0) 9y + Ao f Oy (39)

where © = O(z) = h.z + 2 (logp),, h-hz and Ay is the laplacian with respect to
the flat metric |dz|?.

An immediate consequence of (39) is that X is a conformal and minimal if and
only if both h and f are harmonic. In the sequel, we will assume this is the case. The
fact that h is harmonic with values on the Riemann surface M allows us to associate
to it an holomorphic object, namely the Hopf differential of h:

Qh = ¢ (dZ)27 where (b = g]\f(hza hz) = (,U/ © h)2hzﬁz- (40)

By equation (36), Q, = —(f.)? (d2)? = —(0f)?, so Q is the square of a holo-
morphic differential on X. It is worth mentioning that the holomorphic differential @)y,
also coincides up to a multiplicative constant with the celebrated Abresch-Rosenberg
differential () 4 g, although these two authors defined @ 4r for any CMC surface in a
three-dimensional homogeneous space with isometry group of dimension 4, see [1, 2].
We will not make use of this remarkable property.
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With the above ingredients, we next explain how the Sinh-Gordon equation ap-
pears in this setting. A straightforward computation (see for instance page 8 of Schoen
and Yau [10]) gives that

(4)

X

hz|  |dh|* — 2 Jac(h) (3)

h.| |dh]2+ 2Jac(h) ~

where dh is the differential of h and Jac(h) its Jacobian, and equality holds in (A) if
and only if hz = 0 while equality holds in (B) if and only if Jac(h) = 0. Since the
gradient of h has no zeros, then equality in (A) cannot hold. Comparing with (38)
we deduce that 1 < |g| < oo in %, and thus the function ¢: ¥ — R given by

¥ =log|g| (41)

is smooth and non-negative. Furthermore, the zeros of v coincide with the zeros of
Jac(h), that is to say, with the points where the tangent plane to the immersion is
vertical. We next compute the laplacian of ) with respect to the flat metric |dz|?:

1 1 h.
Alaz2¥) = 5Ajaz)2 log gl* = 5 Blaz2 log :h: = —2Kn Jacjqzp2 (h),
where K is the Gaussian curvature of (M, p|dw|?), Jac|4.p2(h) is the Jacobian of
h with respect to the metrics |dz|?> on ¥ and p|dw|? on M, and in the last equality
we have used the Bochner formula for harmonic maps between surfaces (see [10]
page 10). On the other hand,
. 1 _ (a1) 1 oy 38) 1 (|h|  |hz]
sinh (2 = — 2% _ 29 = — 2 _ 2 = — —
s ( 1/)) D) (e € ) 9 (|g‘ ‘g| ) 2 |h§| ‘hz|
o l‘hz|2 — |h§‘2 . 1|8h\2 — ‘5h|2 Jaqdz|z(h) ({)) lJaC|dz|2(h)
2 |he||hz] 2 |0h||0h| (o h)?hal|hzl 2 o] 7
from where we obtain

1
)

A\dz|27/} + 4|¢|KM Slnh(zw) =0.

We can absorb the multiplicative factor |¢| in the last equation by considering the
metric ds3 = 8|¢| |dz|? = 8|Qx|? on X, which is unbranched since the gradient of
h does not vanish, and flat since ¢ is holomorphic. In this way we conclude the
following well-known result (see Proposition 1 in [5]):

Proposicién 3.1. Let X = (h, f): (X,\2]dz|?) &= (M x R, u|dw|* + dt?) be a
conformal minimal immersion. Then, the function v given by (41) satisfies the PDE

1
Aot + §KM sinh(2¢) =0 on Y, 42)

where the laplacian is computed with respect to the flat metric dsg = 8|Qp| and Qy,
is the Hopf differential associated to the harmonic function h.
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In the case Ky is constant (i.e. M = M?(k), k € R), then (42) is a genuine Sinh-
Gordon equation, at least in the case x > 0. Proposition 3.1 admits a converse, which
allows to construct conformal minimal immersions in M?(x) x R by prescribing the
induced metric and a holomorphic quadratic differential @ = Q. For details, see
Theorem 7 in [5].

4. New Sinh-Gordon and Sin-Gordon type equations
for CMC surfaces in spaces E(x, 7)

In the sequel, we will study CMC surfaces in a simply-connected homogeneous
three-manifold whose isometry group has dimension 4. These homogeneous spaces
are classified in terms of two real numbers x,7 with k # 472, and are usually
denoted by E(k, 7). The space E(x,7) admits a Riemannian fibration II over the
complete simply-connected surface M?(x) of constant curvature & (the sphere S?(x)
when k£ > 0, the Euclidean plane R? when x = 0 and the hyperbolic plane H?(x)
when k < 0); here 7 is the bundle curvature. The fibers of I1: E(x, ) — M?(k) are
geodesics, and translations along these fibers generate a unit Killing vector field Es,
called the vertical vector field. If T = 0, then E(k, 7) is the product space M?(x) x R.
In the case 7 # 0, we get three types of manifolds depending on the sign of «: if
K > 0 we have the Berger spheres, if kK = 0 we obtain the Heisenberg space Nils,
and the case xk < 0 corresponds to the universal cover of SLo(RR), the special linear
group (or equivalently, the universal cover of the unit tangent bundle of H?). The
above description could be extended for x = 472, obtaining the Euclidean space R?
(when K = 7 = 0) or a round 3-sphere S? (when k = 4712 = 0), although these
space forms have isometry group of dimension 6 and we will not consider them in
this section.

Consider a (two-sided) immersion X: ¥ & E(k,7) with CMC H > 0. We
exclude the case H = 7 = 0, which was treated in the Section 3. Denote by ds? =
)\|dz|2 its induced metric (as before, z = x + iy is a local conformal coordinate),
and by K, N to the Gaussian curvature of ds? and the unit normal vector field to X,
respectively. The bounded Jacobi function v = (N, E3) is called the angle function
of X. Another geometrically relevant object in this setting is the complex valued
smooth 1-form Adz = (X,, E5)dz. With these ingredients, we can consider the
globally defined Abresch-Rosenberg quadratic differential Q ag = ¢ (dz)?, where

¢ =2(H +i7)p — (k — 47%) A? (43)

and 020 = p(dz)? is the Hopf differential of X, defined as p = o(9,,d,). Note that
the factor 4 appearing in (31) does not occur now; here we follow the notation in
Daniel, Hauswirth and Mira [3]. Abresch and Rosenberg [1, 2] proved that Q4 is
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holomorphic for every CMC surface 3 & E(k, 7). The structure equations for 1) are
given by (see for instance [3]):

(Cl) pz = r _247-2 VA,

cz2 4. - Z ‘; T\,

(C3) v :-4H—wm—2%&
(C4) 4% = 1-12

The zero set of Qg consists of isolated points unless ¥ is invariant by a one-
parameter group of ambient isometries (Lemma 2.3.6 in [3]). In the sequel we will
assume that () 4 is not identically zero, and work outside the discrete set i1 of zeros
of Qar. We will also assume that 4H? + x > 0. Consider the metric

dst =blQar| in ¥ -4,

where b > 0 is a constant to be determined. ds? is flat and conformal to ds?. Hence,
there exists a smooth, real valued function w € C'*°(X — 4l) such that

ds* = e*"ds3  in X — 4l (44)
We define the constants
§=4H? 4Kk >0, p=r—4r% #£0,

(hence 4(H? + 72) = § — ) and the following strictly increasing diffeomorphism:

If >0, f:(=/0/m+\/3/1) — R, f(m):w

arctan@?w) (45)
If u <0, f:RH(_Q\/jH’Q\/jH)’ f(l‘): —on

We remark that the function § — /2 is smooth and positive on ¥, since otherwise
is necessarily positive and then,

4H?
V2<1<$:é’ (46)
k=412 p

with equality only if H = 7 = 0 at those points in ¥ where 2 = 1. Since we are
assuming H? + 72 # 0, then § — pv? > 0. Note that (46) also implies that v always

lies in the domain of definition of f (regardless of the sign of u), hence f o v makes
sense.
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Lema 4.1. In the above situation, assume that § # i (i.e. H?> +7% #£0). Then, fov
satisfies the following PDE in ¥ — Al:

1 8e tw 1
A(fov)+ <2+ P2 (5_MV2)2)V—0.

Demostracion. By the Gauss equation,

4lp?

4wt =K—detS =K+ 2 — H?, a7
where we have used that (see page 4 of [4])
4|Ap| = H? — det S. (48)
Hence,
%“+W2:K+4|A’;|2 = e Agw *4@2’ (49)
Where Ag refers to ds%. On the other hand,
Adz|* = ds® = e dsg = €*“b|Qar| = €*'b|¢| |dz|?,
hence 6 e
DU (50)

Squaring (50) and using (43) and (C.4),

¢2 674w p2 2

ZZ
(H+zr)p/\2 ] NG

Since § # p, we can solve for 22 in (51) obtaining

pP? _ _de”™ p

4=—
X6 —p) 40—

)<1—V2) 57 ?R

ZQ
(H—i—z'T)p)\Q] 5D

On the other hand, the last term in the RHS of (51) is related to |Vv|2. To find the
exact expression, first use (43) and (C.4) to obtain

PA— P A %7
2(H+ZT)XA— 4(1 v)A+ /\A. (53)
Now (C.3) gives
v, =—(H —ir) 1+L(1*V2) A— ! ?Z (54)

o—pu H+it A
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(compare with equation (2.3.4) in [3]). Now (43), (C.4) and (54) give

_ 2
VoP = fleeP = g L= -2 - )
4w

- 2 712
ks S (1= V) + 16512 [ (H + 7))

2
value first in (51) and then in (49), we obtain

—2
Solving for {(H + iT)pA } in the last expression and substituting the resulting

(STT“ + p? = —e 2 Aqw + - ée:‘*:ﬂ) . —MWQ Vu|? — % (1-2%),
hence Jotw p 54 30
Aw = v2(5 — u?) 5_W2|Vu|2+ 0 (55)
Since v is a Jacobi function,
Av =2Kv — (§ + u?)v = —2vAw — (5 + pv?)v. (56)
Multiplying (55) by 2v and using (56) we get
ﬂu = Av+ (6 + P + 86{)_241” 5 —VHV2 + 5 iM:VQ V2. (57)

On the other hand, by direct computation in (45) (regardless of whether ;. positive
or negative) we have

1 2ux

f(x) f(x) = m

:57;&2’

whenever z lies in the domain of definition of f. Recall that f o v makes sense.
Multiplying by f'(v) # 0 in (57) gives

8e~ M v f(v)
b2 6 — pv?

5+ 3uv?
—v

v ) D P WA+ 6+ s v) +

+ ()| V|2

The first and fourth terms in the RHS of the last expression add up to A(f o v).
Grouping the LHS with the third term of the RHS, we get

2 —4w
0 = A(fow)+ (2 42 L) up(w)
—4w

= A(fol/)—i— %ﬂ‘%ﬁ)l/,

and the lemma is proved. O



154 J. Pérez

Next we manipulate the PDE in Lemma 4.1 to obtain an equation of Sinh-Gordon
type if > 0 (resp. Sin-Gordon type if p < 0).

Assume that ;o > 0. These E(x,7) spaces are S?(x) x R and the Berger spheres
which lie in the complex projective space CP? as geodesic spheres. Then, \/% V=

tanh [v/dzf(v)] and thus,

cosh? [\/@f(l/)} = #, sinh? [\/@f(l/)] v

:5—;11/2’

Since 12 < % as explained before Lemma 4.1, then § — puv? > 0 and we can extract
square roots in the last two equalities. Therefore, sinh [v/6pf(v)] cosh [V f(v)] =
Vi 1, from which the PDE in Lemma 4.1 reads

S—uv?

0 = Ag(fov)+ <€27w + 786;221” 7(6—;11/2)2) v
= Do(f ov) + g sinh 2V ()] (56— m?) + S L ).

(note that v, f(v),sinh[\/dpf(v)] all have the same sign). It is natural to write the
parenthesis in the RHS in the form u + % To do this, we take b = 2 and define the
positive smooth function

e2w

u= 7(57W2). (58)

Then, A¢(voufov)+ §sinh [2(/6uf(v)] (u+ 1) =0.

Assume that ;1 < 0. These E(x, ) spaces are H?(k) x R, Nil; and those Berger
spheres which lie in the complex hyperbolic space HP? as geodesic spheres. We
continue assuming 4H 2 4+ k > 0, which in Nil3 only excludes the minimal case
and in fibrations over the hyperbolic plane H?(k) constraints the mean curvature to

|H| > =£. Then, / Z£v = tan [v/=6pf(v)] and thus,

cos? [\/=ouf(v)] sin? [ v/=ouf (v)| =

:6—,uu2'

2

B 1)
6 — 2’

Extracting square roots (again (note v, f(v), sin[v/—duf(v)] all have the same sign),

we have sin [v/=duf(v)] cos [V=ouf(v)] = (f:fy,é v. Taking b = 2 and reasoning
as before, we transform the PDE in Lemma 4.1 into

Bo(V/Taf ov) + gsin [2/ 5 )] (w+ 1) =0,

with u as before (note that v > 0 is again positive in this setting). In summary:
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Proposicién 4.1. Let ¥ & E(k,7) be a CMC H surface with H* + 72 # 0 and
4H? + k > 0. Let ds?,v,Qar be its induced metric, angle function and Abresch-
Rosenberg differential, respectively. Consider the flat metric ds3 = 2|Q ar| (defined
away from the zero set 3 of Q ar) and the functions

arg tanh ( r_dr? 1/) if K —41% >0,

_ 4H? 4k
arctan ( ZZ‘ETS u) if K —41% <0,
e?w
u=— [4H? + k — (k — AT*)7]

where w € C*° (% — ) is defined by ds® = e*¥ ds3. Then, u > 0 and
1 1

[ sinh(-) ifk—412 >0,
where S(-) = { sin(-)  if 5 — 472 < 0.
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Senovilla, José M.M. (CU, Univ. Pais Vasco)

El grupo estd presente en cinco universidades espafiolas de tres comunidades aut6-
nomas, y en un centro extranjero. Su composicién es interdisciplinar, con matematicos
de diversas dreas y fisico-matemadticos. Aunque centrado en la investigacion bdsica, el
grupo también genera resultados de caracter aplicado. Especialmente, los dltimos doc-
tores integrados al grupo (A. Albujer, M.A. Javaloyes y F. Martin) han contribuido a
renovar lineas de investigacion e incluir nuevas [3, 4, 5, 28, 56, 57, 58, 59, 60, 65, 66].
En el seno del grupo se han formado continuamente nuevos doctores. El tltimo ha
sido J. Herrera, cuya tesis se defendié en abril de 2011; actualmente se halla en
formacién OF Blanco, bajo la codirecciéon de M. Sanchez y J.M.M. Senovilla. En
toda su trayectoria, el grupo ha estado abierto a la coordinacién con otros grupos del
PAIDI de la Junta de Andalucia; en particular, ha sido el impulsor de una serie de
ocho Encuentros Andaluces con investigadores interesados en temas afines. Ademads
de colaborar en la organizacién de otros eventos, fue pieza clave en la del congreso
International Seminar on Applied Geometry in Andalusia, Granada 2006, uno de
los satélites oficiales del congreso ICM Madrid 2006. Actualmente, colabora en la
organizacién del VI International Meeting on Lorentzian Geometry, Granada 2011,
http://gigda.ugr.es/gelogra/. Se resefian a continuacién algunas de las lineas
investigadas recientemente dentro de él.

2. Causalidad y Relatividad Matematica

2.1. Causalidad clasica

La Teoria de la Causalidad es un rama especialmente relevante dentro de la Geo-
metria de Lorentz global. En particular, los espaciotiempos globalmente hiperbdlicos
pressentan el mejor comportamiento causal, que permite plantear y resolver ecua-
ciones hiperbdlicas desde unos datos iniciales sobre una hipersuperficie de Cauchy,
asi como determinarlos a partir de la ecuacién de Einstein. Fue un resultado crucial
de Geroch [38] el que aseguré que un espaciotiempo globalmente hiperbdlico M
admite una hipersuperficie de Cauchy topoldgica S, una funcién tiempo de Cauchy
y, entonces, una descomposicion topoldgica de M como un producto R x S.

Las aportaciones recientes mds representativas han sido:

(1) La solucién completa de los problemas de diferenciabilidad derivados del resultado
topolégico de Geroch y otros [80], obtenida por A.N. Bernal y M. Sanchez [16], [17].
(2) La sorprendente simplificacién de la nocién cldsica de hiperbolicidad global: los
espaciotiempos globalmente hiperbdlicos se pueden definir como “causales” en lugar
de “fuertemente causales”, A.N. Bernal y M. Sanchez, [18].

(3) La siguiente version Lorentziana del Teorema de Nash: un espaciotiempo se puede
embeber isometricamente en un espaciotiempo de Lorentz-Minkowksi LY si y s6lo
si admite una funcién tiempo empinada 7 (i.e., g(V7,V1) < —1, en todo punto); en
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particular, esto ocurre en espaciotiempos globalmente hiperbdlicos (lo que evita los
problemas de diferenciabilidad en [30]), O. Miiller y M. Sanchez, [67].

2.2. Borde causal y espaciotiempos de tipo pp-waves

Los bordes ideales mas relevantes en Relatividad Matematica son el borde con-
forme y el borde causal. El borde conforme es el mas usado (diagramas de Penrose,
borde en la correspondencia AdS/CFT,...) pero resulta extrinseco al espaciotiempo y
no tiene una definicion consistente general. Debido a esto, Geroch, Kronheimer y Pen-
rose [39] sugirieron la construccion intrinseca de un borde causal general, asociado a
la estructura conforme de una variedad lorentziana. Esta construccion tiene profundas
implicaciones sobre conceptos como el de agujero negro, o sobre los problemas de
frontera para la ecuacion de Einstein. No obstante, y a pesar de los esfuerzos de
multiples autores posteriores, no existia una definicién general del borde causal que
estuviera libre de inconsistencias.

Las aportaciones recientes han sido:

(1) Obtencion de fundamentos “universales” que limitan las posibles redefiniciones
del borde causal, J.L. Flores, [31].

(2) Revision critica de todas las técnicas usadas previamente, M. Sanchez, [82].

(3) Existencia de una dnica redefinicién consistente del borde causal, que coincide
con la del borde conforme (en los casos en que éste puede definirse con naturalidad),
J.L. Flores, J. Herrera y M. Sanchez, [33], [35].

(4) Tras algunos resultados pioneros en el caso de espaciotiempos productos R x S
por J.L. Flores y S.G. Harris [32], V. Alafa y J.L. Flores [1], se ha determinado la
estructura del borde causal de una amplia clase de espaciotiempos que incluye a los
estacionariso estdndar, J.L. Flores, J. Herrera y M. Sanchez [34].

(5) Introduccién de métodos variacionales nuevos para el estudio de la estructura del
borde causal de ondas gravitatorias, J.L. Flores y M. Sanchez [37].

(6) Desarrollo de los otros bordes cldsicos en Geometria Lorentziana, explorandose
en particular la equivalencia entre el borde fibrado (b-boundary) y el borde singular
de Cauchy en ciertos espaciotiempos, M. Gutiérrez, [41].

3. Modelos variacionales en Fisica Matematica

3.1. Modelos generales

Problemas no lineales descritos por densidades lagrangianas que involucran invarian-
tes geométricos, en especial la geometria extrinseca, aparecen en campos como: (a)
Geometria Differencial clasica: superficies minimales, superficies espaciales extrema-
les, superficies de Willmore, etc. (b) Fisica: cuerdas bosénicas, o-modelos, etc. (c)
Otras ciencias: membranas quimicas y biolégicas, vesiculas, etc. Es de remarcar que
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los mismos modelos geométricos pueden usarse para estudiar otro tipo de modelos,
diferentes de los motivadores inicialmente.
Las aportaciones recientes han sido:

(1) Tratamiento variacional que conecta la teoria eldstica cldsica con el electromag-
netismo (efecto Hall): las soluciones de la ecuacién de la fuerza de Lorentz para un
campo magnético de Killing se contemplan como varillas eldsticas de Kirchhoff y
viceversa M. Barros y A. Romero [12] (con J.L. Cabrerizo y M. Fernandez) y [15].
(2) Estudio desde un punto de vista variacional conforme de hélices en la Naturaleza:
principio de minima accién, topologia y cuantizacién, M. Barros y A. Ferrandez [13].

3.2. Moduli de solitones con simetria rotacional para los c-modelos
no lineales con grupo de simetria O;(3)

Los o-modelos no lineales producen densidades lagrangianas para un campo es-
calar con dominio tipico R™ L™ y codominio una variedad dotada de una métrica.
Son relevantes en varios campos de investigacién, especialmente la invarianza con-
forme contribuye a la renormalizacién en QFT. Recientemente, algunos autores (por
ejemplo, C. Albertsson, U. Lindstrom y M. Zabzine, [2]) han desarrollado un nuevo
punto de vista en el que las variables dindmicas del modelo se identifican con las
aplicaciones de Gauss de inmersiones de superficies en el espacio Euclideo.

Las aportaciones recientes han sido:

(1) Identificacién del espacio moduli en terminos del funcional de Willmore y su
caracterizacion explicita, M. Barros, M. Caballero y M. Ortega [11]. Como una etapa
intermedia importante, es de destacar la clasificacion completa de las superficies
invariantes por rotaciones de 3.

(3) Clasificacion de las superficies atrapadas y marginalmente atrapadas que son
invariantes por grupos de simetrias (rotaciones/“boosts”/“screw”), S. Haesen y M.
Ortega [49], [50], [51].

3.3. Modelos y técnicas asociadas a la congruencia luminosa

Una herramienta basica para obtener ciertas clasificaciones de variedades lorentzianas,
es la variedad lorentziana “congruencia luminosa” que se asocia a un campo vectorial
conforme temporal, M. Gutiérrez, F.J. Palomo y A. Romero [44], [45]. A partir de
ella, estos autores obtuvieron una desigualdad integral de tipo Berger-Green en el
caso compacto con notables consecuencias.
Las aportaciones recientes han sido:

(1) Construccién de espaciotiempos tipo congruencia lumninosa con una accién espa-
cial de S! y que sean fisicamente realistas, a partir de espaciotiempos de Robertson-
Walker, S. Haesen, F.J. Palomo y A. Romero [52], [53].
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(2) Caracterizacion de los toros lorentzianos llanos como aquéllos que admiten un
campo vectorial conforme temporal y no tienen puntos conjugados sobre sus geodé-
sicas temporales y espaciales, F.J. Palomo y A. Romero, [69].

(3) Obtencion de una sucesién de desigualdades integrales sobre cada variedad de
Lorentz conformemente estacionaria sin puntos conjugados sobre sus geodésicas cau-
sales, de manera que si ocurre la igualdad para alguna de ellas, la variedad de Lorentz
ha de ser llana [70].

(4) Estudio del fibrado de planos tangentes degenerados de una variedad de Lorentz
y, en especial, la diferenciabilidad de la curvatura seccional luminosa [68].

4. Geodésicas en espaciotiempos estacionarios y geo-
metria de Finsler

4.1. Conectividad geodésica de espaciotiempos estacionarios

En Geometria de Lorentz sélo las geodésicas causales presentan propiedades ex-
tremales andlogas a las de las geodésicas en el caso riemanniano. Asi, los puntos
conjugados sobre las geodésicas espaciales pueden acumularse y no hay una técnica
general de estudio en este caso. Sin embargo, a principio de los 90, varios analistas
italianos (V. Benci, D. Fortunato, F. Giannoni,...) introdujeron algunas técnicas de
Andlisis Global en Variedades para el caso lorentziano. En particular, imponiendo
condiciones restrictivas sobre los espaciotiempos, condiciones analiticas refinadas,
como la de Palais-Smale, encuentran una aplicacién al caso lorentziano.

(1) Interaccion Palais-Smale/Causalidad: se obtiene una condicién natural para asegu-
rar la conectividad geodésica en una variedad de Lorentz estacionaria, concretamente,
la existencia de un campo vectorial Killing completo y de una hipersuperficie de Cau-
chy espacial completa, A.M. Candela, J.L. Flores and M. Sanchez, [24].

(2) Revision critica de la teorfa de geodésicas en el caso lorentziano, A.M. Candela
y M. Sénchez, [25].

(3) En el caso estdtico y compacto se ha demostrado la conectividad geodésica y
la existencia de una geodésica cerrada, usando propiedades invariantes conformes,
M. Séanchez [81]. Més atin, en el caso estacionario y compacto se ha demostrado la
existencia de una geodésica cerrada mediante un argumento muy sencillo, aunque no
generalizable a a la clase conforme, J.L. Flores, M.A. Javaloyes y P. Piccione [36].
(4) Son de destacar asimismo los resultados de estructura de los espaciotiempos esta-
cionarios en si mismos. Estos incluyen la existencia de una descomposicién estdndar
por M.A. Javaloyes y M. Sanchez [60], y la unicidad de la descomposicion en el caso
conformente estatico por M. Sanchez y J.M.M. Senovilla [83], y por M. Gutiérrez y
B. Olea [43], [42].
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4.2. Relacion con la Geometria de Finsler

Recientemente, autores como V. Perlick han mostrado su interés por métricas Finsler-
Lorentz que no provienen de una métrica lorentziana. En particular, la relacién entre
espaciotiempos conformemente estacionarios y métricas de Randers ha merecido la
atencion de varios investigadores, G.W. Gibbons et al. [40].

Dentro del grupo se ha desarrollado una correspondencia que relaciona la estruc-
tura conforme de un espaciotiempo estacionario estindar M/ = R x S’y las métricas
de Randers sobre S. En consecueencia, se han obtenido resultados tanto en la geome-
tria de Lorentz como la de Finsler, E. Caponio, M.A. Javaloyes y M. Sanchez [28],
que abren un nuevo campo de estudio. Grosso modo, dada una estructura estacionaria
estandar:

M=RxS, g=—dt? +nm*w@dt+ dt@r*w + gy, 7:MxR—S

se define la métrica de Finsler de tipo Randers, o métrica de Fermat, que esta asociada
a M y a su descomposicion previa es

R=Vh+w, donde h =gy +w®uw,
la clase de cohomologia asociada a M
RfZR—Fdf:\/E—wa, |df|r < 1.

Las geodésicas luminosas hacia el futuro (resp. pasado) en M se corresponden con
geodésicas hacia delante (resp. atrds) de la métrica de Finsler.

(1) S es una hipersuperficie de Cauchy si y s6lo si Ry es completa tanto hacia delante
como hacia atrds, y M es globalmente hiperbdlica si y sélo si las bolas simetrizadas
cerradas son compactas. Mds atn la clase de cohomologia de la métrica de Randers R
admite un representante geodésicamente completo si y sélo si las bolas simetrizadas
cerradas son compactas [28].

(2) El borde causal de un espaciotiempo estacionario induce un borde de Busemann
para la correspondiente métrica de Fermat, que resulta extensible a toda variedad
finsleriana, y comparable con otros bordes como el de Gromov o Cauchy, J.L. Flores,
J. Herrera, M. Sanchez [34].

S. Hipersuperficies y geometria extrinseca
5.1. Hipersuperficies espaciales de curvatura media constante en
espaciotiempos con simetrias

El estudio de hipersuperficies espaciales de curvatura media constante (CMC) en
ambientes lorentzianos resulta de gran interés, tanto geométrico como fisico. El punto
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de partida es el cldsico resultado de S.Y. Cheng y S.T. Yau [29] donde se caracterizan
las hipersuperficies espaciales cerradas de curvatura media nula (maximales) en "1,
extendiendo un resultado previo de E. Calabi valido solo para n < 4, [23].

Las hipersuperficies espaciales de CMC se estudiaron ampliamente en espacio-
tiempos de Robertson-Walker generalizados (GRW) espacialmente cerrados, asi como
en otros espacios que presentan cierto tipo de simetrias por L.J. Alias, A. Romero y
M. Sanchez [8], [9], [10].

Las aportaciones recientes han sido:

(1) Reemplazando compacidad por completitud en el caso de las superficies espacia-
les, se caracterizan las superficies espaciales completas de CMC comprendidas entre
dos slices de un espaciotiempo GRW con fibra llana, A. Romero y R.M. Rubio [77].
(2) Se estudian las superficies maximales completas en espaciotiempos de tipo GRW,
dando también nuevos resultados de tipo Calabi-Bernstein (en el caso no compacto),
M. Caballero, A. Romero y R.M. Rubio [19].

(3) Se caracterizan las superficies espaciales completas de CMC comprendidas entre
dos slices de un espaciotiempo GRW con fibra muy general, M. Caballero, A. Romero
y R.M. Rubio [20],

(4) Nuevos resultados de unicidad para superficies espaciales completas de CMC cuya
funcién dngulo hiperbdlico estd acotada, M. Caballero, A. Romero y R.M. Rubio [21].
(5) Finalmente, todas las soluciones enteras de una inecuacién diferencial que gene-
raliza, entre otras, a la ecuacién de superficies maximales, han sido encontradas, A.
Romero y R.M. Rubio [79]

5.2. Superficies espaciales con segunda forma fundamental no de-
generada

Para una superficie espacial con segunda forma fundamental no degenerada en S3,
se obtuvo una férmula que relaciona su curvatura media y de Gauss con la curvatura de
la segunda forma fundamental. Asi, se demostré que las esferas totalmente umbilicales
son las tnicas superficies espaciales compactas con segunda forma fundamental no
degenerada y con curvatura de Gauss constante, J.A. Aledo y A. Romero [6].

La aportacién mads reciente ha sido una amplia extensioén del estudio anterior al
caso de espaciotiempos trimensionales generales, J.A. Aledo, S. Haesen y A. Romero

[7].

5.3. Hipersuperficies reales en variedades kihlerianas

La variedad de Grassmann de planos complejos de C™ es el tinico espacio si-
métrico conocido que estd dotado tanto de una estructura kihleriana como de una
estructura kihleriana cuaterniénica. El estudio de hipersuperficies reales en esta varie-
dad de Grassmann es de un especial interés. Una herramienta adecuada es el operador
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de Jacobi definido como
Rx(Y) = R(Y, X)X,

donde X := —JN, N es un campo normal unitario y J es la estructura Kihleriana.

Las aportaciones recientes han sido diversas clasificaciones de hipersuperficies
reales cuyo operador de Jacobi satisface ciertas condiciones mas débiles que el para-
lelismo, como ser recurrente o de Codazzi. Estas aportaciones se han llevado a cabo
por J.D. Pérez y sus colaboradores, [61, 64, 75, 76], muy especialmente el Profesor
Florentino Garcia Santos [62, 63, 71, 72, 74].
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Superficies minimas

Antonio Ros

Puede obtenerse facilmente una coleccién de superficies minimas (superficies de
curvatura media nula) mediante curvas cerradas de alambre y peliculas de jabon.
Gracias a estos sencillos experimentos podemos familiarizarnos con sus propiedades
basicas, proponer algunas conjeturas de esta teoria e incluso, en casos muy especiales,
sugerir cuales podrian ser las demostraciones matemadticas.

En esta nota presentamos algunas propiedades globales de la teoria cldsica de
superficies minimas. Consideramos superficies sin autointersecciones y propias en el
espacio Euclideo usual R?. El hecho de ser propia significa que no tiene frontera ni
puntos limite o en otras palabras que interseca cada bola cerrada del espacio en una
pieza compacta.

Algunos ejemplos son conocidos desde hace tiempo y muchos otros han sido
construidos recientemente tanto por geémetras como por investigadores en areas apli-
cadas como Ciencia de Superficies o Cristalografia. Serfa muy qtil disponer de listas
completas de superficies minimas siguiendo diferentes criterios naturales. Por ejem-
plo nos gustarfa poder clasificar las superficies minimas en funcién de su topologia,
la geometria de sus finales, es decir el comportamiento de la superficie en el infinito,
y sus simetrias. Por el momento estamos atn lejos de un resultado completo aunque
se conocen bastantes resultados parciales en esta direccién.

1. Superficies minimas de género cero

Una superficie tiene género cero si es homeomorfa a un abierto del plano. En la
Figura 7 podemos ver los ejemplos basicos de la teoria clasica: el Helicoide y la Ca-
tenoide. Aunque estas superficies pueden parecer simples, algunos de los principales
progresos de los ltimos afios en este campo estdn relacionados con estos ejemplos.

El Helicoide es una superficie reglada y tiene la topologia de un plano. Es el
tornillo de Arquimedes. Lejos de su eje vertical, el Helicoide es practicamente plano.
Ademads tiene un gran nimero de simetrfas y en particular es invariante por una
traslacion vertical. Esta propiedad es comin a los ejemplos cldsicos y a muchos
de los modernos. De hecho es bastante complicado construir superficies minimas
globales sin autointersecciones y sin simetrias, ver Traizet [12]. También tenemos a
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Figura 7: El Helicoide y la Catenoide

la derecha a la Catenoide, la tnica superficie minima de revolucion. Estas superficies
se pueden caracterizar Gnicamente en términos de su topologia.

Teorema 1.1. El plano, el Helicoide y la Catenoide son las tinicas superficies mini-
mas propias 'y sin autointersecciones con topologia finita y homeomorfas a un abierto
del plano.

En el caso simplemente conexo este resultado ha sido demostrado por Meeks y
Rosenberg [5]. Una de las herramientas utilizadas por estos autores es el estudio de
laminaciones y limites de superficies minimas obtenidos por Colding y Minicozzi
[1]. Si la topologia es no trivial, el resultado se sigue de los trabajos de Collin [2] y
Loépez y Ros [6], véase también [7] .

Los Ejemplos de Riemann, Figura 8, son otras superficies que juegan un papel
importante en la teorfa. Vienen caracterizados (junto con el Helicoide y la Catenoi-
de) por la propiedad de que sus secciones horizontales son rectas o circunferencias.
Mediante dicha propiedad Riemann descubri6 estas superficies y encontrd una para-
metrizacién de las mismas en términos de funciones elipticas. Los ejemplos tienen
infinitos finales y cada uno de estos finales es asint6tico a un plano horizontal. For-
man una familia uniparamétrica (puede tomarse como pardmetro la inclinacién de la
superficie) que conecta la Catenoide y el Helicoide. El grupo de simetrias de estas
superficies es infinito y contiene traslaciones (no verticales). El siguiente resultado
completa la clasificacion de las superficies minimas de género cero en el espacio.

Teorema 1.2. Si una superficie minima propia sin autointersecciones tiene topologia
infinita y es homeomorfa a un abierto del plano, entonces es uno de los Ejemplos de
Riemann.

El teorema ha sido obtenido recientemente por Meeks, Pérez y Ros [4]. En su
demostracién utilizan, entre otras, técnicas que conectan las superficies minimas con la
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Figura 8: El ejemplo de Riemann

ecuacion de KdV (Korteweg - de Vries, una de las mds estudiadas entre las ecuaciones
integrables).

2. Superficies triplemente periodicas

Hay varios ejemplos cldsicos que presentan una simetria mas complicada que la
de los ejemplos anteriores. Entre ellos tenemos las superficies minimas triplemente
periddicas Py D construidas por Hermann Schwarz, en el siglo XIX. La superficie P
puede ser vista como una superficie sin autointersecciones en R? obtenida repitiendo
hasta el infinito (empaquetamiento del cubo) la pieza bésica a la izquierda de la
Figura 9 o como una superficie cerrada en el 3-toro ctbico simple (sc, el toro generado
por las aristas del cubo) obtenido mediante la identificacién de las caras opuestas del
cubo. La superficie obtenida de esta forma es topolégicamente una esfera con tres
asas (género 3).

La superficie D presenta una situacién parecida. En la Figura 9 (derecha) tenemos
una pieza fundamental de la superficie en un dodecaedro rémbico (otro poliedro cuyo
empaquetamiento rellena el espacio). Identificando las caras opuestas del dodecaedro
se obtiene una superficie con la misma topologia que la superficie P, pero ahora en
el toro fcc generado por las diagonales de las caras del cubo.

Tanto P como la superficie D son las superficies minimas mds simples y naturales
en los 3-toros cuibicos sc (simple cubic) y fcc (face centered cubic) y sucede que
el toro cubico restante bce (body centered cubic), generado por las diagonales del
cubo, contiene también un ejemplo fundamental con simetria cibica y con la misma
topologia: El Giroide G descubierto por Alan Schoen en el 1970, Figura 10. Al
comparar las imagenes de las superficies P y (G, vemos que la segunda es una versién
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Figura 10: El Giroide de Alan Schoen.

distorsionada de la primera en la que los ejes de rotacién de orden 4 de la primera se
transforman en ejes helicoidales de la segunda. Estos tres ejemplos y muchos otros
juegan un papel importante en Geometria y en Cristalografia Matemadtica.

El problema isoperimétrico periodico estudia las superficies triplemente periddi-
cas de drea minima (en una celda fundamental) entre todas las que dividen el espacio
en dos regiones con fracciéon de volumen prefijada. Aunque disponemos de bastantes
resultados acerca de esta cuestion, véase por ejemplo [3, 9, 8], éste sigue siendo
esencialmente un problema abierto. Marty Ross [11] demostré la siguiente propiedad
fundamental de las superficies anteriores.

Teorema 2.1. Las superficies P y D de Schwarz y la superficie G de Schoen son
minimos locales del problema isoperimétrico periodico.

En este contexto, la topologia de los minimos locales estd completamente deter-
minada, Ros [10].
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Teorema 2.2. Un minimo local triplemente periodico del problema isoperimétrico
en un 3-toro tiene género 3.
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Algunas técnicas de estimacion en dreas pequeiias para
variables cualitativas

M. Mar Rueda e Agustin Santiago e Antonio Arcos

Resumen En este trabajo describiremos un ejemplo de cémo producir estimadores
de una proporcion poblacional en dreas pequefias, si nuestra variable de interés es un
atributo y también lo es, la informacién auxiliar disponible. Se introducen diferentes
estimadores basados en el disefio usando la técnica de razén y se construyen los
correspondientes estimadores combinados y los estimadores de sus varianzas.

1. Introduccion a la estimacion en areas pequeiias

Las grandes encuestas realizadas por los organismos oficiales de estadistica es-
tan disefiadas para proporcionar estimaciones de un nimero pequefio de pardmetros
(medias, totales, proporciones) con una precision alta, sin tener en cuenta mas que
el disefio muestral. Aunque se pueden obtener estimaciones directas (sin informacién
auxiliar) de las variables a nivel nacional, regional o provincial, generalmente no es
posible lograr estimaciones directas para ciertas agrupaciones geograficas de interés
o areas pequeiias (por ejemplo comarcas, municipios, localidades, etc.) ya que el ta-
mafio de las muestras correspondientes a esas dreas no es suficiente para que aquellas
sean representativas, es decir, el tamafio adoptado para la muestra nacional es insu-
ficiente para realizar estimaciones para los dominios o dreas pequefias. Del mismo
modo, el nivel de clasificacion utilizado para el disefio de las muestras nacionales no
es adecuado para las dreas pequefias. Sin embargo, los directores de programas y los
encargados de la formulacién de politicas han manifestado interés en la estimacién
de indicadores para las dreas pequenas a fin de definir objetivos, asignar recursos y
supervisar el funcionamiento de los programas sociales, econdmicos, de salud, educa-
cionales, etc. La realizacion de encuestas nacionales que también sean representativas
de las dreas geogréficas de nivel inferior es posible, pero puede no ser viable desde
el punto de vista de los costes.

M. Mar Rueda, mrueda@ugr.es
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Un ejemplo lo tenemos en la encuesta PISA, de la cual recientemente ha tenido
lugar la publicacién de los resultados del tltimo informe correspondiente al afio 2009.
Esta encuesta ha sido concebida como un recurso para ofrecer informacién abundante
y detallada, que permita a los paises miembros adoptar las decisiones y politicas
publicas necesarias para mejorar los niveles educativos y pueda servir de base para la
investigacion y andlisis destinados a mejores politicas en el campo de la educacion.
El tamafio de la muestra de esta encuesta es moderado (25887 alumnos para Espafia)
y los estimadores dados permiten realizar inferencias validas del pais en su totalidad
y de algunas comunidades auténomas que han ampliado la muestra (como Andalucia
con 1416 alumnos encuestados), pero no permiten inferencias fiables por regiones,
provincias y dreas pequefias de interés. Los procedimientos para la asignacién de pesos
en PISA reflejan los estdndares de las buenas précticas de las encuestas, si bien no usan
la informacién auxiliar disponible en la fase de estimacion, debido, fundamentalmente,
a la enorme variedad de tal informacién auxiliar segin pais, regién, comunidad,
comarca, provincia, etc. Sin embargo, usando técnicas indirectas avanzadas, es posible
obtener estimadores complejos que usen la informacion auxiliar disponible de centros,
familias, localidades y alumnos, mediante la formulacién de modelos adecuados en
el drea considerada.

Toda vez que la demanda de estudios en dreas pequefias ha crecido notablemente
en la dltima década, especialistas en el area han propuesto muchas aproximaciones
para producir estimadores de dreas pequefias, entre las que se incluyen los métodos
demogréficos, los estimadores sintéticos, compuestos y los basados en el modelo. Un
magnifico compendio de ellos se puede ver en el texto de Rao (2003).

La mayoria de métodos propuestos hasta ahora para estimar en pequefas dreas,
funcionan muy bien para variables continuas, incluyendo los métodos de estimacion
basados en modelos, que hacen uso de informacién auxiliar disponible a partir de cen-
s0s, registros administrativos o encuestas anteriores. La insercién de esta informacién
auxiliar disponible en la formulacién de los estimadores mediante distintas técnicas
(como regresion, calibracion, regresion no paramétrica o verosimilitud empirica), nor-
malmente produce un aumento considerable en la precision de los estimadores de la
media o el total poblacional.

Conceptualmente, es dificil justificar el uso de estimadores de regresién para
estimar proporciones, aunque existe un importante esfuerzo en ese sentido, por lo que
se ha recurrido a otros métodos como Empirical Best Prediction (EBP) o Hierarchical
Bayes (HB) para hacer inferencia, usando modelos de regresion logistica o modelos
lineales generalizados (ver por ejemplo, Chandra et al. 2009, Farrell, MacGibbon y
Tomberlin 1997, Malec et al. 1997, Rao 2003, Gonzédlez-Manteiga et al. 2007, Farrel
2000, Larsen, M.D. 2003, Liu 2009, Xie, D. et al. 2009, ... ).

En todos estos trabajos se asume que la informacion auxiliar estd disponible para
cada persona en el drea. Este supuesto no es muy comun en la prictica, siendo mas
plausible que los datos asociados a las variables auxiliares se obtengan de censos y
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ficheros administrativos que proporcionan diferentes pardmetros de estas variables au-
xiliares. Asi, es comin disponer de diversas medidas de posicion (medias, medianas,
momentos, etc.) pero es dificil tener acceso a los datos originales de cada individuo,
fundamentalmente por motivos de privacidad. Por ejemplo en la encuesta PISA se
puede obtener de los censos cudl es la proporcion de estudiantes cuyos padres tienen
estudios superiores, pero no se tiene esta informacioén disponible para cada alumno.

En el presente trabajo vamos a considerar la incorporacion de la informacién
auxiliar, proveniente de una variable binaria, en el problema de la estimacién puntual
de una proporcién poblacional en dreas pequefias. La estimacién de la proporcion
poblacional de individuos que presentan una caracteristica, es muy comin en una
gran variedad de situaciones pricticas (por ejemplo ensayos clinicos, experimentos
farmacetiticos, estadistica médica, investigacién de mercados, etc.). Consideraremos la
situacion en la que sélo se tiene disponible la proporcién de individuos que presentan
una o varias caracteristicas relacionadas con la variable objeto de estudio. Entonces
determinaremos cémo esa informacién disponible a nivel de toda la poblacién o a
nivel del drea puede incorporase en la estimacién de la proporcién de la variable
objeto de estudio en el drea de interés.

2. Estimadores tipo razén basados en el disefio

Consideremos una poblacién finita U = {1,--- , N} que incluye N elementos
distintos, particionada en D subconjuntos (dreas pequefias) U; con tamafios Ny,
d=1,---,D,donde N = 2521 Ny. Denotemos por A un atributo de interés cuyos
valores serdn Aq,---, Ay, donde A; = 1 si la ¢-ésima unidad posee el atributo A
y A; = 0 en caso contrario. Denotemos por B un atributo auxiliar asociado con A
con valores By,---, By, donde B; = 1 si la i-ésima unidad posee el atributo B y
B; = 0 en otro caso. Seleccionemos una muestra s C U, de tamafio n < N, de
la poblacién U de acuerdo a un disefio de muestreo general m. Denominemos por
sq = sN Uy el conjunto de unidades muestrales extraidas del drea d, con tamafios de
muestrang, d=1,--- , D, donde n = 25:1 ng. El objetivo es estimar la proporcién
poblacional de individuos que poseen el atributo A, dentro del dominio d, es decir,
Py, =Nj 1 Zf\;‘ﬁ Ayi, para lo cual definimos el atributo A de la siguiente manera:

| Ay, sioieUg;
Adi = { 0, en otro caso. (59)

B 1, si €Uy
Xa; = { 0, en otro caso. (60)

Aplicando la estimacién de Horvitz-Thompson, un estimador que no usa informa-
ci6én auxiliar viene dado por:
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By = > Aai/mi D, Ai/mi st:‘li/ﬂi
Do Xai/mi X2, 1/ Ny
siendo 7; la probabilidad de inclusion de primer orden de la unidad 7 bajo el disefio
considerado m. Este estimador se dice directo dado que no utiliza la informacién
proporcionada por la variable auxiliar.
A continuacién vamos a proponer una serie de estimadores de razén de la pro-
porcién de individuos P4, que poseen el atributo A, a nivel de dominio utilizando
la informacién disponible del atributo B.

; (61)

Caso 1. Pg conocida
Asumiendo conocida la proporcién poblacional de individuos que poseen el atri-
buto B (Pp), se puede estimar P4 usando un estimador de razén de la forma

Py = RqPs, (62)

donde P, = N; ' > ics, Bi Yy Ra = Pa,/Pp, es el estimador de la razén a nivel
de dominio, Ry = Pa,/Pg,.
La varianza asintética de Pr(i)d sera,

AV(B)) = V(Pa,) + RV (Pg,) — 2Racov(Pa,, Pp,). (63)

Para un disefio M AS(N, n) es facil deducir un estimador insesgado de la varianza
dada por (63); dicho estimador sera

— ~ 1-— n ~ o~ ~ A~ A~ ~ o~ ~ A~ o~ o~
AV(P7§114)¢) = 7f Pa,Qa, + RZ‘PBdQBd —2Rq¢q V PAdQAdPBd,QBd:|

ng n—1
R R R R R (64)
donde Qa, = 1— Pa,, Qp, = 1— Pp,, f = n/N y ¢a, es el coeficiente V de
Cramer basado en una tabla de doble entrada, formada por los datos de los atributos
A'y B en la muestra sg.

Caso 2. Pp, conocida
Ahora asumamos conocido Pgd = Ppg,, que es la proporcién del atributo B a
nivel de dominio. Bajo este supuesto el estimador de razén para P4, estard dado por

. ~ P
P® = R.Pp, = ﬁ—“PBd. (65)
Bg

Se deduce facilmente que éste estimador tiene la misma varianza asintética que
el estimador anterior.

Caso 3. Estimador sintético
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Si se asume informacion auxiliar a nivel de dominio (es decir, si se conoce Pp,)
podemos utilizar el estimador de razén R = %, vélido para la poblacién, para estimar
B
la proporcién Py, correspondiente al dominio d. El estimador sintético resultante es
~(3) ~ Py
Poa, = RPp, = ==Ps, (66)
Pg

donde R = $4, Py =n~t 3" | Aj, Pp=n"'3"  Biy Pg, = N;' >, Bi-
Para un disefio M AS(N,n), un estimador de la varianza serd

— 1— ~ ~ —~ o~ A X A = =
AV(PS) = n—_"; PaQa+ R*PsQp — 2R/ PAQAPBQB} ., (67)
donde Qx =1 — P4, Qg =1—Ppy (E, es el coeficiente V' de Cramer basado

en una tabla de doble entrada, formada por los datos de los atributos A y B en la
muestra s.

3. Estimadores compuestos

Una manera natural de balancear el sesgo potencial de un estimador sintético (es
insesgado de la proporcién P4 que normalmente serd distinta de la proporcién Py,
en el dominio) frente a la inestabilidad de un estimador directo o de razén basado
s6lo en los datos de la muestra en el dominio (que son insesgados pero cuyo tamafio
es pequefio) se realiza tomando un promedio ponderado de los estimadores anteriores.

Asi a partir de los resultados previos, proponemos cinco estimadores compuestos
que se derivan de los estimadores 13A @ ]37%11’ 1315124)(1 y ﬁ;i)d.

Estos estimadores son

P = aPy, + (1 — )P, (68)

P = aPy, + (1 —a)P3) (69)

ﬁxg?) = OzﬁAd + (1 - Oé)ﬁji)d, (70)

PV =aPy) +(1- )P 71
Y fa 5(2 53

Py =aP?) +(1—-a)PY (72)

donde 0 < a < 1.
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El valor para o se obtiene minimizando el error cuadridtico medio dentro de la

clase de estimadores de P(Cl) 1=1,---,5. Los valores 6ptimos de o dependen de
valores desconocidos pero, al sustituirlos por sus estimaciones podemos definir los

estimadores para ISIESOP ) en (68), (69) y (70), como

P = QopPa, + (1= Gop) P (73)
donde
_ V(P3,) —cv(Pa,, PY,)
aopt - = ( ) (z) ) (74)
V(Pa,) + V(P\},) - 2¢00(Pa,, P\,
parat=1,2,3,y
P = Gop P 4 (1= @op) P (75)
donde .
_ VPR - m;;z P
Fopt = = 570) 50 B0 (76)
V(PR + V(ES)) —2au(P, PR
para ¢ = 1,2, en (71) y (72).
Un estimador de la varianza del estimador 6ptimo puede escribirse como
~ . g~
AV(PE)) — V(t)(t2) — cov’ (b, 12) 77
d

V() + V(ta) — 2c00(ty, o)

para cada par de estimadores P y 1y de la proporcién, y denotando por 1% y cov
estimadores de las varianzas y covarianzas respectivamente.

Este procedimiento da un peso para los coeficientes ( &) distinto para cada
dominio. Otra aproximacién para la estimacién compuesta es usar un peso comun,
y entonces minimizar el error cuadritico medio total (la suma de los ECM para
cada estimador en todos los dominios) con respecto a « (Purcell y Kish, 1979). Esto
garantizard una buena estimacién para el grupo de dreas pequefias en conjunto pero
no necesariamente para cada una de las dreas pequefias en el grupo. El estimador
compuesto resultante es similar al conocido estimador de James-Stein (Efron y Morris,
1973, 1975, Fay y Herriot, 1979, Brandwein y Strawderman, 1990, Rao, 2003) que ha
atraido mucho la atencién en la literatura estadistica en estimacion en dreas pequefias.
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Una nueva demostracion de la clasificacién de las
superficies estables con curvatura media constante de

R3y S?

Francisco Urbano

Resumen En [2] y [3], Barbosa, Do Carmo y Eschenburg probaron que cualquier
hipersuperficie compacta con curvatura media constante y estable de R™ y S™ es
totalmente umbilical. En este articulo, se da una nueva demostracion de este resultado
cuando n = 3. La ventaja de esta nueva prueba es que no solo permite redemostrar
también la clasificacion de las superficies con curvatura media constante estables de
S? x R obtenida por Souam en [6], sino que puede extenderse a otras variedades de
dimensién tres como S? x St y las esferas de Berger (ver [7] y [8]).

1. Introduccion

El estudio de las superficies de curvatura media constante del espacio Euclideo
R3 es uno de los problemas mds interesantes en geometria diferencial cldsica. Los
primeros ejemplos conocidos eran las de revolucién, esto es esferas redondas, cilin-
dros circulares rectos y las superficies de Delaunay (ver [4]). En 1951, Hopf demostr6
un primer resuldo de estructura en dicha familia, probando que las dnicas superfi-
cies compactas de género cero con curvatura media constante de R? son las esferas
totalmente umbilicales (ver [5]). En 1956, Alexandrov probd otro resultado global
en dicha familia de una trascendencia importantisima no sélo por el resultado en si
mismo sino por el método de su demostracion. El probé que las esferas totalmente
umbilicales de R? son las tinicas superficies compactas de curvatura media cons-
tante que no tienen autointersecciones (ver [1]). Pero las superficies de curvatura
media constante también son soluciones a un problema variacional que describimos
a continuacion.

Las superficies compactas de curvatura media constante de una variedad Rieman-
niana (M3, (,)), aparecen como puntos criticos del funcional drea para variaciones
que preservan el volumen. Si @ : ¥ — (M3, (,)) es una immersién de una superficie
compacta > y /N un normal unitario a la superficie, las variaciones que preservan el
volumen son aquellas en las que el campo variacional fN cumple fz fdA=0.

Una immersién @ : ¥ — (M3, (,)) de curvatura media constante H se dice

Francisco Urbano, furbano@ugr.es
Dep. Geometria y Topologia, Facultad de Ciencias, Universidad de Granada, 18071-Granada
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estable si es un minimo local del drea para variaciones que preservan el volumen, esto
es, la segunda derivada del drea es no negativa para cualquier variacién que preserve
el volumen. Si fN es el correspondiente campo de la variacion, la estabilidad se
traduce en que la forma cuadrdtica @ : C*°(X) — R definida por

QP =~ [A7A] + (o + Ric(N)f*} da
b
es semidefinida positiva para variaciones que preserven el volumen, esto es
® esestable & Q(f) >0, VfeC>®X%), / fdA=0. (78)
b

En la expresiones anteriores, A es el Laplaciano de la métrica inducida en ¥, o es
la segunda forma fundamental de ® y Ric es la curvatura de Ricci de (M3, (,)).

Si consideramos como variedad ambiente R? y la esfera de radio r como super-
ficie (que tiene curvatura media constante 1/r), entonces la condicién de estabilidad
significa que

- / FASdA = / VA > (2/r) / 72 dA,
S2(r) S2(r) S2(r)

para cualquier f con [ fdA = 0. Pero el primer valor propio no nulo de A en S?(r)
es 2/r2. Por tanto la anterior desigualdad se cumple siempre, y asi S?(r) es una
superficie estable de curvatura media constante en R>.

De forma similar, si consideramos como variedad ambiente la esfera S® de radio
uno y como superficie compacta ¥ una esfera umbilical de radio 7, 0 < r < 1,
entonces . tiene curvatura media constante H = v/1 —r2/r y |o|?> = 2(1 — r2) /r2.
La condicién de estabilidad significa que

[ araa= [ wipaaz @) [ paa
S2(r) S2(r) §2(r)

para cualquier f con [ fdA = 0. Pero X es una esfera de radio 7 con su métrica
canbnica, y asf el primer valor propio no nulo de A es 2/r2. Por tanto la anterior
desigualdad se cumple siempre, y X es una superficie estable de curvatura media
constante en S3.

En el siguiente resultado se probard una tercera caracterizacion global de las esfe-
ras totalmente umbilicales, viendo que son las tinicas superficies estables de curvatura
media constante de R3 y S3.

Teorema 1.1. Sea ® : X — (M?3,(,)) una inmersién con curvatura media constante
de una superficie compacta y orientable Y, donde M?> = R? 0 S3. Si ® es estable,
entonces ®(X) es una esfera totalmente umbilical de R® o S3.
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Observacion. Cuando la curvatura media H # 0, la hipétesis de orientabilidad no
es necesaria, pues la superficie ha de ser necesariamente orientable, pero en el caso
H = 0, hay ejemplos de superficies compactas y no orientables en S.

2. Demostracion del teorema

Sea g el género de la superficie 3. Consideremos el espacio vectorial de las 1-
formas armoénicas sobre X: H(X), cuya dimensién es 2g. Usando la identificacién
entre 1-formas y campos sobre ¥, diremos que un campo X en X es armonico si
su 1-forma asociada es arménica. Como una 1-forma es armoénica si es cerrada y
cocerrada, es facil comprobar que un campo X sobre 3 es arménico si cumple las
condiciones

div(X)=0, (VX)(V,W):=(Vy X, W) es simétrico,

siendo div el operador divergencia y V la conexién en X.

Es interesante observar que si J es la estructura compleja de la superficie de
Riemann ¥ y X es un campo arménico, entonces X* = JX es también un campo
arménico, que obviamente cumple (X, X*) =0y |[X*|> = | X%

Otra propiedad interesante de los campos arménicos, que se usard mas adelante,
es que si

A*¥ =V,.V,., — Vv, e;s {e1,e2} una referencia ortonormal en ¥,
es el Laplaciano rudo de X, entonces todo campo arménico X cumple
AX = KX , K = curvatura de Gauss de X.. (79)

A partir de ahora consideramos S* C R*, y asi nuestra superficie estard contenida
o en R3 0 en R%. En cualquier caso, dado un campo arménico X sobre 3, se tiene
que para cada a € R? (o cada a € R%)

div ((®,a) X) = (X, a),

y usando el teorema de la divergencia, se tiene que
/ (X,a)dA =0, VX campo arménico, Va € R3(R*).
b

Usando estas funciones de media cero como funciones test en la definicion de la
estabilidad dada en (1), obtenemos que

Q((X,a)) =0, VX campo arménico, Ya € R*(R?).
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Ahora se calculard A(X, a). Usando que S® es una hipersuperficie totalmente umbi-
lical de R*, y que X es arménico, se tiene que el gradiente de las funciones (X, a)
viene dado por

(V(X,a),V)=(VyX,a) + (c(X,V),a) — e(X,V)(D,a),

donde V' es cualquier campo tangente a > y € es cero o uno dependiendo de que
M3 =TR3 0 M3 = S3. Ahora derivando de nuevo y teniendo en cuenta la definicién
de campo armoénico y (2), obtenemos que

A(X,a) = K(X,a) +2(c(ei, Ve, X),a) — (A%X,a) — (X, a),

donde {ej,es} es una referencia ortonormal sobre ¥ y A es el endomorfismo de
Weingarten asociado a N.

Si {a1,...,an}, con n = 3 o 4 dependiendo de que M3 = R? 0 S?, es una base
de R3 o R* se tiene que

0< Y QUX,a) = /E{—(e 4K+ |o]?)|XP + (A2X, X)) dA.
i=1

Ahora, usando el campo arménico X* = JX y teniendo en cuenta la ecuacién de
Gauss de X, K = e+ 2H? — |o|?/2, se obtiene que

0 < QUK @) + QU™ )} = = [ (26 + 26 + o) X[ dA

= —4(e+H2)/ | X2 dA.
2

En la anterior desigualdad, € + H? > 0 ya que R® no admite superficies minimas
(H=0) compactas. Asf la anterior desigualdad nos dice que cualquier campo arménico
en X ha de ser el trivial, o lo que es lo mismo, el género de la superficie es g = 0.
El clasico resultado de Hopf ([S]) nos dice que dicha superficie ha de ser una esfera
totalmente umbilical, y la demostracién concluye.
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Extensiones de la Soft Computing con ‘“Rough Sets”

José L. Verdegay

Resumen A partir de la definicién de Soft Computing, de la descripcién del contexto
teérico y aplicado que abarca, y con la base de una amplia y extensa bibliografia, se
presenta una prometedora extension tedrica, como es la que proporciona la hibridacién
de los algoritmos metaheuristicos con soporte, mds que en el concepto de “fuzzy set”,
en los denominados “rough sets”.

1. Introduccion

Dos afios después de que en 1965 el Profesor Lotfi A. Zadeh, doctor “honoris
causa” por la Universidad de Granada, diera la definicién de conjunto fuzzy [1], en
Espafia la teoria de conjuntos se explicaba a partir del siguiente postulado:

“Los conceptos de unidad y conjunto son conceptos primarios al espiritu humano:
no se pueden descomponer en otros mds sencillos. No se pueden, por tanto, definir.”
(C. Marcos y J. Martinez: Matematicas, Quinto Curso. Ediciones S.M., 1967).

Desde entonces, sin embargo, las aplicaciones y desarrollos teoricos y practicos
basados en el intuitivo concepto de conjunto fuzzy han evolucionado de tal modo,
que es practicamente imposible calcular el volumen de negocio que generan en todo
el mundo, pudiendo encontrar Sistemas Inteligentes cuyo funcionamiento estd direc-
tamente basado en dicha nocién, y que van desde los mds cotidianos controladores,
hasta los més sofisticados modelos para la identificacién de sistemas. Pero, si bien la
traza histérica de los conjuntos y los sistemas fuzzy es bien conocida [2], no pasa lo
mismo con la de la Soft Computing, a pesar de su actual popularidad.

Tiene por tanto perfecto sentido prestarle atencion a establecer el origen y la
definicion de la Soft Computing, puesto que hay mucha controversia sobre su ambito,
y diferentes formas de entenderla tanto en extensién como en comprensién. De ese
simple ejercicio esperamos obtener como resultado poder mostrar todo el potencial
aplicativo que tiene la Soft Computing, para conocer cémo enfocar correctamente con
dicha metodologia la resolucién de distintos problemas de diferente naturaleza, que
permitan el posterior disefio, produccién y desarrollo de nuevos Sistemas Inteligentes
Sostenibles, es decir, que por sus caracteristicas no estén abocados a quedarse en el
dominio de lo tedrico, sino mds bien todo lo contrario: que por estar equipados con
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suficientes argumentos y recursos, estén destinados a ser transferidos sin riesgos al
sector productivo [3].

Por consiguiente, en la siguiente seccion, plantearemos el contexto en el que se
desarrolla la Soft Computing, y a partir de ahi, en la tercera seccién, nos concentra-
remos en una de las posibles vias de extensién de la Soft Computing, como es la de
los Rough Sets.

2. El contexto de la Soft Computing

Hasta que en 1994 L.A. Zadeh [4] dio la primera definicién de Soft Computing,
la referencia a los conceptos que actualmente ésta maneja solia hacerse de forma
atomica, es decir, se hablaba de manera aislada de cada uno de ellos con indicacion
del empleo de metodologias fuzzy. Aunque la idea de establecer el drea de SC se
remonta a 1990 [5], como se ha dicho fue en [4] donde Zadeh propuso la definicién
de Soft Computing, estableciéndola en los siguientes términos:

“Basicamente, Soft Computing no es un cuerpo homogéneo de conceptos y técni-
cas. Mas bien es una mezcla de distintos métodos que, de una forma u otra, cooperan
desde sus fundamentos. En este sentido, el principal objetivo de la Soft Computing es
aprovechar la tolerancia que conllevan la imprecisién y la incertidumbre, para conse-
guir manejabilidad, robustez y soluciones de bajo costo. Los principales ingredientes
de la Soft Computing son la Légica Fuzzy, la Neuro-computacién y el Razonamien-
to Probabilistico, incluyendo este dltimo a los Algoritmos Genéticos, las Redes de
Creencia, los Sistemas Cadticos y algunas partes de la Teoria de Aprendizaje. En
esa asociacion de Légica Fuzzy, Neurocomputacién y Razonamiento Probabilistico,
la Logica Fuzzy se ocupa principalmente de la imprecision y el Razonamiento Apro-
ximado; la Neurocomputacién del aprendizaje, y el Razonamiento Probabilistico de
la incertidumbre y la propagacion de las creencias.”

Asi, hay que entender la Soft Computing como un conjunto de metodologias y
técnicas que, actuando en conjunto, no de forma aislada, facilitan nuevas formas de
abordar escenarios practicos reales. El valor afiadido del uso de la Légica Fuzzy
estd en que permite encontrar soluciones a los problemas de manera mds eficiente
(cuando no mds econdémica) que los métodos clasicos, y ademds de forma muy similar
a como las personas lo harfan en contextos que son imprecisos, inciertos y dificiles
de categorizar. Sin embargo, como es evidente, esa definicién de Soft Computing esta
en funcién de las componentes que la integran, lo que tiene el inconveniente de que
en el dindmico contexto cientifico-tecnolégico en el que nos movemos, el paso del
tiempo pueda justificar la incorporacién de alguna nueva o la eliminacién de alguna
de las originales. Por eso ha habido cierta controversia en los dltimos afios orientada
a dar una definicién mas robusta de Soft Computing, si bien parece que finalmente
se ha suavizado [6].
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Consiguientemente, el punto de vista que aqui consideramos, y que adoptamos
en lo que sigue, implica otra forma de definir Soft Computing, considerdndola como
antitesis de la “Hard Computing”, de manera que la entendemos como un conjunto
de técnicas y métodos que permiten tratar las situaciones practicas reales de la misma
forma que suelen hacerlo los seres humanos, es decir, en base a hibridaciones, sentido
comun, consideracion de analogias y aproximaciones. En concreto el concepto de Soft
Computing que consideramos, como no podia ser de otra forma, es paralelo al de
L.A. Zadeh, pero actualizado:

“SC es el resultado de la colaboracién, la asociacién y la complementariedad de
las diferentes metodologias que la integran, y que, de una forma u otra, cooperan
desde sus fundamentos. Su principal objetivo es aprovechar la tolerancia inherente de
la imprecisién y la incertidumbre, para conseguir manejabilidad, robustez y soluciones
de bajo costo. Sus principales componentes son la Légica Fuzzy, las Redes Neuronales
Artificiales, el Razonamiento Probabilistico y las Metaheuristicas. En las diferentes
asociaciones que se pueden producir a partir de esas cuatro componentes, la Logica
Fuzzy es un ingrediente esencial y se ocupa principalmente de la imprecisién y
el Razonamiento Aproximado; las Redes Neuronales Artificiales del aprendizaje, el
Razonamiento Probabilistico de la incertidumbre y la propagacion de las creencias, y
las Metaheuristicas de los métodos de buisqueda y optimizacion. La alta dimension de
los problemas que se consideran recomienda a su vez el uso de técnicas de Mineria
de Datos.”

El papel que puede jugar la Mineria de Datos (MD) es critico, ya que uno de
los efectos de la “Sociedad de la Informacién” es que el volumen y variedad de
informacién que proviene de las distintas dreas del sector productivo, ha crecido es-
pectacularmente en las dltimas décadas. El conocimiento mds valioso suele aparecer
oculto entre los datos recogidos, en forma de patrones o reglas que relacionan entre si
otras partes mds superficiales de la informacién. Esto ha producido que surja la nece-
sidad de una nueva generacion de herramientas y técnicas para soportar la extraccion
de conocimiento ttil desde la informacién disponible. La disciplina que se encarga
de la obtencién de este conocimiento a partir de datos es el “Andlisis Inteligente
de Datos”, que se define como “el proceso no trivial de identificar patrones validos,
novedosos, potencialmente ttiles y, en dltima instancia, comprensibles a partir de los
datos” [13]. La fase de MD es la mds caracteristica del Andlisis Inteligente de Datos
(en adelante usaremos MD como sinénimo de Andlisis Inteligente de Datos). El ob-
jetivo de la MD es producir nuevo conocimiento que pueda utilizar el usuario. Esto
se realiza construyendo un modelo basado en los datos recopilados para este efecto.
El modelo es una descripcion de los patrones y relaciones entre los datos que pueden
usarse para hacer predicciones en el drea del sector productivo del que provienen los
datos, para entender mejor esa drea, mejorar su rendimiento o para explicar situacio-
nes pasadas. Suelen distinguirse dos tipos de conocimiento: conocimiento a priori y
conocimiento dindmico.
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La hibridaciéon de técnicas de Soft Computing con MD es un campo que estd
cobrando cada vez mayor relevancia. Distintos estudios han mostrado que estas hi-
bridaciones producen metodologias muy adecuadas para resolver y modelar distintos
problemas en campos muy diversos, obteniendo resultados buenos (excelentes a ve-
ces) y representando de manera muy adecuada la informacién y conocimiento de
dichos problemas. Entre esos estudios nos encontramos con técnicas de MD a las que
se les han integrado las de Soft Computing para aumentar su flexibilidad y robus-
tez. Entre ellas destacan las propuestas en [7, 8, 9, 14, 15]. Y con técnicas de Soft
Computing como, por ejemplo, las Metaheuristicas, a las que se les han integrado la
MD para producir estrategias mds robustas, y con mejor rendimiento. Entre estas tlti-
mas destacamos las propuestas en [10, 11, 12].Ahora bien, a partir de estas premisas
(debemos seguir analizando y profundizando en los temas de investigacion tradicio-
nales, o sin abandonarlos del todo, convendria que ensancharamos la perspectiva para
abordar la aplicabilidad de la Soft Computing en dreas atin poco exploradas, como
pueden ser la Prospectiva Tecnoldgica, la Evaluacién de la Calidad de los Servicios,
la Logistica, las Energias Renovables, la Biologia de Sistemas o las posibles extensio-
nes tedricas?. El camino parece claro, puesto que estudiar la aplicabilidad de la Soft
Computing en esos entornos, desde el punto de vista de su sostenibilidad, es decir,
considerando su ventaja competitiva de cara a conocer la posibilidad real de desarro-
Ilar nuevos Sistemas Inteligentes transferibles al sector productivo y comercial, y no
s6lo como pretexto para incrementar una produccién cientifica de dudoso impacto,
facilitard la labor investigadora a la comunidad cientifica interesada en el tema. Por
cuestiones de espacio no podemos describir en su totalidad todas las perspectivas que
se pueden tener, y por eso nos concentraremos en una de las vertientes: la extension
de Metaheuristicas por medio de los Rough Sets, porque presenta unas interesantes
posibilidades de cara al logro de nuevos algoritmos.

3. Soft Computing y Rough Sets

En 1982, Z. Pawlak [16] defini6 los conjuntos aproximados (Rough Sets en lo que
sigue) abriendo una nueva direccién en el desarrollo de teorias sobre la informacién
incompleta. Desde entonces la Teoria de los Rough Sets (TRS) ha evolucionado hasta
convertirse en una metodologia para afrontar una amplia variedad de problematicas,
entre ellas la incertidumbre presente en la informacién. La filosofia de los Rough
Sets supone que alguna informacién estd asociada con cada objeto del universo de
discurso y se adapta perfectamente a situaciones asociadas a andlisis de datos.

Como se sabe, el punto de partida del andlisis de datos basado en Rough Sets es el
Sistema de Informacién [17]. Cuando la informacién se representa mediante una tabla
donde cada fila representa un objeto y cada columna representa un rasgo, esa tabla se
llama Sistema de Informacién. Mds formalmente, es un par S = (U, A), donde U es
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un conjunto finito no vacio de objetos llamado Universo, y A es un conjunto finito no
vacio de atributos. Un Sistema de Decision es cualquier Sistema de Informacién de la
forma DS = (U, AU {d}), donde d ¢ A es el atributo de decisién. Empleando este
Sistema de Informacién (o Sistema de Decisién) y una relaciéon de inseparabilidad,
se pueden establecer los conceptos bdsicos de la TRS, la aproximacién inferior y
superior de un concepto. La definicién cldsica de aproximacién inferior y superior
fue originalmente introducida con referencia a una relacion de inseparabilidad, que
es una relacién de equivalencia.

Sea DS = (U, AU {d}) un Sistema de Decision y B C Ay X C U. B define
una relacion de equivalencia y el subconjunto X es un concepto en el universo
U. X se puede aproximar usando sélo la informacién contenida en B mediante la
construccién de las aproximaciones B-inferior y B-superior, notadas por B.(X) y
B*(X) respectivamente, y definidas por

B.(X) = {z€eU:x]g CX} (80)
B*(X) = {zeU:[zlpnNX #0} (81)

donde [z]p nota el conjunto de objetos inseparables de = (clase de equivalencia) de
acuerdo a la relacién de inseparabilidad B. Los objetos en B,(X) son con certeza
miembros de X, mientras los objetos en B*(X) son posiblemente miembros de X.
A partir de estas aproximaciones se definen la regién positiva (POS(X) = B, (X)),
la regién negativa (U — B*(X)) y la regién limite (B*(X) — B.(X)) de un conjunto.
Finalmente, a la tupla (B.(X), B*(X)) compuesta por la aproximacién inferior y
superior se le llama rough set. Por tanto un rough set se compone de dos conjuntos
convencionales, uno que representa una version inferior del universo de discurso X,
y otro representando una version superior de dicho universo.

A partir de aqui se puede lograr la combinacién de los Rough Sets con las
metaheuristicas al menos de las formas siguientes:

= Cada componente (Rough Sets y metaheuristicas) soporta una parte del modelo
computacional disefiado para resolver algin tipo de problema.

= Los Rough Sets se utilizan para mejorar el desempeiio de la metaheuristica.

= Las metaheuristicas se utilizan para implementar alguna de las componentes
de la TSR.

En el primer caso, un problema cldsico que ha sido abordado con esta hibridacién
ha sido el de la seleccién de rasgos. Dado un sistema de informacién (U, A) se
desea seleccionar un subconjunto de rasgos B, (B C A), eliminando rasgos que sean
irrelevantes en el sistema de informacién. El problema de la seleccion de rasgos es una
de las tareas mds importantes en el proceso de descubrimiento de conocimiento. El
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concepto de reducto de la TRS estd directament ligado a este problema; un reducto es
un conjunto minimo de rasgos B que preserva la particién del universo. Los métodos
de seleccion de rasgos incluyen dos componentes, una funcién de evaluacién de
los subconjuntos y un procedimiento para la generacién de subconjuntos. Como el
problema de la seleccion de rasgos es de alto costo computacional, dados IV rasgos
hay 2V — 1 subconjuntos posibles, usualmente el procedimiento de generacién de
subconjuntos se basa en un método de busqueda heuristico.

Existen diferentes medidas para realizar la evaluacion de subconjuntos, entre ellas
estd la medida de calidad de la clasificacion. Construir un reducto no tiene un alto
costo computacional, pero tratar de encontrar un reducto con la cantidad menor de
rasgos posible si tiene un alto costo. De hecho, encontrar todos los reductos es un
problema NP-duro. Entre los trabajos que muestran la combinacion de los Rough
Sets y las metaheuristicas, como los Algoritmos Genéticos, la Optimizacién basada
en Particulas o la Optimizacién basada en Colonias de Hormigas para resolver el
problema de la seleccién de rasgos (la construccién de reductos) estan [18, 19, 20,
21, 22,23, 24, 25]; una amplia revisién sobre métodos de seleccion de rasgos hibridos
que combinan las componentes de la Soft Computing se muestra en [26].

Otros ejemplos de combinacién de los Rough Sets y las metaheuristicas para
resolver problemas de aprendizaje automético son los siguientes. En [27] se presenta
un sistema hibrido que integra Rough Sets y Algoritmos Geneticos para extraer reglas
a partir de un sistema de informacion, técnicas basadas en Rough Sets extraen reglas
que son ajustadas por un Algoritmo Genetico para lograr una mayor precision. Por
otro lado en [28] se presenta una metodologia para integrar cuatro componentes de la
Soft Computing (Redes Neuronales, Fuzzy Sets, Algoritmos Geneticos y Rough Sets)
para disefiar una red basada en el conocimiento para la clasificaciéon de patrones y la
generacion de reglas, los Algoritmos Geneticos permiten refinar los médulos basados
en el conocimiento. También en [29], se propone un método de discretizacion de datos
continuos basado en Algoritmos Geneticos en el que la evaluacién de los individuos
se realiza usando una medida de calidad basada en Rough Sets; otros ejemplos de
hibridacién de Rough Sets con busqueda heuristica para el problema de discretizar
rasgos continuos se presentan en [30, 31].

En [32] se muestra la hibridaciéon de los Rough Sets con Algoritmos Evolutivos
multi-objetivo para resolver problemas de descomposicion de sefiales. El objetivo de
la optimizacién multi-objetivo es encontrar un conjunto de soluciones tal que ninguna
otra solucién del espacio de buisqueda es superior a ella cuando se consideran todos
los objetivos (esto se conoce como conjunto Pareto optimal o conjunto de soluciones
no dominadas). Los Rough Sets permiten realizar la reduccién de la informacion
basada en el concepto de reducto. Otro trabajo en el cual se combinan los Rough
Sets con Algoritmos Evolutivos multi-objetivo es [33], en este caso para resolver
problemas de agrupamiento en el ambiente de la web. En la segunda alternativa
antes planteada, se trata de mejorar la eficiencia o eficacia de la meta heuristica
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usando el enfoque de los Rough Sets. En el trabajo presentado en [34], se propone
un método para resolver problemas de optimizacién multi-objetivo que combina la
metaheuristica denominada Evolucién Diferencial [35], una de las mds efectivas para
resolver esta clase de problema, con busqueda local para mejorar su desempeiio; la
biisqueda local se basa en Rough Sets, se calcula la aproximacion del frente de Pareto
y segin el resultado obtenido este se modifica para mejorar su calidad antes de seguir
la aplicacién de Evolucién Diferencial.

Otro aspecto donde la Teoria de Rough Sets puede ser efectiva para mejorar el
desempefio de los métodos de busqueda heuristicos es en el estudio de la diversifi-
cacion que se logra en las metaheuristicas poblacionales. Es conocido que el control
de la diversificacion de una poblacién permite una mayor exploracion del espacio de
biisqueda, y con ello existe mds posibilidad de escapar de extremos locales. En este
contexto, las posibilidades que ofrecen los Rough Sets de crear grupos de objetos
similares y las medidas de la Teoria de Rough Sets pueden ser usadas para evaluar
la diversidad de la poblacién en cada etapa del proceso de bisqueda.

Por ultimo, las metaheuristicas se pueden usar para ayudar en la implementacién
de métodos basados en Rough Sets. En cierto sentido el cédlculo de los reductos po-
dria ser representativo de esta alternativa, ya que la relacién de separabilidad puede
entenderse como una relaciéon de equivalencia. Usar una relacion de equivalencia es
muy restrictivo en muchos casos, ya que ligeras diferencias entre los valores pueden
no ser significativas para provocar su separacion en clases de equivalencias diferen-
tes; por ejemplo, en un rasgo con dominio continuo dos valores cercanos pueden ser
considerados como practicamente iguales a los efectos de una inferencia. Una gene-
ralizacion del enfoque clasico se obtiene remplazando la relacién de equivalencia por
una relacion binaria mas débil; con lo que se logra que objetos no idénticos pero
semejantes sean localizados en el mismo grupo. Algunas extensiones de la TRS se
presentan en [36, 37, 38].

Mientras que construir una relacién de equivalencia no es problematico, cons-
truir la relacién de similaridad adecuada para un problema puede ser una tarea mds
compleja; por ejemplo, en [39] se muestra un método para construir la relaciéon de
similaridad a partir de un cubrimiento. Un ejemplo del empleo de una metaheuristica
para construir una relacién de similaridad en la Teoria de Rough Sets extendida se
presenta en [40], alli se propone un método que incluye la metaheuristica de Opti-
mizacién basada en Enjambres de Particulas, pero otras metaheuristicas, como los
Algoritmos Geneticos podrian ser empleadas de forma similar. En ese trabajo se pro-
pone una nueva medida para el caso de sistemas de decisién con rasgos continuos,
esa medida se utiliza como funcién heuristica para evaluar las particulas, y mediante
el proceso de busqueda desarrollado por la Optimizacién basada en Enjambres de
Particulas encontrar el conjunto de pesos W necesarios para construir la funcién de
semejanza dada por la siguiente expresion:
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F(z,y) = wi*d;(wi,vs) (82)
i=1

donde 9; nota la funcién de comparacién para el rasgo i.
A su vez, (82) sirve para definir la relacion de similaridad R entre objetos descritos
mediante rasgos con dominio continuo por

xRy siy solo si F(z,y) > 1 (83)

Es evidente que la hibridacién de las Metaheuristicas con los Rough Sets, para
complementarse y mejorarse mutuamente como componentes de la Soft Computing,
es una de las tematicas donde mas posibilidades quedan por estudiar.

Conclusion

Se han comentado diferentes dreas en las que se puede estudiar la aplicabilidad
de la Soft Computing de cara a producir nuevas aplicaciones, asi como posibles
extensiones de la Soft Computing mediante los Rough Sets.

Epilogo

Desde finales de los 70 tuve el privilegio de tener como amigo a Florentino Garcia
Santos, a Floro. Pasamos la vida juntos... Nunca lo podré olvidar.
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