Tema

Teorema local de Cauchy

La caracterizacion de la existencia de primitiva nos lleva a buscar teoremas que aseguren
que la integral de una funcién holomorfa en un abierto del plano, sobre un camino cerrado
en dicho abierto, se anula. En general esto es falso, pues sabemos que una funcién holomorfa
puede no admitir primitiva. Por tanto, serd necesaria alguna hipétesis adicional, que es la que
marca la diferencia entre unos resultados y otros. Todos los teoremas de este tipo reciben la
denominacion genérica de tfeoremas de Cauchy, y por ahora vamos a probar dos de ellos.

El primero se conoce como teorema de Cauchy para el tridngulo, aludiendo al camino de
integracion que se usa. Su nombre més apropiado es teorema de Cauchy-Goursat, en honor del
matematico francés Edouard Goursat (1858-1936), que publicé en 1884 una primera version, y
la mejord en 1899 evitando una hipétesis que hasta entonces no se sabia si era necesaria, con
lo que resolvié un problema que habia permanecido abierto muchos afnos. En realidad Goursat
no usaba como camino de integracién un tridngulo, sino un rectdngulo. Fue el matematico
alemédn Alfred Prinsheim (1850-1941) quien obtuvo en 1901 la version definitiva del teorema,
observando que el mismo razonamiento de Goursat podia hacerse con tridngulos, con lo que el
resultado tiene mas utilidad.

El segundo teorema de Cauchy, que deduciremos facilmente del primero, es el que se conoce
como teorema de Cauchy para dominios estrellados. Esta vez la hipétesis adicional se refiere
al abierto en el que se trabaja, que ha de tener una forma geométrica concreta, ha de ser lo que
Ilamaremos un dominio estrellado. Se aplica en particular a un disco abierto, por lo que siempre
se puede usar localmente, de ahi que también se le conozca como teorema local de Cauchy.

Llegando ya al punto culminante de la teoria, probaremos la versiéon mas elemental de la
llamada formula integral de Cauchy, que se deduce facilmente del teorema local de Cauchy.
Se trata de una representacion local de una funcién holomorfa como una integral dependiente
de un pardmetro. De ella se deduciré la equivalencia entre analiticidad y holomorfia, junto con
multitud de propiedades locales de las funciones holomorfas.

83



7. Teorema local de Cauchy 84

7.1. Preliminares

Usaremos reiteradamente un hecho sencillo, acerca de lo que ocurre con la integral sobre un
segmento cuando lo descomponemos en dos, usando un punto intermedio:

» Sean 79,20 € C, o €]0,1[ y z1 = (1 — ®)z0 + Az2. Entonces, [20,21,22]* = [z0,22]* ¥
para toda funcion f € C([Zo,22]*) se tiene:

/[Zo’mf(@ et [zmz]f(Z) 4o = /[ZO,zz]f(Z> dz (1)

Obsérvese que el primer miembro de (1) es la integral de f sobre la poligonal [zo,z1,22].
Estd claro que la imagen de dicha poligonal coincide con la del segmento [zg,z2], pero lo
comprobamos, para que se adivine la forma de obtener (1). Se tiene claramente:

= {0
{a

donde hemos hecho la sustituciéon s = of. Andlogamente

)zo+tz1:t€[0,1]} = {(1—at)zo + otz : 1€ [0,1]}
s)z0 +sz2 : s € [0,a]}

Z(),Zl

[z1,22]" = {(1—1) z1+tzz t€0,1]}
= {(1-1)( zo+(oc+(1—oc)t)z2:te[0,1]}
={(1-s5)z0+sz:s€[a,l1]}

donde la sustitucién ha sido s = ot + (1 — a) 7. Deducimos claramente que

[z0,21,22)" = [20,21]" U [z1,22]" = { (1 =5)z0 + 522 : s € [0,1] } = [20,22]"

Ahora, para comprobar (1) hacemos en la primera integral el cambio de variable s = af,y en
la segunda s = a+ (1 — )¢, obteniendo

0

/[ }f(z)dzz (z1 —zo)/lf((l—t)z() +tz1)dt

1
:(x(zz—z())/o f((1—ar)zo + atzy ) dt

:(Zz—ZO)/O“f((l—S)Zo+sz2)ds, as{ como
1
/[Zl,zz}f(Z)dZ: (ZZ—Zl)/O f((l —1)z1 ‘l-l‘Zz)dt

:(1—oc)(zz—zo)/()‘f<(1_z)(l—oc)z()+(a+(1_a);)zz)d;
:(22—20)/alf((1—s)zo+szz)ds

Sumando miembro a miembro las dos igualdades anteriores, obtenemos claramente (1). W
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Por otra parte usaremos algunas cuestiones bdsicas sobre tridngulos en el plano. Dados
a,b,c € C, vamos a trabajar con la poligonal cerrada Y = [a,b,c,a], y nos interesa la unién
de su imagen Y * con el conjunto de puntos rodeados por ella, que es el triangulo de vértices

a,b,c, dado por
Ala,b,c) = |J [az]* (2)

z€[b,c]*

Para w € A(a,b,c) tenemos w = (1 —t)a+1tz con t € [0,1] y z € [b,c]*, asi que

z=(1—s)b+ scconse [0,]]yobtenemos
w=(1-t)a+t(l—s)b+tsc=aa+Pb+pc

donde o = 1 —¢, B =1t(1—s) y p = ts verifican que o,B,p€ [0,1] y a+B+p=1.

Reciprocamente, si w se expresa de esta dltima forma, podemos tomar t = 1 —a € [0,1]
y existe s € [0,1] tal que #(1 —s) =P y ts = p. Concretamente, si t =0 tenemos B =p =10
y s puede ser arbitrario, mientras que si ¢ > 0 basta tomar s = p/f,pues 0< s < (p+p)/r=1
y t(1—s)=p.Entonces w= (1 —r)a+1tz € [a,z]* donde z= (1 —5)b + sc € [b,c|*, luego
w € A(a,b,c). En resumen,

Ala,b,c) = {aa+Pb+pc:a,B,pe[0,1], a+B+p=1} (3)

De aqui se deduce claramente que A(a,b,c) es convexo. En vista de (2), es el minimo conjunto
convexo que contiene a los puntos a, b y c¢. También es claro que A(a,b,c) es compacto.

El diametro de un conjunto no vacio y acotado A C C viene dado por
diamA = sup {|w—z| : z,w €A}
definicién que puede hacerse en cualquier espacio métrico. Calculamos facilmente el didmetro

de un tridngulo:

» Para cualesquiera a,b,c € C se tiene
diamA(a,b,c) = max { |b—al, [c—b|, |a—c|} (4)

Esta igualdad tiene clara interpretacion geométrica: el didmetro de un tridngulo es la mayor de
las longitudes de sus lados. Denotando por & al segundo miembro, la definicién de didmetro
nos da una desigualdad: & < diam A(a,b,c). Para la otra, fijamos w,z € A(a,b,c) y escribimos
wusando (3): w=oaya+ Pi1b+ piccon ay,Pi,p; €[0,1]y a;+p;+p1 = 1. Entonces,
|w—z| =[aia+PBib+prc— (o +Bi+p1)z|
ajla—z|+PBilb—z| +pi1]lc—2z|
(O(,l +B1 +pl) méx {’a_Zl, ’b—Z‘, ’C—Zl}
= mix {|a—z|,|b—z|,|c—z|}

(5)

<
<

Ahora, también z = 0xa + B2 b + pac con 0, P2,p2 € [0,1] y 0a 4+ P2+ p2 =1, luego
la—z| = |(B2+p2)a — Bab —pac| < Pa2la—b[+p2la—c| < B

y usando b y ¢ en lugar de a, obtenemos también |b—z| < 8y |c—z| < &.Envistade (5)
concluimos que |w —z| < 8, pero w,z € A(a,b,c) eran arbitrarios, luego diam A(a,b,c) < 9§,
como queriamos comprobar. |
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7.2. Teorema de Cauchy para el triangulo

Todo estd preparado para conseguir nuestro primer teorema de Cauchy:

Teorema de Cauchy-Goursat. Sean Q un abiertode C, f € H(Q) y a,b,c € Q tales que
el tridngulo de vértices a,b,c estd contenido en Q, es decir, Ala,b,c) C . Se tiene entonces:

/ f(2)dz=0
[a,b,c,a)

Demostracion. Abreviamos la notacion escribiendo

y=labea, 1= [f@dz y  A=Aabe)
¥

Aun mds, para u,v € A, escribiremos (u,v) = / f(z)dz, recordando que I(v,u) = —1I(u,v).

[uv]

(a) . En una primera fase, usamos un ingenioso procedimiento para expresar la integral / como

suma de las integrales sobre cuatro poligonales andlogas a 7y, que resultan de subdividir el
tridngulo A en cuatro tridngulos semejantes.

Descomponemos los segmentos cuya suma es Y usando sus puntos medios. Concretamente,
tomamos a’ = (b+c¢)/2, b'=(c+a)/2 y ¢’ = (a+b)/2, con lo que tenemos:

I =I(a,b)+1(b,c)+1(c,a) = I(a,c’)+1(c’,b)+1(b,a’)+1(a’,c)+1(c,b")+1(b',a)

Por otra parte, es claro que 0 = I(c’,b")+1(b’,c") +1(a’,c")+1(c',a’)+1(b',a’) +1(a’,b").
Sumando miembro a miembro ambas igualdades y agrupando debidamente, obtenemos

= [1 (a,c')JrI(c b )+I(b/,a)} + [1(b,a")+1(a’,c")+1(c',b)]
+ [1(c,b") + )+I(a',c)} + [1(a",b")+1(b' ") +1(c",a") ]

i/ dz—ZJk

donde @; = [a,c’,b’,a], @, =[b,a’,c’,b], @3 =|c,b’,a’,c], 94 =[a’',b’,c’,a’],y para cada
k=1,2,3,4, hemos escrito J; :/ f(z)dz.
O
Nos quedaremos con uno sélo de los cuatro tridngulos que han aparecido. Obviamente existe
ke {1,2,3,4} talque |I| < 4|J|, y eligiendo k de esta forma, escribimos I} = Ji, llamamos
v1 alapoligonal @ y aj,by,c; asus vértices. Asi pues, tenemos y; = [ay,by,c1,a1 ], y también
escribimos A; = A(ay,by,cy).

Concretemos la relacion entre la nueva terna Ij,7y;,A; y la de partida I1,y,A. El criterio
de eleccion seguido dos da |I| < 4|I;|. Por otra parte, es claro que aj,bj,c; € A, luego
A; C A, yaque A es convexoy A; es el minimo conjunto convexo que contiene a los puntos
ay,by,c1 . Ademds, geométricamente es claro que /(y;) = (1/2)1(y) y diam A; = (1/2) diam A,
cualquiera que sea el valor de k € {1,2,3,4} que hayamos elegido. Comprobaremos estas dos
igualdades en el caso k = 1, pues cualquier otro es andlogo.
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Suponiendo pues que a; =a, by =c’ y ¢y = b, se tiene
b1 —ar| = (1/2)[b—al, |c1=bi] = (1/2)[c=b| ¥y [a1—c1| = (1/2)[[a—c|

Sumando miembro a miembro estas tres igualdades obtenemos /(y;) = (1/2)1(y), mientras
que al igualar el mdximo de los tres primeros miembros con el mdximo de los tres segundos,
obtenemos diam A; = (1/2)diam A.

Resumimos lo conseguido hasta ahora. A partir de los puntos iniciales a, b, c hemos obtenido
puntos ai,by,c; tales que la terna Ip,Y;,A; dada por

Y1 = lai,bi,cr,a1], L = [ f(z)dz 'y A = Aay,b1,c1) verifica:
"1

I diam A
%, AICA diamAI:laIZn

[l < 4], In)=

(b) . El siguiente paso consiste en iterar lo hecho hasta ahora, razonando por induccién. Para
n € N, suponemos construidos puntos a,,b,,c, € C, tales que, escribiendo

Yn = [anabnacnvan]v In = f(Z)dZ y An = A(anabnacn) (6)
Yn
se tiene . diam A
. iam
1] < 4" (L], 1(y) = 2Z  MCAy Y diama, =0 (7)

Noétese que esto es exactamente lo que sabiamos para n = 1, entendiendo que Ayp = A.

Entonces, aplicando a los puntos ay,b,,c, €l mismo razonamiento que hemos usado para
a,b,c, obtenemos puntos a,1,b,+1,c,11 € C tales que, laterna 1,4 1,Y,+1,A,+1 dada por

Y1 = [@nt1,Pnt1,Cng 1y nr1 ], Tt :/ f@)dz y Ani1 = A@ny1,bpi1,¢n41)
Yn+1

guarda con I,,Y,, A, la misma relacion que /1,7v;,A; guardaba con 1,7y, A, es decir:

(Yn) diam A

|In|<4|ln+1|, l(Yn+1): 5 Ap1 CA,  y diamA,q g = 5

Deducimos claramente que se verifica (7) para n+ 1 en lugar de n. Asi pues, por induccién
hemos construido sucesiones {a,}, {b,} y {cu} tales que, para todo n € N, la terna I,,Y,, Ay,
definida en (6), verifica (7).

(¢) . Ahora aplicamos en C una propiedad que caracteriza a los espacios métricos completos:
la interseccion de toda sucesion decreciente de cerrados no vacios, cuyos didmetros convergen
a cero, tiene exactamente un elemento. Como para todo n € N tenemos 0 # A, 1 C A, = A,
y claramente {diam A, } — 0, existe zo € C tal que

[ee]

ﬂ A, = {ZO}

n=1
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Lo comprobamos en nuestro caso particular, pero la demostracion seria la misma en general.
Tomamos z, € A, para todo n € N y observamos que {z,} es una sucesién de Cauchy. En
efecto, para todo € > 0 existe m € N tal que diam A,,, <€,y para p,q > m, al ser 2,2, € Ay,
tenemos |z, —z4| < diam A,, < €. Como C es completo, tenemos {z,} — z0 € C. Ahora,
fijado k € N, tenemos zx4, € A para todo n € N, luego por ser Ay cerrado, deducimos que
70 € Ax, lo cual es cierto para todo k € N. Si w es otro punto de la interseccién, se tiene
|zo —w| < diam A, paratodo n € N, de donde w = 7.

(d). Ha llegado el momento de usar la hipétesis f € H(Q) para concluir la demostracion.
Fijado € > 0, la derivabilidad de f en el punto zy nos daun & > 0 tal que D(z,8) C Q y

| f(z) = f(z0) = f'(20)(z — 20) | < €]z—20] Vz € D(20,0)

Fijamos n € N tal que diam A, < §. Entonces, para z € Y, tenemos |z —zp| < diam A, <d y
podemos usar la desigualdad anterior, obteniendo que

max { | f(2) = f(20) — f'(20)(c—20) | : 2 €7y } < emédx {|z—z0] :z€7; }
€ diam A 8
< ediama, — £9ams ()
2}’1
Pretendemos usar la desigualdad anterior para acotar la integral [,, pero hay que modificar
el integrando. La funcién polinémica z — f(zo) + f’(z0)(z —z0) admite una primitiva en C,
luego su integral sobre el camino cerrado 7y, se anula y podemos escribir

I = / (£(2) = £(z0) — f(z0) (2 —20) ) dz
Tn

Usando ahora la continuidad de la integral curvilinea, en vista de (7) y (8) obtenemos

€ diam A _ediam A [(y) & (diamA) [(y)

on I(Y”) on on o qn

|| <

Finalmente, usando otra vez (7) concluimos que |I| < 4"|I,| < € (diam A) /(). Puesto que
€ > 0 era arbitrario, tenemos por fin / = 0, como queriamos demostrar. [ |

Necesitaremos una observacion adicional acerca del teorema anterior:

» El teorema anterior sigue siendo cierto si, en lugar de f € H(Q), solo sabemos que
existe un punto zo € Q tal que f € H(Q\{z0}) y f es continua en el punto z.

La mayor generalidad de este planteamiento es s6lo aparente. Veremos mds adelante que una
funcidn derivable en un abierto salvo en un punto y continua en ese punto, también es derivable
en ese punto. Sin embargo, para no caer en un circulo vicioso, necesitamos el teorema en esta
forma, aparentemente mds general, asi que procedemos a probarlo. Usando la misma notacion
que en el teorema, suponemos ahora que f € ﬂ-C(Q \ {ZO}) es continua en zp y que a,b,c € Q
verifican que A = A(a,b,c) C Q, para probar que I =0, donde I es la integral de f sobre la
poligonal Y= [a,b,c,a].
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(0). No hay nada que demostrar cuando zp ¢ A, pues entonces A C Q\ {zo} y aplicamos el
teorema al abierto Q\ {zo} en el que sabemos que f es holomorfa.

Cuando zp € A, distinguimos tres casos, seglin que zo sea un vértice del tridngulo A, esté
en uno de sus lados, o se tenga zg € A°.

(1). Cuando zg es un vértice de A, es claro que podemos suponer sin perder generalidad que
z0 = a. La igualdad buscada es evidente cuando a € [b,c|*, pues entonces tenemos

I(b,c) =1(b,a)+1(a,c), luego I=1I(a,b)+1(b,a)+I(a,c)+I(c,a)=0
Suponemos por tanto que a ¢ [b,c|*, fijamos € €]0,1[ y escribimos
be = (1—¢€)a+¢€b € [a,b]" y ce = (1—¢€)a+ec € la,c]”
Usando estos puntos intermedios para subdividir los segmentos [a,b] y [c,a], obtenemos
I =1(a,be) +1(be,b)+1(b,c)+1(c,ce)+1(ce,a)

Por otra parte es evidente que 0 = I(bg,ce) +1(ce,be) + I(be,c) + I(c,be). Sumando miembro
a miembro y agrupando debidamente, obtenemos

I = / flz)dz + flz)dz + f(z)dz 9)
[a,be,ce,a)

[b87b7cvb€] [CaCSJ’&C]

Las dos ultimas integrales se anulan, pues zo ¢ A(be,b,c) y z0 ¢ A(c,ce,be), y usamos lo
ya probado en el caso (0). Ambos hechos son geométricamente evidentes y comprobamos s6lo
el primero, pues el segundo es andlogo. Supongamos por el contrario que a = zg € A(be, b, ¢),
es decir, existen o, ,p € [0,1] con o+ B+p =1, tales que

a=0obg+Pb+pc=0o(l—€)a+ (ae+P)b+pc

Como a(l—¢)<1—e< 1, tenemos 0 < 1 — (1 —¢€) y podemos escribir

ae+P f() ¢ = Nb+ e

b
T 1—¢)

“= l—a(l—eg) l-—a
oe ae+1—a
donde A,u € R} verifican que A+u = 1_;([15—t2) = 1_(—;(1_8) = 1. Esto prueba que

a € [b,c]*, contradiciendo la suposicién que habiamos hecho.

Asi pues, tenemos I = I, donde I; es la primera integral que aparece en (9). La acotamos
tomando M = mdx { | f(z)| : z€ A} y teniendo en cuenta que A(a,bg,ce) C A:

1] = |Ie| < M (|be—al|+ |ce— be| + |a—ce])
=M(elb—a|+elc—b|+ela—c|) =Mel(y)

Como € €]0, 1] era arbitrario, deducimos que 7/ =0.
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(2) . Supongamos ahora que zp estd en uno de los lados del tridngulo A, sin perder generalidad,
20 € [b,c]*. Tenemos entonces

I = I(a,b)+1(b,z0) +1(z0,c) +1(c,a)
= [1(a,b) +1(b,z0) +1(z0,a) | + [I(a,z0) +1(z0,¢) +1(c,a)]

= fz)dz + f(z)dz
[a,b,z0,a] [a,z0,¢,a]
Por lo probado en el caso (1), las dos dltimas integrales se anulan, ya que zo es un vértice de
los tridngulos A(a,b,z0) y A(a,zo,c). Por tanto, tenemos I = 0 también en este caso.

(3) . Suponiendo por dltimo que zg € A°, tenemos zg € [a,z]* con z € [b,c]*. Razonando como
en el caso anterior, pero usando z en lugar de z,

I = / fz)dz + f(z)dz
[a,b.z,a] [a,z,c,a]
Puesto que zo € [a,z]" = [z,a

[z,a]*, ambas integrales se anulan por lo ya probado en el caso (2),
luego volvemos a obtener 1 =

]*
0. |

7.3. Teorema de Cauchy para dominios estrellados

Vamos a sacar provecho ahora de una idea muy sencilla, que surge al revisar la forma en que
se demostro la caracterizacion de la existencia de primitiva. En un dominio Q, se construia una
primitiva de una funcién f € C(Q), integrando f sobre caminos que unian un punto fijo a € Q
con puntos arbitrarios z € €. La hipotesis sobre f se usaba primero para probar que de esta
forma se tenia una funcién bien definida F : Q — C, y luego para comprobar que F verificaba
la hipétesis del lema de construccion de primitivas. Pues bien, si la geometria del dominio lo
permite, para cada z € Q podemos usar el segmento de origen o y extremo z, con lo que la
buena definicién de F estd garantizada. Ademads, suponiendo que f € H(Q), se adivina que la
hipétesis del lema de construccion de primitivas se podra deducir del teorema de Cauchy para el
triangulo. La condicién que debe cumplir el dominio € ha quedado claramente de manifiesto.

Se dice que un abierto Q del plano es un dominio estrellado, cuando existe o € Q tal
que [o,z]* C Q para todo z € Q, lo cual tiene un significado muy intuitivo. Entendiendo que
C\ Q es el tnico obstdculo que interrumpe nuestra vision, la inclusion [a,z]* C Q se puede
interpretar diciendo que desde el punto o vemos el punto z, pues en el segmento |, z]* no hay
ningtn punto de C\ Q que nos lo impida. Entonces un dominio es estrellado, cuando contiene
un punto desde el cual podemos divisar todo el dominio. Es claro también que un dominio
estrellado se expresa como unién de un haz de segmentos que parten de un mismo punto, lo que
hace que en cierto modo tenga forma de estrella.

Es obvio que todo abierto no vacio y convexo Q C C es un dominio estrellado, pues
[o,z]" C Q para cualesquiera o,z € Q. Claramente, el reciproco no es cierto: Q = C*\ R~
es un buen ejemplo de dominio estrellado que no es convexo. En efecto, tomando o = 1, si
[1,z]*NC\Q #0, existird t € [0,1] tal que (1 —1)+7z€ C\Q =R, , de donde obviamente
z€ R, . Portanto [1,z]* C Q paratodo z € Q.
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Teorema local de Cauchy. Si Q es un dominio estrellado, entonces toda funcion f € H (<)
admite una primitiva en Q, es decir, existe F € H(Q) tal que F'(z) = f(z) para todo 7 € Q.
Equivalentemente, se tiene

/ f(z)dz =0
Y
para toda funcion f € H(Q) y todo camino cerrado ¥ en Q.

Demostracion. Fijamos o € Q tal que [a,z]* C Q paratodo z € Q, y definimos:

F:Q—C, F(z):/ Fw)dw VzeQ

[oz]

Bastard comprobar que F verifica la hipétesis del lema de construccidn de primitivas. Dado
a € Q,tomamos r € R tal que D(a,r) C Q,y fijamos también z € D(a,r).Para w € [a,z]*
tenemos w € D(a,r) C Q, luego [a,w]|* C Q. Deducimos que

Alona,z) = | [o,w] CcQ

we[a,z]*

Aplicando entonces el teorema de Cauchy para el tridngulo tenemos

0= /[av“»zva]f(W) = [Oc,a]f(W) vt /[a,z] flwydw+ }f(w) dw

[z,

o lo que es lo mismo,
F(z) = F(a)+ | f(w)dw
[a,z]
Como esto es vdlido para todo z € D(a,r) y a € Q era arbitrario, podemos aplicar el lema de
construccion de primitivas para concluir que F es una primitiva de f. |

Obsérvese que en la demostracion anterior, la hipétesis f € H(Q) sélo se ha usado para
poder aplicar a f el teorema de Cauchy para el tridngulo. Si s6lo sabemos que existe zp €
tal que f € H (Q \ {zo}) y f es continua en el punto zp, podemos aplicarle igualmente dicho
teorema para obtener una primitiva. Hacemos por tanto la siguiente observacion:

= Sea Q un dominio estrellado, zo € Q y supongamos que f € J-C(Q \ {Zo}) es continua
en el punto 7. Entonces

/Yf(z)dz =0

para todo camino cerrado Y en €.

Como ya se comentd, la mayor generalidad de este enunciado es s6lo aparente.

Observemos finalmente la razén por la que el teorema anterior se denomina teorema local de
Cauchy. Como todo disco abierto es un dominio estrellado, el teorema siempre se puede aplicar
localmente. Si Q es cualquier abierto no vacio de C y f € H(Q), para cada a € Q podemos
tomar r € R™ tal que D(a,r) C Q, y el teorema anterior nos dice que existe F, € H(D(a,r))
tal que F,/(z) = f(z) paratodo z € D(a,r).
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7.4. Foérmula de Cauchy para una circunferencia

Nos acercamos al punto culminante de la teoria local de Cauchy, ficil consecuencia del
teorema anterior. Como paso previo, calculamos una integral concreta:

=2mi

d
» Paraac€C, reR" y z€ D(a,r) se tiene: / i
Clayr)W—2Z

Para w € C(a,r)", usando la suma de la serie geométrica, tenemos

1 _ 1 _ 1/(w—a) _ (z—a)"
w—z (w—a)—(z—a) 1—((z—a)/(w—a)) _n;)(w—a)'“rl (10)

Ademds, la serie converge uniformemente en C(a,r)*, ya que la serie geométrica converge
uniformemente en cada compacto contenido en D(0,1).

Alternativamente, la convergencia uniforme se puede deducir del test de Weierstrass, ya que

(z—a)"

1 (|z—al\" .
‘(W_a)nJrl - _(!) Vw e C(a,r)", YneNU{0}

r r

y la serie geométrica de razén |z —a|/r < 1 es convergente.

Aplicando la continuidad de la integral curvilinea, de (10) deducimos que

/cw) vj—ivz B io (/cw) #) (z—a)" (11)

Ahora bien, para cada n € N, la funcién w — (w—a)~ 1) admite en el abierto C\ {a} la
primitiva w — (—1/n)(w —a)™", luego su integral sobre el camino cerrado C(a,r) se anula:

dw
/C(a’r)m—o VI’IEN

d d T ire' dt
En vistade (11), concluimos que: / Yo / - X _oni. w
Clar) W—2 Clayr)W—a —n re'

Férmula de Cauchy. Sean Q un abierto de C y f € H(Q). Dado a € Q, sea r € R tal
que D(a,r) C Q. Se tiene entonces:

f(2) L/C(a ., de Vz € D(a,r) (12)

- 2mi w—z

Demostracién. Empezaremos viendo que existe R € R" tal que D(a,r) C D(a,R) C Q.
Esto es obvio si Q = C, y en otro caso veremos que basta tomar

R=d(a,C\Q) ¥ inf {|w—a| : weC\Q}
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Para todo w € C\ Q se tiene |w—a| > R, luego D(a,R) C Q, y bastard ver que r < R.
Ello se debe a que, por ser C\ Q cerrado, el infimo que define a R es un minimo. En efecto,
consideramos por ejemplo el conjunto K = (C\ Q)N D(a,R+1) que es compacto y no vacio,
luego la funcién continua w — |w —a| tendrd un minimo en K, es decir, existe wy € K tal que
|wo—a| < |w—al| paratodo w € K, pero entonces es claro que |wo—a| < |w—a| para todo
weC\Q,puessi we C\Qy wé¢K, setiene |w—a|>R+1>|wy—al. Tenemos por
tanto wo € C\ Q tal que |wg —a| = R, lo que implica que R > r, pues en otro caso se tendria
wo € D(a,r) C £, una contradiccion.

Fijado z € D(a,r), el paso clave de la demostracidon consistird en aplicar el teorema local de
Cauchy en el dominio estrellado D(a,R), a la funcién g : D(a,R) — C definida por

o) — F00) =)

w—2z

VYweD(a,R)\{z} y 8()=r(2)

Es claro que g € J—C(D(a,R) \ {z}) y g es continua en el punto z, luego la integral de g
sobre C(a,r), que es un camino cerrado en D(a,R), se anula. Tenemos por tanto,

_ _ fw) —fz) fw) dw
0= /C(a,r)g(W) dw = /C(a,r) w—2z dw = /C(a,r) W_Zdw f<Z) /C(a,r) w—2z

y usando el lema anterior deducimos que

1 fw)
7) = - ——dw
f( ) 2mi clar)yW—2
Esto concluye la demostracion, ya que z € D(a,r) era arbitrario. [

Obsérvese la generalidad del resultado anterior: se aplica a cualquier funcién f € H(Q)
donde € es un abierto arbitrario. Tiene cardcter local, puesto que describe la funcién f en un
entorno de cada punto a € Q, el disco abierto D(a,r), sin més condicién que D (a,r) C Q. En
dicho entorno obtenemos f como una integral dependiente de un pardmetro.

Destacamos tres ideas bdsicas que hacen util la férmula de Cauchy. En primer lugar, puede
obviamente servir para calcular integrales. Por poner un ejemplo sencillo, tenemos

/ COSZdZZZTCiCOSOZZTCi
c(0,1) 2

En segundo lugar, y mucho mds importante, para conocer el segundo miembro de la igualdad
(2) basta conocer la funcién f en la circunferencia C(a,r)*, y entonces la férmula nos permite
conocer f en todo el disco abierto D(a,r). Dicho de forma més llamativa, si dos funciones
holomorfas en un abierto que contenga al disco cerrado D (a,r), coinciden en C(a,r)*, han
de coincidir en D(a,r). Mas adelante sacaremos mucho partido de esta clara consecuencia
de la formula de Cauchy. Para resaltar su importancia, basta pensar lo que seria un resultado
andlogo en variable real: para una funcién f derivable en un abierto de R que contenga al
intervalo [a — r,a+r], conociendo f(a—r) y f(a+r), podriamos calcular f(x) para todo
x €la—r,a+ r|[, afirmacién que sélo es cierta cuando f es un polinomio de primer orden.

La tercera idea clave que encierra la féormula de Cauchy se explicard en el proximo tema,
porque es la que permitird probar la equivalencia entre analiticidad y holomorfia.
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7.5. Ejercicios

1. Sean a € C y r € R". Probar que para z € C con |z—a| > r se tiene

/ dw 0
Clar)W—2

2. Probar la siguiente version, mas general, de la formula de Cauchy:

Sean a € C, Re R" y f: D(a,R) — C una funcién continua en D (a,R) y holomorfa
en D(a,R). Se tiene entonces:

flz) = L/(a " f(w) dw Vz € D(a,R)

2wi Jc -z
3. Dados a € C, r€e R™ y b,c € C\ C(a,r)*, calcular todos los posibles valores de la

integral
/ dz
C(a,r) (Z - b) (Z — C)

dependiendo de la posicién relativa de b, c respecto de la circunferencia C(a,r)*.

4. Calcular las siguientes integrales:

1
(a) /Or §++4 (reR™, r#2)
d
O [on @i ey @C lal#D

5. Dados a,b € C con a # b, sea R € R" tal que R > mdx { |a|, |b|}. Probar que, si f
es una funcion entera, se tiene:

flRdz . f(b)—f(a)
/C(OR)( —a)(z—D) = 2 b—a

Deducir que toda funcién entera y acotada es constante.



