Tema

Funciones analiticas

Vamos a analizar un importante método para construir funciones holomorfas, como limites
de sucesiones de funciones polindmicas. Previamente discutimos la convergencia de series de
numeros complejos, asi como la de sucesiones y series de funciones complejas. Nos interesa un
tipo muy particular de series de funciones, llamadas series de potencias, cuyas sumas parciales
son funciones polindmicas de forma muy concreta. Tras estudiar la convergencia de una serie
de potencias complejas y definir su dominio de convergencia, probamos que su suma es una
funcién holomorfa, de hecho indefinidamente derivable, en dicho dominio. Llegamos asi al
concepto de funcidn analitica en un abierto del plano.

4.1. Series de nimeros complejos

Por conveniencia de notacién, trabajaremos principalmente con series cuyos sumandos se
numeran empezando en 0. Por tanto, llamamos serie de nimeros complejos a toda sucesién

de la forma
n—1

Yo €Y ap=1{S) (1)

n=0 k=0

donde z, € C paratodo n € NU{0}. Cuando dicha serie converge, como sucesion que es, a su
limite le llamamos suma de la serie y escribimos:
] n—1
def .. .
ZZ” = lim S, = lim sz
n—o0 n—oo

n=0 k=0

Estd claro que entonces la sucesion {z,}, el término general de la serie, converge a cero:

lim z, = lim (Sut1—8x) =0

n—oo

Fijado, m € N también podemos considerar la serie

m+n—1

Z Zn déf Z Im+n = Z ik ¢ = {Tn} (2)

n=m n=0 k=m
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Cuando esta nueva serie es convergente, su suma se denota por

0 —1
def m—+n

Zn = lim 7T, = lim E Zk
n—oo n—oo
n=m k=m

En vistade (1) y (2), para todo n € N tenemos

m+n—1 m—1

m—1
Smin= Y, a+ Y=Y a+T
k=0 k=m k=0

de donde deducimos que la convergencia de la serie Z Zn equivale a la de Z Zn 'Y, cuando
ambas convergen, se tiene nzm n=0

0o m—1 o
Z in — Z Zn + Z Zn
n=0 n=0 n=m

Volviendo a la serie definida en (1), para todo n € N se tiene

n—1 n—1
ReS, = Y Rezp y  ImS, =) Img
k=0 k=0

de donde deducimos que la serie de nimeros complejos Z Zn, €s convergente si, y solo si, las
n=0
series de nimeros reales Z Rez, y Z Im z, convergen, en cuyo caso se tiene
n=0 n=0

Zzn = ZRezn+i Zlmzn
n=0 n=0 n=0

Asi pues el estudio de la convergencia de una serie de numeros complejos se reduce a estudiar
dos series de numeros reales. Sin embargo, frecuentemente no es necesario usar esta idea, como
vamos a ver.

Se dice que la serie de nimeros complejos Z Zn es absolutamente convergente cuando
n=0
la serie de nimeros reales no negativos Z |zn| es convergente. Razonando como en R, pero
n=0
usando el teorema de complitud de C en lugar del de R, o bien considerando las series de

partes reales e imaginarias y aplicando el criterio de comparacion para series de términos no
negativos, comprobamos el siguiente resultado clave:

» Toda serie de niimeros complejos absolutamente convergente es convergente.

Ademas, si la serie Z Zp converge absolutamente, es facil comprobar que
n=0

Zzn < Z |Zn|
n=0 n=0
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4.2. Sucesiones de funciones

Una sucesion de funciones, definidas en un conjunto no vacio A C C y con valores en C,
no es mas que una sucesion de elementos de F(A), es decir, una aplicacién @ : N — F(A), que
como es habitual, denotamos por {f,}, donde f, = @(n) € F(A) para todo n € N. En lo que
sigue, para evitar repeticiones, fijamos una tal sucesién {f,} y un conjunto no vacio B C A.

Se dice que {f,} converge puntualmente en B cuando, para todo z € B, la sucesién de
nimeros complejos {f,(z)} es convergente. Tenemos entonces la funcién f € F(B) dada por

f(z) = lim f,(z) VzEB

n—oo

y decimos que {f,} converge puntualmente a f en B, o bien que f es limite puntual en B de
la sucesion {f,}. En lo que sigue suponemos que se verifica esta convergencia puntual.

Estamos por tanto suponiendo que
VzeB Ye>0 dmeN :n>2m = |f(z) — f(z)] <€

donde, en principio, m depende de € y de z. Cuando podemos conseguir que m s6lo dependa
de € pero no del punto z € B considerado, decimos que la convergencia es uniforme en B.

Asi pues, {f,} converge uniformemente a f en B cuando
Ve>0 dmeN:n>m = |fu(z) — f(z)| <e VzeB (3)

Tomando por ejemplo € =1 obtenemos p € N tal que para n > p la funcién f,, — f estd acotada
en B. Entonces, para cualquier € > 0, en (3) siempre podemos tomar m > p, con lo que (3)
resulta equivalente a

Ve>03dmeN:n>m = sup{|fu(z) — f(z)|: z€B} <¢

Esto equivale a que {o,,} — 0, donde o, = { sup{| f,(z) — f(z)| : z€ B}} para n> p, sin
que obviamente sea necesario especificar el valor de o, para n < p. Obtenemos asi un criterio
util para probar la convergencia uniforme, siempre que conozcamos la funcién f:

» La sucesion {f,} converge uniformemente a f en B si, y solo si, existe p € N tal que,
para n = p la funcion f, — f estd acotada en By

lim sup {|fu(z) — f(2)| : z€ B} =0 (4)

n—oo

Este criterio se puede reformular de una manera que tiene especial utilidad cuando queremos
probar que la convergencia no es uniforme:

» Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) {fu} converge uniformemente a f en B.
(ii) Para toda sucesion {z,} de puntos de B, se tiene que {fn(zn) — f(z0)} — O.
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(i) = (ii). Fijamos una sucesién {z,} de puntos de B. Para cada € > 0 existe m € N tal que,
si n>m setiene |f,(z) — f(z)| < € paratodo z € By, en particular, | f,(z,) — f(z)| < €.

(ii) = (i). Fijado n € N, si la funcién f, — f no estd acotada en B, existe z, € B tal que
| f(zn) — f(zn)| > n,y en otro caso podemos tomar z,, € B de forma que

sup {1 /u(2) ~ ()| - <€ B} < |fulan) — flan) | + G

Por (ii) tenemos {f,,(z,) — f(zn)} — 0, conlo que el conjunto {n € N : | f,,(z4) — f(zn) | > n}
ha de ser finito, luego existe p € N tal que, para n > p la funcién f,, — f estd acotada en B
y se verifica (5). Pero entonces es claro que también se cumple (4), luego {f,} converge
uniformemente a f en B. [

Ejemplo. Para ilustrar los criterios anteriores, consideremos la sucesién {f,} dada por
fa(z) = 2" VzeC VneN

Es claro que {z"} — 0 para todo z € D(0,1), mientras {z"} — oo para todo z € C\ D(0,1).
Si z€ T, {z"} solo es convergente cuando z = 1. En efecto, de {z"} — u € T, deducimos
{z""1} — u, pero {z""!'} = {z"z} — uz, luego uz =u y z=1 como queriamos. En
resumen, para z € C vemos que {z"} es convergente si, y sélo si, z€ D(0,1) U{1}. Definiendo

fz)=0 vzeD(0,1) y  f(1)=1
tenemos que { f,} converge puntualmente a f en D(0,1) U{1}.

Dado ahora un conjunto no vacio B C D(0,1) U {1}, y excluyendo el caso trivial B= {1},
vamos a comprobar que {f,} converge uniformemente a f en B si, y s6lo si, p < 1, donde

p=sup{[z]:z€B\{I}}.
Fijado n € N, puesto que f,(1) = f(1), vemos que
sup{|fn(z)—f(z)| :ZGB} = sup{lz|”:z€B\{1}} =p"

Cuando p < 1 tenemos {p"} — 0 y usando (4) deducimos la convergencia uniforme en B. En
cambio, si p =1, para n € N tomamos z, € B tal que n/(n+1) < |z,| <1, con lo que

len) = )| = [zl > (25) vnen

luego {fu(zn) — f(zx)} no converge a ceroy {f,} no converge uniformemente en B. |

Noétese que la convergencia puntual tendria perfecto sentido para sucesiones de funciones
definidas en un conjunto no vacio A totalmente arbitrario, con valores en cualquier espacio
topoldgico. Para la convergencia uniforme, el conjunto de definicién puede ser arbitrario, pero
las funciones deben tomar valores en un espacio métrico. Cuando dicho espacio métrico es
completo, como le ocurre a C, tenemos un criterio de Cauchy para la convergencia uniforme.
Su utilidad estriba, como ocurre con todos los criterios de este tipo, en que nos permite probar
la convergencia uniforme de una sucesién de funciones, sin conocer la funcién limite, como
ocurre sobre todo cuando trabajamos con series de funciones.
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Volvemos pues al caso general de una sucesién de funciones {f,} definidas en un conjunto
A C C. Decimos que {f,} es uniformemente de Cauchy en el conjunto B C A cuando

Ve>0 dmeN:pg>m = |fy(z) — f4(z)| <€ VzeB (6)

Si {fn} converge uniformemente en B a una funciéon f € F(B), dado € > 0, podemos
encontrar m € N de forma que, para n >m y z € B se tenga | f,(z) — f(z)| < €/2. Entonces,
para p,g >my z € B se tiene

[fp(2) = fe@ | < 1fp(2) = fR+[f(2) = fu)| < ¢

luego {f,} es uniformemente de Cauchy en B.

Reciprocamente, supongamos que se cumple (6). Entonces, para cada z € B, la sucesion de
nimeros complejos {f,(z)} es de Cauchy, luego convergente. Tenemos por tanto una funcién
f € F(B) tal que {f,} converge puntualmente a f en B. Ademds, podemos aplicar (6) al
niimero positivo €/2, y fijar tanto z € B como p > m. Tomando g = p +n tenemos

| fp(2) = frn(2)| < €/2 VREN, luego | fp(z) — f(2)| <&/2 <e

Esta ultima desigualdad es valida para todo z € B siempre que se tenga p > m, y estd claro
que m no depende de z, luego {f,} converge uniformemente a f en B. Hemos probado:

m Sea AC Cy f, € F(A) para todo n € N. La sucesion {f,} converge uniformemente en
un conjunto B C A si, y solo si, es uniformemente de Cauchy en B.

Resaltamos finalmente la principal ventaja de la convergencia uniforme frente a la puntual:
permite deducir la continuidad de la funcién limite a partir de la continuidad de los términos de
la sucesion:

m Sea A C Cy f, € F(A) para todo n € N. Supongamos que la sucesion {f,} converge
uniformemente en A a una funcion f € F(A). Si, para todo n € N, la funcion f, es
continua en un punto z € A, entonces f es continua en z. Por tanto, si f, € C(A) para
todo n € N, entonces f € C(A).

Fijado € > 0, la convergencia uniforme nos da un m € N tal que, para n > m se tiene
[fa(w) = f(w)| < &/3 YweA
Por otra parte, la funcién f,, es continua en el punto z, luego existe 6 > 0 tal que
weA, |w—z[<d = [fulw) - fu(z)] <e/3
Para w € A con |w — z| < 3 tenemos
[fwW) = F@] < [fW) = fuW) |+ [ fn(W) = fn(2) [ + [ fin(2) = f(2)| <€

lo que demuestra que f es continua en el punto z. |
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4.3. Series de funciones

Todo lo dicho anteriormente sobre sucesiones de funciones se aplica obviamente a las series
de funciones, para las que también prestaremos atencion a la convergencia absoluta.

Dado A C C, llamamos serie de funciones definidas en A, a toda sucesién de la forma

n—1
Y HREIY & (7)
k=0

n=0

donde f, € F(A) paratodo n € NU{0}. Es claro que dicha serie converge puntualmente en

un conjunto B C A cuando, para cada z € B, la serie de nimeros Z fn(z) es convergente.
n=0
Definimos entonces en B la suma de la serie, que es la funcién f € F(B) dada por

f@ =Y h)  vieB
n=0

La convergencia puntual de nuestra serie en un conjunto B implica claramente que {f,(z)} — 0
para todo z € B, es decir, la sucesion de funciones { f,}, el término general de la serie, converge
puntualmente en B a la funcién idénticamente nula.

Fijado p € N, podemos también considerar la serie de funciones

p+n—1
an < pr+n = Z Ji (8>
nzp n=0 k=p

Es claro que la convergencia puntual de esta nueva serie, en cualquier conjunto B C A, equivale
a la de la serie que aparece en (7), en cuyo caso tendremos

oo —1 )
2ﬁ@=2ﬁ@+ZM@VNB 9)
n= n= n=p

Como sucesion de funciones que es, la serie Z fn puede converger uniformemente en B.
n=0
Usando (9) esta convergencia uniforme se expresa como sigue:

Ve>03ImeN:n>m = |Y fi(z)| <€ VzeB (10)
k=n

Esto implica claramente que para n > m se tiene | f,(z)| < 2¢€ para todo z € B. Por tanto:

= Si una serie de funciones converge uniformemente en un conjunto, entonces su término
general converge uniformemente en dicho conjunto a la funcion idénticamente nula.

Fijado p € N, también es fécil ver que la convergencia uniforme en un conjunto de la
serie definida en (8) equivale a la de la serie que aparece en (7), igual que ocurria con la
convergencia puntual.
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La condicién (10) para la convergencia uniforme de una serie no es fécil de manejar.
Ademas, los criterios antes obtenidos para la convergencia uniforme de sucesiones de funciones,
obviamente son vélidos para series, pero tampoco se usan con comodidad. En la prictica, el
problema es que no se suele conocer la suma de una serie de funciones. Enseguida veremos
un criterio muy util para trabajar con series de funciones, pero comentemos previamente la
convergencia absoluta de tales series.

Naturalmente, decimos que la serie Z fn converge absolutamente en B cuando la serie
n=0
Z | fn(z)| es convergente para todo z € B, en cuyo caso estd claro que Z fn converge
n=0 n=0
puntualmente en B y se tendrd

Y @] < Y )] VzeB
n=0 n=0

Por comparacién con una serie convergente de nimeros reales positivos, conseguimos a la
vez la convergencia absoluta y la uniforme de una serie de funciones. Este es el criterio de
convergencia para series de funciones que siempre vamos a usar:

Test de Weierstrass. Sea Z Jn una serie de funciones complejas, definidas en un conjunto
n=0
A CC, ysea BCA. Supongamos que, para cada n € N U {0}, existe una constante M,, € R
tal que:

|fa@)| <M,  Vz€B

Si la serie de niimeros reales Z M, es convergente, entonces la serie de funciones Z fa
n=0 n=0
converge absoluta y uniformemente en B.

La convergencia absoluta se deduce del criterio de comparacion para series de ndmeros
reales no negativos: la serie Z M, es convergente, luego la serie Z | fn(z)| es convergente
paratodo z € B. n=0 n=0

Con vistas a probar la convergencia uniforme, para cualesquiera n € N y z € B escribimos

n—1 n—1
Si@) =Y i)y on=) My
k=0 k=0

Dados p,q € N, con g < p, para todo z € B tenemos

p—1 p—1 p—1
1Sp(2) = Sg(2)| = | Y fud)| < Y [ /(2)] < Y My = 6, — 6, = |06, — 54|
k=q k=q k=q

La desigualdad asi obtenida es trivial cuando p = ¢ y no se altera al intercambiar p y ¢, luego:

1S,(z) — S4(z)| < |op, —064] Vp,geN VzeB
P q » — Oq

Por hipétesis, la serie Z M, es convergente, es decir, {G,} es una sucesién de Cauchy.
n=0

De la desigualdad anterior deducimos claramente que {S,} es uniformemente de Cauchy en B,

luego converge uniformemente en B, como queriamos demostrar. |
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4.4. Series de potencias

Presentamos ya las series de funciones complejas que mds nos interesan, porque permitiran
construir abundantes ejemplos de funciones holomorfas en ciertos dominios del plano.

Una serie de potencias, centrada en un punto a € C, es una serie de funciones Z fa
n=0
donde, para cada n € NU{0}, la funcién f, € F(C) viene dada por

(2 =0, (z—a)" VzeC

con o, € C. Dicha serie se denota simplemente por Z o, (z—a)", notacién que no nos debe
n=0

confundir: no hemos fijado z € C para tener una serie de nimeros complejos, sino que z es

variable y tenemos una serie de funciones, la sucesion de funciones polindmicas dada por

n—1
Sn(z) = Zock(z—a)k VzeC VneN
k=0

El resultado clave para estudiar la convergencia de una serie de potencias es el siguiente:

Lema de Abel. Si p € R verifica que la sucesion {|o,|p"} estd mayorada, entonces

la serie de potencias Z o, (z—a)" converge absolutamente en el disco abierto D(a,p) y
n=0
uniformemente en cada compacto K que esté contenido en dicho disco.

Demostraciéon. Existe M € R™ tal que |, |p” < M para todo n € NU{0}. Fijado un
compacto K C D(a,p), sea r = max{|z — a| : z € K}, que verifica r < p. Entonces, para
cualesquiera n € NU{0} y z € K se tiene

(0 (2= a)"| < |an|r" |a,pn(r)"<M(r)"
n\Z—da X n|t = n - X -
P p

n
. _ r . )
Como la serie geométrica Z (—) es convergente, el test de Weierstrass nos dice que nuestra

n=0
serie de potencias converge absoluta y uniformemente en K. Para cada z € D(a,p) podemos
tomar K = {z}, luego tenemos convergencia absoluta en D(a,p). |

A partir de este lema podemos obtener abundante informacién sobre la convergencia de

cualquier serie de potencias. Para estudiar la convergencia de la serie Z oy, (z—a)", seguimos
n=0
una clara estrategia: aplicar el lema de Abel con p tan grande como sea posible. Consideramos

por tanto el conjunto

A={peR" : {|a,|p"} estd mayorada }

y cabe distinguir tres casos, en cada uno de los cuales vamos a definir el radio de convergencia
de nuestra serie de potencias, que denotaremos por R.
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= Si A =0, el radio de convergencia es cero: R = 0.
= Si A# 0 y A no estd mayorado, el radio de convergencia es infinito: R = oo.

= Finalmente, si A # 0 y A estd mayorado, el radio de convergencia es: R = sup A.

Conociendo el radio de convergencia R, describimos con bastante precision la convergencia
de nuestra serie de potencias:

» Sea R el radio de convergencia de la serie de potencias Z oy, (z—a)". Se tiene:
n=0
(i) Si R € R*, la serie converge absolutamente en D(a,R), converge uniformemente
en cada compacto K C D(a,R) y no converge en ningiin punto de C\ D (a,R).
(ii) Si R = oo, la serie converge absolutamente en C y uniformemente en cada compacto
K cC.
(iif) Si R =0, la serie no converge en ningiin punto de C\ {a}.

Si RER™ y K esun compacto con K C D(a,R), tendremos méx{ |z — a| : z€ K} <R, luego
por definicién de R, existird p € A tal que K C D(a,p). El lema de Abel nos dice que la serie
converge absoluta y uniformemente en K . En particular, converge absolutamente en D(a,R).

Cuando R = oo, el razonamiento anterior es valido para cualquier compacto K C C, puesto
que siempre existe p € A tal que K C D(a,p). Esto demuestra (ii).

Volviendo al caso R € RT, sea z € C tal que |z — a| > R. Entonces |z —a| € RT\ A,
luego la sucesion {o, (z—a)"} no estd acotada, mucho menos puede converger a cero, asi que
la serie de potencias no converge en el punto z. Esto completa la demostracién de (7).

En el caso R = 0, el dltimo razonamiento es valido para todo z € C\ {a}, pues entonces
|z —a| € RT\ A. Por tanto la serie s6lo converge en el punto a, lo que demuestra (iii). W

Comentemos las preguntas que no tienen una respuesta general, conociendo sélo el radio de
convergencia de una serie de potencias. En el caso R = oo cabe preguntar si la serie converge
uniformemente en C. Cuando R € R, nada hemos dicho sobre el comportamiento de la serie
en la circunferencia de centro a y radio R, y también cabria preguntarse si hay convergencia
uniforme en D(a,R) oinclusoen D (a,R). Veremos con ejemplos que estas preguntas no tienen
una respuesta general, habria que estudiarlas en cada caso concreto.

Concluimos el estudio de la convergencia de una serie de potencias, dando un método muy
expeditivo para calcular el radio de convergencia.

Foérmula de Cauchy-Hadamard. Sea R el radio de convergencia de la serie Z o, (z—a)".
n=0

(i) Sila sucesion {{/|o|} no estd mayorada, entonces R = 0.

(ii) Si {3/]on|} — 0, entonces R = oo.

1
(iii) En otro caso se tiene: R = —
limsup {{/[ o, | }

(11)
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Demostracion. Puesto que el radio de convergencia no depende del punto a en el que
estd centrada la serie, podemos suponer sin perder generalidad que a = 0. Basta estudiar
la convergencia absoluta de la serie de potencias, aplicando el criterio de la raiz para series
de ndmeros reales no negativos, lo que nos lleva a estudiar, para cada z € C, la sucesion

{Nowz}y = {1z]/ol }.

(i) . Para todo z € C*, la sucesion anterior no estd mayorada, y el criterio de la raiz nos dice que
la serie de potencias no converge absolutamente en z, luego R = 0.

(ii) . En este caso tenemos limsup {{’/ | ot 2" | } = 0 < 1, para todo z € C y el criterio de la
raiz nos dice que la serie de potencias converge absolutamente en C, luego R = oo.

iii) . Excluidos los casos (i i1) podemos escribir limsu Yla, |t =AeRT vy, para todo
(i) y (i) p p Y P

z € C tenemos claramente
limsup {{/|o, 2|} = |z

El criterio de la raiz nos dice que la serie de potencias converge absolutamente en el punto z
cuando |z| < 1/A,y no lo hace cuando |z| > 1/A,luego R = 1/A. |

Ha quedado claro que siempre se presenta uno, y sélo uno, de los tres casos del enunciado,
luego las tres implicaciones dadas son en realidad equivalencias. La igualdad (11) es la férmula
de Cauchy-Hadamard y se puede entender que el radio de convergencia siempre viene dado por
dicha férmula. Concretamente, en el caso (i) podemos entender que el limite superior es oo
y que R = 1/ 4o = 0, mientras en el caso (if) podemos entender que R = 1/0 = oo.

Naturalmente, a la hora de estudiar la sucesion {\”/ | o, | }, puede ser util el criterio de la
raiz para sucesiones de nimeros positivos, que nos da directamente lo siguiente:

= Supongamos que o, € C* para todo n € N, y sea R el radio de convergencia de la serie
de potencias Z o, (z—a)".
n=0
(i) Si {ayy1/0, } — oo, entonces R =0.
(i) Si {Oyt1/0 } — 0, entonces R = oo.
(iii) Si {|Ops1]/|0n|} — A€ RT, entonces R = 1/\.

Vamos a comentar algunos ejemplos, en los que calculamos el radio de convergencia de una
serie de potencias y contestamos algunas preguntas adicionales.

n
Como primer ejemplo sencillo, la serie Z — tiene obviamente radio de convergencia co.
n=>1 n
Es fécil ver que su término general no converge uniformemente en C, luego la serie tampoco.
Invirtiendo sus coeficientes obtenemos la serie Z n"z", que tiene radio de convergencia cero.
n=1

Consideremos la serie geométrica Z z", que obviamente tiene radio de convergencia 1.
n=0
Su suma se calcula exactamente igual que cuando la razén es un nimero real. Concretamente,

paratodo n € Ny z € C se tiene

n—

1 n—1
(Z— 1)sz _ ZZk+1
k=0

k=0

—1 n n—1
sz: sz_ szzzn—l
k=1 k=0

n
k=0
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Para z € D(0,1) tenemos {z"} — 0 y deducimos que
- 1
Zz" = —— VzeD(0,1)
n=0 l-z

Observamos que para z € T, la sucesién {z"} no converge a cero, luego la serie geométrica no
converge en ningtin punto de T, que es la circunferencia centrada en el origen con radio igual
al de convergencia.

De hecho, el término general de la serie geométrica se estudié como ejemplo de sucesion
de funciones, y vimos que no converge uniformemente en ningin conjunto B C D(0, 1) tal que
sup{|z| : z€ B} = 1, luego la serie geométrica no converge uniformemente en D(0,1).

n
Como ultimo ejemplo, la serie Z — también tiene radio de convergencia 1, pero se
n=1
comporta de manera totalmente opuesta a como lo hace la serie geométrica. Ahora tenemos

"
n2

< — VYzeD(0,1) VneN

n2
y el test de Weierstrass nos dice que tenemos convergencia absoluta y uniforme en D (0,1).

Los dos tltimos ejemplos ponen de manifiesto que en general, si s6lo conocemos el radio de
convergencia R de una serie de potencias centrada en un punto a € C, nada podemos afirmar
sobre el comportamiento de la serie en la circunferencia de centro a y radio R, ni sobre la
convergencia uniforme en D(a,R). Hemos visto que pueden darse los dos casos extremos y
podriamos dar ejemplos de situaciones intermedias. En realidad no vamos a profundizar en este
tema, que forma parte del Anélisis de Fourier.

4.5. La suma de una serie de potencias

Nuestro préximo objetivo es estudiar la funcién que se obtiene como suma de una serie
de potencias. Esto carece de sentido cuando la serie tiene radio de convergencia cero, en cuyo
caso diremos que la serie de potencias es frivial. Para una serie de potencias no trivial, centrada
en a € C y con radio de convergencia R, definimos su dominio de convergencia Q de la
siguiente forma: Q = D(a,R) cuando R € RT™ y Q = C cuando R = «. Obsérvese que en
ambos casos, Q es el interior del conjunto de puntos del plano en los que la serie converge. De
toda la discusion anterior acerca de la convergencia de las series de potencias, resaltamos lo que
realmente nos interesa:

n Si Q es el dominio de convergencia de una serie de potencias no trivial, entonces la serie
converge absolutamente en € y uniformemente en cada compacto K C Q.

Si Z o, (z—a)" es una serie de potencias no trivial y Q su dominio de convergencia,

n=0
definimos la suma de la serie como la funcién f: Q — C dada por

f@) =Y one—a) VieQ
n=0
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Usando la convergencia uniforme de la serie en cada subconjunto compacto de €2, junto
con el caricter local de la continuidad, seria facil comprobar que f es continua, pero vamos a
probar algo mejor. Concretamente, vamos a ver que f es holomorfa en Q y que f’ es la suma
de la serie de potencias que se obtiene al derivar término a término la de partida:

Y nou(z—a)"' = Y (n+ Dotyyi(z—a)"

n>1 n=0

Para que tal afirmacién tenga sentido, el dominio de convergencia de esta nueva serie debera
contener a 2. Empezamos viendo que, de hecho, coincide con Q.

Lema. Las series de potencias Y 0, (z—a)" y Y (n+1)0uy1(z—a)" tienen el mismo
radio de convergencia. n=0 n=0

Demostracion. Sean respectivamente R y R; los radios de convergencia de las series
en cuestion. Para ver que R = R; se puede usar la férmula de Cauchy-Hadamard, junto con
propiedades elementales del limite superior de una sucesion de nimeros reales no negativos.
Preferimos usar la definiciéon de R y Ry, asi que consideramos los conjuntos

A={peR" : {|o,|p"} mayorada} 'y
A ={peR" : {(n+1)|0,11|p"} mayorada }

Es fécil ver que A; C A. Enefecto, si p € Ay y M € RT verifica (n+1) |o,11 |p" < M
para todo n € NU {0}, tenemos claramente

Mip
n+1

|01 [P < <Mip VneNu{0}

y deducimos que la sucesion {| o, |p”} estd mayorada, es decir, p € A.

En el otro sentido, vamos a ver que si p € A'y r €]0, p[, entonces r € A;. Para ello, si
M € R" verifica que |a, |p" < M paratodo n € NU{0}, tenemos

(1) | Cyr | 7" = yanmpn“% <£> g%@ﬂ) (g) Vn e NU{0}

Puesto que lim (n+ 1) (r/p)" = 0, deducimos que lim (n+1) |+ |r" = 0 vy, en particular,
n—oo n—oo

r € A1 . En resumen, para p € R hemos probado que
pEA] = peEA = ]|0,p[C Ay

A partir de estas dos implicaciones, la igualdad Ry = R es ya evidente. Si A = 0, la primera
implicacion nos dice que A; =0 luego R = R = 0. Si A# 0 y A no estd mayorado, la
segunda implicacion nos dice que lo mismo le ocurre a A, luego Ry = R = oo. Finalmente, si
A # 0 y A estd mayorado, la segunda implicacion nos dice que Aj # 0, y la primera que A
estd mayorado con sup A; < sup A, pero esta desigualdad ha de ser una igualdad, pues en otro
caso tomarfamos p € A tal que supA; < p y r € RT tal que sup Ay < r < p, con lo que
la segunda implicacién nos dirfa que r € A, una contradiccion. Asi pues, en este ultimo caso
queda también probado que Ry = sup A| = sup A = R. [
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Pasamos ya a probar la holomorfia de la suma de una serie de potencias:

Teorema. Sea f la suma de una serie de potencias no trivial, es decir, f(z) Z o, (z—a)"

para todo z € ., donde Q es el dominio de convergencia de la serie. Entonces f 6 'J'C( ) con

(o)

@)=Y (n+1)tu (z—a)" Znocn z—a)"! VzeQ
n=0

Demostracion. Trasladamos el problema al origen, definiendo Qy = {z—a : z € Q}, que

es el dominio de convergencia de la serie Z o, w", cuya suma viene dada por
n=0

= Z o, w"  YweQ
n=0

Tenemos claramente f(z) = g(z—a) para todo z € Q, luego trabajamos con g, para luego
aplicar la regla de la cadena. Nétese que se tiene Qy = C, o bien Qy = D(0,R) con R € R™,
segtin sea Q = C, o bien Q = D(a,R) respectivamente.

Fijamos b € Q para probar que g es derivable en b y calcular g’(b). Observamos que
existe > 0 tal que |b| +3€Qpy D(b,8) C Qp.Si Qy = C, 8 puede ser arbitrario, y en
otro caso tenemos Qo = D(0,R) con 0 < |b| < R, luego basta tomar 0 < & < R — |b|, pues
entonces es obvio que |b| + & € D(0,R) y que para w € D (b,8) se tiene |w| < |b|+ 8 < R.

Por el lema anterior, el dominio de convergencia de la serie Z (n+1)o,1w" es Qo,
n=0
luego dicha serie converge absolutamente en el punto || + 8. Anotemos este hecho:

la serie Z (n+1) a1 (|b] +8)" converge (12)

n=0

Pues bien, para todo w € Qg tenemos
gw) —g(b) = Y o (W' = b") = ) oty (W' = p")
n=1 n=0

luego, para w € Qg \ {b} serd

wh 1 _ pn+l oo n

n=0 k=0

donde, para la dltima igualdad, hemos usado algo bien conocido:

Z wh kbk Z wh™ k+1 bk i ankbk+1
k=0 k=0
n n+1
_ Z ankJrl bk _ Z ank+1bk _ Wn+l _ bn+1
k=0 k=1
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Considerando, para cada n € NU {0}, la funcién polinémica P, definida por

n
P,(w) = Oyq1 Z wkpk  vweC
k=0

la igualdad (13) nos dice que la serie Z P, converge puntualmente en Qq \ {b} a la funcién
n=0
gp cuyo limite en el punto b pretendemos calcular. Estudiemos pues dicha serie con mas detalle.

Para cualesquiera w € D (b,8) y n € NU{0} tenemos
- - n—k k
[Pa(w) | < Joturt | Y [w]" 61" <ot | Y (161 +8)" " (|b] +3)
k=0 k=0
= (n+1) |01 | (6] +8)"

En vista de (12), el test de Weierstrass nos dice que la serie Z P, converge uniformemente
n=0

en D (b,d). Consideremos la suma de dicha serie, es decir, la funcién @ : D (b,8) — C definida

por

o(w) = Z P,(w) VYwe D(b,d)

Como la convergencia uniforme preserva la continuidad, @ es continua. En vista de (13), para
w € D(b,8)\ {b} tenemos g,(w) = @(w) y esto es suficiente para estudiar el limite de g, en
el punto b. Concluimos pues que g es derivable en b, y calculamos la derivada:

[} o)

tim 0 = 80) o o(w) = o(b) = Y Pu(b) = ¥ (n41) 0441 5"

w—b w—2> w—b

Finalmente, la regla de la cadena nos dice que f € H(Q) con

(o]

flR)=g'(z—a) = Y, (n+1)0uyi(z—a)" VzeQ m
n=0

La siguiente observacién cae por su peso: la funcion derivada f’ ha resultado ser la suma
de una serie de potencias cuyo dominio de convergencia sigue siendo , luego el teorema
anterior puede aplicarse a f’, y asi sucesivamente. Ha llegado pues el momento de comprobar
que la definicién de las derivadas sucesivas de una funcién compleja de variable compleja no
tiene ninguna dificultad. Se hace por induccién, exactamente igual que para funciones reales de
variable real.
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4.6. Derivadas sucesivas

Dado un conjunto no vacio A C C y una funcién f € F(A), definimos por induccién, cuando
y donde ello sea posible, su n-ésima derivada f (”), con n € NU{0}. Usamos el convenio
habitual f ©) = f ypara n =1 tenemos la funcién derivada f 1) = f':A; — C donde A; es
el conjunto de puntos de A N A’ en los que f es derivable.

Sea ahora n € N y supongamos definida la funcién derivada n-ésima f (n): A, — C. Cuando
€A, NAY f () es derivable en z, decimos que f es n+ 1 veces derivable en z, la derivada
de £ en z recibe el nombre de (n+ 1)-ésima derivada de f en z,y se denota por f"1)(z).
Si ahora A, es el conjunto de puntos de A, N A, en los que f es n+ 1 veces derivable,
cuando sea A,;| # 0, podemos considerar la funcion derivada (n+ 1)-ésima de f, es decir,
la funcién f*1): A, — C que a cada punto de A, hace corresponder la (n 4+ 1)-ésima
derivada de f en dicho punto. En resumen:

Apy1 = {z€A,NA!: f) esderivable en z}, ysi Apyq #0,

(n) _ f(n)
f(?H‘l) :An-l—l N C, f(?H—l)(Z) — lim f (WM)}_f (Z) VZ GA}’H-I

w—z z

Finalmente, cuando A C A’ y, para todo n € N, tenemos que f es n veces derivable en
todo punto de A, decimos que f es indefinidamente derivable en A y tendremos definidas en
A todas las derivadas: f(") € F(A) para todo n € N.

Por ejemplo, si f es una funcién racional, definida en un conjunto A C A’, mediante una
obvia induccién vemos que f es indefinidamente derivableen A y f(") € F (A) esuna funcién
racional para todo n € N.

Como casos particulares de las definiciones anteriores, podemos considerar los mismos que
para la primera derivada. Si A C R y f(A) C R no hemos hecho més que repetir la definicién
de las derivadas sucesivas de una funcion real de variable real.

Cuando A C R pero f puede tomar valores complejos cualesquiera, una obvia induccién
nos dice que, para todo n € N, f es n veces derivable en un punto ¢ € A si, y s6lo si, lo son las
funciones Re f y Im f, en cuyo caso:

£ ) = (Re )" (@) +i(1m £) ™ (1)

Por tanto, cuando A C A’, tenemos que f es indefinidamente derivable en A si, y s6lo si, lo
son Re f y Im f, verificindose la igualdad anterior para todo t € A y para todo n € N.

Pero vayamos ya al caso que mds nos interesa: A = es el dominio de convergencia de una
serie de potencias no trivial y f es la suma de dicha serie. Como ya hemos adelantado, a partir
del teorema que nos dio la holomorfia de f obtenemos ficilmente que f es indefinidamente
derivable en Q y que las derivadas sucesivas de f se obtienen derivando término a término la
serie usada para definir f, manteniéndose constante el radio de convergencia.

Enunciamos explicitamente el resultado, que sélo tiene un interés provisional, pues mas
adelante probaremos algo mucho mas general:
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= Sea Z Oy, (z—a)" una serie de potencias no trivial, sea Q su dominio de convergencia
n=0
y denotemos por f a la suma de la serie:

= Zocn(z—a)" VzeQ
n=0

Entonces f es indefinidamente derivable en Q. De hecho, para todo k € NU{0}, la serie

n+k)

de potencias Z Ok (z—a)" tiene dominio de convergencia Q 'y se tiene:

n=0

= n+k = n! _
Z T Gk = L Tt VaeQ
n=k :

En particular, tomando z = a, se tiene: % (a) = k! oy para todo k € NU {0}.

Se razona obviamente por induccién sobre k. El caso kK = 0 no es mds que la definicion de f
y el caso k =1 es el ultimo teorema, junto con su lema previo. Suponiendo cierto el resultado
para k € N empezamos aplicando el mismo lema que, junto con la hipétesis de induccidn, nos
dice que la serie

(n+1+k)! (n+k+1)!
E n+1)————q, —a)" = E —a —a)"
n20( ) (n+1>! n—i—l—&-k(Z ) = nl n—Q—k—i—l(Z )

tiene dominio de convergencia €. Usando otra vez la hipotesis de induccion, que nos da f (k)
como suma de una serie de potencias con dominio de convergencia €2, el dltimo teorema nos
dice que f 0 e K (Q), luego f es k+ 1 veces derivable en Q, y para todo z € Q se tiene

> 1+k > k+1)
FED () = Z(”Jrl)momukz a)" Z (n+ +
= (n+1)!

0Ln—i—k—H (z—a)"
Esto completa el proceso de induccién y prueba que f es indefinidamente derivable en Q. W

La ultima igualdad del enunciado anterior tiene interés, pues nos dice que la funcién f
determina de forma unica a la serie de potencias usada para definirla, concretamente:

() (g
Zan(z_a)n: Zf ( )(Z_a)n

|
n=0 n=0 n.

Es natural decir que esta serie de potencias es la serie de Taylor de la funcién f centrada en
el punto a. En vista del carécter local del concepto de derivada, que se transmite claramente a
las derivadas sucesivas, para conocer esta serie basta conocer f en un entorno de a. Tenemos
por tanto el siguiente resultado, conocido como principio de identidad para series de potencias.
Permite identificar los coeficientes de dos series de potencias, igual que podemos identificar los
coeficientes de dos polinomios que coincidan en suficientes puntos:
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» Sean Z oy (z—a)" y Z Bn(z—a)" series de potencias no triviales, con dominios
n=0 n=0
de convergencia Q| y , respectivamente. Supongamos que existe p € R* tal que
D(a,p) CQINQ y

i(xn(z—a)” = i Bu(z—a)" VzeD(a,p)
n=0 n=0

Entonces, ambas series son idénticas, es decir, o, = B, para todo n € NU{0}.

Si feH(Qr)y g€ H(Qy) son las sumas de las respectivas series, sabemos que f y g
coinciden en un entorno de a, luego el cardcter local de las sucesivas derivadas nos dice que
f"(a) = g™ (a) paratodo n € NU{0}, con lo que basta usar el resultado anterior. [

4.7. Funciones analiticas

Ha quedado claro que las series de potencias nos dan un procedimiento muy util para definir
funciones holomorfas, pero tienen una clara limitacion: siempre obtenemos funciones enteras
o funciones holomorfas en un disco. Por ejemplo, si una funcién holomorfa en un semiplano
es la suma de una serie de potencias, dicha funcién ha de ser la restricciéon al semiplano de
una funcién entera. Sin embargo, las principales propiedades obtenidas para las sumas de series
de potencias, en particular su holomorfia, son propiedades locales, luego también las tendra
cualquier funcioén que pueda expresarse localmente como suma de una serie de potencias. Esto
motiva la definicién que sigue. A partir de ahora, fijamos un abierto no vacio Q C C.

Se dice que f € F(Q) es una funcién analitica en Q, cuando para cada a € Q se puede

encontrar p, € R', con D(a,p,) C , y una serie de potencias Z oc,ﬁ“) (z—a)", centrada en
n=0
a y con radio de convergencia mayor o igual que p,, tales que

f@ =Y oG —ay VieD(ap) (14)
n=0

La definicién anterior es algo artificiosa, pero formaliza con precision la idea anunciada: una
funcidén es analitica cuando localmente puede obtenerse sumando series de potencias. Tendra
por tanto las mismas propiedades locales que la suma de una serie de potencias:

= Si f es una funcion analitica en Q, entonces f € H(Q) y f' también es analitica en Q.

Fijado a € Q, tenemos p, € RT tal que D(a,p,) C Q y se verifica (14) para conveniente
serie de potencias con radio de convergencia mayor o igual que p,. El teorema que nos da la
holomorfia de la suma de una serie de potencias se puede aplicar entonces a la restriccion de f
a D(a,p,) - El cardcter local de la derivada nos dice que f es derivable en D(a,p,) con

£ = Y+ D)o c—a)" Yz e Dla,pa)
n=0

y esta serie de potencias tiene radio de convergencia mayor o igual que p,. Como a € Q era
arbitrario, hemos probado que f € H(Q) y que f’ es analiticaen Q. |
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Una obvia induccién nos dice que, si f es analitica en €, entonces f es indefinidamente
derivable en € y las sucesivas derivadas de f son funciones analiticas en €. Estd claro ahora
que, para cada punto a € Q, la serie de potencias cuya suma coincide con f en un entorno
de a no puede ser otra que la serie de Taylor de f centrada en a. Esto permite reformular el
concepto de funcidén analitica de una forma mas concreta que la usada como definicion:

» Una funcion f € F(Q) es analitica en Q si, y sdlo si, [ es indefinidamente derivable en
Q y para cada punto a € Q existe p, € R con D(a,p,) C Q tal que la serie de Taylor
de f centrada en a tiene radio de convergencia mayor o igual que p, y se verifica que

= cn)(g
1= L 0y veeDlap

n:

Conviene resaltar que, para la suma de una serie de potencias no trivial, digamos f, no
hemos probado que f sea analitica en el dominio de convergencia Q de la serie. Si Q = D(a,R)
con a€ Cy ReR™", para probarlo deberiamos expresar f como suma de una serie de potencias
centrada en cada punto b € Q, cosa que en principio sélo sabemos para b = a, y a poco que
se piense, esto no es del todo facil. No vamos a profundizar en el estudio de las funciones
analiticas, por una sencilla razén: como resultado fundamental de la teoria local de Cauchy,
que vamos a desarrollar mas adelante, probaremos que foda funcion holomorfa en un abierto
del plano, es analitica, y en particular indefinidamente derivable, en dicho abierto.

4.8. Ejercicios

1. Calcular el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

|
@ Yo" © Y © Y2 @ Y ()

n>1 n=0 n=0 n=0

@ Y (n+a")z" (aeR") ®) Za”zz” (a€C)

n=0 n=0

2. Conocido el radio de convergencia R de la serie Z o, z", calcular el de las siguientes:
n=0

@ Y nfo,z" (keNfijo)  (b) ) %z"

n=0 n=0

3. Caracterizar las series de potencias que convergen uniformemente en todo el plano.

4. Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme, de la serie Z fn» donde
n=0

fulz) = (i; 1) VzeC\ {1}



