o 11

Comportamiento local de una funcion
holomorfa

En la dltima serie de aplicaciones de la teoria local de Cauchy que vamos a estudiar, sacamos
partido a un aspecto clave de la férmula de Cauchy, que se coment6 en su momento pero atin
no hemos aprovechado a fondo: la férmula nos da los valores de una funcién holomorfa en
un disco abierto a partir de los valores en la circunferencia. Como caso muy particular de esta
idea, obtendremos la llamada propiedad de la media, afirmando que el valor de una funcion
holomorfa en el centro de una circunferencia es la media de sus valores en la circunferencia. De
aqui deducimos facilmente el principio del médulo mdximo, que nos da una de las propiedades
mads utiles e importantes de las funciones holomorfas. Dicho principio resulta ser equivalente a
otro resultado muy llamativo, como es el teorema de la aplicacion abierta. De él se deduce a
su vez la version para funciones holomorfas del teorema de la funcion inversa, afirmando que
toda funcion holomorfa es localmente inversible en cada punto donde la derivada no se anule.
Estudiaremos también como se comporta una funcién holomorfa en el entorno de un cero de
su derivada. De esta forma tenemos una descripcién del comportamiento local de una funcién
holomorfa, mucho mas completa que la que nos da el cdlculo en dos variables para funciones
diferenciables en sentido real.

11.1. Principio del m6dulo maximo

En gran medida, todos los resultados que siguen se basan en una observacién muy sencilla:

Propiedad de la media. Sea Q un abiertode C y f € H(Q). Para a€ Q y r € R tales
que D(a,r) C Q, se tiene:

(a) l/nf(a—kre”)dt (1)

:ﬂin
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Demostracion. Basta aplicar la férmula de Cauchy:

fla)= L/( )&dz— LT f—(a +ret) ire''dt = L fla+ re”)dt [
C(a,r

C2mi z—a = 2miJ)_x reit 2n )

Si tenemos en cuenta la definicion de la integral de Cauchy como limite de sumas integrales,
el segundo miembro de (1) puede muy bien interpretarse como la media de los valores de f
en la circunferencia C(a,r)*. Se pone aqui de manifiesto una idea que ya se comenté al obtener
la férmula de Cauchy: para conocer la funcién f en D(a,r), y en particular para conocer f(a),
basta conocer los valores de f en C(a,r)*. Lo tinico que hemos afiadido ahora es el hecho de
que la integral que nos permite calcular f(a) es muy sencilla e intuitiva. Para preparar la forma
en que usaremos la propiedad de la media, conviene destacar la siguiente consecuencia obvia:

» Con las mismas hipotesis del resultado anterior, se tiene:

L
\f(a)\éi/ |f(a—|—re”)‘dt (2)
21 ) -n

De nuevo, el segundo miembro es la media de los valores de | f| en la circunferencia, lo
cual es aiin mds intuitivo, pues ahora estamos promediando nimeros reales. Tenemos solamente
una desigualdad, pero se adivina lo que va a ocurrir cuando el valor promedio | f(a)| sea mayor
o igual que todos los valores de | f| en C(a,r)* que son los que promediamos. Esta es la idea
que enseguida vamos a aprovechar:

Principio del médulo maximo. Sea Q un dominio y f € H(Q). Supongamos que |f |
tiene un mdximo relativo en un punto a € Q, es decir, existe & > 0 tal que D(a,d) C Q y
| f(z)] < |f(a)| paratodo z € D(a,8). Entonces f es constante.

Demostracion. Fijado r €]0,9[, la funcién continua y : [—m,7t] — R definida por

y(t) = | f(a)| — | fla+re")] Vi€ [-m,x]

verifica que y(7) > 0 para todo 7 € [—m,m|. Pero usando (2) también tenemos

[Cwtar =2 (1) - 5 [ starretiar) <o )

21 J_x

Por una propiedad bien conocida de la integral de Cauchy para funciones continuas con valores
reales, si fuese y(¢) > 0 para algin 7 € [—m, ], la integral de W seria estrictamente positiva,
luego (3) no deja mds salida que y(¢) = 0 para todo ¢ € [—m,7t]. Hemos probado asi que
| fla+re)| = | f(a)| para todo t € [-T,®], pero esto ademds es valido para todo r €]0,8],
luego tenemos:

@ =1f@]  VzeD(a9)

Asi pues, la restriccién de f al dominio D(a,d) es holomorfa y tiene médulo constante,
luego es constante. Por el principio de identidad, como obviamente D(a,d) tiene puntos de
acumulacion en €, concluimos que f es constante en €, como queriamos demostrar. |

Para sacar partido al teorema anterior, es natural ponerse en una situacion que asegure la
existencia de un maximo, como hacemos a continuacion.
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» Sea Q un dominio acotado y f : §—> C una funcion continua en Q y holomorfa en
Q. Entonces: max {|f(z)| : z€ Q} = max {|f(z)| : z € Fr(Q) }. En particular, si
f(z) =0 para todo z € Fr(Q), entonces f(z) =0 para todo 7 € Q.

Nétese que ambos maximos existen, pues Q y Fr(Q) son compactos. Dado a € Q tal que
| f(a)| = méx {|f(z)] : z€ Q }, caben dos posibilidades. Si a € Fr (Q), la igualdad buscada
es evidente. En otro caso tenemos a €  y podemos aplicar el teorema anterior a la restriccion
de f a Q, cuyo médulo tiene un maximo absoluto en a, obteniendo que f es constante en Q2.
Por continuidad, f es constante en Q y la igualdad buscada vuelve a ser evidente. |

Asi pues, para una funcién en las condiciones del enunciado anterior, cualquier acotacién
de su médulo que consigamos en la frontera de Q, es también véalida en € . Usando esta idea,
probamos un resultado nada trivial sobre sucesiones de funciones holomorfas:

» Sea Q un dominio acotado y, para cada n € N sea f, : Q — C una funcién continua en
Q y holomorfa en Q. Si la sucesion {f,} converge uniformemente en Fr (Q), entonces

{fu} converge uniformemente en Q a una funcion continua en Q y holomorfa en Q.

Por hipétesis, {f,} es uniformemente de Cauchy en Fr (Q), es decir, para todo € > 0 existe
m € N tal que, para p,q > m se tiene méx {|fy(z) — fy(z)| : z€ Fr(Q)} < e. Entonces,
para p,q > m, podemos aplicar el resultado anterior a la funcién f, — f,, obteniendo que
méx { | fp(z) — f4(z)| : 2€ Q } < &.Portanto, {f,} es uniformemente de Cauchy en Q, luego
converge uniformemente en Q a una funcién f: Q — C, que de entrada es continua, pues
la convergencia uniforme preserva la continuidad. Como obviamente tenemos convergencia
uniforme en todo subconjunto compacto de €, el teorema de convergencia de Weierstrass nos
asegura que f € H(Q). [

En otro orden de ideas, es claro que en el principio del médulo maximo, si en lugar de un
maximo relativo, suponemos un minimo relativo, o incluso absoluto, no podemos llegar a la
misma conclusion. En efecto, si una funcién holomorfa en un dominio se anula en un punto, es
claro que su médulo tiene un minimo absoluto en dicho punto y eso no puede implicar que la
funcidn sea constante. Sin embargo, vamos ahora a comprobar que, descartado el caso trivial de
que la funcién sea constante, sus ceros son los unicos puntos en los que el médulo de la funcién
puede tener un minimo absoluto, o incluso relativo.

Principio del médulo minimo. Sea Q un dominioy f € H(Q). Supongamos que | f| tiene
un minimo relativo en un punto a € Q. Entonces, o bien f(a) =0, o bien f es constante.

Demostracion. Suponiendo que f(a) # 0, probaremos que f es constante. Por hipétesis,
existe 8 > 0 tal que D(a,d) CQ 'y |f(z)| = |f(a)| > 0 para todo z € D(a,d). Esto nos
permite considerar la funcién g : D(a,8) — C dada por g(z) = 1/f(z) paratodo z € D(a,d),
holomorfa en el dominio D(a,d), cuyo médulo tiene un maximo absoluto en el punto a. Por el
principio del médulo maximo, g es constante, luego f es constante en D(a,d), y basta aplicar
el principio de identidad. u
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Noétese que este principio es mds débil que el del médulo méximo, pero ha quedado claro
que es lo mejor que podiamos esperar. Los dos principios pueden usarse conjuntamente para
encontrar ceros de una funcion, es decir, para probar que ciertas ecuaciones tienen solucion.

n Sea Q un dominio acotado y f una funcion continua en Q y holomorfa en Q, que no
sea constante. Si | f| es constante en Fr (Q), entonces existe a € Q tal que f(a) = 0.

Si | f| fuese constante en Q, f seria constante. Como Q es compacto, existen a,b € Q tales
que |f(a)] =min {|f(z)| : z2€ Q} <max {|f(z)| : z€ Q} = | f(b)|. Por el principio del
moédulo maximo, tenemos b € Fr (Q) y, puesto que | f| es constante en Fr (Q), deducimos que
a € Q. El principio del médulo minimo nos dice entonces que f(a) =0. ]

11.2. Teorema de la aplicacién abierta

El principio del médulo maximo se puede reformular de manera equivalente, para poner
de manifiesto otra propiedad clave de las funciones holomorfas. Excluidas situaciones méas o
menos triviales, toda funcion holomorfa es una aplicacion abierta, es decir, transforma conjuntos
abiertos en conjuntos abiertos. No hay ningun resultado andlogo a éste en Andlisis real, ni
siquiera para funciones reales de una variable real. Cabe pensar por ejemplo en las funciones
seno y coseno, funciones analiticas en R cuya imagen no es un conjunto abierto.

Teorema de la aplicacion abierta. Sea Q un dominioy f € H(Q) no constante. Entonces
f es una aplicacion abierta, es decir, para todo abierto U C Q se tiene que f(U) es abierto.

Demostracion. Probamos que f(Q) es abierto, es decir, el caso U = Q, y el caso general
se deducird facilmente. Fijado b € f(Q), escribimos b = f(a) con a € Q, y debemos encontrar
p € RT tal que D(b,p) C f(Q).

La funcién z — f(z) —b es holomorfa en Q y se anula en el punto a, pero no puede ser
idénticamente nula, ya que f no es constante. Por el principio de los ceros aislados, existe
reR* talque D(a,r) CQy f(z) #b paratodo z € D(a,r)\ {a}. Bastard entonces tomar

= Lonin {150 —b| : e Clary} >0

Fijado wo € D(b,p), pensamos en la funcién g : D(a,r) — C dada por g(z) = f(z) —wo
para todo z € D(a,r). Como |g| es continua en el compacto D (a,r), existe zo € D(a,r) tal
que |g(z0)| < |g(z)| paratodo z € D(a,r).Para z € C(a,r)* tenemos

lg(z)| = |f(z) =wol| = | f(z) =b| = |wo—b| = 2p — |wo—b| >p

mientras que |g(z0)| < |g(a)| = |[b—wo| < p, luego zo ¢ C(a,r)*, asi que zo € D(a,r). Por
tanto, el médulo de la funcién g € H(D(a,r)) tiene un minimo absoluto en zo € D(a,r). Si
g fuese constante, f seria constante en D(a,r) y, por el principio de identidad, también seria
constante en £, contra la hipdtesis. Al aplicar a g el principio del médulo minimo, obtenemos
que g(zo) =0, es decir, wo = f(z0) € f(D(a,r)) C f(R), como queriamos.
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Si ahora U es un subconjunto abierto de Q, comprobamos ficilmente que f(U) es abierto.
Expresando U como unién de sus componentes conexas, basta obviamente ver que la imagen
por f de cada componente conexa de U es un conjunto abierto. Si V' es una componente
conexa de U, entonces V es un dominioy f ]V es una funcién holomorfa en V', no constante,
pues si f fuese constante en V, el principio de identidad nos diria que f es constante en Q, de
nuevo en contra de la hipétesis. Aplicandoa V' y f ‘V lo ya demostrado para Q y f, obtenemos
que f(V) es abierto, como querfamos. [

Este resultado generaliza claramente otros que habiamos deducido de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann. Si ©Q es un dominio y f € H() no es constante, el conjunto f(Q) es
abierto, luego no puede estar contenido en una recta ni en una circunferencia, y en particular,
ninguna de las funciones Re f, Im f y | f| puede ser constante.

También vemos facilmente que el principio del médulo méximo se deduce a su vez del
teorema anterior:

Sea Q un dominio y f € H(Q) verificando que | f| tiene un méaximo relativo en un punto
a € Q, es decir, que existe § > 0 tal que D(a,8) C Q y el conjunto f(D(a,d)) esté contenido
en D(0,|f(a)]). Si f no fuese constante, el teorema anterior nos dirfa que f(D(a,d)) es
abierto, pero entonces tendriamos f(D(a,8)) C D(0,|f(a)|) y, en particular, | f(a)| < | f(a)]|
lo cual es absurdo. Por tanto, f es constante, como queriamos demostrar.

Asi pues, el principio del médulo méximo y el teorema de la aplicacién abierta pueden verse
como resultados equivalentes. Noétese sin embargo que, para deducir el teorema de la aplicacion
abierta del principio del médulo méximo, el razonamiento es laborioso y requiere el principio de
identidad, mientras que en sentido reciproco las cosas son mucho mads faciles, como acabamos
de comprobar.

11.3. Teorema de la funcion inversa

El teorema de la aplicacion abierta nos sugiere claramente que pensemos en una funcién
holomorfa e inyectiva en un dominio, que es una aplicacion abierta, asi que la funcion inversa
también estd definida en un abierto y es continua, lo que nos pone en camino para probar que
dicha funcién inversa sea a su vez una funcién holomorfa. Sin embargo, de entrada es preferible
que la inyectividad de nuestra funcion no sea una hipétesis, pues no suele ser facil de comprobar,
sino que sea parte de la tesis del teorema.

La hipdtesis natural para conseguir la inyectividad de una funcién holomorfa consiste en
suponer que su derivada no se anula. En un sentido “global”, enseguida nos damos cuenta de
que esta hipotesis no asegura la inyectividad: la exponencial es una funcién entera cuya derivada
no se anula nunca, pero estd muy lejos de ser inyectiva.

Sin embargo, si lo que buscamos es un teorema “local”, el ejemplo anterior no nos debe
desanimar. Lo que necesitamos es que, cuando la derivada de una funcién holomorfa no se
anule en un punto, la funcién sea inyectiva en un entorno de dicho punto, y eso si lo vamos a
poder probar. Nétese, por ejemplo, que la funcidén exponencial es inyectiva en un entorno de
cada punto del plano: concretamente es inyectiva en D(a, ) para todo a € C.
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Para conseguir la inyectividad local que buscamos, podriamos usar el teorema de la funcién
inversa para funciones diferenciables en sentido real, pero es més sencillo usar argumentos
propios del plano complejo. Concretamente nos basamos en el siguiente resultado, que volvera
a ser util mds adelante:

Lema. Sea Q un abierto del plano 'y f € H(Q). Consideremos la funcion ®: Q x Q — C
definida, para cualesquiera z,w € ., por:

fw)—f(2)
P(w,z) = w—z
f'w)=f"(z) siw=z

si w#z

Entonces ® es continua.

Demostracion. La continuidad separada de @ en cada variable estd muy clara, pero se trata
de probar su continuidad en las dos variables, es decir, que ¢ es continua considerando en
Q x Q la topologia producto. El conjunto U = {(w,z) € Q X Q : w#z} es abierto y |,
es continua, como cociente de funciones continuas, luego ® es continua en U. Fijado a € Q
bastard pues probar que & es continua en el punto (a,a).

Dado € > 0, la continuidad de f’ en el punto @ nos daun & > 0 tal que D(a,8) C Q'y

£'®)-f'(@)]<e  VEED(a?) (4)

Basta claramente probar que |®(w,z) —®P(a,a) | < € para cualesquiera w,z € D(a,9).Si w=z,
la desigualdad buscada es la que aparece en (4), sin més que tomar £ = z. Suponiendo entonces
que w # z, tenemos

®P(w,z) —P(a,a) =

F0) 1) _ iy ]

w—z w—2

J @ @)a

donde hemos usado la regla de Barrow para la integral curvilinea, puesto que evidentemente,
f' es una primitiva de f mientras que la funcién constantemente igual a f’(a) tiene también
una primitiva obvia.

Basta ya acotar la integral que aparece en la igualdad anterior. Para & € [z,w]* C D(a,d)
usamos (4) y obtenemos claramente:

| P(w,z) —P(a,a)| < ﬁl([z,w])SZS |

Teorema de la funcién inversa (local). Sea Q un abierto del plano, f € H(Q) y ac Q
tal que f'(a) # 0. Entonces existe un conjunto abierto U, con a € U C Q, verificando:

(i) Lafuncion f es inyectivaen U y f'(z) # 0 para todo z € U.
(ii) El conjunto V.= f(U) es abierto
(iii) Escribiendo @ = f|U, se tiene que @' € H(V) con

—1\/ -
((P ) (f(Z)) - f’(z)
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Demostracion. Aplicando el lema anterior, por ser ®(a,a) = f’(a) # 0, la continuidad
de ® en el punto (a,a) nos permite encontrar un r € R tal que D(a,r) CQ 'y ®(w,z) #0
para cualesquiera w,z € D(a,r). Tomando U = D(a,r) comprobaremos facilmente las dos
afirmaciones del teorema.
(i). Para w,z € U con w # z, se tiene que f(w) — f(z) = ®(w,z) (w—2) # 0, luego f es
inyectiva en U . Ademds, para todo z € U se tiene también f'(z) = ®(z,z) #0.

(if). Por el teorema de la aplicacion abierta, @ = f }U es abierta, en particular V = @(U) es
abierto, pero ademds sabemos ya que ¢! es continua.

(iii). Sea ze U, w= f(z) €V y {wy,} una sucesién de puntos de V' \ {w} tal que {w,} — w.
Si z, = @~ !(w,) paratodo n € N, entonces {z,} es una sucesién de puntos de U\ {z} y, por
ser ! continua en el punto w, tenemos que {z,} — @' (w) = z. Por tanto:

{wn—w} _ {M} s (2) £0

Zn_Z Zn_z

(i) )

Esto demuestra que (p*l es derivable en todo punto w = f(z) € V, es decir (P—l € H(V), con
(q)il)/(w) = 1/f'(z), como se queria. -

y deducimos que

Nuestro proximo objetivo es averiguar lo que ocurre en el teorema anterior si eliminamos la
hipétesis f’(a) # 0, es decir, analizar como se comporta una funcién holomorfa en el entorno
de un cero de su derivada, l6gicamente excluyendo el caso trivial de una funcién constante.
Haremos una descripcién muy concreta de este comportamiento, algo que estd muy lejos de ser
posible para funciones diferenciables en sentido real. En particular veremos que la condicién
f'(a) # 0, no sélo es suficiente para tener la inyectividad local de f, sino también necesaria.

Como ejemplo orientativo, fijado m € N con m > 2, consideremos la funcién z— 7, cuya
derivada se anula en el origen. Para cada w € C*, la ecuacién z™ = w tiene exactamente m
soluciones distintas. Pues bien, en general vamos a probar que cualquier funcién f, holomorfay
no constante en un entorno de un punto a, con f’(a) =0, se comporta exactamente de la misma
forma en un entorno de a. El valor de m para el que esto va a ocurrir se adivina facilmente, si
pensamos que la funcién z +— z™ tiene un cero de orden m en el origen. En general deberemos
usar el orden del cero en el punto a de la funcién z — f(z) — f(a).

Para la demostracién de este importante resultado, necesitamos algo que se deduce muy
facilmente del teorema local de Cauchy, una vez que sabemos que la derivada de una funcién
holomorfa también es holomorfa. Hasta ahora no habiamos tenido ocasion de usar este hecho,
sobre el que volveremos mas adelante.

n Sea Q un dominio estrellado y f € H(Q) tal que f(z) # 0 para todo z € Q. Entonces
f admite un logaritmo holomorfo en Q, es decir, existe g € H(Q) tal que f(z) = 8
para todo z € Q. Por tanto, para cada m € N, la funcion f admite una raiz m-ésima
holomorfa en Q, es decir, existe h € H(Q) tal que f(z) = (h(z))" paratodo z € Q.
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En efecto, f’ /f es una funcién holomorfa en Q que, por el teorema local de Cauchy, admite
una primitiva go € (). Basta ahora recordar como, a partir de go se obtiene facilmente un
logaritmo holomorfo de f. Sabemos que existe A € C tal que eMeold) = (z) paratodo z € Q,
luego g = A+ go es el logaritmo buscado. Fijado m € N definimos entonces h(z) = e8(@)/m
para todo z € Q, obteniendo evidentemente una raiz m-ésima holomorfa de f. |

Teorema (Comportamiento local de una funciéon holomorfa en un cero de su derivada).
Sea Q un dominio 'y f € H(Q) no constante. Sea a € Q tal que f'(a) =0y b= f(a). Sea
m € N el orden del cero en el punto a de la funcion z — f(z) —b. Entonces existen un conjunto
abierto U, con ac U C Q, yun € > 0 tales que

(i) f(U) = D(b,e)
(if) Si z € U verifica que f(z) = b, entonces z=a
(iii) Para cada w € D(b,€) \ {b}, la ecuacion f(z) = w tiene exactamente m soluciones
distintas en U, es decir, el conjunto {z € U : f(z) = w} tiene m elementos.

Demostracion. La caracterizacion del orden de un cero, nos permite escribir

f(2) = fla) = (z—a)"g(2) VzEQ
donde g € H(Q) y g(a) # 0. Usando entonces la continuidad de g en el punto a, encontramos
r e RT tal que g(z) # 0 para todo z € D(a,r).

Por tanto, g es una funcién holomorfa que no se anula en el dominio estrellado D(a,r),
luego admite en dicho dominio una raiz m-ésima holomorfa, es decir, existe 7 € H (D(a, r))

tal que g(z) = (h(z))" paratodo z € D(a,r). Tenemos entonces

flz)=b+ ((Z—a)h(z))m = f(a) + (W(Z))m Vz € D(a,r) (5)

donde hemos escrito y(z) = (z—a)h(z) paratodo z € D(a,r).

Observamos ahora que Y es una funcién holomorfa en D(a,r) con
V' (z) = h(z) + (z—a)h'(z) Vz € D(a,r)

y, en particular y'(a) = h(a) # 0, ya que (h(a))" = g(a) #0.

Podemos por tanto aplicar a y el teorema de la funcién inversa local, obteniendo un 8 € RT,
con & < r, tal que y es inyectiva en D(a,8) y y(D(a,d)) es un conjunto abierto. Como
y(a) =0, existe p € R tal que D(0,p) C y(D(a,d)). Comprobaremos las afirmaciones del
teorema tomando

U=D(a8)ny ' (DO,p) y e=p"
(i). Puesto que W(U) = D(0,p), tenemos {y(z)" : z€ U} = D(0,p™) = D(0,¢) y de (5)
deducimos que f(U) = D(b,€).

(if). Si z € U verifica que f(z) = b, de (5) deducimos que y(z) =0 = y(a), pero ¥ es
inyectivaen U, luego z=a.
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(iii). Fijado w € D(b,€)\ {f(a)}, denotemos por wi,ws,...,w, a las raices m-ésimas del
numero complejo no nulo w — b, que sabemos son todas distintas, es decir, la igualdad wy = w;
con k,j € {1,2,...,m} s6lo es posible cuando k = j.

Para k € {1,2,...,m}, tenemos |wi|" = |w—b| < p™, luego wy € D(0,p) = y(U) lo
que nos permite escribir wy = Y(zx), con zx € U.De (5) deducimos que f(zx) = w para todo
ke {l1,2,...,m} y los puntos z1,22,...,%, son todos distintos, puesto que de ser zx = z; con
k,je{1,2,...,m} deducimos que wy = Y(zx) = y(zj) = wj, luego k= ;.

Asi pues, la ecuaciéon f(z) = w tiene ya m soluciones zj,z2,...,zm € U. Es fécil ver que
no hay mds, pues si z € U verificaque f(z) =w, de (5) deducimos que y(z)" = w— b, luego
Y(z) = wy paraalgin k € {1,2,...,m y, al ser ¥ inyectivaen U tenemos z = z. [ |

Como una consecuencia relevante del teorema anterior, obtenemos que la condicién de que
la derivada no se anule, no sélo es suficiente, sino también necesaria para la inyectividad local:

n Si Q es un abierto del plano, una funcion f € H(Q) es inyectiva en un entorno de un
punto a € Q si, y sélo si, f'(a) #0.

Cuando f'(a) #0, el teorema de la funcién inversa local nos asegura la existencia de un entorno
de a en el que f es inyectiva. Para el reciproco, sea r € R verificando que D(a,r) C Q y
que f es inyectiva en D(a,r). Si fuese f'(a) =0, podriamos aplicar el teorema anterior a la
restriccién de f al dominio D(a,r). Como la funcién z — f(z) — f(a) tendria en el punto a
un cero de orden m > 2, obtendriamos un abierto U contenido en D(a,r), tal que f no es
inyectiva en U, lo cual es una contradiccion. [ |

El resultado anterior no tiene un andlogo para funciones de una o varias variables reales.
La funcién x — x>, de R en si mismo, es inyectiva, pero su derivada se anula en el origen.
Andlogamente, (x,y) — (x3,y3) es una funcién inyectiva de R? en si mismo, cuya diferencial
en el origen es idénticamente nula. Para funciones holomorfas, la ventaja de la equivalencia se
pone de manifiesto en el siguiente resultado:

Teorema (de la funcién inversa global). Sea U un dominio y f € H(U) una funcion
inyectiva. Entonces V = f(U) es un dominioy f~' € H(V) con

—1\! 1
(@) = 5 Ve
Demostracion. Que V es abierto se deduce del teorema de la aplicacion abierta, y estd claro
que V es conexo, puesto que U es conexo y f es continua. Por el resultado anterior, como f
es inyectiva en un entorno de cada punto de U, tenemos que f’(z) # 0 paratodo z € U,y todo
lo que queda es aplicar el teorema de la funcidn inversa local. Para cada z € U, dicho teorema
nos da dos abiertos Uy y Vp,con z€ Uy CU y f(z) € Vo CV, tales que si llamamos fj a la
restriccion de f a Uy, entonces fy es una biyeccion de Uy sobre Vj y fo_1 es derivable en

el punto f(z) con ( fo_l )/( f(z)) = 1/f'(z). Como de hecho f es inyectiva, estd claro que la
inversa local fo_] ha de coincidir con la restriccién a V, de la inversa global f~!. Por tanto
f~! es derivable en el punto f(z) con (f~! )/( f(z)) = 1/f'(z). Como esto es vilido para
todo z € Q, vemos que f~! € H(V) y la demostracién est4 concluida. [
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11.4. Ejercicios

1.

10.

Sea R€ R" y f € H(D(O,R)), no constante. Probar que la funcién M :]0,R[— R
definida por
M(r) = max {|f(z)| : z€ C(0,r)"} VrelO,R]
es estrictamente creciente.
Sea Q ={z€C:|z|>1}y f: Q — C una funcién continua en Q y holomorfa en

Q, que tenga limite en oo. Probar que | f| tiene un mdximo absoluto en un punto de T.
Suponiendo que f no es constante, probar que la funcién M : [1,+e[— R definida por

M(r) = méx{|f(z)| : z€C(0,r)*} Vre]l,+oof

es estrictamente decreciente.

. Sea P un polinomio de grado n € N y M = max{|P(z)| : z€ T}. Probar que

z€C, |z] 21 = [|P(2)| < M|z|"

. Sea f: D(0,1) — C una funcién continua en D (0,1) y holomorfa en D(0,1), que

verifica la siguiente condicion:

1 si Rez <0

eT — <
¢ (@) {2 si Rez > 0

Probar que | f(0)] < V2.

. Sea f € H(D(0,1)) y supongamos que existe n € N tal que, para todo r €]0,1] se tiene

max {[f(2)] : |z| =r} =1"
Probar que existe o € T tal que f(z) = oz" paratodo z € D(0,1).

. Sea f € H(D(0,1)) verificando que

f@I<[fE)]  VzeD(0.1)

Probar que f es constante.

. Mostrar que el teorema fundamental del Algebra se deduce directamente del principio del

modulo minimo.

. Sea Q un dominioy f € H(Q). Probar que, si la funcién Re f tiene un extremo relativo

en un punto de €, entonces f es constante.

. Sea f: D(0,1) — C una funcién continua en D (0, 1) y holomorfa en D(0,1), tal que

Im f(z) = 0 paratodo z € T. Probar que f es constante.

Sea Q un abierto de C y f € H(Q) una funcién inyectiva. Dados a € Q y r € RT tales
que D(a,r) C Q, calcular, para cada z € D(a,r), la integral

i
/c<a,r> 7@



