Leccidn

Teorema de Green

En la leccién anterior, previa caracterizacion de los campos conservativos, hemos visto que
un campo irrotacional puede no ser conservativo. Tenemos por tanto una condicion facil de
comprobar, que es necesaria para que un campo sea conservativo, pero no es suficiente. En
particular, para un campo vectorial F : Q — R?, diferenciable en un dominio Q C R? puede
ocurrir que el rotacional escalar rotF sea idénticamente nulo en € sin que F sea conservativo
en Q. Sin embargo, bajo ciertas condiciones sobre el dominio € si se puede asegurar que todo
campo vectorial diferenciable e irrotacional en Q es conservativo en €. La explicaciéon de este
tipo de resultado se encuentra en una importante férmula integral descubierta por el cientifico
britdnico G. Green (1793-1841) en su estudio de los campos electromagnéticos. La férmula de
Green, o si se prefiere, el Teorema de Green, relaciona una integral de linea con una integral
doble y, aparte de su utilidad en el estudio de los campos conservativos en dominios de R?,
tiene otras aplicaciones interesantes.

6.1. Curvas de Jordan

En lo que sigue vamos a trabajar con un tipo particular de caminos, que reciben el nombre
de caminos simples. Intuitivamente un camino es simple cuando no tiene auto-intersecciones, es
decir, un mévil que lo recorre no pasa dos veces por un mismo punto. Esto invita a decir que un
camino Y: [a,b] — R" es simple cuando 7y es una funcién inyectiva, es decir, para s,z € [a,b]
con s <t no podria ocurrir que Y(s) = y(¢). Sin embargo un camino cerrado nunca podria
verificar esta condicion. Relajamos entonces la hipétesis de inyectividad, s6lo para permitir que
pueda ser y(a) = Y(b). Por tanto, decimos que un camino 7y : [a,b] — R" es simple cuando
cumple la siguiente condicién:

s,t €la,b], s<t,y(s)=7y(t) = s=a,t=>b (1)
A partir de ahora nos concentramos en el caso n = 2. La curva recorrida por un camino simple

cerrado en R? recibe el nombre de curva de Jordan.
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Asf pues, una curva de Jordan es un conjunto I' = {y(¢) : a <t < b} donde y: [a,b] — R?
es un funcién continua, con y(a) = y(b), y verificando la condicién (1). El siguiente teorema
lleva el nombre del matemaético francés C. Jordan (1838-1922), aunque la primera demostracién
enteramente correcta fue publicada en 1905 por el norteamericano O. Veblen (1880-1960).

Teorema de la Curva de Jordan. Si I" es una curva de Jordan, su complemento R? \T es
union de dos dominios disjuntos, cuya frontera comiin es I'; uno de ellos estd acotado y recibe
el nombre de region interior a 1" y el otro, no acotado, es la region exterior a 1.

Consideremos como ejemplo, la elipse, definida en forma implicita por:

2

X 2
r— {(x,y)ERZ:@—I—%: 1} (a,p>0)

Para ver que I" es una curva de Jordan, basta usar el camino vy: [0,27] — R? dado por:
v(t) = (oucost, Psent) (0<t < 2m)

Es facil comprobar que 'y es un camino cerrado y simple que recorre la elipse I'. Las regiones
interior y exterior, D y G, alaelipse 1" son:

2 2 o) o)
X y x y
DZ{(x,y)eRzr—a2+—Bz<1}; G:{(x,y)€R2:$+§>1}

Observamos que en este ejemplo, como en la mayoria de los que se utilizan en la practica, la
tesis del teorema anterior se puede comprobar directamente sin dificultad. Es claro que D es un
dominio acotado, G es un dominio no acotado, DU G = R?2 \I[, DNG=0y dD=0G=T.

Recordemos que caminos muy diferentes pueden recorrer una misma curva, lo cual sigue
siendo cierto aunque consideremos solamente caminos simples. Intuitivamente es claro, por
ejemplo, que la circunferencia centrada en un punto (xo,yo) € R? con radio pg > 0 es una
curva de Jordan C que puede recorrerse en sentido anti-horario, mediante el camino simple
cerrado ¢ definido por:

6(0) = (xo+pocosB,yo+posenB) (0 <6 < 2m)

y puede también recorrerse en sentido horario, mediante el camino opuesto G,, que también
es cerrado y simple. Observamos que al recorrer la circunferencia C mediante el camino ©,
la regidn interior a C queda a la izquierda. Suele decirse que G estd orientado positivamente,
mientras que G,, tiene orientacion negativa. Pues bien, esta nocion de orientacion puede ex-
tenderse a caminos cerrados simples cualesquiera. La formulacién matemadtica rigurosa de esta
nocién de orientacidn no es sencilla asi que no vamos a exponerla, conformdndonos con la idea
intuitiva: diremos que un camino cerrado y simple 7y recorre una curva de Jordan I" con orien-
tacion positiva cuando lo hace en sentido anti-horario, mientras que Yy estard orientado negati-
vamente cuando recorra la curva I' en el sentido de las agujas del reloj. Equivalentemente, y
estd orientado positivamente cuando recorre la curva I" dejando a la izquierda su region interior.
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6.2. Enunciado del Teorema

Podemos ya enunciar el resultado principal de esta leccion:

Teorema de Green. Sea Y un camino en R?, regular a trozos, cerrado y simple, que recorre
una curva de Jordan T con orientacién positiva. Sea D la regién interiora T y F: Q — R?
un campo vectorial de clase C' en un abierto Q C R? tal que DUT C Q. Entonces, la integral
de linea de F a lo largo del camino Y coincide con la integral doble sobre D del rotacional

escalar de F:
/F.dl: // (rotF) dxdy
Y D

Mis explicitamente, si F = (P,Q) en Q, el teorema afirma que:

/de+Qdy—// (ax ay)dxdy

Es costumbre usar una notacién que permite recordar con facilidad las hipétesis del teorema
anterior. Puesto que la curva de Jordan I' coincide con la frontera del dominio D, I" = dD,
resulta sugestivo denotar al camino y por D" para resaltar que dicho camino recorre la curva
dD vy estd orientado positivamente. La férmula de Green toma entonces la siguiente forma

7{ de+Qdy—//<ax y)dd

donde también hemos modificado el simbolo de la integral de linea para resaltar que el camino
es cerrado.

6.3. Campos irrotacionales y conservativos

Esta bastante claro que el teorema de Green nos va a permitir obtener nueva informacién
relevante sobre la relacion entre campos conservativos e irrotacionales. Siempre que podamos
aplicar el teorema a un campo irrotacional, la integral doble que aparece en el segundo miembro
de la férmula de Green sera nula, luego también habra de anularse la integral de linea del primer
miembro y esto nos acerca a la posibilidad de que el campo sea conservativo.

Para analizar mejor la idea recién sugerida, conviene empezar aclarando que el teorema de
caracterizacion de los campos conservativos puede retocarse para que baste considerar caminos
simples. Mas concretamente, si F : @ — R? es un campo vectorial continuo en un dominio
Q C R? y la integral de linea de F a lo largo de cualquier camino regular a trozos, cerrado y
simple en Q se anula, entonces F es conservativo en Q. Comprobar esta afirmacion requiere
modificaciones en la prueba del teorema de caracterizacion, que no vamos a exponer.

Pues bien, supongamos ahora que F : Q — R? es un campo vectorial de clase C! e irrota-
cional en un dominio © C R2. Sea y un camino regular a trozos cerrado y simple en Q, que
recorrerd una curva de Jordan I' C Q. Para poder aplicar el Teorema de Green falta un detalle
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importante: la region interior a la curva 1" debe estar también contenida en Q. Si tal cosa
ocurre, la féormula de Green nos da

/F.dl =4 // (rotF)dxdy = 0,
Y D

donde hemos usado el signo + para tener en cuenta la orientacién de y. A continuacién defini-
mos el tipo de dominios en los que el razonamiento anterior siempre puede hacerse, cualquiera
que sea la curva de Jordan considerada.

Se dice que un dominio Q C R? es simplemente conexo cuando toda curva de Jordan
contenida en Q2 verifica que su regidn interior también estd contenida en Q.

Naturalmente, el plano R? es un dominio simplemente conexo. Dados xg € R? y r > 0, no
es dificil comprobar que la bola abierta B = {x € R? : ||x — xg|| < r} es un dominio simple-
mente conexo. Igual le ocurre al semiplano abierto H = {(x,y) € R? : ax+ by + ¢ > 0}, para
cualesquiera a,b,c € R con a®+b*> > 0.

Si de un dominio cualquiera  suprimimos un punto a € Q, el dominio resultante Q\ {a}
nunca es simplemente conexo. Asi pues, R?\ {(0,0)} no es simplemente conexo. Un anillo
abierto A = {x € R? : r < ||x|| < R} es otro ejemplo de dominio que no es simplemente conexo.
Intuitivamente, un dominio Q es simplemente conexo cuando no tiene “agujeros’.

Pues bien, los razonamientos hechos anteriormente demuestran la siguiente consecuencia
del Teorema de Green:

Corolario. Si un dominio Q C R? es simplemente conexo, todo campo vectorial de clase
C! e irrotacional en Q es conservativo en Q.

Podemos ahora resumir toda la informacién obtenida sobre la relacién entre campos conser-
vativos e irrotacionales. Partimos del hecho de que todo campo vectorial de clase C' que sea
conservativo en un dominio ha de ser irrotacional en dicho dominio. Reciprocamente, conside-
remos un dominio Qy C R2 ysea F:Qy— R2 un campo vectorial de clase C! e irrotacional
en Q. Para dominios Q C Q( podemos preguntarnos si F es conservativo en Q. Distinguimos
dos casos:

= Si Q) es simplemente conexo, el corolario anterior nos permite asegurar que F es con-
servativo en g y, por tanto, en cualquier dominio Q C €.

= Si Qp no es simplemente conexo, no tenemos ningun criterio general que nos permita
decidir si F es conservativo en g, pero si podemos aplicar el corolario anterior para
asegurar que F es conservativo en cualquier dominio simplemente conexo € C .

La dltima idea siempre se puede aplicar localmente: Si F es un campo vectorial de clase C!
e irrotacional en un dominio arbitrario Q C R2, para cada punto x € Q consideramos una bola
abierta Bx de centro x contenida en Q vy, puesto que By es un dominio simplemente conexo,
podemos asegurar que F es conservativo en Bx. Asi pues F es conservativo en un entorno de
cada punto de Q, lo que suele expresarse diciendo que F es localmente conservativo en Q.
Nétese que el reciproco también es cierto, de modo que un campo vectorial de clase C! en un
dominio Q C R? es localmente conservativo en S si, y solo si, es irrotacional en Q.
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6.4. Calculo de areas mediante la formula de Green

Para un campo con rotacional escalar constantemente igual a 1, la integral doble que aparece
en la férmula de Green es el drea de la region interior a una curva de Jordan, luego podemos
calcular tal area mediante una integral de linea. Disponemos de varias elecciones posibles para
el campo vectorial, ya que es facil dar ejemplos de campos vectoriales de clase C! en todo el
plano con rotacional escalar constantemente igual a 1. Concretamente, podemos usar cualquiera
de los campos F = (P,Q) : R> — R? definidos, para todo (x,y) € R? por:

= P(x,y) =0, Q(x,y)=x
. P(X,y) =Y Q(x,y) =0

= P(ry) =3, O(xy) =3

En cualquiera de los tres casos F es un campo vectorial de clase C* en R? y se verifica que

_BQ aP_ )
rotF Fris 1 (en R?)

Por tanto, aplicando el Teorema de Green obtenemos:

Corolario. Sea y un camino en R?, regular a trozos, cerrado y simple, que recorre una
curva de Jordan 1" con orientacion positiva. Entonces el drea de la region D interior a 1 viene
dada por:

. 1
Area(D) = /xdy: —/ydx: —/xdy—ydx
v v 2y

Obsérvese que el resultado anterior permite confirmar la orientaciéon del camino 7, puesto
que cualquiera de las integrales que aparecen en el segundo miembro de la igualdad anterior
debe tener un valor estrictamente positivo. Si al evaluar cualquiera de esas integrales obtuviése-
mos un valor negativo, detectariamos que el camino estd orientado negativamente.

En la practica, entre las férmulas obtenidas para el cdlculo del drea, se elige 16gicamente
la que nos lleve a una integral de linea mas facil de evaluar. La tercera posibilidad, que parece
la més artificiosa, es con frecuencia la mds conveniente, por la simetria que presenta. Veamos
por ejemplo el calculo del area delimitada por una elipse, mds concretamente, de la regiéon D
definida por

. x2 2
D = { x,y) R — -|— B2 1}
con @, B > 0. Usando el camino y de ecuaciones paramétricas
x =acost; y=Psent; (0<t<2n)

tenemos inmediatamente

p 1 1 [
Area(D) = 5 /dey — ydx = 5/0 ofdt = mof



