Leccidn I

Integrales de linea

4.1. Integral de linea de un campo escalar

Definicion. Sea f:Q — R un campo escalar continuo, con Q C R", y sea y: [a,b] — Q
un camino regular a trozos. La integral de linea de f a lo largo de vy es, por definicion:

b
Lrar= [ r@) v ol ar
Y a

Existencia de la integral. Estd asegurada, ya que el integrando es una funcién acotada
en [a,b] y continua salvo, a lo sumo, en un nimero finito de puntos para los que ni siquiera
concretamos el valor que toma en ellos dicha funcién. De hecho, si hacemos una particién
a=1ty<t] <...<t, =b delintervalo [a,b] de forma que, para k = 1,2,...,n, la restriccion
de vy al subintervalo [t;_1,#] sea de clase cl, podemos escribir

frar= X [* s ivolar

obteniendo una suma finita de integrales de funciones continuas. Resaltamos que al campo
escalar f sélo se le exige estar definido y ser continuo sobre la curva I" recorrida por el camino
de integracion. Habitualmente f tendra propiedades de regularidad mucho mejores, siendo por
ejemplo diferenciable en un abierto  que contenga a la curva I.

Casos particulares. En el caso n = 3, tendremos

Jrar = [ £0)50)20) 07+ 03+ 07)

donde
x=x(t); y=y(); z=20) (a<r<D)

son las ecuaciones paramétricas del camino Y. En el caso n = 2 tendremos solamente:
b 1\2 211/2
[t = [ 7)) [0+ 02) Pa
a
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Ejemplo. Consideremos el campo escalar f definido en R por
f(x) = [Ix|* (xeR’)
y el camino helicoidal y dado por:
Y(t) = (cost,sent, ) (0<t<4m).
En este caso tenemos claramente
f(v(r) = cos’t +sen’r +12 =14+ (0<1<4n)
y también

Y(6) = (—sent,cost, 1), V()] = V2 (0<t<4n),

con lo cual

4 2
/fdl _ /4 (1+2)V2dt = 4n\f2(1+ﬂ).
Y 0 3

Interpretaciéon. Cuando el campo escalar que se integra es constantemente igual a 1 sobre
la curva recorrida, la integral de linea coincide obviamente con la longitud del camino. A partir
de aqui podemos intuir, muy informalmente, otras situaciones mds generales.

En el caso n = 2, si el campo escalar f no toma valores negativos, podemos interpretar la
integral de linea como el drea de un muro construido tomando como base la curva I" recorrida
por el camino Y y con altura variable, de forma que, para cada ¢ € [a, D], la altura del muro en
el punto Y(r) es precisamente f(y(¢)). Esta idea generaliza obviamente la interpretacion de la
integral simple de una funcién positiva como el drea comprendida bajo la gréfica de la funcion.

Para n =2 o n = 3, también podemos interpretar que sobre la curva I' recorrida por Yy
tenemos una distribucién lineal de masa (pensemos por ejemplo en un cable con la forma de
dicha curva), de manera que f(Y(r)) es la densidad lineal en el punto (7). La integral de linea
nos da entonces la masa total.

Con respecto a ambas interpretaciones hay que hacer una salvedad: s6lo son correctas cuan-
do, por decirlo de manera intuitiva, el camino 7y recorre la curva I" “una sola vez”. La formu-
lacion rigurosa de esta idea puede hacerse mediante la nocién de camino simple, que estudiare-
mos mas adelante.

4.2. Integral de linea de un campo vectorial

Definicion. Sea ahora F : Q — R” un campo vectorial continuo en un conjunto Q C R”
y Y: [a,b] — Q un camino regular a trozos. La integral de linea de ¥ a lo largo de 7 es, por

definicion: )
/F.dl:/ (F(y(®)) |¥'(t))dr
Y a

La existencia de esta integral estd asegurada por las mismas razones comentadas en el caso de
un campo escalar.
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Ejemplo. Consideremos el campo vectorial definido en R3 por
F(x) =x (xeR?)
y el camino helicoidal
xX=cost; y=sent; z=t1 (0 <t <4nm).

Tenemos entonces

(F(y(r)) |[Y'(t)) = ( costi+ sentj+ rk| —senti+ costj+ k)
= —costsent + sent cost +1t =t (0 <t <4n),

4n
/F.dl _ / rdt = ST,
Y 0

Notacion clasica. Sea F = (P,Q,R) un campo vectorial en el espacio, continuo sobre la
curva recorrida por un camino regular a trozos 'y de ecuaciones paramétricas

con lo que

x=x(t); y=y((); z=z(t) (a<t<Db).
Se tiene entonces, por definicion:
b / / /
/Y Fadl = [ [P((0),5(0),20)'(0) + Q(+(0), (1), 2(0)y'(0) + R(x(1),5(0),2(0))' (0] i,
lo que explica que frecuentemente se use la siguiente notacion:

/F.dl = /P(x,y,z)dx + O(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = /de + Qdy + Rdz.
Y v Y

Anélogamente, para un campo vectorial en el plano F = (P, Q), que sea continuo sobre la curva
recorrida por un camino regular a trozos Yy con ecuaciones paramétricas

x=ux(t); y=y@) (a<1<D),

podemos escribir
/F.dl = /de+ Qdy = /P(x,y)dx + Q(x,y)dy
Y v Y
b
= [ PG050)x 0+ 0(x(0).5(0)y'0)] ar
Ejemplo. Consideremos la integral de linea
/(x2 dx + xydy + dz)
Y

donde el camino 7Y tiene ecuaciones
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El campo vectorial que integramos viene dado por
F(x,y2) =i+ xj+k  ((xyz)cRY)
y usando que, para cada 7 € [0, 1], se tiene x'(¢) = 1, y'(r) =2t y z'(¢) = 0, deducimos:

1 11

/ﬁmz/wm+w@+@:/aﬂnﬂm:—.
Y Y 0 15

Interpretaciéon. Supongamos que el campo vectorial F es un campo de fuerzas en el plano
o en el espacio, pongamos por caso un campo gravitatorio o un campo eléctrico. Ello significa
que una unidad de masa o de carga eléctrica positiva situada en un punto x estd sometida a una
fuerza F(x). Si una particula con esa carga o masa unidad recorre un camino (regular a trozos)
Y, la integral / F .dl representa el trabajo realizado por el campo en ese recorrido.

Y

Relacion entre las integrales de linea. Si y: [a,b] — R" es un camino suave, es decir, es

regular con Y/(¢) # 0 para todo ¢ € [a,b], podemos definir

_ Y@
V')

que es un vector unitario tangente a la curva I' recorrida por el camino Yy en cada punto. Si
ahora F es un campo vectorial continuo sobre dicha curva tendremos:

T(z) (a<t<b),

b
[Fdi= [(F) [T0) I o)) dr
Y a

expresion que recuerda la integral de linea de un campo escalar. Para definir correctamente
dicho campo escalar necesitamos hacer hipdtesis adicionales sobre el camino Y que no vamos
a comentar, aunque no son dificiles de adivinar. Asi pues, en ciertas condiciones existird un
campo escalar continuo f:I'— R que verifica:

f(v@®)) = (F(y())|T(t)) (a<t<b) 'y, por tanto, AFdh:Afﬂ.

En resumen, bajo ciertas condiciones sobre el camino, toda integral de linea de un campo
vectorial coincide con la integral de linea de un campo escalar, y es l6gico analizar la relacion
entre ambos campos. Observamos que, para cada 7 € [a, b], el vector f(y(t)) T(¢) es la proyec-
cién ortogonal de F(y(r)) sobre el vector T(r), es decir, la componente de F(Y(z)) en la di-
reccion tangencial a la curva I" en el punto Y(z). Por tanto, podemos ver el campo escalar f
como la coordenada del campo vectorial F en dicha direccion tangencial a la curva I' en cada
punto de la misma. En general, aunque el camino Yy no cumpla las condiciones que justifiquen
el razonamiento anterior, sigue siendo util interpretar la integral de linea sobre Y de un campo
vectorial F como integral de linea del campo escalar que se obtiene al tomar la coordenada de
F en la direccién tangencial al camino 7y en cada punto.
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4.3. Propiedades de las integrales de linea

Linealidad. Las integrales dependen linealmente del campo que se integra. Mds concreta-
mente, se verifica que

/Y(af+5g)dz:oc[{fd1+ﬁ/ygdz

para cualquier camino regular a trozos Y en R", cualesquiera campos escalares f y g que sean
continuos sobre la curva recorrida por el camino 7y y cualesquiera a, 3 € R. Andloga propiedad
se tiene para campos vectoriales:

/Y(ocFJrBG).dl - oc/yF.lerB/yG.dl

Continuidad. Las integrales de linea también dependen de manera continua del campo que
se integra; intuitivamente, pequefias perturbaciones del campo dan lugar a pequefias variaciones
en la integral. Ello es consecuencia de las desigualdades que vamos a presentar.

Sea y: [a,b] — R" un camino regular a trozos que recorre una curva I, sea f un campo
escalar continuo sobre I' y supongamos que f estd acotado en I' por una constante k, es decir,

k> max{|f(x)] : x €T} = max {|f(y(r))] : a <1 <b}.

/Y fdi

Andlogo resultado se tiene para un campo vectorial F que sea continuo sobre I'. De hecho,
podemos considerar el campo escalar ||F||, que también es continuo sobre I, y la desigualdad
de Cauchy-Schwartz nos permite escribir:

'/YF.dl' < /Y||F||dl.

Naturalmente ahora, de la estimacion

Entonces se tiene, claramente,

< kL(y)

k> max{|[F(x)| : x €T} = max {||F(v(t))|| : a <t < b},

se deduce que

/F.dl’ < KL(Y).
Y

Aditividad. Las integrales de linea son aditivas con respecto al camino de integracion, en
el sentido de que al recorrer consecutivamente dos caminos, las integrales se suman.

Mis concretamente, sean y: [a,b] — R" y 6 : [c,d] — R" caminos regulares a trozos con-
secutivos, esto es, verificando que y(b) = 6(c), y consideremos el camino suma Y& 6. Si f y F
son, respectivamente, un campo escalar y un campo vectorial, ambos continuos sobre la unién
de las curvas recorridas por Y y ©, se verifica que:

fdl:/fdl+/fdl y F.dl:/F.dl+/F.dl.
Yoo Y o Ydo Y Y
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Para el camino opuesto, el comportamiento de ambas integrales no es el mismo, la de un
campo escalar no se altera al cambiar el sentido de recorrido, mientras que la de un campo vec-
torial cambia de signo. Mds concretamente, si f es un campo escalar y F un campo vectorial,
ambos continuos sobre la curva recorrida por un camino regular a trozos Y, se tiene:

/Y(I

Independencia de la parametrizacion. Las integrales de linea no se alteran al sustituir el
camino de integracion por otro equivalente en el sentido que vamos a explicar.

fa’l:/fdl pero F.dl:—/F.dl.
v Y

P Yop

Sea 7y [a,b] — R" un camino regular a trozos y sea @ : [c,d] — [a,b] una funcién biyec-
tiva, creciente y de clase C!. Consideremos el camino regular a trozos G : [c,d] — R" dado
por 6 =7Yo@, esto es, 6(s) = y(¢(s)) para ¢ < s < d. Suele decirse que G se ha obtenido
de Y mediante un cambio de pardmetro. Notese que Y y ¢ recorren la misma curva, por lo
que geométricamente pueden considerarse equivalentes, aunque desde una interpretacion fisica
podrian describir movimientos diferentes.

Observemos por ejemplo, en el caso n = 2, que si las ecuaciones paramétricas de Yy vienen
dadas por
x=x(t); y=y@) (a<1<D),
las de ¢ serian:
x=x(9(5): y=y(e(s)) (c<s<d),
lo que pone claramente de manifiesto el cambio de parametro.

Pues bien, volviendo al caso general, si f es un campo escalar y F un campo vectorial,
ambos continuos sobre la curva recorrida por v, se verifica que:

/Gfdl:/yfdl y /GF.dl:/YF.dl.

4.4. Integral de linea de un gradiente

El siguiente resultado puede entenderse como una version de la Regla de Barrow para inte-
grales de linea, o como una version “vectorial” de dicha regla.

Sea f:Q — R un campo escalar de clase C' en un abierto Q CR" y y: |a,b] — Q un
camino regular a trozos. Entonces:

/YVf.dl = f(y(b)) — f(v(a)).

En particular, si el camino Y es cerrado, se tendrd:
/ Vf.dl=0
Y

Por la importancia que tendrd mas adelante este resultado vamos a detallar su demostracion.
Supongamos primeramente que el camino 7y es regular y consideremos la funcién 4 : [a,b] — R
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definida por h(t (y(r)) para todo ¢ € [a,b]. La regla de la cadena nos permite asegurar que
h es de clase C1 en [a,b] con

(1) =(VI(Y0)) [Y'(1)) (a<t<b).
Aplicando entonces la regla de Barrow, tenemos:
b
/Vf.dl - / (VF(¥@) ¥ (1) )dr
Y
= [(W@ar = ) ~hta) = 7(0) — 7 (v(@).

En general, para un camino regular a trozos, usamos una particion a =1y <t; < ... <ty =b
del intervalo [a,b] de forma que la restriccién de 7y al intervalo [;_1,%] es un camino regular,
que denotamos por Y, para k = 1,2,...,N. Aplicando el resultado ya probado para caminos
regulares tenemos claramente:

/YVf-dl = /;1 " Vf.dl = /;1 f () = f (V1)) ] = f(¥(B)) — f(W(a)).



