Leccidn

Curvas en el plano o en el espacio

3.1. Caminos y curvas en R”

Definiciones. Un camino en R” es una funcién continua v: [a,b] — R" con a,b € R, a < b.
Decimos también que el conjunto I' = {(¢) : a <7 < b} es una curva en forma paramétrica, o
simplemente una curva en R" y que el camino 7y recorre o parametriza la curva I'. Los puntos
v(a) y y(b) son, respectivamente, el origen y el extremo del camino . Cuando y(a) = y(b) se
dice que 7y es un camino cerrado.

Nos interesan solamente los casos n = 2 (caminos en el plano, curvas planas) y n =3
(caminos en el espacio, curvas alabeadas). Observamos que la curva I" tiene una interpretacion
geométrica directa, como subconjunto del plano o del espacio, mientras el camino Yy es una
funcién que nos proporciona una forma de parametrizar la curva I, puesto que cada punto de
la curva aparece en la forma 7y(¢) para algtn valor del pardmetro t.

Para tener una interpretacion fisica, basta pensar que [a,b] es un intevalo de tiempo y que,
para cada 7 € [a,b], Y(t) es la posicién de un mévil en el instante ¢, con lo que el camino 7y nos
daria la ecuacién del movimiento mientras que la curva I' seria la trayectoria recorrida por el
movil. Es claro que caminos muy distintos pueden recorrer una misma curva; equivalentemente,
sobre una misma trayectoria se pueden desarrollar movimientos muy diferentes.

Ecuaciones paramétricas. Si v: [a,b] — R es un camino en el espacio, podremos escribir:

V() = (x(1),y(1),2()) = x(@O)i+y()j+z()k  (a<r<b)

donde x,y,z son funciones continuas de [a,b] en R. Decimos entonces que el camino Y tiene
ecuaciones paramétricas:
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3. Curvas en el plano y en el espacio 16

Por ejemplo, fijados dos puntos (xo,v0,20) y (x1,y1,21) de R?, las ecuaciones paramétricas

x = xp +t(x1 —xp)
y = Yo +1t(y1—yo) 0<t<1)
z=2z0+1t(z1—20)

definen un camino que recorre el segmento que une dichos puntos, siendo (xo,o,20) el origen
del camino y (x1,y1,z1) su extremo.

Naturalmente, un camino en el plano, y: [a,b] — R2, tendrd la forma

Y(t) = (x(t),y(t)) (a<1<b)

y diremos que sus ecuaciones paramétricas son:

x = x(t)
{yzy(t) (asrsb)

Por ejemplo, para (xo,y0) € R? y po > 0, las ecuaciones paramétricas
= cos 0
X = X0 + Po (—n< o<

y = yo + posen®

definen un camino cerrado que recorre la circunferencia de centro (xo,yp) y radio po.

Camino opuesto. Dado un camino Y: [a,b] — R" el camino opuesto de 7y es, por defini-
cién, el camino Y, : [a,b] — R", dado por

Yop(t) =Yla+b—t) (a<t<b).

Observamos que 7Y, recorre la misma curva que 7y pero, intuitivamente, la recorre en sentido
contrario; en particular Y,,(a) =Y(b) y Yop(b) = Y(a).

Suma de caminos. Consideremos dos caminos Y: [a,b] — R" y 6 : [c,d] — R" que sean
consecutivos, es decir, tales que el extremo de Y coincida con el origen de 6: y(b) = o(c).
Podemos entonces definir un nuevo camino, que llamaremos suma de 'y con ¢ y denotaremos
por Y@ o. Intuitivamente el camino suma consiste en efectuar el movimiento indicado por Yy
a continuacion el indicado por 6. Concretamente definimos Y& 6 : [a,b+d — ¢] — R" por:

(& o) (1) = {W) .

ast<
6(t—b+c) si b<t<

b
b+d—c

Noétese que la condicion y(b) = 6(c) es la que asegura la continuidad del camino suma en el
punto b. Si los caminos Y y 6 recorren sendas curvas I' y X, es claro que la curva recorrida por
Y@® o es I'UX. El proceso de suma se puede iterar, para obtener la suma de un numero finito
de caminos, Y1 ©Y2 @ ... DYy, siempre que cada uno de ellos sea consecutivo del anterior. Se
verifica una propiedad asociativa en esta operacion de suma, que hace que tales sumas finitas se
puedan definir sin ambigiiedad. Por ejemplo, una suma finita de segmentos da como resultado
un camino poligonal.
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3.2. Caminos regulares, vector tangente

Regularidad. Se dice que un camino Y: [a,b] — R" es regular cuando es una funcién de
clase C! en el intervalo [a,b]. Por ejemplo, los dos caminos que han aparecido en el apartado
anterior, que recorrian un segmento en el espacio y una circunferencia en el plano, son caminos
regulares. Es facil observar que la suma de dos caminos regulares puede no ser regular, piénsese
por ejemplo lo que ocurre al sumar dos segmentos consecutivos que no estén alineados. Por ello
conviene considerar un tipo de regularidad mas general.

Decimos que un camino Y : [a,b] — R" es regular a trozos cuando existe una particion
a=ty<t; <...<ty=>b delintervalo [a,b] tal que, para cada k = 1,2,...,N, la restriccién
de v al subintervalo [t;_1,%;] es una funcién de clase C!. Si llamamos Yr a dicha restriccion, es
claro que Y : [tx—1,%] — R” es un camino regular, asi como que Y=Y, &2 ... BYw, luego ¥
se obtiene como suma finita de caminos regulares. Reciprocamente, es facil comprobar que toda
suma de caminos regulares es un camino regular a trozos. En resumen, un camino es regular
a trozos si, y solo si, se obtiene como suma de caminos regulares. Claramente, la suma de dos
caminos regulares a trozos sigue siendo un camino regular a trozos. Observamos también que
el camino opuesto de un camino regular, o regular a trozos, es del mismo tipo.

Vector velocidad y vector tangente. Si un camino y: [a,b] — R” es derivable en un punto
1o € |a,b], el vector y'(tp) € R" recibe el nombre de vector velocidad del camino en el instante
fo y su norma, ||Y'(¢)||, es la celeridad del camino en el instante 7). La nomenclatura procede
claramente de la interpretacion fisica.

Cuando Y'(79) # 0 decimos también que Y'(7p) es el vector tangente al camino Y en el
instante 7 y la recta que pasa por el punto Y(fp) con vector de direccion y’(#y) recibe el nombre
de recta tangente al camino 7y en el instante 7, lo cual tiene clara interpretacion geométrica. De
hecho, considerando la curva I" recorrida por el camino v, suele hablarse de la recta tangente a
la curva I en el punto Y(79) aunque con ello se comete un claro abuso de lenguaje.

Cuando un camino regular 7y : [a,b] — R" tiene recta tangente en cada punto, es decir,
verifica que Y'(r) # 0 para todo ¢ € [a,b], se dice que Y es un camino suave. Si I es la curva
recorrida por un camino suave 7Y, decimos también que I" es una curva suave.

Ecuacién de la recta tangente. Si el camino y: [a,h] — R? viene dado por:
V(1) = (x(0),y(0),2(1))  (a<t<D),
sabemos que 7y es derivable en un punto #y € [a,b] si, y s6lo si, lo son las funciones x,y,z, en

cuyo caso
Y'(t0) = ((x'(t0),y"(10),2' (10))-

Cuando sea ademds Y'(7p) # 0, poniendo Y(f9) = (x0,Y0,20), las ecuaciones paramétricas de la
recta tangente toman la forma

X = X0 + (t —to)x/(l‘o)
y=yo+ (t—1t0)y'(t0)
z =20+ (t—10)z'(t0)
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y las ecuaciones implicitas seran

X—=X0 _y=Yo 220

x'(t0) — y'(to)  2'(to)

con los consabidos convenios para el caso en que se anule algtiin denominador.

Andlogamente, para un camino en el plano tendremos:
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t <b); Y(to) = (x0,50); V' (to) = ((x'(t0),y'(t0))

y las ecuaciones de la recta tangente serdn

X = X0+ (t—t())x/(t())
y = Yo+ (t—t0)y'(to)

x—xo x'(t)

=0
y—yo y'(to)

o bien ‘

3.3. Longitud de un camino

Definicién. La longitud de un camino regular v: [a,b] — R" viene dada por:

1) = [ Wl )

La existencia de la integral estd asegurada, por ser el integrando una funcién continua en el
intervalo [a,b]. Suponemos bien conocido el hecho de que esta integral realmente responde a la
idea de longitud de un camino.

La misma expresion puede usarse para un camino regular a trozos. En efecto, tomemos una
particiéon a =ty < ;... <ty = b del intervalo [a,b| de forma que la restriccién de 7y al subin-
tervalo [t_1,%] sea una funcién de clase C! para k=1,2,...,N. Entonces Y es derivable en
[a,b] salvo, alo sumo, en el conjunto S = {¢1,,,...,fty—1} y en los puntos de S tiene derivadas
por la izquierda y por la derecha que pueden no coincidir, con lo que deducimos que la funcién
t — ||Y'(t)| es continua y acotada en [a,b] \ S. Por tanto, dando valores cualesquiera a dicha
funcién en los puntos de S, obtenemos una funcidn integrable en el intervalo [a,b] cuya integral
no dependerd de dichos valores. Asi pues, la integral que aparece en (x) tiene perfecto sentido
y podemos usarla como definicion de la longitud de un camino regular a trozos. Observamos
también que, llamando 7; a la restriccién de y a cada subintervalo [t;_1,%], tenemos:

N N
wy = [ ola= ¥ [* ol = ¥ oo

De manera mds general, si Y y ¢ son caminos regulares a trozos consecutivos, se tiene que
L(y® o) = L(y) + L(o). También se comprueba facilmente que L(Y,p) = L(Y).

Si un camino regular a trozos Y: [a,b] — R? tiene ecuaciones paramétricas
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su longitud vendra dada por

L = [ [0 02 e?) P,

y para un camino regular a trozos en el plano, con andloga notacién, tendremos simplemente
b e 2112
Ly = [ [P+ ar,
a

Funcion longitud de arco. Recordemos la interpretacion fisica de un camino regular a
trozos y como la ecuacién de un movimiento durante un intervalo de tiempo [a,b]. El espacio
recorrido por el mévil desde el instante inicial @ hasta un instante ¢ vendra entonces dado por

10 = [ I olas

La funcién [ : [a,b] — R asi definida recibe el nombre de funcion longitud de arco para el
camino Y. Cuando 7 es regular, el Teorema Fundamental del Calculo nos asegura que [/ es una
funcién de clase C! en [a,b] verificando que

V@)=Vl (a<t<b). ()
Esta igualdad tiene nuevamente una clara interpretacion: la celeridad del movimiento en cada

instante es la derivada del espacio recorrido con respecto al tiempo.

Por otra parte, la igualdad (**) también justifica el simbolismo
dl = ||y'(r)||at

que mds adelante sera ttil en el estudio de las integrales de linea.

3.4. Curvas en el plano

Vamos a repasar las tres formas en que puede describirse una curva en el plano.

(a) Forma explicita. Llamamos curva en forma explicita a la grafica de una funcién con-
tinua f: [a,b] — R, es decir, el conjunto

G={(xf(x) :a<x<b} (a.1)

Observemos que la funcién f estd determinada en forma tnica por el conjunto G, lo cual es la
principal ventaja de esta forma explicita.

Cuando f es derivable en un punto xq € [a,b] sabemos que f’(xp) esla pendiente de la recta
tangente a G en el punto (xo,y0) = (%0, f(x0)), luego la ecuaciones implicita y paramétricas de
dicha recta seran:

X=x0+s

y=yo+sf'(x0) @2)

y—yo=f'(x0)(x —x0) 'y {
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Resaltamos que, si la funcién f es derivable en todo el intervalo [a,b], tenemos bien definida
la recta tangente en cada punto de la curva G.

La nocién de curva en forma explicita es demasiado restrictiva, como se pone de manifiesto
al observar que el conjunto G definido en (a.1) no puede contener dos puntos con la misma
abcisa. Eso explica la utilidad de la nocién mds general de curva en forma paramétrica.

Para ver que efectivamente el conjunto G definido por (a.1) es una curva en forma paramétri-
ca, basta considerar el camino y: [a,b] — R? definido por Y(t) = (¢, f(t)) para a <t < b. Es
obvio que G = {Y(¢) : a <t < b}, luego Yy recorre la curva G.

Veamos también que al considerar la recta tangente al camino 7y en un instante xo € [a, b,
escribiendo como antes yyp = f(xp), llegamos a las ecuaciones (a.2). En efecto, si f es derivable
en xo, también lo es v, con Y'(xo) = (1, (x0)). Observamos que la condicién Y'(xp) # 0
se cumple automdticamente, lo que explica que tengamos recta tangente con sélo que f sea
derivable. Las ecuaciones paramétricas e implicita de la recta tangente al camino v en el instante
Xo nos aparecen pues en la forma

{ x = x0+ (t—x0)

y = yo + (t —xo) f'(x0)

que son precisamente las ecuaciones (a.2).

Notemos finalmente que si la funcién f es de clase C' en el intervalo [a,b], entonces 7y es
un camino suave y I es una curva suave.

(b) Forma paramétrica. Repasando lo ya dicho, una curva en forma paramétrica es la
imagen de una funcién continua 7y : [a,b] — R?, es decir, el conjunto

L= {y(r):a<t<b} = {(x(1),y(1)) : a<t <b} (b.1)

Cuando 7y sea derivable en un punto 7y € [a,b] con Y'(fy) # 0, las ecuaciones paramétricas e
implicita de la recta tangente a la curva I en el punto (xg,yo) = Y(fo) son

X = x9+ (t—to)x/(to) X —Xp xl(l‘())

y=yo ¥'(t0)

Y = 0 + (t—10)y'(t) ‘ =0 (b-2)

con el abuso de lenguaje que ya habiamos comentado. Tendremos ocasion de usar también la
recta normal a la curva I" en un punto (xg,yo) = Y(fo), que es la recta que pasa por dicho punto
y es ortogonal a la recta tangente. La ecuacion implicita de dicha recta es fécil de obtener:

x'(t0) (x = x0) + ¥'(t0) (y —y0) = 0 (b.3)

(c) Forma implicita Se llama asi a la descripcién de una curva como lugar geométrico
de los puntos del plano que verifican una ecuacién o, lo que es lo mismo, como conjunto de
nivel de una funcién de dos variables. Por tanto, dada un funcién g : Q — R donde Q es un
subconjunto abierto de R?, consideramos el conjunto:

C = {(x,y) €Q: g(x,y)=0}. (c.1)



3. Curvas en el plano y en el espacio 21

En general, los conjuntos de la forma {(x,y) € Q : g(x,y) = a} con a € R son los conjuntos
de nivel de la funcién g. Obviamente no se pierde generalidad tomando o = 0.

Supondremos que g es de clase C' en Q, que g se anula en algiin punto de Q (C#0)y que
el gradiente de g no se anula en C, es decir, Vg(x,y) #0 VY (x,y) € C. Con estas condiciones
podemos decir que el conjunto C definido en (c.1) es una curva en forma implicita.

La nomenclatura se justifica porque al menos “localmente” el conjunto C se puede hacer
coincidir con una curva en forma paramétrica. De hecho, el Teorema de la Funcién Implicita
nos asegura que cada punto de C tiene un entorno cuya interseccion con C es la curva recorrida
por un camino regular cuya derivada no se anula en ningin punto, es decir, una curva suave.
En la situacién mds favorable, el propio conjunto C puede ser una curva en forma paramétrica,
pero en general esto no tiene por qué ocurrir: por ejemplo, C puede no estar acotado.

Calculemos ahora, para curvas en forma implicita, la recta tangente en un punto. En efecto,
sea C la curva definida en forma implicita por la igualdad (c.1), sea (xp,yo) € C y conside-
remos un camino suave Y : [a,b] — C que recorra la curva U NC donde U es un entorno de
(x0,Y0). Pongamos (xp,yo) =Y(fo) con to € [a,b] y veamos qué sabemos de Y'(9). Si x = x(7)
e y = y(t), con a <t < b, son las ecuaciones paramétricas de 7y, habrad de verificarse que
g(x(r),y(r)) = 0 para a <1 < b. La regla de la cadena nos dice entonces que

) d
a—i(xo,yo) x'(t0) + a_i(xmyO) y'(to) =0,

o equivalentemente (Vg(xo,y0)|Y'(f0)) = 0. Deducimos que el vector Vg(xo,yo), que por
hipétesis no se anula, es ortogonal al vector Y’ (1), que tampoco se anula. Por tanto, la ecuacion
implicita de la recta tangente al camino 7Y en el instante ¢y es:

(Vg(x0,y0) | (x—x0,y —y0)) = 0. (c2)

Observamos que esta ecuacién no depende del camino Yy que hemos empleado, luego tiene
perfecto sentido decir que la recta de ecuacién (c.2) es la recta tangente a la curva C en el
punto (xo,yo). Por otra parte, la recta normal a C en (xp,y) serd la recta cuyas ecuaciones
paramétricas e implicita vienen dadas por:

x=Xxo +(t—19) g—f(xo,yo) y xX—X0 g—i(xoayo) _ 0 (c3)
y=yo+(t—1) g—i(xo,yo) y=yo 5 (x0,%0)

Resaltamos finalmente la interpretacion geométrica del gradiente que se ha obtenido en el
razonamiento anterior. Sea g un campo escalar de clase C! en un abierto Q C R? y (x0,¥0) € Q
tal que Vg(xo,y0) # 0. Entonces existe un entorno abierto Qg del punto (xp,yo) en el que Vg
no se anula y tenemos todas las condiciones para afirmar que el conjunto

C = {(x,y) € Qo : g(x,y) = g(x0,50)}

es una curva en forma implicita, la curva de nivel del campo g que pasa por el punto (xp,yo).
Pues bien, segin hemos visto, el vector gradiente Vg(xo,yo) es el vector normal a dicha curva.
Dada la arbitrariedad del punto (xg,yo), tenemos que el vector gradiente, en cada punto donde
no se anule, es ortogonal a la curva de nivel que pasa por dicho punto.



