Analisis Funcional

Tema 10: Teorema de la aplicacién abierta

16, 17 y 18 de diciembre



@ Homomorfismos entre espacios normados

© Teorema de la aplicacién abierta

© Teorema de la gréfica cerrada
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados
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Homomorfismos de espacios normados
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

Homomorfismos de espacios normados

X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

Homomorfismos de espacios normados

X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.

Se dice que T es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

Homomorfismos de espacios normados

X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.

Se dice que T es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T'(X)
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

Homomorfismos de espacios normados

X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.

Se dice que T es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T'(X)

@ isomorfismo = homomorfismo biyectivo
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados
Homomorfismos de espacios normados
X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.

Se dice que T es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:
T es continuo y abierto como aplicacién de X en T'(X)

homomorfismo biyectivo
homomorfismo sobreyectivo

@ isomorfismo
@ epimorfismo =
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y lineal.

Se dice que T' es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T(X)

@ isomorfismo = homomorfismo biyectivo

@ epimorfismo = homomorfismo sobreyectivo

@ monomorfismo = homomorfismo inyectivo
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y lineal.

Se dice que T' es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T(X)
@ isomorfismo =

homomorfismo biyectivo

@ epimorfismo = homomorfismo sobreyectivo

@ monomorfismo = homomorfismo inyectivo
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y lineal.

Se dice que T' es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T(X)
@ isomorfismo =

homomorfismo biyectivo

@ epimorfismo = homomorfismo sobreyectivo

@ monomorfismo = homomorfismo inyectivo

v

Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y homomorfismo.
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y lineal.

Se dice que T' es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T(X)
@ isomorfismo =

homomorfismo biyectivo

@ epimorfismo = homomorfismo sobreyectivo

@ monomorfismo = homomorfismo inyectivo

v

Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y homomorfismo.

Entonces T =10Soq  donde:
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y lineal.

Se dice que T' es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T(X)
@ isomorfismo =

homomorfismo biyectivo

@ epimorfismo = homomorfismo sobreyectivo

@ monomorfismo = homomorfismo inyectivo

v

Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y homomorfismo.

Entonces T =IoSogq

@ ¢q:X — X/kerT es un epimorfismo

donde:
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y lineal.

Se dice que T' es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T(X)
@ isomorfismo =

homomorfismo biyectivo

@ epimorfismo = homomorfismo sobreyectivo

@ monomorfismo = homomorfismo inyectivo
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Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y homomorfismo.

Entonces T =IoSogq
@ ¢q:X — X/kerT es un epimorfismo

© S:X/kerT — T(X) es un isomorfismo

donde:




Homomorfismos entre espacios normados Teorema de la aplicacién abierta Teorema de la grafica cerrada
° 0000 [e]e]e}

Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y lineal.

Se dice que T' es un homomorfismo (de espacios normados), cuando:

T es continuo y abierto como aplicacién de X en T(X)
@ isomorfismo =

homomorfismo biyectivo

@ epimorfismo = homomorfismo sobreyectivo

@ monomorfismo = homomorfismo inyectivo

v

Primer teorema de isomorfia para espacios normados

X,Y espacios normados, T : X — Y homomorfismo.

Entonces T =IoSogq
@ ¢q:X — X/kerT es un epimorfismo

© S:X/kerT — T(X) es un isomorfismo
°

donde:

I:T(X)—Y esun monomorfismo
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Tres enunciados equivalentes
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)

Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)

Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:

T sobreyectiva =—- T abierta
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)

Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:

T sobreyectiva =—- T abierta

Teorema de los isomorfismos de Banach

N

\
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)

Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:

T sobreyectiva =—- T abierta

Teorema de los isomorfismos de Banach

Si X e Y son espacios de Banach y T' € L(X,Y), entonces:

N

\
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)

Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:

T sobreyectiva =—- T abierta

Teorema de los isomorfismos de Banach

Si X e Y son espacios de Banach y T' € L(X,Y), entonces:

N

T biyectiva = T isomorfismo
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)
Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:

T sobreyectiva =—- T abierta

Teorema de los isomorfismos de Banach

Si X e Y son espacios de Banach y T' € L(X,Y), entonces:

N

T biyectiva = T isomorfismo

Teorema del homomorfismo de Banach

\

\
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Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:

T sobreyectiva =—- T abierta

Teorema de los isomorfismos de Banach

Si X e Y son espacios de Banach y T' € L(X,Y), entonces:

N
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Tres enunciados equivalentes

Teorema de la aplicacién abierta (Banach-Schauder)
Si X e Y son espacios de Banachy T' € L(X,Y’), entonces:

T sobreyectiva =—- T abierta

Teorema de los isomorfismos de Banach

Si X e Y son espacios de Banach y T' € L(X,Y), entonces:

N

T biyectiva = T isomorfismo

Teorema del homomorfismo de Banach

Si X e Y son espacios de Banach y T' € L(X,Y), entonces:

\

T(X) cerradoen ¥ = T homomorfismo

\
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}

T abierta <= T(B) entorno de cero en Y
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}

T abierta <= T(B) entorno de cero en Y
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}

T abierta <= T(B) entorno de cero en Y

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z€ X : |z|| <1}.
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}

T abierta <= T(B) entorno de cero en Y

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z€ X : |z|| <1}.

Se dice que T es casi-abierta
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}

T abierta <= T(B) entorno de cero en Y

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z€ X : |z|| <1}.

Se dice que T es casi-abierta

cuando T'(B) es entorno de cero en Y
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}
T abierta <= T(B) entorno de cero en Y

A

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B = {z € X : ||z| < 1}.

Se dice que T es casi-abierta

cuando T'(B) es entorno de cero en Y
o

Lema 1: Categoria
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}
T abierta <= T(B) entorno de cero en Y

A

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B = {z € X : ||z| < 1}.

Se dice que T es casi-abierta

cuando T'(B) es entorno de cero en Y
o

Lema 1: Categoria

X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}
T abierta <= T(B) entorno de cero en Y

A

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B = {z € X : ||z| < 1}.

Se dice que T es casi-abierta

cuando T'(B) es entorno de cero en Y
o

Lema 1: Categoria

X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.

Si T'(X) es un conjunto de segunda categoria en Y,
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Primera etapa de la demostracién: aplicaciones casi-abiertas

Una observacién inmediata

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B={z € X : |z|| <1}
T abierta <= T(B) entorno de cero en Y

A

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal, B = {z € X : ||z| < 1}.

Se dice que T es casi-abierta

cuando T'(B) es entorno de cero en Y
o

Lema 1: Categoria

X,Y espacios normados, T': X — Y lineal.

Si T(X) es un conjunto de segunda categoria en Y,

entonces T es casi-abierta
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Fin de la demostracién y teorema principal
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado

Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado

Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado

Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado

Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y escompleto
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado
Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y es completo

v
El teorema principal
v
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado
Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y es completo

El teorema principal

X espacio de Banach, Y espacio normado, T € L(X,Y)
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado
Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y es completo

El teorema principal

X espacio de Banach, Y espacio normado, T € L(X,Y)

Si T(X) es un conjunto de segunda categoria en Y, entonces




Homomorfismos entre espacios normados Teorema de la aplicacién abierta Teorema de la grafica cerrada

[e] [e]e] ]o) [e]e]e}

Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado
Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y es completo

El teorema principal

X espacio de Banach, Y espacio normado, T € L(X,Y)

Si T(X) es un conjunto de segunda categoria en Y, entonces

@ T es abierta
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado
Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y es completo

El teorema principal

X espacio de Banach, Y espacio normado, T € L(X,Y)

Si T(X) es un conjunto de segunda categoria en Y, entonces

o T es abierta
o T(X)=Y
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Fin de la demostracién y teorema principal

Lema 2: Aproximaciones sucesivas

X espacio de Banach, Y espacio normado
Si T € L(X,Y) es casi-abierta, entonces:

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y es completo

El teorema principal

X espacio de Banach, Y espacio normado, T € L(X,Y)

Si T(X) es un conjunto de segunda categoria en Y, entonces

@ T es abierta
o T(X)=Y

@ Y es completo
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Consecuencias
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Consecuencias

Proyectividad de I3
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Consecuencias

Proyectividad de I3

Todo espacio de Banach separable es isométricamente isomorfo
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Proyectividad de I3

Todo espacio de Banach separable es isométricamente isomorfo

al cociente de [; por un subespacio cerrado

Sumas topoldgico directas
X espacio de Banach, M, Z subespaciosde X, X = M & Z.
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Consecuencias

Proyectividad de I3

Todo espacio de Banach separable es isométricamente isomorfo

al cociente de [; por un subespacio cerrado

Sumas topoldgico directas
X espacio de Banach, M, Z subespaciosde X, X = M & Z.

X es suma topoldgico directa de M y Z si (y sélo si)
M y Z son cerrados en X
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X ,Y espacios topolégicos, f: X =Y
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Aplicaciones con gréafica cerrada

X ,Y espacios topolégicos, f: X =Y
Graficade f: Grf={(z,f(z)) :z€X}CXxY
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X ,Y espacios topolégicos, f: X =Y
Graficade f: Grf={(z,f(z)) :z€X}CXxY
Se dice que f tiene grafica cerrada cuando

Gr f es cerrada en X XY con la topologia producto
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Aplicaciones con gréfica cerrada

X ,Y espacios topolégicos, f: X - Y
Graficade f: Grf={(z,f(z)):z€eX}CXxY
Se dice que f tiene grafica cerrada cuando

Gr f es cerrada en X XY con la topologia producto
.

Relacién con la continuidad
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X ,Y espacios topolégicos, f: X - Y
Graficade f: Grf={(z,f(z)):z€eX}CXxY
Se dice que f tiene grafica cerrada cuando

Gr f es cerrada en X XY con la topologia producto

o

Relacién con la continuidad

Sean X e Y espacios topoldgicos, y supongamos que Y es de Hausdorff.
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Graficade f: Grf={(z,f(z)):z€eX}CXxY
Se dice que f tiene grafica cerrada cuando

Gr f es cerrada en X XY con la topologia producto
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Relacién con la continuidad

Sean X e Y espacios topoldgicos, y supongamos que Y es de Hausdorff.

Toda funcién continua f: X — Y tiene gréfica cerrada
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X ,Y espacios topolégicos, f: X - Y
Graficade f: Grf={(z,f(z)):z€eX}CXxY
Se dice que f tiene grafica cerrada cuando

Gr f es cerrada en X XY con la topologia producto
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Relacién con la continuidad

Sean X e Y espacios topoldgicos, y supongamos que Y es de Hausdorff.

Toda funcién continua f: X — Y tiene gréfica cerrada

4

El reciproco es falso

N
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X ,Y espacios topolégicos, f: X - Y
Graficade f: Grf={(z,f(z)):z€eX}CXxY
Se dice que f tiene grafica cerrada cuando

Gr f es cerrada en X XY con la topologia producto

v

Relacién con la continuidad

Sean X e Y espacios topoldgicos, y supongamos que Y es de Hausdorff.

Toda funcién continua f: X — Y tiene gréfica cerrada

4

El reciproco es falso

fRSR, f()=7 VtER\{0}, fO)=acR

N
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X,Y espacios normados, T: X — Y lineal
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Teorema de la grafica cerrada

Operadores lineales con grafica cerrada

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal

T es continuo cuando:
zn€X VYneN, {zn}—0 = {T(zn)}—0
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Operadores lineales con grafica cerrada

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal

T es continuo cuando:
zn€X VYneN, {zn}—0 = {T(zn)}—0

T tiene grafica cerrada cuando:
zn€X VneN, {zn}—=0, {T(zn)}—2yeY = y=0




Homomorfismos entre espacios normados Teorema de la aplicacién abierta Teorema de la grafica cerrada
[e] 0000 oeo

Teorema de la grafica cerrada

Operadores lineales con grafica cerrada

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal

T es continuo cuando:
zn€X VYneN, {zn}—0 = {T(zn)}—0

T tiene grafica cerrada cuando:
zn€X VneN, {zn}—=0, {T(zn)}—2yeY = y=0

Teorema de la grafica cerrada
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Teorema de la grafica cerrada

Operadores lineales con grafica cerrada

X,Y espacios normados, T: X — Y lineal

T es continuo cuando:
zn€X VYneN, {zn}—0 = {T(zn)}—0

T tiene grafica cerrada cuando:
zn€X VneN, {zn}—=0, {T(zn)}—2yeY = y=0

Teorema de la grafica cerrada

Si X e Y son espacios de Banach,

todo operador lineal T': X — Y, con grafica cerrada, es continuo
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Caracterizacién dual de la continuidad
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Una consecuencia del teorema de la grafica cerrada

Caracterizacién dual de la continuidad

Sean X e Y espacios de Banach y

E un subconjunto de Y * que separe los puntos de Y, es decir:
yeY, y*(y)=0 Vy*€e E — y=0
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Caracterizacién dual de la continuidad

Sean X e Y espacios de Banach y

E un subconjunto de Y * que separe los puntos de Y, es decir:
yeY, y*(y)=0 Vy*€e E — y=0

Entonces, un operador lineal 7': X — Y es continuo si, y sélo si,
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Una consecuencia del teorema de la grafica cerrada

Caracterizacién dual de la continuidad

Sean X e Y espacios de Banach y

E un subconjunto de Y * que separe los puntos de Y, es decir:
yeY, y*(y)=0 Vy*€e E — y=0

Entonces, un operador lineal 7': X — Y es continuo si, y sélo si,
y*oT eX* Vy*eE
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Caracterizacién dual de la continuidad

Sean X e Y espacios de Banach y
E un subconjunto de Y * que separe los puntos de Y, es decir:
yeY, y*(y)=0 Vy*€e E — y=0
Entonces, un operador lineal 7': X — Y es continuo si, y sélo si,

y*oT e X* Vy*ekFE

.

Ejemplo
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Una consecuencia del teorema de la grafica cerrada

Caracterizacién dual de la continuidad

Sean X e Y espacios de Banach y
E un subconjunto de Y * que separe los puntos de Y, es decir:
yeY, y*(y)=0 Vy*€e E — y=0
Entonces, un operador lineal 7': X — Y es continuo si, y sélo si,

y*oT e X* Vy*ekFE

.

Ejemplo

Sea T': C0,1] — C[0,1] un operador lineal, y supongamos que:
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Caracterizacién dual de la continuidad

Sean X e Y espacios de Banach y
E un subconjunto de Y * que separe los puntos de Y, es decir:
yeY, y*(y)=0 Vy*€e E — y=0
Entonces, un operador lineal 7': X — Y es continuo si, y sélo si,

y*oT e X* Vy*ekFE

.

Ejemplo

Sea T': C0,1] — C[0,1] un operador lineal, y supongamos que:

T transforma toda sucesién que converja uniformemente a cero en [0,1] en

una sucesién que converge puntualmente a cero en [0,1].
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Caracterizacién dual de la continuidad

Sean X e Y espacios de Banach y
E un subconjunto de Y * que separe los puntos de Y, es decir:
yeY, y*(y)=0 Vy*€e E — y=0
Entonces, un operador lineal 7': X — Y es continuo si, y sélo si,

y*oT e X* Vy*ekFE

.

Ejemplo

Sea T': C0,1] — C[0,1] un operador lineal, y supongamos que:

T transforma toda sucesién que converja uniformemente a cero en [0,1] en

una sucesién que converge puntualmente a cero en [0,1].

Entonces T' es continuo.
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