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Tema 8: Versión geométrica del
teorema de Hahn-Banach

2, 3 y 4 de diciembre



1 Separación en espacios vectoriales

2 Separación en espacios normados



Separación en espacios vectoriales Separación en espacios normados

Motivación: separación de conjuntos convexos

Ejemplos de separación que ya conocemos

X espacio normado, M subespacio cerrado de X, x ∈X

y ∈X \{x} =⇒ ∃ f ∈X ∗ : Ref(y) < Ref(x)

Diremos que f separa y de x , pues muestra que y 6= x

x /∈M =⇒ ∃ f ∈X ∗ : Ref(y) < Ref(x) ∀y ∈M

Diremos que f separa M de x , pues muestra que x /∈M

Separación de convexos en espacios vectoriales
X espacio vectorial, A,B subconjuntos convexos no vaćıos de X .

Un funcional lineal no nulo f :X→K separa A y B cuando
verifica cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

Ref(a) 6 Ref(b) ∀a ∈A, ∀b ∈B
sup Ref(A) 6 ı́nf Ref(B)
∃ α ∈ R : Ref(a) 6 α 6 Ref(b) ∀a ∈A, ∀b ∈B
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Separación en espacios vectoriales Separación en espacios normados

Observaciones sobre separación de conjuntos convexos

Dos conjuntos convexos disjuntos que no se pueden separar

X = R(N) , espacio vectorial real, {en : n ∈ N} vectores unidad.

A =
{ n∑

k=1

αk ek : n ∈ N , α1, . . . ,αn ∈ R , αn > 0
}

A es convexo y verifica que
para todo funcional lineal no nulo f :X→ R , se tiene f(A) = R .

Por tanto, tomando por ejemplo B = {0} , se tiene que
A y B son subconjuntos convexos, no vaćıos y disjuntos de X ,

pero ningún funcional lineal no nulo en X separa A y B

La propiedad clave que resolverá el problema
Se dice que un subconjunto U de un espacio vectorial X es absorbente

cuando X = R+U , es decir: ∀x ∈X ∃ ρ ∈ R+ : x ∈ ρU
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pero ningún funcional lineal no nulo en X separa A y B

La propiedad clave que resolverá el problema
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Se dice que un subconjunto U de un espacio vectorial X es absorbente

cuando X = R+U , es decir: ∀x ∈X ∃ ρ ∈ R+ : x ∈ ρU



Separación en espacios vectoriales Separación en espacios normados

Observaciones sobre separación de conjuntos convexos

Dos conjuntos convexos disjuntos que no se pueden separar

X = R(N) , espacio vectorial real, {en : n ∈ N} vectores unidad.

A =
{ n∑

k=1

αk ek : n ∈ N , α1, . . . ,αn ∈ R , αn > 0
}

A es convexo y verifica que
para todo funcional lineal no nulo f :X→ R , se tiene f(A) = R .

Por tanto, tomando por ejemplo B = {0} , se tiene que

A y B son subconjuntos convexos, no vaćıos y disjuntos de X ,
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pero ningún funcional lineal no nulo en X separa A y B

La propiedad clave que resolverá el problema
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Se dice que un subconjunto U de un espacio vectorial X es absorbente

cuando X = R+U , es decir: ∀x ∈X ∃ ρ ∈ R+ : x ∈ ρU



Separación en espacios vectoriales Separación en espacios normados

Versión geométrica del teorema de Hahn-Banach

Teorema general de separación de conjuntos convexos

Sean A y B subconjuntos no vaćıos, convexos y disjuntos
de un espacio vectorial X , y supongamos que

existe a0 ∈A tal que A−a0 es absorbente.

Entonces existe un funcional lineal no nulo f :X→K tal que

sup Re f(A) 6 ı́nf Re f(B) , luego f separa A y B .
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Abundancia de puntos de soporte

Funcionales de soporte y puntos de soporte
Para un subconjunto no vaćıo A de un espacio vectorial X,

si un funcional lineal f :X→K y un punto x0 ∈A verifican que
Ref(a) 6 Ref(x0) ∀a ∈A

se dice que f es un funcional de soporte de A en el punto x0

y también que x0 es un punto de soporte de A

Abundancia de puntos de soporte

Si A es un subconjunto convexo y cerrado de un espacio normado X,

y A tiene interior no vaćıo,

todo punto de la frontera de A es un punto de soporte de A
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Para un subconjunto no vaćıo A de un espacio vectorial X,

si un funcional lineal f :X→K y un punto x0 ∈A verifican que
Ref(a) 6 Ref(x0) ∀a ∈A

se dice que f es un funcional de soporte de A en el punto x0

y también que x0 es un punto de soporte de A

Abundancia de puntos de soporte

Si A es un subconjunto convexo y cerrado de un espacio normado X,

y A tiene interior no vaćıo,
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Para un subconjunto no vaćıo A de un espacio vectorial X,

si un funcional lineal f :X→K y un punto x0 ∈A verifican que
Ref(a) 6 Ref(x0) ∀a ∈A

se dice que f es un funcional de soporte de A en el punto x0

y también que x0 es un punto de soporte de A

Abundancia de puntos de soporte
Si A es un subconjunto convexo y cerrado de un espacio normado X,

y A tiene interior no vaćıo,
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Separación fuerte en espacios normados

Separación fuerte de conjuntos convexos
Si A y B son subconjuntos convexos no vaćıos

de un espacio vectorial X,

un funcional lineal f :X→K separa fuertemente A de B

cuando existen α,β ∈ R tales que:
Ref(a) 6 α < β 6 Ref(b) ∀a ∈A, ∀b ∈B

Separación fuerte en espacios normados

Sean A y B subconjuntos no vaćıos y convexos
de un espacio normado X, tales que d(A,B) = ρ > 0 .

Entonces existen f ∈X ∗ con ‖f‖= 1 y α ∈ R tales que;
Ref(a) 6 α < α+ρ 6 Ref(b) ∀a ∈A, ∀b ∈B
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de un espacio normado X, tales que d(A,B) = ρ > 0 .

Entonces existen f ∈X ∗ con ‖f‖= 1 y α ∈ R tales que;
Ref(a) 6 α < α+ρ 6 Ref(b) ∀a ∈A, ∀b ∈B



Separación en espacios vectoriales Separación en espacios normados

Separación fuerte en espacios normados

Separación fuerte de conjuntos convexos
Si A y B son subconjuntos convexos no vaćıos
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existe un funcional lineal no nulo en RN que separa A y B , es decir,

∃ c ∈ RN \{0} :
N∑

k=1

c(k)a(k) 6
N∑

k=1

c(k)b(k) ∀a ∈A, ∀b ∈B



Separación en espacios vectoriales Separación en espacios normados

Separación fuerte y separación en dimensión finita

El caso particular más frecuente de separación fuerte

Sean A y B subconjuntos convexos, no vaćıos y disjuntos
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de un espacio normado X , tales que A es compacto y B es cerrado.

Entonces existe f ∈X ∗ que separa fuertemente A de B.

Una observación clave en dimensión finita
Si N ∈ N y U es un subconjunto convexo de RN con 0 ∈ U y LinU = RN ,

entonces int(U) 6= ∅ en la topoloǵıa usual de RN
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existe un funcional lineal no nulo en RN que separa A y B , es decir,

∃ c ∈ RN \{0} :
N∑

k=1

c(k)a(k) 6
N∑

k=1

c(k)b(k) ∀a ∈A, ∀b ∈B



Separación en espacios vectoriales Separación en espacios normados

Separación fuerte y separación en dimensión finita

El caso particular más frecuente de separación fuerte
Sean A y B subconjuntos convexos, no vaćıos y disjuntos
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