Tema

Operadores y funcionales lineales continuos

Llega ahora el momento de trabajar con las aplicaciones entre espacios normados, que tienen
un buen comportamiento algebraico y topoldgico: los operadores lineales continuos. El punto
de partida serd una caracterizacion de la continuidad de un operador lineal mediante una sencilla
desigualdad. Como consecuencia, veremos que el espacio vectorial de todos los operadores
lineales continuos entre dos espacios normados, se convierte a su vez de manera natural en un
espacio normado. Ello da lugar a una nueva familia de espacios normados y espacios de Banach,
conocidos de manera genérica como espacios de operadores.

Prestaremos especial atencién al caso en que el espacio de llegada es el cuerpo escalar.
Entonces, el término “operador” no resulta ya tan conveniente, por lo que es preferible hablar
de funcionales lineales continuos en un espacio normado. Estos funcionales forman un espacio
de Banach, que es el dual del espacio en el que estdn definidos. Daremos una descripcién muy
concreta de los duales de algunos espacios conocidos.

3.1. Operadores lineales continuos

Como los espacios vectoriales que nos interesan suelen estar formados por funciones, las
aplicaciones lineales entre ellos transforman unas funciones en otras, y es muy habitual llamar
“operadores” a las transformaciones de este tipo. Asi pues, un operador lineal es, simplemente,
una aplicacion lineal de un espacio vectorial en otro, ambos sobre el mismo cuerpo K.

La continuidad de un operador lineal entre espacios normados puede caracterizarse de varias
maneras, entre las que destacamos la mas util, para luego comentar las restantes.

Caracterizacion de la continuidad. Sean X e Y espacios normadosy T :X —Y un
operador lineal. Entonces T es continuo si, y solo si, verifica la siguiente condicion:

IMEeR] : IT(x)| < M|x| VxeX (1)

Demostracion. Nétese que, siguiendo una sana costumbre, denotamos de la misma forma
alas normas de X e Y, lo que no tiene por qué causar confusién alguna.
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Supongamos primero que T es continuo, para comprobar (1). Por ser T continuo en cero,
existe & > 0 tal que, para u € X con ||u|| < setiene ||T(u)|| < 1.Dado x € X\ {0}, podemos
tomar u = dx /||x||, para obtener 8||T (x)||/||x|| = ||T(u)]| < 1,estoes, ||T(x)|| < (1/3) x|l
Como esto es vilido para todo x € X \ {0}, y obvio para x =0, tenemos (1) con M = 1/8.

Reciprocamente, si existe M &€ ]Rar verificando (1), para cualesquiera u,v € X se tiene
claramente ||T(u) —T(v)|| < M||lu—v||, luego T es una aplicacién lipschitziana de X en Y,
de donde se deduce la continuidad uniforme de 7, y por tanto su continuidad. |

Conviene destacar toda la informacion obtenida en la demostracion anterior, que no esta
recogida en el enunciado. Para ello fijamos un operador lineal 7 : X — Y, donde X e Y son
espacios normados.

En la primera parte de la demostracién anterior, para probar (1), no se usa la continuidad
de T en todo punto de X, sino tan sélo la continuidad en cero. Asi pues, si T es continuo en
cero, deducimos que T es continuo en todo punto de X . Pero ademas, si suponemos que 7' es
continuo en un punto cualquiera xo € X, de laigualdad T'(x) = T (xo+x) — T (xo), vélida para
todo x € X, deducimos claramente que 7 es continuo en cero, y por tanto en todo punto de X .
En resumen, si un operador lineal entre espacios normados no es continuo, entonces no puede
ser continuo en ningdn punto del espacio de partida.

Por otra parte, de la condicién (1), no s6lo hemos deducido que T es continuo, sino que
es una aplicacion lipschitziana, luego uniformemente continua. Asi pues, la continuidad de
un operador lineal entre espacios normados equivale a su continuidad uniforme, que a su vez
equivale a que el operador sea una aplicacion lipschitziana. La linealidad es esencial para que se
verifique esta equivalencia, pues incluso en el caso X =Y =R conocemos abundantes ejemplos
de funciones continuas de X en Y que no son uniformemente continuas, asi como de funciones
uniformemente continuas que no son lipschitzianas.

En otro orden de ideas, es natural decir que una funcién f : X — Y estd acotada en un
conjunto A C X cuando f(A) es un subconjunto acotado de Y . Si nuestro operador lineal T es
continuo, la condicién (1) nos dice que T estd acotado en cada conjunto acotado A C X, o si
se quiere, que T preserva la acotacion. En efecto, si K € R(J{ verifica ||x|| < K paratodo x €A,
de (1) se deduce obviamente que ||y|| < MK paratodo y € T(A).

Reciprocamente, si 7' preserva la acotacion, en particular 7' estard acotado en la bola unidad
de X, es decir, existe M € R{ tal que ||T(u)|| < M para todo u € X que verifique |jul| < 1.
Dado x € X, tenemos x = ||x||u con u € X y ||u|| < 1,luego ||T(x)|| = ||x|| ||T(w)|| < M||x|,
y hemos probado (1), que equivale a la continuidad de 7. Asi pues, T es continuo si, y s6lo si,
estd acotado en cada subconjunto acotado de X, para lo cual es suficiente que esté acotado en la
bola unidad de X . Es por esto que a los operadores lineales continuos entre espacios normados
se les suele llamar también operadores lineales acotados.

Comentemos un caso particular del resultado anterior que ya conociamos. Si |- |1y |- |2
son dos normas en un espacio vectorial X, la topologia de | -||; contiene alade ||-||2 si, y s6lo
si, la identidad en X, que obviamente es un operador lineal, es continua como aplicacioén de X
con lanorma ||-||;,en X con | -||2. El resultado anterior nos dice que esto ocurre si, y s6lo si,
existe M € R tal que ||x|[> < M ||x||; para todo x € X, que es exactamente lo que probamos
en su momento, como paso previo para el criterio de equivalencia entre dos normas.
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3.2. KEspacios de operadores

Observemos que la linealidad y la continuidad son propiedades que se conservan al hacer
sumas de funciones y productos por escalares. Para ello, dado un conjunto no vacio X y un
espacio vectorial Y, consideremos el espacio vectorial Y X de todas las funciones de X en Y,
con las operaciones puntuales, es decir, para f,g € YX y A € K, se tiene:

(f+g)(x) = fx) +g(x) y (Af)(x) = Af(x) VxeX

Cuando X también es un espacio vectorial, es evidente que f+g y Af son lineales, siempre
que f y g lo sean, es decir, los operadores lineales de X en Y forman un subespacio de YX.

Algo similar ocurre con la continuidad. Si X es ahora un espacio topolégico e Y un espacio
normado, la continuidad de la suma y el producto por escalares de ¥ implican claramente que,
si f,g € Y¥ son funciones continuas y A € K, entonces f+g y Af también son continuas.
Vemos por tanto que las funciones continuas de X en ¥ también forman un subespacio de Y X.

Pues bien, si X e Y son espacios normados, denotamos por L(X,Y) al conjunto de todos
los operadores lineales continuos de X en Y que, por lo dicho anteriormente, es un subespacio
de XY, por ser la interseccién de dos subespacios. Por supuesto, las operaciones en el espacio
vectorial L(X,Y) siguen siendo las puntuales, es decir, para T,S € L(X,Y) y A € K se tiene:

(T+58)(x) = T(x)+S(x) y (AT)(x) = AT (x) VxeX

Fijado ahora un operador T € L(X,Y), y usando la caracterizacién de la continuidad antes
obtenida, cabe pensar en hacer que la desigualdad que aparece en (1) sea la mejor posible, es
decir, en considerar la minima constante M € ]RaL que la verifique. Observamos claramente que,
para M € Rg se tiene

ITx)|| <M|x|]| VxeX < ||[T(u)—TW)|| <M|u—v| YuveX
luego la minima constante que buscabamos no es otra que la contante de Lipschitz de T .

Adelantando acontecimientos, definimos la norma de un operador 7 € L(X,Y) como su
constante de Lipschitz, o lo que es lo mismo,

IT|| = min {MeR{ : ||T(x)]| <M|x|| VxeX} (2)

Otra expresion de ||T'|| se consigue recordando la razén por la que el conjunto del segundo
miembro tiene minimo: para M € R} la desigualdad ||7'(x)|| < M ||x|| es trivial para x=0 y en
otro caso equivale a ||7(x)||/[|x|| < M, luego buscamos el minimo mayorante de un conjunto
mayorado de numeros reales, que obviamente existe, es el supremo de dicho conjunto:

7 =sup{M : xEX\{O}} 3)

]

Para x € X \ {0} tenemos obviamente |7 (x)||/[lx]| = ||T (x/[|x[|)| y estd claro que el
conjunto {x/|[x|| : x € X\ {0}} es la esfera unidad de X, es decir, S={z€ X : ||z]| = 1}.
Por tanto la igualdad (3) equivale a

IT|l = sup { IT(2)| : 2€S} =sup {[IT()| :z€X, ||z =1} (4)
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El conjunto que aparece en el segundo miembro de (4) aumenta obviamente si sustituimos
la esfera unidad S por la bola unidad B = {x € X : ||x|| < 1}, pero su supremo no varia, pues
para x € B se tiene x = ||x||z con z € S, y por tanto ||T(x)|| = [|x|| |7 (z)|| < ||T(z)||. Asi pues,
podemos escribir

IT|l = sup {IT(x)]| : x€B} = sup { IT(x)]| : x€X, [l <1} (5)

Observemos finalmente que también se puede sustituir la bola cerrada B por la bola abierta
unidad U, es decir,

7]l = sup {ITW)[| : u€ U} =sup {|T(w)l| : wEX, fJul| <1} (6)

En efecto: una desigualdad es evidente y, para la otra, dado x € B'y p €10, 1[, tenemos px € U,
de donde

79 = tim p|| 7| = tim [ 70| < sup { | 70| - we '}

Hemos obtenido cinco formas de expresar la norma de un operador, entre las que (2) y (5) son
las que se usan con mds frecuencia.

Antes de comprobar que en efecto hemos definido una norma en el espacio vectorial L(X,Y),
expliquemos la forma en que suele usarse la expresion (2). Si ya sabemos que T € L(X,Y),
podemos escribir |7 (x)|| < ||T]|||x|| para todo x € X, y tenemos una desigualdad 6ptima, pues
la constante ||T'|| que en ella aparece es la minima posible.

Pero en la préctica, lo habitual es empezar comprobando que un operador lineal 7 : X — Y
es continuo, encontrando M € R} tal que ||7'(x)|| < M||x| paratodo x € X . Sabemos entonces
que ||T|| < M,y se dard la igualdad cuando la desigualdad que hemos probado sea Gptima.

Comprobemos ya que tenemos una norma en L(X,Y). Para T,S € L(X,Y), se tiene
HT+8)@) | < NIT@ N+ ST < (ITH+ 1S Ilx] - VxeX
de donde ||T +S|| < ||T|| + ||S]. Por otra parte, para A € K, usando por ejemplo (5) tenemos
IAT ] = sup { AT (x)|| : x€ B} = [Msup { IT(x)[| : x€ B} = [A[||T]

Finalmente, de ||T|| =0 se deduce obviamente que T = 0. Asi pues, la aplicaciéon T — ||T||,
definida mediante la igualdad (2), o cualquiera de las otras expresiones que hemos mencionado,
es una norma en L(X,Y) que recibe el nombre genérico de norma de operadores, mientras
que al espacio normado L(X,Y) se le llama espacio de operadores.

Para estudiar la convergencia en el espacio de operadores recién definido, sea {7,} una
sucesion en L(X,Y) que converja a T € L(X,Y). Si A es un subconjunto acotado de X,y
tomamos K € R tal que ||x|| < K paratodo x € A, de (2) se deduce que, para todo n € N se
tiene sup {||7,(x) —T(x)|| : x€A} < K| T, —T||, luego {T,,} converge a T uniformemente
en cada subconjunto acotado de X . Reciprocamente, con sélo suponer que {7, } converge a T
uniformemente en la bola unidad de X, de (5) se deduce que {||T;, —T|| } — 0. Usando (4),
o bien (6), la bola unidad se puede sustituir por la esfera unidad o por la bola abierta unidad.
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Estd claro que, de { ||T, —T|| } — 0, se deduce que {T,,(x)} — T'(x) para todo x € X, pero
pronto veremos que el reciproco no es cierto, es decir, la convergencia puntual en X no es
suficiente para asegurar la convergencia en L(X,Y).

Podemos ahora probar que, si Y es un espacio de Banach, L(X,Y) también lo es, con un
tipo de argumento que ya debe ser familiar. Si {7,,} es una sucesién de Cauchy en L(X,Y), para
cualesquiera x € X y n,m € N se tiene ||7,(x) — Tn(x)|| < ||T — Tul| ||x]|, luego {T,(x)} es
una sucesion de Cauchy en Y. Como Y es completo, podemos definir 7 (x) = nlf_r& T,(x) para
todo x € X, obteniendo una aplicacién 7 : X — Y. La continuidad de la suma y el producto por
escalares de Y permiten comprobar rutinariamente que 7 es un operador lineal, y acabaremos
probando que 7 es continuo con {||T,, — T|| } — 0. Fijado & > 0, existe un ng € N tal que

nmeN, nm>2n = ||T,—Ty|| <e = |[T,(x)—T,(x)| <e|x|| VxeX
Fijado n € N con n > ng, para todo x € X tenemos claramente
172(x) =T ()| = T [|7,(x) = Tn(x)[| < &|lx]

y esto prueba que 7, — T € L(X,Y),dedonde T =T, — (T, —T) € L(X,Y). Pero ademds, la
desigualdad anterior nos dice que ||T, — T| < €, para n > ng, luego { |7, —T| } — 0 como
queriamos. El siguiente enunciado resume lo demostrado sobre los espacios de operadores:

» Si X eY son espacios normados, el espacio vectorial L(X,Y), de todos los operadores
lineales y continuos de X en Y, es un espacio normado, con la norma de operadores.
La convergencia en L(X,Y) equivale a la convergencia uniforme en cada subconjunto
acotado de X , que a su vez equivale a la convergencia uniforme en la bola unidad de X .
Finalmente, si Y es un espacio de Banach, entonces L(X,Y) también o es.

Mis adelante veremos que, excluido el caso trivial X = {0}, la complitud de ¥ no sélo es
suficiente, sino también necesaria, para la complitud del espacio de operadores L(X,Y). Por
otra parte, la complitud de Y, junto con la continuidad uniforme de los operadores lineales y
continuos, tienen otra importante consecuencia, ya que las funciones uniformemente continuas,
con valores en un espacio métrico completo, pueden extenderse de un conjunto a su cierre,
preservando la continuidad uniforme. En vez de probar este resultado mas general, para luego
aplicarlo a operadores, preferimos obtener directamente el caso que nos interesa:

Extension de operadores. Sea Y un espacio de Banach, M un subespacio de un espacio
normado X y consideremos, tanto en M como en M la norma inducida por X . Entonces, para
cada T € L(M,Y), existe un tinico T € L(M,Y) que extiende a T , es decir, T (u) = T(u) para
todo u € M. Ademis, se tiene ||T|| = ||T||.

Demostracion. Fijado x € M existe una sucesiéon {u,} en M tal que {u,} — x, con lo
que {u,} es una sucesion de Cauchy en M. Como ||T(uy) — T (un)|| < ||T||||un — um|| para
cualesquiera n,m € N, deducimos que {7 (u,)} es una sucesién de Cauchy en el espacio de
Banach Y, luego converge. Para poder definir 7(x) como el limite de la sucesion {7 (u,)},
debemos ver que dicho limite no depende de la sucesion {u,} elegida. En efecto, si {v,} es
otra sucesion en M con {v,} — x, tenemos {u, —v,} — 0, luego {T(v,) — T (u,)} — O, pero
las sucesiones {T(u,)} y {T(v,)} son convergentes, asi que sus limites coinciden.
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Asi pues, para cada x € M definimos T(x) = 1im T (uy,),donde {u,} es cualquier sucesién
n—oo

de puntos de M tal que {u,} — x. Se comprueba rutinariamente que T:M—Y esun operador
lineal. Si u € M podemos obviamente tomar u, = u para todo n € N, para tener T(u) =T(u),
luego T extiende a T . Fijando x € M y {u,} — x con u, € M para todo n € N, usamos ahora
que ||T (un)|| < ||IT||||un|| paratodo n € N, de donde se deduce que 1T (x)| < T[], y esto
prueba que T € L(M,Y) con T < ||| La otra desigualdad es clara, pues T extiende a T,
luego tenemos ||T|| = ||T]- Flnalmente si T:M —Y es cualquier extension continua de T, el
conjunto {x EM : T( ) = } es cerrado y contiene a M, luego coincide con M, es decir,

se tiene 7 = T'. Esto prueba de sobra la unicidad de T, concluyendo la demostracion. ]

Con la misma notaci6n anterior, vemos que la aplicacién T +— T, de L(M,Y) en L(M,Y)
es lineal e isométrica, luego inyectiva. Pero también es sobreyectiva, pues para S € L(M,Y) se
tiene obviamente S =7 donde T € L(M,Y) es la restricciéon de S a M, que se suele denotar
por S‘ 4 - Por tanto, tenemos un isomorfismo isométrico, que identifica totalmente los espacios
de Banach L(M,Y) y L(M,Y).Es preferible manejar la funcién inversa S — S ] 4> que también
es un isomorfismo isométrico, pero tiene una definicién més explicita.

Observemos también que, en la discusion anterior, nada cambia al sustituir X por M, luego
no se pierde generalidad suponiendo que M es denso en X . Por tanto, la identificacién entre
dos espacios de operadores que hemos obtenido, puede enunciarse como sigue:

= Sea X un espacio normado, M un subespacio denso en X con la norma inducida, e Y
un espacio de Banach. Entonces, la aplicacion S — S|, es un isomorfismo isométrico
de L(X,Y) sobre L(M,Y)

3.3. Funcionales lineales continuos

Todo lo dicho anteriormente sobre operadores, es cierto en particular cuando el espacio de
llegada es el cuerpo escalar, cuya norma es el valor absoluto o el médulo. Si X es un espacio
vectorial formado por funciones, una aplicaciéon de X en K asocia un nimero a cada funcién
de X, por lo que el término “operador” deja de ser adecuado y se suele sustituir por “funcional”.

Asi pues, un funcional lineal en un espacio vectorial X no es mas que una aplicacién lineal
de X en K. Repasemos los resultados obtenidos anteriormente para operadores, en el caso
particular de los funcionales, que es el que ahora nos interesa.

Para un funcional lineal f en un espacio normado X, es equivalente ser continuo en algin
punto, ser continuo en todo punto, ser uniformemente continuo y ser una funcién lipschitziana.

Cualquiera de las propiedades de f recién mencionadas equivale a la existencia de una
constante M € Rg verificando que

|f(x)] < M||x|| VxeX

Esto a su vez ocurre si, y s6lo si, f estd acotado en cada subconjunto acotado de X, para lo cual
es suficiente que f esté acotado en la bola unidad de X.
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El espacio vectorial formado por todos los funcionales lineales continuos en X se denota
por X*, en vez de L(X,K), y en él disponemos de una norma que se puede expresar de varias
formas, entre las que destacamos dos. Para todo f € X* se tiene:

IF1 = min {M € RJ : [f(x)| <M]lx| VxeX} =sup {|f(x)] :x€X, |x[|<T1}

La complitud de K nos asegura que X* es siempre un espacio de Banach, que se conoce
como el espacio dual del espacio normado X, y también es habitual decir que la norma de X*
es la norma dual de la norma de X. Hasta qué punto existe una auténtica dualidad entre un
espacio normado X y su dual X*, es algo que discutiremos a fondo més adelante. De momento
tenemos cierta asimetria, pues X* es completo aunque X no lo sea.

Comentemos también que, si M es un subespacio denso en un espacio normado X, entonces
la aplicacién f +— f | €8 unisomorfismo isométrico de X* sobre M* . Destaquemos sobre todo
la sobreyectividad de dicha aplicacién: cada g € M* es la restriccién a M de un tinico g € X*.

Veamos ahora una propiedad de los funcionales lineales que ya no es caso particular de un
resultado referente a operadores lineales en general. Para ello, veamos que un funcional lineal f
en un espacio vectorial X, queda determinado por su nicleo ker f = {x € X : f(x) =0}, salvo
un factor de proporcionalidad, es decir: si g es otro funcional lineal en X con kerg = ker f,
existe A € K tal que g =Af. Enel caso f =0 se tiene kerg = ker f = X, luego g =0y
podemos usar cualquier A € K. En otro caso, existe u € X tal que f(u) =1 con lo que, para
todo x € X, se tiene x— f(x)u € ker f =ker g, luego g(x) = f(x) g(u). Tomando A= g(u) €K,
se tiene por tanto g = Af, como queriamos.

Es bien féicil convencerse de que el resultado andlogo al anterior, para operadores lineales
cualesquiera, estd muy lejos de ser cierto. Pero volviendo a los funcionales lineales, no es de
extrafiar ahora que, en un espacio normado, la continuidad de un funcional lineal se caracterice
en términos de su nucleo, como vamos a comprobar.

= Un funcional lineal en un espacio normado es continuo si, y solo si, su nticleo es cerrado.

Si X esunespacionormadoy f € X*, estd claro que ker f ha de ser un subconjunto cerrado
de X. Reciprocamente, sea f un funcional lineal en X y supongamos que ker f es cerrado, para
probar que f es continuo. Si f = 0 no hay nada que demostrar, y en otro caso fijamos z € X
con f(z) =—1.Como ker f es cerrado, tenemos z ¢ ker f, luego existe un entorno de z cuya
interseccién con ker f es vacia. Tenemos por tanto r € R™ tal que (z +rU ) Nkerf =20,
donde U es la bola abierta unidad de X .

SixeXy f(x)#0,setiene z+ (x/f(x)) €ker f,luego z+ (x/f(x)) ¢ (z+rU),0lo
que es lo mismo, x/f(x) ¢ rU . Esto significa que ||x/f(x)|| > r, es decir, |f(x)| < (1/r)]x||.
Esta desigualdad es obvia cuando f(x) = 0, luego es vélida para todo x € X, y prueba que f
es continuo, como se queria. [ |

Conviene resaltar una consecuencia facil del resultado anterior. Si un funcional lineal f,
en un espacio normado X, no es continuo, entonces ker f es denso en X. En efecto, hemos
visto que ker f no puede ser cerrado, pero entonces ker f es un subespacio de X que contiene
estrictamente a ker f, de donde se deduce claramente que ker f = X .
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3.4. Duales de algunos espacios de Banach

Vamos a describir con detalle los espacios duales de muchos espacios de Banach presentados
en el tema anterior. Veremos, por ejemplo, que el dual de un espacio de sucesiones se identifica
frecuentemente con otro espacio de sucesiones. Por supuesto, dicha identificacion se consigue
mediante un isomorfismo isométrico.

Conviene extender la definicion del exponente conjugado p*, que hicimos para 1 < p < oo,
de forma que queden incluidos los casos extremos, haciendo que cada uno sea el conjugado del
otro, es decir, para p = 1 definimos p* = oo, mientras que para p = co tomamos p* = 1. De
esta forma, para 1 < p < oo, se tiene 1 < p* < oo y sigue siendo cierto que (p*)" = p.

La definicién anterior es adecuada para el tnico resultado en el que hasta ahora hemos
usado el exponente conjugado, la desigualdad de Holder, que a partir de ahora tendra bastante
protagonismo. Para N € N, y cualesquiera ay,ay,...,an, b1,ba,...,by € Rg, se tiene

N N
Z max{al,az, aN} Zbk
k=1 k=1

que puede entenderse como la desigualdad de Holder para los casos p =o y p = 1. Veamos
pues la forma en que podemos usar dicha desigualdad, sin excluir los casos p=1y p=o0,y
sin distinguirlos de los que ya conociamos. Para 1 < p < oo se tiene claramente:

N
Z BIYEL < [Ixllp [¥lpe YxyeKY (7)

3.4.1. Duales de espacios de dimension finita

Fijados N € N y 1 < p < o0, vamos a estudiar el espacio dual (llljv)*. Para cada y € KV,
podemos considerar la aplicacién y : K¥ — K, definida por

N
=Y x(k)y(k) Vxe KV (8)
k=1

y es evidente que y es un funcional lineal en K. Vemos que y es continuo para la topologia
usual de KV, pues en (8) aparece como suma de funciones continuas. Por tanto, y € (l [I,V ) * Y%
podemos considerar la aplicaciéon

@ KY — (1), d(y) =y VyekV

Es claro que @ es lineal y, mediante la base usual {ej,e>,... ey} de KV, veremos que ®
es biyectiva.

Por una parte, para y € K¥ y k€ {1,2,...,N}, tenemos y (e;) = y(k), luego de y = 0, se
deduce que y =0, asi que &P es inyectiva.
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Por otra, si f es un funcional lineal en KV, tomamos y(k) = f(e;) para k=1,2,...N,y
la linealidad de f nos dice que, para todo x € KV se tiene

N N N
=f ( Y x(k) ek> =) x(k) fle) = Y x(k)y(k) =5 (x)
k=1 k=1 k=1

luego f =y = ®(y). Esto prueba que ® es sobreyectiva y, de paso, que todo funcional lineal
en K" es continuo para la topologia usual.

Asi pues, ® identifica KV y (ll],‘/ )* como espacios vectoriales, pero cabe pensar en la
norma que debemos usar en KV para que sean idénticos como espacios de Banach, es decir,
la que hace que ® sea isométrica. Fijado y € K¥, se trata por tanto de calcular la norma del
funcional y, en términos del vector y. De hecho vamos a comprobar que

Vye KV (9)

e

Fijado y € KV, una desigualdad se deduce ficilmente de (7), ya que

5 ()| < Z|x )] < [|x]], |

Tenemos por tanto H)Ai H <

Vxe KN

e Para la otra desigualdad, suponemos sin perder generalidad
. = 1 y encontraremos u € KV tal que y(u) = ||qu = 1, con lo que tendremos
- Para cada k € {1,2,...,N}, escribimos |y(k)| = oxy(k),
donde o € Ky |og| = 1, y a partir de aqui, hay que distinguir tres casos.

que

obviamente H? H >

Si p=1, elegimos j € {1,2,...,N} de forma que \y( )| = l,y basta tomar u = e},
pues entonces se tiene H””1 = 1,asicomo y (u) = a;y(j ’y ’ =1.

Si p = oo, tomamos u(k) = oy para todo k € {1,2,...,N}, con lo cual
N N
=Y oyk) =) pk)|=1 vy [rlle=1
k=1 k=1

Finalmente, si 1 < p < oo, tomamos u(k) = Ock‘y(k) !p*_l para todo k € {1,2,...,N}.
Tenemos entonces

1/p N A\ VP
ol = (E o1 ) = (Ebwl) -

y vemos también que

N _ N
=Y oly(k)|” =Y o)
k=1 k=1

Asi pues, en todos los casos hemos probado (9), luego la biyeccién lineal & : KN — (l 119\! ) "

ha resultado ser isométrica cuando en K" consideramos la norma | - || ,«. Destacamos este
resultado, que describe perfectamente toda una gama de espacios duales.
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N *

m ParaNeN y 1< p< oo, los espacios llljv* y (lp ) son isométricamente isomorfos. De

hecho, definiendo
N
F() = Yxk)yk)  Vryek"
k=1

. ., ~ . . s, . *
la aplicacion y — y es un isomorfismo isométrico de l;ﬂ sobre (l},v ) .

Obsérvese la simetria de la situacion: el resultado anterior también es valido para p* en
lugar de p, luego identifica (lév* )* con lll,v . Por tanto, cada uno de los espacios lI],V y ZIZJV* es
isométricamente isomorfo al dual del otro. Se dice que || - ||, es la norma dual de ||-||,,y
viceversa. Observemos por ultimo que lév es autodual, se identifica con su espacio dual.

3.4.2. Duales de espacios de sucesiones

Para estudiar los duales de los espacios /,, con 1 < p < oo, seguimos un razonamiento
similar al usado en dimension finita, sustituyendo sumas finitas por sumas de series y prestando
atencion a la convergencia.

Fijemos x € [,, y € [,» y n € N. Considerando entonces los vectores x,,y, € K", definidos
por x,(k) = x(k) e y,(k) = y(k) paratodo k € {1,2,...,n},de (7) deducimos claramente que,

k;\x(k)l R < [l 1y le < [l 1]

p*

Como esto es vilido para todo n € N, la serie Z x(n)y(n) es absolutamente convergente con
n=>1

ilxm)ym) < 21 )| |y < ||| [y (10)

p*

Todavia con y € I+ fijo, definimos una aplicacién y : [, — K, escribiendo
y(x) = Z x(n)y(n) Vxel,
n=1

Es claro que y es un funcional lineal en £, y (10) nos dice que y € /" con 17 < |||

p*
Como lo dicho es vilido para todo y € I+, podemos considerar la aplicacion

Dl — 1), P(y) =y Vy€l, (11)
Se comprueba rutinariamente que & es lineal, y acabamos de ver que

@) || < [|y] Yy € Ly

p*

El objetivo es probar la otra desigualdad para obtener que ® es isométrica. Fijado y € [+,
suponemos sin perder generalidad que H y| = 1, para probar que H y || > 1.Paratodo ne N

p*
escribimos |y(n) | = o, y(n) donde o, € K con || = 1,y hemos de distinguir tres casos.
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Si 1 < p < oo, tomando u(n) = a, ‘)’(”) |p*71

¥ utn|” = £ 30| 7 = st

luego u € lp con H u Hp = 1, pero por otra parte

para todo n € N, tenemos por una parte

[}

=Y au|ym)|” "~

n=1

= iﬁﬂn)\"" -

de donde deducimos que || y H > 1, como se queria.

El caso p = oo es ain mads ficil, pues entonces basta tomar u(n) = o, paratodo n € N,
con lo que u € l., verifica que H u ||°° = 1, asf como

_ i] o y(n) = i]!ym)\ -

luego de nuevo H?H > 1

Si p =1, usamos los vectores unidad {e, : n € N}. Paratodo n € N tenemos

[y [ = [3(en) | < |5} [[eall, = [|57]

de donde deducimos que ||3 || > sup {[y(n)| : n €N} = 1.

En cualquier caso, hemos probado que la aplicacién lineal ® definidaen (11) es isométrica,
e intentamos ahora ver si es sobreyectiva. Fijado f € [, buscamos y € [, tal que y = f. Estd
claro que debemos tomar y(n) = f(e,) paratodo n € N,y vamos a comprobar que y € [+ . Para
todo k € N, escribimos de nuevo |y(k)| = o y(k) donde ox € K con |a| = 1,y volvemos a
distinguir tres casos.

El caso p =1 es el més sencillo, pues para todo n € N se tiene

)| = [fen | <[lr [ [eall, = [I£1]

luego y € l.. En el caso p = o, para todo n € N se tiene

bl = Fousten s (L oee) <1 | Eener|

de donde deducimos que y € /;. Finalmente, cuando 1 < p < o, adaptamos el razonamiento
anterior. Para todo n € N se tiene:

Y )" = Y o |y®) | fle) = £ ( Y o |y(0) ”"lek)
k=1 k=1

=71

< || 7]l H;akly(k) P
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Deducimos claramente que y € [+, pues la desigualdad anterior nos da

n A\ VP
Yhw|" ) < s vneN
k=1

En todos los casos, dado f € [, hemos comprobado que y € [+, donde y(n) = f(e,) para
todo n € N. Nos preguntamos ahora si y = f, y comprobamos enseguida que la respuesta es
afirmativa para 1 < p < oo.

En efecto, como y (e,) = f(e,) para todo n € N, por linealidad deducimos que y ha de
coincidir con f en el subespacio engendrado por los vectores unidad, que es denso en [,. Por
tanto tenemos dos funciones continuas en [, que coinciden en un conjunto denso, luego son
iguales, como queriamos. Asi pues, cuando 1 < p < oo la aplicaciéon ® es sobreyectiva. Antes
de discutir lo que ocurre para p = o, destaquemos todo lo demostrado en los demds casos.

m Para 1 < p < oo, los espacios de Banach [,+ y lp* son isométricamente isomortos. De
hecho, definiendo

y(x) = Zx(n)y(n) Vxel,, Vyel,
la aplicacion y +— y es un isomorfismo isométrico de [, sobre Ly

Nétese que, para 1 < p < oo, el resultado anterior también es valido sustituyendo p por p*,
y tenemos la misma simetria observada en dimension finita: cada uno de los espacios [, y [+
se identifica con el dual del otro. En particular, /; se identifica con su propio dual.

En el caso p = o el resultado anterior no es vdlido como demostraremos mds adelante.
La aplicacion lineal @ : [ — IS es isométrica, luego [/ es isométricamente isomorfo a un
subespacio cerrado de IS, pero @ no es sobreyectiva. De hecho veremos que, si X es un
espacio normado y X * es separable, entonces X es separable. Por tanto, /.S no es separable,
luego no puede ser siquiera homeomorfo a /g .

Obsérvese que tenemos un ejemplo en el que no se presenta la simetria entre un espacio y
su dual que hasta ahora veniamos observando. El dual de /; se identifica con l., pero el dual
de /. no se puede identificar con /;. Pronto veremos otro ejemplo de esta situacion, que no
requiere esperar a la demostracion de los resultados recién mencionados.

El motivo por el que no podemos razonar con /. como hemos hecho con /,, para p < oo,
salta a la vista: el subespacio engendrado por los vectores unidad no es denso en L. . Esto sugiere
la posibilidad de trabajar con ¢, en vez de l.., como haremos ahora.

Para y € [, podemos considerar la restriccién de y a ¢, que denotaremos por y, con lo
. -~ 4 ~ ~
que 9bv1amente ‘tene.ljnos y €¢, con Hy H < ||y || < Hy”l En vez de ®, podemos ahora
considerar la aplicacién

Yl —c, Y(y)=y Vyel
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Comprobamos ahora que W es isométrica. Para ello fijamos y € [1, y para cada k € N,
escribimos | y(k) | = axy(k) con oy €K'y |og| = 1. Paratodo n € N se tiene

n n n
3 )] =5 $arer) < 5] Hz <15
k=1 k=1 k=1 IS

de donde ||y, < |5

, COmMo se queria.

Veamos por tltimo que ‘¥ es sobreyectiva. Dado f € ¢, volvemos a tomar y(n) = f(ey)
para todo n € N, y comprobamos que y € /1. El razonamiento es en esencia el mismo que
acabamos de usar. Para todo n € N se tiene ahora

3 10| = 7 3 e <ufu||2akek <71
k=1 =1 =1 -

luego y € [} como se queria. Finalmente esta bien claro que y = f, porque el subespacio
engendrado por los vectores unidad es denso en ¢, igual que lo era en [, para 1 < p < .
Como y(e,) = f(en) paratodo n € N, se tiene y = f. Hemos probado el siguiente resultado,
con el que concluimos el estudio de los duales de los espacios de sucesiones.

= Los espacios de Banach I, y ¢, son isométricamente isomorfos. Mds concretamente,
definiendo

y(x) = Z x(n)y(n) Vxec,, Vyel
la aplicacién y — y es un isomorfismo isométrico de [} sobre c;'.

Tenemos ya el ejemplo prometido, para el que no hay simetria entre un espacio de Banach
y su dual: el dual de ¢, se identifica con [y, pero el dual de /; se identifica con /., que no se
puede identificar con ¢, , ya que ¢, es separable y /., no lo es.

En lo que sigue, vamos a destacar algunas ideas relevantes, que surgen de los razonamientos
anteriores y, en particular, veremos algunos ejemplos que hemos anunciado.

Los vectores unidad han tenido un papel clave en los resultados anteriores. Si f es un
funcional lineal continuo en [,,, con 1 < p <eo,0en ¢,, entonces f queda determinado por los
valores que toma en los vectores unidad, es decir, por la sucesién {f(e,)} . Esto se puede probar
muy féacilmente, incluso en un contexto mucho mds general. Aprovechamos para hacer una
observacion casi evidente, que usaremos muy a menudo: los operadores lineales y continuos,
entre espacios normados, preservan las series convergentes.

= Sean X e Y espacios normados cualesquieray T € L(X,Y). Si x, € X paratodon € N,

y la serie Z X, es convergente, entonces la serie Z T (x,) también converge, con:
n>1 n>1

(o)

T an =) T(x,)
n=1 n=1
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[} n
En efecto, si x = Z X, tenemos {s,} — x donde s, = Z x; paratodo n € N. Porser T
n=1 k=1

n
lineal y continuo, obtenemos < Y T(x) » = {T(sx)} — T(x), como se querfa. u
k=1

Volviendo al caso que nos interesa, supongamos que un espacio de Banach X tiene una base
de Schauder {u,},y veamos que todo funcional lineal continuo f € X* queda determinado
por la sucesién {f(u,)}. En efecto, para cada x € X existe una unica sucesiéon {A,(x)} de

escalares, tal que x = Z An(x)uy, y el resultado anterior nos dice que f(x) = Z A (x) f(un) -
n=1 n=1
Estd claro, por tanto, que el funcional f queda determinado por la sucesién {f(uy)}.

Lo mismo ocurre obviamente, para todo espacio normado Y, con T € L(X,Y) arbitrario.
Observamos por tanto que una base de Schauder se comporta, con respecto a los operadores
lineales y continuos, de forma andloga a como lo hace una base algebraica para aplicaciones
lineales arbitrarias.

Por otra parte los vectores unidad nos permiten mostrar un ejemplo que hemos anunciado.
Si X e Y son espacios normados, vimos en su momento que la convergenciaen L(X,Y), de una
sucesion de operadores, implica la convergencia puntual en X, pero se dijo que, en general, el
reciproco no es cierto. Ahora podemos comprobarlo con abundantes ejemplos, concretamente
tomando X =1, con 1 < p <eo e ¥ =K. A tal fin, usamos el isomorfismo isométrico y ~— y,
de Iy« sobre [, que conocemos bien. Considerando la sucesion {en} de los vectores unidad
en [,+, vemos que {eAn } es una sucesion en /" que converge puntualmente a cero, pues basta
tener en cuenta que, para todo x € [, se tiene que { &, (x) } = {x(n) } — 0. Como sabemos
que H é, || = H e, Hp* = 1 para todo n € N, la sucesién {eA,, no converge a cero en /", es
decir, no converge uniformemente a cero en la bola unidad de /,,.

Una tercera observacion interesante se refiere a la definicion de la norma dual. Si X es un
espacio normado y f € X* sabemos que la norma de f se puede expresar como un supremo en
la esfera unidad de X, asaber: || f| = sup {|f(x)| : x€X |x|| = 1}.Es natural preguntarse
si este supremo es 0 no un maximo y vamos a contestar esta pregunta en algunos casos. En los
comentarios que siguen, la esfera unidad de X se puede sustituir, a todos los efectos, por la bola
unidad. Por una parte, conocemos ya bastantes ejemplos en los que la respuesta a la pregunta
planteada es afirmativa.

En primer lugar, tenemos todos los espacios de dimension finita que hemos estudiado. En
los razonamientos anteriores, se ha comprobado que, si f € (ZII,V )* con NeNy 1< p<oo,
la funcién | f| tiene maximo en la esfera unidad de llﬁv . Esto no es ninguna sorpresa, porque
dicha funcién es continua en [ 117\/ , cuya esfera unidad es un conjunto compacto.

Para los espacios de sucesiones las cosas no son tan féciles, porque la esfera unidad ya no
es un conjunto compacto. Concretamente, para 1 < p < oo, la sucesion {e,} de los vectores
unidad, todos ellos en la esfera unidad de /,, no admite una sucesion parcial convergente. En
efecto, para cualesquiera n,m € N, con n # m se tiene claramente | e, — ey ||, = 2!/, y esto
claramente impide que una sucesion parcial de {e,} pueda ser convergente. Lo mismo ocurre
en ¢, oen lo,yaque ||e, —en |l = 1 para cualesquiera n,m € N con n # m.
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Sin embargo, basta revisar los razonamientos anteriores para comprobar que, en algunos
espacios mencionados, la respuesta a nuestra pregunta sigue siendo afirmativa, concretamente:

l<p<e, felf = |fll=max{|f(x)|:xel, x|, =1}

La afirmacion andloga para p =1 es falsa, como vamos a comprobar ahora. Usaremos el
isomorfismo isométrico y — y, de l. sobre /;*, que conocemos bien. Sea f € [;* tal que la
funcién | f| tenga méaximo en la esfera unidad de /;, es decir, existe u € I;, con ||ul|; = 1, tal
que | f(u)| = || f]|. Si y € I verificaque f =y, se tiene

9]l = 15 ()] < ;\M("H | <yl ;W”)I = [I7]l.

luego todas las desigualdades que hemos usado han de ser igualdades. En particular observamos
que |u(n)||y(n)| = |u(n)| |y~ paratodo n € N. Como u # 0, ha de existir algtin n € N tal
que |y(n)| = ||y]|~- Es claro que una sucesién y € l. puede no cumplir esta condicién. Por
ejemplo, si y(n) = 1—(1/n) para todo n € N se tiene |y(n)| < 1 = ||y||~ paratodo n € N.
Por tanto, tomando f =y, es decir,

£x) = il

tenemos f € [;* tal que la funcioén | f| no tiene maximo en la esfera unidad de /; .

n—1

Vxel
- x(n) xel

Con un razonamiento similar al anterior, se puede encontrar un ejemplo andlogo para el
espacio ¢, , es decir, un funcional f € ¢ tal que la funcién | f| no tiene mdximo en la esfera
unidad de ¢, .

3.4.3. Duales de los espacios de Lebesgue

Dados N € N y un abierto no vacio Q C R", estudiemos los duales de los espacios L, (L)
con 1 < p < oo, aunque sin dar la demostracion de algunos resultados. Como cabe esperar, hay
un claro paralelismo con el estudio que hemos hecho para los espacios de sucesiones.

Observemos que la desigualdad integral de Holder es claramente ciertapara p=1y p =oo,
puessi f € L1(Q) y g € L.(Q) se tiene

L1170 |de < 7], |1e].

Por tanto, para 1 < p << oo, fE€L,(Q) y g€ L, (Q) setiene fge Li(Q) con

| sz ar
Q

<lrslly < llrll, el (12)

Fijada g € L,+(2) podemos entonces definir g: L,(Q) — K por

§(f) = /Q F)gt)dr  VfeLyQ)
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Obviamente g es lineal y de (12) deducimos que g € L,(Q)* con ||g| < |5 - - Estonos
permite considerar la aplicacion
DLy (Q) = Ly(Q),  Pg)=g  VeeLy(Q) (13)

Entonces ® es lineal y verifica que || ®(g) || < |/ g] ,+ Paratoda g € Ly(Q). Demostrar
que @ es isométrica requiere una observacion elemental: si g : Q — K es una funcién medible,
existe otra o : Q — K tal que |o(z)| =1 y |g(7)| = ar)g(t) paratodo 7 € Q. En términos
de clases de equivalencia, las igualdades || =1 y |g| = ag se verifican c.p.d.

= 1, tomamos O

Pues bien, fijada g € L,:(Q), suponemos sin perder generalidad H g‘ -
como antes, y distinguimos tres casos, para razonar de forma andloga a como ya lo hemos hecho
. *_1
dos veces. Si 1 < p < oo, tomamos f = O | g‘p . Tenemos entonces

/Q|f(t)|pdt:/Q|g(t)\(p*_l)pdt:/Q|g(t)\p*dt:1

luego f € L,(Q) con Hf”p = 1, de donde

!@H>@un:4@mww:1

En el caso p = oo, tomamos simplemente f = o, con lo que H f Hw =1, luego

Hﬂ>ﬁﬁ”=ékmmzl

Finalmente en el caso p =1 tomamos p € R™ con p < 1y, como HgHm > p, existe un
conjunto medible £ C Q de medida positiva, tal que |g(¢)| > p p.c.t. t € E. Sustituyendo E
por un subconjunto suyo, podemos suponer que la medida de E es finita, digamos K € R™.
Tomamos entonces f = axg /K, donde yr es como siempre la funcion caracteristica de E,
vista como clase de equivalencia. Es claro que f € L;(Q) con H f Hl = 1, de donde

&l > 18] = ¢ [ lsw]a>p

En vista de la arbitrariedad de p, deducimos que || g H > 1.

En todos los casos, hemos probado que la aplicacion & definida en (13) es isométrica.
Cuando p < oo, dicha aplicacién es también sobreyectiva, cosa que no vamos a demostrar.
Enunciamos sin embargo el resultado:

Teorema de representacion de Riesz, para espacios de Lebesgue. Dado un abierto no
vacio Q C RN, con N € N, para 1 < p < o, los espacios de Banach L,+(Q) y L,(Q)* son
isométricamente isomorfos. Mds concretamente, definiendo

8 = [ f0swdr  VFeL(®). Yeel, (@

la aplicacion g — g es un isomorfismo isométrico de L,+(Q) sobre L,()*.
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La parte de este teorema que no vamos a probar, la sobreyectividad de la aplicacién g — g,
es la mas importante, y explica su denominacion. Nos dice que todo funcional lineal continuo
en L,(€2), un objeto bastante abstracto, se expresa en la forma g, es decir, se “representa”
mediante un objeto mucho mds concreto, una funciéon g € L,+(Q). Hoy dia, este resultado se
obtiene como consecuencia inmediata de un teorema fundamental en Teoria de la Medida, que
se conoce como feorema de Radon-Nikodym. Por tanto, el teorema anterior es mas propio de la
Teoria de la Medida que del Andlisis Funcional.

Enel caso p = oo, la aplicacion ® no es sobreyectiva. La razon es la misma que se comentd
en el caso de l.: como L. (Q) no es separable, L.(Q)* tampoco lo es, mientras que L;(Q) si
lo es, luego L..(22)* no es siquiera homeomorfo a L; (). Conseguir una descripcién concreta
de L..(2)*, como ocurre con [, es asunto delicado, en el que no vamos a entrar.

Recordemos que /; no se identificaba con el dual de /., pero si con el de c¢,. Cabe pues
preguntarse si existe un subespacio cerrado de L.(Q) cuyo dual sea isométricamente isomorfo
a L1(Q). La respuesta es rotundamente negativa: se puede probar que no existe un espacio de
Banach cuyo dual sea isométricamente isomorfo a L;(Q).

3.4.4. Funcionales lineales en espacios de funciones continuas

En general, si Q es un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, describir
el dual del espacio de Banach Cy(Q), de las funciones continuas que se anulan en el infinito,
requiere conocimientos de Teoria de la Medida. Uno de los resultados fundamentales de dicha
teoria, conocido también como Teorema de representacion de Riesz, identifica Cp(Q)* con un
espacio formado por medidas reales o complejas en K, con la norma adecuada. El problema
no es mas sencillo en el caso particular de un espacio topolégico compacto y de Hausdorff K,
cuando queremos conocer el dual del espacio de Banach C(K) de todas las funciones continuas
en K. Incluso en el caso K = [0, 1], la mejor descripcién de C[0, 1]* es la que da el mencionado
teorema de Riesz. Por todo lo dicho, aqui solamente vamos a presentar algunos ejemplos de
funcionales lineales continuos en espacios de funciones continuas.

Los primeros ejemplos son bien sencillos y los presentamos a plena generalidad. Sea pues £2
un espacio topoldgico de Hausdorff, localmente compacto y fijemos ¢ € Q. Podemos entonces
considerar el funcional &, : Cp(Q) — K definido por

8.(f) = f(t) VfeC(Q)

Se dice que 9 ; es el funcional de Dirac en el punto ¢, en honor del fisico-matematico britdnico
P. Dirac (1902-1984), uno de los creadores de la Mecédnica Cudntica. Es claro que 0 ; es lineal,
asi como que

5,(f)] <mix{|f) e} = |f|.  ¥recu@

Por tanto, &, € Cp(Q)* con || o || < 1 y vamos a comprobar que de hecho se tiene la igualdad.
Por un resultado sobre la abundancia de funciones continuas de soporte compacto que ya hemos
usado anteriormente, existe f € Coo(Q) con f(r) = 1y f(s) € [0, 1] para todo s € Q. Es claro
que Hf||°o =1, luego H5f|| > ‘Sl(f)‘ = 1. Noétese que, si Q es compacto, las cosas son
mas sencillas, pues se puede tomar directamente f(s) = 1 paratodo s € Q.
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Nuevos elementos de Co(Q)* pueden obtenerse como limites de combinaciones lineales
de funcionales de Dirac. Obtenemos asi el conjunto A = Lin{J, : ¢ € Q}, que es subespacio
cerrado de Cp(Q)*. En general, este subespacio estd lejos de coincidir con Cy(L2). De hecho,
se sabe que A = Cp(Q)* si, y sélo si, todo subconjunto no vacio de Q tiene un punto aislado.
Un espacio topolégico conexo, pongamos por caso [0, 1], no puede cumplir tal cosa.

El ejemplo por antonomasia de funcional lineal continuo en C[0, 1] es la integral:

1
I(f):/of(t)dt Ve,

Es fécil comprobar que I € C[0,1]* con |[I]| =1.

La integral de Lebesgue permite hacer algo mucho mas general. Recordemos que C[0, 1]
puede verse como subespacio cerrado de L[0, 1], con la norma inducida. Para g € L]0, 1],
el funcional g € L.[0,1]*, que aparecié al estudiar los duales de los espacios de Lebesgue,
se puede restringir a C[0, 1], obteniendo un funcional lineal continuo en C[0,1] que vamos a
denotar por g. Por tanto g € C[0, 1]* viene dado por

2() = [ rsar vrecon

Obviamente tenemos H g H < H g H = || g Hl . No es dificil, pero tampoco es del todo fécil,
comprobar que la desigualdad anterior es siempre una igualdad:

1
&l =llsll, = [ ls)]ar  veewo.]

Si ahora definimos ¥(g) = g paratoda g € L;[0, 1], vemos que ¥ : L;[0, 1] — CJ0, 1]* es lineal
e isométrica, luego L;[0,1] es isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado de C[0, 1]*.

Es fécil ver que, si ¢ € [0, 1] el funcional de Dirac 8, € C[0, 1] no puede ser de la forma g
con g € Li[0,1], luego ¥ no es sobreyectiva. De hecho, si A denota como antes el cierre del
subespacio engendrado por los funcionales de Dirac, y vemos L;[0,1] como otro subespacio
cerrado de CJ0, 1]*, se puede comprobar que A N L;[0,1] = {0}.



