Tema I

Reglas de derivacion

Aclarado el concepto de derivada, pasamos a desarrollar las reglas basicas para el calculo
de derivadas o, lo que viene a ser lo mismo, a analizar la estabilidad de las funciones derivables
por las operaciones usuales con funciones reales de variable real.

4.1. Sumas, productos y cocientes

Empezamos calculando la derivada de una suma o producto de funciones derivables:

» Sean f,g:A — R funciones derivables en un punto a € A N A'. Entonces:

(i) Lafuncion f+ g es derivable en a, con (f+g)'(a)= f'(a)+g(a).
(ii) La funcion f g es derivable en a con (fg)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).
(iii) Para M € R, la funcion A f es derivable en a con (Mf) (a) =Af'(a).

(i). Para x € A\ {a} tenemos claramente

(f+8)@)—(f+8)@)  fx)—fla)  gx)—gla)

—q i + —a de donde
iy VIO VD@D oy 4 g
(ii). De nuevo para x € A\ {a} tenemos
()W = (@) _ [0 =)y ) —sl@
Puesto que g es continua en a sabemos que ; g(x) =g(a), luego
Iim (f¢) (Xi:c(lfg) @ _ f(a)g(a)+ f(a)g'(a)

(iii). Basta aplicar (ii), tomando g(x) = A para todo x € A, que sabemos verifica g’(a) =0.
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El resultado anterior tiene una interpretacion algebraica que merece la pena resaltar. Para
mayor comodidad, lo hacemos para funciones definidas en un conjunto A que no tenga puntos
aislados, es decir, A C A’. Es lo que ocurre, por ejemplo, cuando A es un intervalo no trivial.

Recordemos que, para un conjunto no vacio A C R, denotdbamos por F(A) al conjunto de
todas las funciones de A en R que, con las operaciones suma y producto bien conocidas, tiene
estructura de anillo conmutativo con unidad y también puede verse como un espacio vectorial
sobre R. En su momento usdbamos también el conjunto C(A) formado por todas las funciones
continuas de A en R, que era un subanillo y también un subespacio vectorial de F(A). Pues
bien, cuando A C A’ podemos considerar el conjunto D(A) formado por todas las funciones
derivables en A. Sabemos que

D(A) C C(A) C F(A)

y el resultado anterior nos dice que D(A) también es subanillo y subespacio vectorial de F(A).

Fijado a € A, a cada f € D(A) podemos asociar su derivada en el punto a, obteniendo la
aplicaciéon f — f'(a), definida en D(A) y con valores en R. El resultado anterior nos dice
que tenemos una aplicacién lineal del espacio vectorial D(A) en el cuerpo R sobre el que estd
construido, es decir, una forma lineal en D(A) . En vista de la regla para la derivada del producto
de dos funciones, observamos que esta forma lineal no es un homomorfismo de anillos.

A cada funcién f € D(A) podemos también asociar su funcién derivada f’ € F(A), con
lo que obtenemos la aplicacién f +— f' de D(A) en F(A). De nuevo tenemos una aplicacién
lineal entre dos espacios vectoriales sobre R, pero no un homomorfismo de anillos.

Pasamos ahora a calcular la derivada de un cociente:

» Sean f,g:A — R dos funciones derivables en un punto a € A N A’. Supongamos que
gla) #0 y sea B={x€ A : g(x) # 0}. Entonces a € B' y la funcién f/g:B — R es

derivable en a con N F(a)gla) — f(a)g'(a)
Y () = a)gla) — jla)g (a
()

Para demostrarlo, observamos primeramente que por ser g continua en a y g(a) # 0, existe
d > 0 tal que, para x € A con |x —a| <9, se tiene |g(x) —g(a)| < |g(a)|, y en particular
g(x) #0. Asi pues Ja—8,a+08[NA C B, lo que implica claramente que a € B'. Para x € B\ {a}
escribimos entonces
(f/8)x) = (f/8)(@) _ f(x)g(a)— fla)g(x) _ (F(x) —f(a))g(a) — f(a)(g(x) —8(a))
x—a g(x)g(a)(x—a) g(x)g(a)(x—a)

Usando que lim g(x) = g(a), junto con la derivabilidad de f y g en el punto a, concluimos:
X—a

i /A0~ U18)(0) _ f')ste) ~ St ()

x—a g(a)?

Podemos ya calcular la derivada de cualquier funcién racional. Fijado k € N, empezamos
con la funcién potencia de exponente k, es decir

fi:R—=R, filx)=xF vxeR
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Probaremos por induccién que f; € D(R), con

flx) =kx*! vxeR

Para k =1 esto ya es conocido y, supuesto cierto para k € N, la regla para la derivacién de
un producto nos dice que fi+1 = fi f1 € D(R), con

fi () = ) A1x) + fielx) fl(x) = kx*¥ T+ xF = (k+1)x* vxeR

Sea ya P una funcion polinémica de grado p € N, es decir, existen ag,ay,...,a, € R, con

p
a, # 0, tales que P(x) = Z apx* para todo x € R. Los resultados anteriores nos dicen que P

k=0
es derivable en R con
p p—1
P'(x) =Y kagx*1 = Z(k—i—l)akxk VxeR
k=1 k=0

asi que P’ vuelve a ser una funcion polinémica, pero de grado p — 1.
Sea finalmente f : A — R una funcién racional, es decir

P(x)

O(x)

donde Py Q son polinomios y Q(x) # 0 para todo x € A. Suponiendo A N A’ # 0, la regla de
derivacion de un cociente nos dice que f es derivable en A N A’ con

P'(x) Q(x) — P(x) Q'(x)
Q(x)?

Por ejemplo, fijado n € N, la funcién f :R* — R definida por f(x) = 1/x" para todo x € R*,
es derivable en R* con f’(x) = —n/x"*! para todo x € R*. En general, podemos enunciar:

flx) = VxeA

flx) = VxecAnA

» Sea ACR talque ANA"#0,y f:A— R unafuncioén racional. Entonces f es derivable
en ANA’ ysuderivada f':ANA"— R también es una funcién racional.

4.2. Regla de la cadena

Antes de presentar nuevos ejemplos de funciones derivables, estudiamos la derivabilidad de
una composicion de dos funciones:

» Sean f:A — Ry g:B— R dos funciones verificando que f(A) C B. Sean ac ANA’,
b = f(a) y supongamos que b € B'. Si f es derivable en a y g es derivable en b,
entonces la composicion go f : A — R es derivable en a con

(gof) (a) = g'(b) f'(a) = &' (f (@) f'(a)
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Para la demostracion, consideramos la funcién @ : B — R dada por

s0)=80) e g\ (b} D) = ¢'(b)

D(y) = Vb

La derivabilidad de g en el punto b, ademds de permitir la definicién anterior, nos asegura
que P es continua en b. Ademads tenemos evidentemente

8(y)—g(b) = @(y)(y—b) VyeB
igualdad que se deduce de la definicién de & cuando y # b, y es evidente cuando y = b.
Para x € A\ {a}, tomando y = f(x) € f(A) C B, tenemos
o —(go —g(b b —

X—a X—a X—a X—a

Como f es continuaen a y ® es continua en b = f(a), tenemos que Po f es continua en a,
es decir, lim (®o f)(x) = (Pof)(a) = ®(b) = g'(b). Deducimos claramente que
X—a

1y (82NN _ i 1 .

Las hipdtesis del resultado anterior son muy naturales, salvo exigir que b = f(a) sea punto
de acumulacion de B. Aunque en la préctica esta hipétesis se suele verificar sin problema,
conviene aclarar lo que ocurre cuando b es un punto aislado de B, con lo que no tiene sentido
hablar de la derivabilidad de g en b. En tal caso, existe un € > 0 tal que |b—¢,b+€[NB = {b}.
Entonces, suponiendo solamente que f es continua en a, tenemos

30>0:x€A, x—a|<d = |f(x)—bl<e = f(x)=

Asi pues, f es constante en el conjunto |a — ,a+ 8[NA y, como consecuencia, lo mismo le
ocurre a go f. El caricter local del concepto de derivada nos dice que, sin hipdtesis sobre g, la
composicion go f es derivable en a con (g o f)/(a) = 0. Este hecho no merece ser destacado,
pues en esencia estamos calculando la derivada de una funcién constante.

La regla obtenida para la derivacion de una composicion de dos funciones se conoce como
regla de la cadena, 1o que se comprende muy bien si, con las hip6tesis adecuadas que son faciles
de adivinar, escribimos la derivada de una composicién de tres funciones, que claramente indica
un proceso de derivacion “en cadena”:

(hogof)'(a) = ' (s(f(a)) - ¢'(f(@) - f'(a)

La regla de la cadena tiene una interpretacion interesante, en términos de diferenciales.
Recordemos que df(a) es la aplicacion lineal de R en R que consiste en multiplicar por
f'(a), y andlogamente, dg(b) consiste en multiplicar por g’(bh). Cuando componemos ambas
aplicaciones, estamos multiplicando por el producto g’(b) f'(a), y en eso consiste precisamente
la aplicacién lineal d(go f)(a). Por tanto, podemos escribir

d(gof)(a) = dg(b) o df(a)
Asfi pues, la regla de la cadena nos dice que la diferencial de la composicion de dos funciones
es la composicion de sus diferenciales, en los puntos adecuados.
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4.3. Derivacion de la funcion inversa

Veamos la dltima regla basica para el cdlculo de derivadas:

» Sea f:A — R una funcion inyectiva, sea B = f(A) y consideremos la funcion inversa
f~':B — R. Supongamos que f es derivable en un punto a € ANA'y sea b= f(a).
Entonces b € B y las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f'(a)#0y f~! es continua en b.
(ii) f~! es derivable en b.

En caso de que se cumplan (i) y (ii), se tiene:

N
(f >(b) - f’(a) T f’(f’l(b» (1)

Para comprobar que b € B’ tomamos una sucesioén {x,} de puntos de A\ {a} tal que {x,} — a.
Por la continuidad de f en a tenemos que {f(x,)} — b y por su inyectividad podemos asegurar
que f(x,) # b paratodo n € N, luego tenemos una sucesién de puntos de B distintos de b que
converge a b, es decir, b € B'. Pasamos a probar la equivalencia del enunciado.

(i) = (ii). Sea {b,} una sucesion de puntos de B distintos de b, con {b,} — b. Tomando
a, = f~'(by) para todo n € N, obtenemos una sucesién {a,} de puntos de A distintos de a y
la continuidad de f~! en el punto b nos dice que {a,} — f~!(b) = a. Por la derivabilidad de
f en a obtenemos que

{f(an)—f(a)

a, —a

oo st { b

Puesto que f’(a) # 0, tenemos

) =10 cdonde  1m{ @) =fB) _ 1
{ ba—b }f’(a)’ dedonde I 3= T 7@

(ii) = (i). Desde luego, si f~! es derivable en b, también serd continua. Para probar que
f'(a) # 0, usamos la regla de la cadena, teniendo en cuenta la igualdad (f~'o f)(x) = x para
todo x € A. Obtenemos 1 = (f~! of)/(a) = (ffl)/(b) f'(a), lo que claramente implica que
f'(a) # 0, como queriamos. |

Noétese que, como ha podido verse en la demostracién, la igualdad (1) que relaciona las
derivadas de f en a yde f~! en b, cuando ambas derivadas existen, se puede siempre deducir
directamente de la regla de la cadena:

x=f(f) Vxed = 1=(f"of)(@=(r")(f@)- f'(a

También podemos usar la composicion en el orden contrario:

y=rf(7'») vyeB = 1=(for Y ®)=r("®)- (y /1 ®)
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De nuevo, el resultado recién obtenido tiene un significado muy natural si lo leemos en
términos de diferenciales. Sabemos que df(a) es la aplicacion lineal de R en R que consiste
en multiplicar por f’(a). La condicién f’(a) # 0 hace que dicha aplicacion sea biyectiva y su
inversa consistird en dividir por f’(a), pero en eso consiste exactamente la diferencial df~'(b).
Asf pues, podemos escribir df~!(b) = df(a)~', y decir que, en los puntos apropiados, la
diferencial de la funcién inversa es la funcion inversa de la diferencial.

4.4. Ejemplos

Como ejemplo de aplicacion de la regla de derivacion de la funcidn inversa, estudiemos la
derivabilidad de la funcion raiz g-ésima, para q € N fijo, con g > 1. Debemos distinguir dos
casos, seglin que ¢ sea par o impar.

Cuando ¢ es impar, consideramos la funcién biyectiva
fTR—=R, f(x) =x7 VxeR
cuya inversa es precisamente la funcién raiz g-ésima:

g R-R, g)=f ') =9y VyeR

Por una parte, sabemos que g es continua. Por otra, f es derivable en R con f/(x) = gx4~!
para todo x € R, asi que la condicién f/(x) # 0 se cumple si, y s6lo si, x # 0. Aplicando la
regla de derivacion de la funcidn inversa, obtenemos en primer lugar que g no es derivable en
cero, porque 0= f(0) y f'(0) =0. Para y € R* tenemos y = f(x) con x € R*, luego f’(x) #0
y la misma regla nos dice que g es derivable en y, con derivada bien facil de calcular:

1 1 1 Y *
O e g ay R
g ()T @

g =
En resumen, hemos demostrado:

» Si g € N\ {1} es impar, la funcion raiz g-ésima g : R — R es derivable en R* pero no
es derivable en cero. Su funcion derivada g' : R* — R viene dada por

Cuando ¢ es par, razonamos de forma analoga. Concretamente, trabajamos con la funcion
iRy =Ry, flx) =x7 VxeR]
De nuevo f es biyectiva y su inversa es la funcién raiz g-ésima:
g:Rf =Ry, ¢()=f"'00)=¢y VyeRy

Aplicando la regla de derivacion de la funcion inversa, exactamente igual que hicimos cuando
g era impar, obtenemos que g no es derivable en el origen, pero si es derivable en R, con la
misma expresion para la derivada:
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» Si g € N es par, la funcion raiz g-ésima g : Rg — R(J{ es derivable en R pero no es
derivable en cero. Su funcion derivada g' : RT — R viene dada por

/X
g (x) = v VxeR"
qx

Usando la regla de la cadena, podemos ahora estudiar la derivabilidad de funciones que se
obtienen componiendo, por ejemplo, funciones racionales con raices. Consideremos la funcién

L1 =R, f(x)=vV1—x2 Vxe[-1,]1]

Tenemos claramente f = goh donde h(x) = 1 —x? para todo x € [~1,1] y g es la funcién
raiz cuadrada. Para x €] — 1, 1] la funcién i es derivable en x y g es derivable en el punto
h(x) =1—x% € R*. Por la regla de la cadena, f es derivable en | —1,1[ con

') = g (1—=x) W' (x) = —2— Vxel—1,1
En los puntos 1 y —1 el razonamiento anterior no es vilido, ya que h(1) =h(—1) =0y g no
es derivable en el origen. De hecho vamos a ver que f no es derivable en esos puntos. En efecto
para x € [—1,1[ tenemos claramente

fO) = f()  VI=x? [+x

x—1 x—1 1—x

— —oo (x — 1) y f no es derivable en el punto 1. De forma similar se

f) —f(=1)
x—=(=1)
Conviene interpretar geométricamente el resultado obtenido: la gréfica de la funcién f es
una semicircunferencia centrada en el origen con radio 1. Hablando en términos geométricos,
las rectas tangentes a dicha curva en los puntos (—1,0) y (1,0) serfan rectas verticales y esto
explica que la funcién f no sea derivable en los puntos —1 y 1.

luego

Jx) = f(1)
x—1

comprueba que — 400 (x — —1), luego f tampoco es derivable en —1.

Como segundo ejemplo, consideremos la funcién f: R — R definida por f(x) = vVt para
todo x € R. La regla de la cadena nos dice que f es derivable en R* con

3/4 4
f/(X):3—x4'4X3:§\3/} \V/XGR*
X

En el origen este razonamiento no es valido, porque la funcién raiz ctibica no es derivable en 0.
Sin embargo, para x € R* tenemos claramente

f(X))C :{;(O) _ V;T‘* _

de donde deducimos que f es derivable en 0 con f/(0) =0.
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4.5. Ejercicios

1. Estudiar la derivabilidad de la funcién f: A — R en cada uno de los siguientes casos:

(@ A=10,1], f(x) = V2x—x2 VxeA

(b) A=R, f(x) = (x>=3x+2)Y/|]x—2| VxeA

c© A=R, f(x)= VxeA

d A=R, f(x) =xy/|x|] VYx€A, dondenecN

e) A=10,1], f(x) = max{x,1—x} Vxe€A

2. Dar un ejemplo de una funcién inyectiva f: A — R, derivable en un punto a € A N A’
con f'(a) #0,ytal que f~!' no sea derivable en el punto f(a).

3. Probar que, para cada x € Rg la ecuacién y 4+ y> 4+ y* = x tiene una tnica solucién
yE Rg’ . Definiendo f(x) = y, obtenemos una funcién f : Ra' — ]Rar . Probar que f es
derivable en Ry y calcular f(0) y f/(3).



