e 12

Continuidad

El Andlisis Real es la parte del Andlisis Matematico que se ocupa de las funciones de una o
varias variables reales. Iniciamos aqui el estudio del caso més sencillo: funciones reales de una
variable real, es decir, aplicaciones definidas en un subconjunto de R, con valores en R.

Nos interesa una propiedad importante que dichas funciones pueden tener: la continuidad.
Tras definir las funciones continuas, obtendremos algunas propiedades basicas. Concretamente
veremos que la continuidad se conserva mediante varias operaciones: suma, producto, cociente
y composicion. Apareceran de esta forma abundantes ejemplos de funciones continuas. También
estudiaremos el carécter local de la continuidad, explicando con detalle en qué consiste.

12.1. Funciones reales de variable real

Llamamos funcion real de variable real a cualquier aplicacién f:A — R, donde A es un
subconjunto no vacio de R. Puesto que s6lo vamos a trabajar con este tipo de funciones, cuando
usemos la palabra funcion, nos referimos siempre a una funcién real de variable real.

Para definir correctamente una funcién f, concretamos primero su conjunto de definicion,
digamos A, que puede ser cualquier subconjunto no vacio de R, y entonces explicamos, para
cada x € A, como se obtiene el nimero real f(x), que ha de estar determinado de manera tnica.
Suele decirse que f(x) es el valor que toma la funcién f en el punto x, o simplemente el valor
de f en x. Esta claro que dos funciones f:A — R y g: B — R s6lo son iguales cuando A = B
y f(x) =g(x) paratodo x € A.

Toda funcién f:A — R, se interpreta geométricamente mediante un subconjunto de R?
que recibe el nombre de grdfica de la funcién f y viene definido por

Grf={(xf(x) :x€A}
Viendo cada (x,y) € R? como el punto de un plano que, en coordenadas cartesianas, tiene

abscisa x y ordenada y, la grafica de la funcién f consta de los puntos (x,y) que verifican dos
condiciones: x €A e y = f(x).
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= R

Intuitivamente, para cada x € A, la recta vertical formada por todos los puntos de abscisa x
contiene un Unico punto de la gréfica, el que tiene ordenada f(x), mientras que si x ¢ A, dicha
recta tiene interseccion vacia con la graficade f.

Obsérvese que la gréfica de una funcién determina perfectamente a dicha funcién, definir
una funcién f es exactamente lo mismo que definir el conjunto Grf. Geométricamente, al
proyectar el conjunto Gr f sobre el eje de abscisas, obtenemos el conjunto A en el que f esta
definida y, para cada x € A, f(x) es el inico y € R que verifica la condicién (x,y) € Gr f.

Por tanto es natural preguntarse qué condicion (necesaria y suficiente) debe cumplir un
conjunto no vacio E C R? para ser la gréfica de una funcién real de variable real. La respuesta
es facil de adivinar: para cada x € R la interseccion de E con la recta vertical de abscisa x debe
contener a lo sumo un punto, es decir, debe ser vacia o reducirse a un punto. Hemos visto antes
la necesidad de esta condicidn, puesto que la grafica de una funcién siempre la verifica, pero la
suficiencia también estd muy clara.

Junto con la interpretacion geométrica ya comentada, en el estudio de las funciones reales
de variable real, conviene tener presente la que suele llamarse interpretacion fisica, pues es la
que da lugar a las aplicaciones de estas funciones en Fisica, o en cualquier otra ciencia.

Para explicarla, recordemos la interpretacion fisica de los nimeros reales: permiten medir
ciertas magnitudes fisicas, es decir, expresar la relacién que guarda cualquier cantidad de una
tal magnitud, con una fija que se toma como unidad. Son las magnitudes que se suelen llamar
escalares, como longitud, masa, tiempo, temperatura, carga eléctrica, etc. Fijada la unidad de
medida, el conjunto de los valores que una magnitud escalar puede tomar en un problema fisico
concreto, es un conjunto no vacio A C R.

Pues bien, sea A C R el conjunto de posibles valores de una magnitud P, involucrada en un
proceso fisico. Si a cada valor x € A, corresponde un tnico valor y € R de otra magnitud Q,
podemos definir f(x) =y, paratodo x € A, obteniendo una funcién f:A — R, que nos permite
obtener el valor de Q siempre que conozcamos el valor de P. Es por ello que suele decirse que
Q es funcion de P. Asi pues, una funcién real de variable real es el modelo matemético que
permite describir la relaciéon entre dos magnitudes escalares, siempre que el valor de una de
ellas esté determinado en forma tnica por el valor de la otra.
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Por ejemplo, en un movimiento rectilineo, es claro que la posicion del movil es funcion del
tiempo. Fijado un origen de tiempo y una unidad para medirlo, el periodo de observacién del
movimiento se describe mediante un conjunto no vacio A C R, asi que cada ¢ € A representa un
instante. Tipicamente, elegimos como origen el instante inicial de la observacién y el conjunto
A suele ser un intervalo [0,7] con 7 € R™. Si en la recta donde se produce el movimiento
hemos fijado también un origen y una unidad de longitud, es claro que en cada instante r € A el
movil ocupara una posicion bien determinada sobre la recta, que se corresponde con un nimero
real 5. Puesto que s estd determinado por ¢ en forma tinica, podemos definir f(z) = s para todo
t € A,y tenemos una funcién f: A — R que describe perfectamente el movimiento, puesto que
nos dice, en cada instante ¢ € A, la posicion del mévil s = f(¢). Por ello suele decirse que
s = f(t) es la ecuacion del movimiento.

12.2. Suma y producto de funciones

Las operaciones con nimeros reales dan lugar facilmente a operaciones con funciones, que
ahora vamos a comentar. Para mayor comodidad, dado un conjunto no vacio A C R, denotamos
por F(A) al conjunto de todas las funciones de A en R.

Pues bien, para dos funciones f,g € F(A), definimos su suma f+ g € F(A) escribiendo
(f+g)(x)=f(x)+gx) VxecA

Noétese que usamos el mismo nombre y el mismo signo para denotar dos operaciones distintas,
que no debemos confundir: a la derecha tenemos la suma en R (suma de ndmeros reales),
mientras en el primer miembro tenemos la suma en el conjunto F(A) (suma de funciones).

Las propiedades de la suma de ndmeros reales se trasladan autométicamente a la suma
de funciones. En concreto, la suma de funciones es asociativa y conmutativa, y admite como
elemento neutro a la funcién fy € F(A) definida por fy(x) = 0 para todo x € A, la funcién
constantemente igual a cero en A. Es usual denotar por 0 a esta funcion, por lo que conviene
aclarar que, para f € F(A), laigualdad f =0 significa que f(x) =0 para fodo x € A, mientras
que f # 0 significa que existe un x € A tal que f(x) #0.

Ademds, todo elemento f € F(A) admite un elemento simétrico respecto de la suma, la
funcion —f € F(A) definida por (—f)(x) = —f(x) paratodo x € A. Naturalmente, decimos
que —f es la funcion opuesta de f.Para g € F(A), podemos por tanto considerar la diferencia
g—f=g+(—f) €F(A),yesclaroque (g— f)(x) = g(x) — f(x) paratodo x €A.

En resumen, al igual que le ocurria a R, el conjunto F(A), con la suma recién definida, es
un grupo abeliano.

Para dos funciones f,g € F(A), definimos ahora su producto fg € F(A), escribiendo
(f8)(x) = f(x)g(x) VxeA

Este producto es asociativo, conmutativo y distributivo con respecto a la suma. Ademds, admite
como elemento neutro a la funcién fi € F(A) definida por fi(x) =1 paratodo x € A, la funcién
constantemente igual a uno en A. Asi pues el conjunto F(A), con las operaciones de suma y
producto recién definidas, es un anillo conmutativo con unidad.
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Es claro que una funcién f € F(A) admite un elemento simétrico respecto del producto si,
y s6lo si, verifica que f(x) # 0 para todo x € A, en cuyo caso dicho elemento simétrico es la

funcién 1/f € F(A) definida por
1 1
(1) 0 =75 vrea

f f(x)

No es conveniente usar la notacién f~! para la funcién 1/f recién definida, ya que dicha
notacion se reserva para la funcion inversa de f en un sentido completamente diferente. Ni que
decir tiene, si f,g € F(A) y f(x) #0 paratodo x € A, podemos considerar la funcién cociente

g/f €F(A), dada por "
) (o 80,
(f)() o VxeA

Ha aparecido aqui la primera diferencia importante entre el producto de nimeros reales y
el producto de funciones. Recordemos si f € F(A) y f # 0, s6lo sabemos que existe x € A
tal que f(x) # 0. Salvo en el caso trivial de que el conjunto A se reduzca a un punto, esto no
implica que se tenga f(x) # 0 para todo x € A, que es lo que f ha de cumplir para admitir un
elemento simétrico con respecto al producto. Asi pues, salvo que el conjunto A se reduzca a un
punto, F(A) no es un cuerpo.

Para el conjunto F(A) cabe considerar una tercera operacion, el producto de un nimero real
o por una funcién f € F(A), para obtener la funcién o f € F(A) definida por

(af)(x) =0af(x) VxeA

Se comprueba rutinariamente que, con la suma ya conocida y el producto por escalares asi
definido, F(A) es un espacio vectorial sobre el cuerpo R. Ahora bien, dicho producto por
escalares puede verse como caso particular del producto de funciones. Para ello, dado o € R,
basta usar la funcion constantemente igual a o en A, es decir, la funcién fy € F(A) definida
por fo(x) =a paratodo x € A. Para cualquier funcién f € F(A), es evidente que el producto de
funciones fo, f coincide con la funcién o f . Asi pues, la estructura de espacio vectorial de F(A)
queda de alguna forma englobada en su estructura de anillo. Ello no es 6bice para que en ciertos
casos, sea util considerar en F(A) nociones tipicas de los espacios vectoriales (combinaciones
lineales, subespacios, etcétera).

12.3. Composicion, funcion inversa, restriccion

Veremos ahora otras operaciones importantes con funciones reales de variable real, que
involucran funciones definidas en conjuntos que pueden ser diferentes. Conviene previamente
resaltar que la imagen de una funcién f: A — R es el conjunto f(A) = {f(x) : x € A}, es
decir, el conjunto de los valores que toma la funcién f.

La interpretacion geométrica estd bien clara: del mismo modo que al proyectar la grafica de
f sobre el eje de abscisas obteniamos el conjunto A en el que f estd definida, al proyectarla
sobre el eje de ordenadas obtenemos el conjunto f(A), la imagen de f.
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Frecuentemente serd util considerar a f como una aplicacién sobreyectiva de A en f(A).
Sin embargo, conviene comentar que, en general, calcular explicitamente la imagen de una
funcion, puede ser dificil. Baste pensar que, dado y € R, saber si y € f(A) es tanto como saber
si la ecuacién f(x) =y tiene al menos una solucién x € A, pero dicha ecuacién puede ser
bastante complicada.

Si f:A— Ry g:B— R son funciones verificando que f(A) C B, podemos definir la
composicion de f con g, que es la funcién go f : A — R dada por

(gof)(x) = g(f(x)) VYxeA

Para tener un ejemplo concreto, podemos usar la funcion valor absoluto, es decir, la funcién
V : R — R definida por V(x) = |x| para todo x € R. Para cualquier funcién f:A — R, la
inclusion f(A) C R es obvia, luego tiene sentido considerar la funcion Vo f: A — R, definida
por (Vo f)(x)=V(f(x)) =|f(x)| para todo x € A, que suele denotarse por |f|. Asi pues,
|f| : A — R viene definida por |f|(x) =|f(x)| paratodo x € A.

Recordemos que una funcién f: A — R es inyectiva cuando nunca toma el mismo valor en
dos puntos distintos del conjunto A, es decir, cuando

xyeA, fx) =/ = x=y

Geométricamente, esto significa que la grafica de f no puede contener dos puntos distintos que
tengan la misma ordenada, es decir, que la interseccion de la grafica de f con cualquier recta
horizontal contiene, a lo sumo, un punto.

Si una funcién f: A — R es inyectiva, siempre podemos verla como aplicacion biyectiva
de A sobre f(A),y considerar la funcion inversa, que es la funcién f~!': f(A) — A definida
como sigue: para cada y € f(A), f~!(y) es el Ginico x € A que verifica f(x) = y. Obsérvese
que tiene sentido considerar la composicién f~!o f y también fo f~!, verificindose que

(flof)x)=x VxeA y (fof )=y VYyef(A)

Decimos que f~!o f es la funcién identidad en el conjunto A y fo f~! es la identidad en
. _ . . . . . -1
f(A). Obsérvese que f~! también es inyectiva y su inversa es f, es decir, ( f 1) =f.
Ya se ha comentado que dos funciones definidas en conjuntos diferentes son distintas. En
ocasiones resulta util modificar precisamente el conjunto de definicién de una funcién, para

obtener otra funcién, definida en un subconjunto del de partida. Esto es lo que se entiende por
restringir una funcion.

Concretamente, dada una funcién f: A — R y un conjunto no vacio B C A, la restriccion
de f a B eslafuncion f|g: B — R definida por

fls(x) =f(x) VxeB

Si ponemos g = f|p, podemos decir que g es una restriccién de f y también es frecuente decir
que f es una extension de g.
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12.4. Funciones continuas

De manera informal, una funcién f serd continua en un punto x, cuando al acercarnos al
punto x, los valores de la funcién se acerquen a f(x). Esta idea intuitiva se puede concretar de
diversas formas, que veremos son equivalentes. Como definicién de funcidén continua usamos
una condicién que nos resultard muy manejable, porque conocemos bien la convergencia de
sucesiones. Se basa en que una forma natural de acercarnos a un punto x consiste en usar una
sucesion convergente a x.

Sea f:A — R unafunciény x € A. Se dice que f es continua en el punto x cuando, para
toda sucesion {x,} de puntos de A que converja a x, se tiene que la sucesién { f(x,)} converge
a f(x). Simbdlicamente:

xm€AVReEN, {x}—-x = {f(x)}—fx)

Obsérvese que no tiene sentido hablar de la continuidad de una funcién en puntos que no
pertenezcan a su conjunto de definicion.

Para un subconjunto no vacio B C A, diremos que f es continua en B cuando sea continua
en todos los puntos de B. En particular puede ser B = A, asi que f serd continua en A cuando
sea continua en cada punto de A. En tal caso es frecuente decir simplemente que f es continua,
aunque con ello no se abrevia demasiado. Asi pues, cuando decimos sin mds que una funcién
es continua, queremos decir que es continua en todos los puntos de su conjunto de definicidon.

Para mayor generalidad y para evitar repeticiones, en varios resultados sobre la continuidad
de una funcién f:A — R, trabajaremos preferentemente con la continuidad en un conjunto
B C A, aunque nos interesan principalmente los casos extremos: el caso en que B se reduce a
un punto y el caso B=A.

Como primeros ejemplos de funciones continuas, tenemos las constantes. Decimos que una
funcion f:A — R es constante cuando existe o € R tal que f(x) = o para todo x € A. Es
obvio que tales funciones son continuas. Claramente, la funcién identidad en un conjunto A,
definida por f(x) = x para todo x € A, también es continua. Las reglas de célculo de limites
nos permitirdn operar con funciones continuas para obtener nuevos ejemplos.

n Sean f,g:A — R funciones continuas en un conjunto no vacio B C A. Entonces, la suma
f+g yel producto fg también son funciones continuas en B.

La comprobacién de este hecho es inmediata: si x € By {x,} — x, con x, € A paratodo n € N,
por ser f y g continuas en el punto x, sabemos que {f(x,)} — f(x) y {g(xx)} — g(x), luego

{(f+8) )} ={f(x)+glxn)} = f(x)+8x) = (f+g)(x)
{(fe)(x)} = {f(x) glxn)} — f(x)g(x) = (fg)(x)

Por tanto, f+ g y fg son continuas en el punto x, lo cual ocurre para todo x € B. ]

Asi pues, dado un conjunto no vacio A C R, y recordando el anillo F(A) de todas las
funciones definidas en A, vemos que las funciones continuas forman un subanillo, y también
un subespacio vectorial, de F(A).
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A partir de las funciones constantes y la funcion identidad, mediante sumas y productos
obtenemos funciones definidas por polinomios. Mas concretamente, se dice que f:A — R es
una funcién polindmica cuando existen p € NU{0} y ao,ay,...,a, € R tales que

P
f(x) :ao+alx+azx2+...+apxp = Zakxk VxeA
k=0

Como hemos comentado, foda funcion polinémica es continua, pero estudiando el cociente de
funciones continuas conseguiremos algo mejor.

n Sean f,g:A — R dos funciones, con g(x) # 0 para todo x € A, y sea B un subconjunto
no vacio de A. Si f y g son continuas en B, entonces la funcion cociente f/g también
es continua en B.

En efecto, si x € B'y {x,} es una sucesion de puntos de A tal que {x,} — x, se tiene:

{J_C(Xn)}:{f(%)}_)f(x):]_((x) |

g g(xn) gx) g

Los cocientes de funciones polindmicas son las funciones racionales. Mds concretamente, se
dice que &: A — R es una funcidn racional, cuando existen funciones polinémicas f,g:A — R,

tales que g(x) #0 paratodo x €Ay h= Z . Como ya sabemos que las funciones polindmicas
8

son continuas, tenemos:
» Toda funcion racional es continua.

Un nuevo ejemplo es la funcién valor absoluto. Si una sucesién {x,} converge, digamos
{xn} — x € R, entonces {|x,|} — |x|. Asi que la funcion valor absoluto es continua. Es facil
comprobar que no es una funcién racional, aunque sus restricciones a Rg y a R, son funciones
polinémicas bien sencillas.

Veamos ahora que la composicién de funciones conserva la continuidad:

m Sean f:A— R y g:C — R funciones tales que f(A) C C. Si f es continua en un
conjunto B C Ay g es continua en f(B), entonces la composicion go f es continua en
B. En particular, si f y g son continuas, entonces go f es continua.

Sea x € By {x,} — x con x, € A para todo n € N. Por ser f continua en x, tenemos que
{f(xn)} — f(x), luego {f(x,)} es una sucesion de puntos de C que converge a f(x). Como
g continua en el punto f(x), concluimos que {g(f(x,))} — g(f(x)). [

Componiendo con la funcién valor absoluto, obtenemos nuevas funciones continuas:

= Sea f:A — R una funcion y B un subconjunto no vacio de A. Si f es continua en B,
entonces la funcion |f| también es continua en B.
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El reciproco del resultado anterior no es cierto, como se vera con nuestro primer ejemplo de
una funcién que estd muy lejos de ser continua. Sean o,3 € R con o # B y consideremos la
funcién f: R — R definida por

o sixe@Q

T =15 sixeRr\Q

Dado un x € R, la densidad de Q y de R\ Q en R nos asegura que existen una sucesion {y,}
de nimeros racionales y una sucesion {z,} de nimeros irracionales, ambas convergentes a x.
Puesto que, evidentemente, {f(y,)} — oy {f(z.)} — B, si f fuese continua en el punto x,
se tendria o0 = f(x) = B, lo cual es una contradiccion. Por tanto f no es continua en ningtn
punto de R. Enelcaso a =1y =0, lafuncién f recién definida se conoce como funcion
de Dirichlet. Tomando = —a # 0, es claro que la funcién |f| es constante, luego continua en
R, mientras que, como hemos visto, f no es continua en ningtin punto de R.

Relacionada con la composicién de aplicaciones, estd la inversa de una funcién inyectiva.
Veremos mds adelante que la inversa de una funcién continua e inyectiva puede no ser continua.
Encontraremos también hipdtesis adicionales que nos permitan obtener la continuidad de la
funcioén inversa.

12.5. Caracter local de la continuidad

Vamos a discutir brevemente la relacién entre la continuidad de una funcién y la de sus
restricciones. En primer lugar es claro que, al restringir una funcidn, se conserva la continuidad:

» Sea f:A— R una funcion, BC Ay x € B. Si f es continua en el punto x, entonces f|p
también es continua en Xx.

En efecto, si {x,} es una sucesion de puntos de B que converge a x, evidentemente {x,} es
también una sucesién de puntos de A. Por ser f continua en x, tenemos que {f(x,)} — f(x),
es decir, {f|g(xs)} — f|(x), como queriamos. [

El reciproco del resultado anterior es claramente falso, basta pensar lo que ocurre cuando
B se reduce a un punto: B = {x}. Trivialmente, cualquier funcién definida en B es continua
(es constante). Por tanto, si A es cualquier conjunto que contenga al punto x y f:A — R es
cualquier funcién, f|p siempre serd continua en el punto x y eso no puede implicar que f sea
continua en x. Simplemente ocurre que el conjunto B es demasiado pequefio.

Considerando la funcién de Dirichlet, nos orientaremos mejor sobre lo que puede ocurrir,
aunque el conjunto B no sea tan reducido. Si f es la funcion de Dirichlet, es claro que f|g
es constante, luego continua, pero f no es continua en ningin punto de Q. Considerando la
restriccién de f a R\ Q tenemos la misma situacién. Esta vez no podemos argumentar que el
conjunto @, no digamos R\ Q, sea pequefio. Lo que ocurre es que para la continuidad de f/|g
s6lo consideramos sucesiones de nimeros racionales, mientras que para la continuidad de f
debemos usar sucesiones de nimeros reales cualesquiera.
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En general, si de la continuidad de la restriccién f|p en un punto x € B queremos deducir
que f es continua en x, el conjunto B no debe reducir significativamente las posibilidades de
aproximarnos al punto x. Ello se consigue con una hipdtesis muy natural:

= Sea f:A — R una funcion y sea x € B C A. Supongamos que existe 8 € R™ tal que
]x—8,x+8[NA C B
Si f|p es continua en el punto x, entonces f también es continua en x.

La demostracién de este hecho es bien sencilla. Sea {x,} una sucesién de puntos de A tal que
{xn} — x. Por definicién de sucesién convergente, existe m € N tal que, para n > m se tiene
|x, —x| <8y, por tanto, x, €|x—8,x+8[NA C B.Entonces {x,,} esunasucesién de puntos
de B que converge a x y la continuidad de f|p en x nos dice que {f|g(xmin)} — flB(x), €s
decir, {f(xm+n)} — f(x). Deducimos que {f(x,)} — f(x),luego f es continuaen x. [

Es frecuente aludir al resultado recién obtenido diciendo que la continuidad es una propiedad
que tiene cardcter local. Conviene resaltar con mas detalle lo que esto significa.

Dada una funcién f: A — R, para cualquier x € A, siempre podemos tomar en el resultado
anterior B=]x—98,x+8[NA, donde & > 0 se puede elegir con total libertad. Obtenemos que
f es continua en x si, y s6lo si, f|p es continua en x. Al pasar de f a f]|g, lo que hacemos
es olvidar los valores de f en los puntos de A\ B, es decir, considerar solamente los valores
de f en puntos suficientemente préximos a x, a distancia menor que un 8 > 0 arbitrariamente
fijado. Por tanto, vemos que la continuidad de una funcién en cada punto x sélo depende de los
valores de la funcién en puntos suficientemente proximos a x. A esto nos referimos al hablar
del caracter local de la continuidad. Veamos un ejemplo en que este cardcter local nos ayuda a
estudiar la continuidad de una funcién interesante.

Consideremos la funcion parte entera, es decir, la funciéon E : R — R definida por
E(x) =max{k€Z :k<x} VxeR

y recordemos que, para x ER y k € Z, se tiene E(x) =k si,ysblosi, k <x<k+1.

Fijado x € Z, tomemos x, = x — (1/n) para todo n € N, con lo que claramente {x,} — x.
Puesto que x—1 < x, < x, tenemos E(x,) =x— 1 paratodo n € N, luego {E(x,)} —x—1.
Como E(x) =x#x— 1, vemos que E no es continua en el punto x. Asi pues, la funcién parte
entera no es continua en ningun punto de Z.

Usando el cardcter local de la continuidad, veremos ficilmente que E es continuaen R\ Z.
Fijado x € R\ Z, por ser E(x) < x < E(x)+ 1 podemos tomar 8 > 0 de forma que se tenga
E(x) <x—38 <x+98 < E(x)+ 1. Considerando el conjunto B =]x— ,x+ 3|, es claro que, para
todo y € B, se tiene E(x) <y < E(x)+ 1, luego E(y) = E(x). Asi pues, la funcién E|p es
contante, luego es continua en el punto x, y el cardcter local de la continuidad nos asegura que
E también lo es.
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12.6. Ejercicios

1. Estudiar la continuidad de la funcién f: R — R definida de la siguiente forma:
fx)y=x VxeQ y fx)y=1—x VxeR\Q

2. Dar un ejemplo de una funcién f: R — R que sea continua en 0 pero no sea continua en
ningun otro punto de R.

3. Sean f,g:R — R funciones continuas y supongamos que f|g = g|g. Probar que f=g.
4. Sea A un subconjunto no vaciode Ry f: R — R la funcién definida por
f(x)=inf{|x—a| :ac A} VxeR
Probar que |f(x) — f(y)| < |x—y| para cualesquiera x,y € R y deducir que f es continua.

5. Estudiar la continuidad de las funciones f,g: R — R definidas por:
1
f(x) :E(xz) VxeR; gx)=xE (—) VxeR", g(0)=1
X

6. Dadas dos funciones f,g:A — R, consideremos las funciones @,y : A — R dadas por

¢(x) = max{f(x),g(x)}, W(x) = min{f(x),g(x)} vxecA

Probar que si f y g son continuas en un conjunto no vacio B C A, entonces ¢ y Y
también son continuas en B.



