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Axiomas de cuerpo conmutativo

Operaciones algebraicas

Suma: (x,y)+—x+y  Producto: (x,y)+— xy
o Al. Asociatividad: (x+y)+z=x+(y+z), (xy)z=x(yz), Vx,y,z€R

o A2. Conmutatividad: x+y=y+x, xy=yx, Vx,yeR

A3. Distributividad: x(y+z) =xy+xz, Vx,y,z€R

A4. Neutros: 0#1, x+0=x, xl=x, VxeR

A5. Simétricos: x+(—x) =0 Vx€R; xx~ ! =1 VxeR* =R\ {0}

Resumen: R es un cuerpo conmutativo
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Axiomas de orden

Ntumeros positivos y negativos

“={-—x:xeRT'}

Positivos: RT C R Negativos: R

o A6. Tricotomfa: R=R"U{0} UR™, particién de R
e A7. Estabilidad: x,y € RT = x+y,xycR"
Relacién de orden total: x<y <= y—-xeRTU{0}

LYyER, x<y = x+z<y+z VZz€R, xw<yw VYweR"

Resumen A1-A7: R es un cuerpo conmutativo ordenado

Axioma del continuo

e A8. Axioma del continuo:
0#AABCR, a<b VYacA,VbeB

¢

dJxeR : a<x<b VaceA, VbeB

R es un cuerpo conmutativo ordenado, verificando el axioma del continuo.

<
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Valor absoluto

X si x>0
xeR, |x| = 7
—X si x<0

Propiedades del valor absoluto

Para x,y € R,

o x| >0; [x]=0 & x=0

x<ll, el =]=a, 2=

byl =[xl Iyl

X<y & —y<x<y; x| <y & —y<x<y

[l = ] < T3] <l + 1y

+yl=xl+y & x>0
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Numeros naturales. Induccion

Un conjunto A C R es inductivo cuando:
o leA
o x€A = x+1€A

N es la interseccién de todos los subconjuntos inductivos de R

N es inductivo y n>1 VneN

Principio de induc

ACN, A inductivo =— A=N

Operaciones con niimeros naturales

m,n € N:

o m+n,mneN

em—neN < n<m

e 1/neN < n=1
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Orden de los nimeros naturales

000000

Siguiente

nmeN, n<m = n+l<m

N,

ACR, a€A
@ a=maxA < a>x Vx€cA
e a=minA < a<x Vx€cEA
w

Buena ordenacién

N estéa bien ordenado
es decir,

Todo conjunto no vacio de ntimeros naturales tiene minimo

Principales resultados
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Subconjuntos destacados de R
[e]e] lele]

Potencias de exponente natural

(e}

Para x e R y n €N, se define x" por induccién:

x=x, "l=x"x VneN

0 —1,

Se define también x” =

Tamaifio de conjuntos

Principales resultados
000000

Propiedades de las potencias

x,yER, mneN

o l<x,n<m = x"<x";

e Binomio de Newton: (x+y)”

n
o Suma de potencias: x#1, a e R = Z axk =

+1 n+l _
-y

o Consecuencia: x"

(o) =a7y"
0<x<y = x"<y"

< ") n—k _k
= Z X y
k=0 (k

OLx'H'l —o
k=0 w=1
n
=y Y "y

k=0
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Numeros enteros

Z=NU{0}U{-n:neN}={m—n:mneN}

Operaciones con nimeros enteros

P,qEZL

e ptq,pgel

o plez — p=+1

Orden de los nimeros enteros

o Siguiente: p,g€Z, p<q — p+1<gq

@ 7 no tiene minimo, luego no esta bien ordenado
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Numeros racionales

Operaciones con nimeros racionales

ornseQ = rEs,rseQ

0rcQ, r£0 = r1ecQ

@ es un cuerpo conmutativo

Orden de los numeros racionales

r+s r+s
o rseQ, r<s = TGQ’ r<T<s

@ @ es un cuerpo conmutativo ordenado
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A~B <= df:A— B biyectiva

relacién reflexiva, simétrica y transitiva

neN L={keN:k<n}={1,2,...,n}
nnmeN, I,~1, = m=n
Si A ~ I, decimos que A es finito, con n elementos
0 es finito con 0 elementos

A es infinito cuando no es finito

Subconjuntos finit

Todo conjunto de niimeros reales, no vacio y finito, tiene maximo y minimo.

de los conjuntos finitos

@ A finito, f: B — A inyectiva = B finito
o A finito, f:A—B = f(A) finito
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A es numerable cuando existe f:A — N inyectiva

s resultados

Conjuntos infinitos numerables

e Si A CN y A es infinito, existe 6 : N — A biyectiva, verificando:
n,meN, n<m = o(n) <c(m)

o Un conjunto es numerable si, y sélo si, es finito o equipotente a N

Propiedades de los conjuntos numerables

o A numerable, f: B — A inyectiva = B numerable

e A numerable, f:A— B — f(A) numerable
@ A,B numerables = A X B numerable
@ Toda unién numerable de conjuntos numerables es numerable:
0 # I numerable, A; numerable Viel = [J;c;A; numerable

Ejemplos de conjuntos numerables

o N~{2n:neN} ~ {n?:neN} ~{neN:nprimo}
o N~Z~Q
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Esquema resuimen

Axioma
del continuo

Existencia de

/ supremo e infimo




Definicién de Subconjuntos destacados de Tamaifio de conjuntos Principales resultados
000 00000 [e]e] 0@0000

Supremo e infimo

ACR, xeR
o x mayorante deA & x>a, Va€A
e x minorante de A < x<a, VacA

@ A estd mayorado cuando admite un mayorante, minorado cuando
admite un minorante. Acotado = mayorado y minorado.

ncia de supremo e infimo

o Todo conjunto de niimeros reales, no vacio y mayorado tiene supremo,
es decir, el conjunto de sus mayorantes tiene minimo.

@ Todo conjunto de niimeros reales, no vacio y minorado tiene infimo, es
decir, el conjunto de sus minorantes tiene méaximo.

Supremo y m: infimo y minimo

o 0 #A CR, A mayorado:
A tiene maximo < supA €A, en cuyo caso: maxA = supA

@ A minorado:
A tiene minimo <> infA € A, en cuyo caso: minA = infA
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Raiz n-ésima. Numeros irracionales

Raiz n-ésima

Dado n € N, para cada x € RT existe un tinico y € R tal que y" = x.

Se dice que y es la raiz n-ésima de x: y=/x

stencia de irracionales

nmeN = YmeNUR\Q)

° ﬁ,\/g,\ﬁ7\3/§,\3ﬁ... son irracionales
0rseQ, s#0, aeR\Q = r+sacR\Q
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Propiedad arquimediana. Densidad de Q y de R\ Q

Propiedad arquimediana

0£ACZ

o A mayorado =— A tiene méaximo.
Por tanto, N no estd mayorado: VxeR JdneN : x<n

@ A minorado =— A tiene minimo.

e A acotado — A es finito. )

E(x) =méx{k€Z:k<x} VxeR
Equivalentemente: E(x) es el Gnico k€ Z que verifica k<x<k+1

Densidad de Q y R\ Q en R

@ Qesdensoen R: x,yeRx<y = dJreQ:x<r<y
o R\Qesdensoen R: x,yeR,x<y = 3JPeR\Q:x<P<y
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Intervalos

Se llama intervalos a los subconjuntos de R de los siguientes tipos:
e 0yR
o Intervalos acotados de extremos a,b € R, con a < b:

Cerrado: [a,b] ={xeR :a <x<b}

o Abierto: Ja,b[={xeR:a<x<b}

e Semiabierto por la izquierda: Ja,b] ={x€R : a <x < b}

e Semiabierto por la derecha: [a,b[={xeR : a <x<b}

@ Semirrectas con origen a € R:

Hacia la derecha, cerrada: [a,+eo[={x€R : a <x}
Hacia la derecha, abierta: Ja,+oo[={xeR : a <x}
Hacia la izquierda, cerrada: | —oo,a] = {x € R : x <a}

)
L
o
o Hacia la izquierda, abierta: | —,a[={x€R : x < a}

Caracterizacién de los intervalos

Para un conjunto 7/ C R, son equivalentes:

(i) I es un intervalo

(ii)) x,yel,x<y, ze€R, x<z<y = z€l
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No numerabilidad de R

Principio de los intervalos encajados

Si para cada n € N tenemos un intervalo cerrado y acotado Jj,
verificando que J,+1 CJ, VrEN,
entonces ﬂ Jn #0.
neN

v

R no es numerable

Todo intervalo no trivial es un conjunto no numerable
En particular, R no es numerable
Por tanto, R\ Q no es numerable

x € R es un nimero algebraico cuando existe un polinomio P con coeficientes
enteros, no constante, tal que P(x) =0.
Un ntimero real es trascendente cuando no es algebraico.

undancia de nimeros trascendentes

El conjunto A de los nimeros algebraicos es numerable.
Por tanto, el conjunto R\ A de los nimeros trascendentes no es numerable.

v
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