Analisis Matematico 11

Tema 2: Ejercicios resueltos

1. Probar que la serie Z fn converge absoluta y uniformemente en R, siendo

n>1

falt) = ——2 Wz eR, YneN

Solucién
Para cada n € N, la funciéon f, es derivable en R con

n(1+nx2)—2n2x2 n(l—nxQ) ViR
T

Jnle) = n2(1+nx2)2 B n2(1+nx2)2

Vemos que f'(z) < 0 si |z| > 1/y/n, mientras que f'(z) > 0 si |x| < 1/y/n.

Deducimos claramente que:

= Por una parte, f, es decreciente en }—oo, T
n

Oan(x)Zf"(\_/_%) _2n_\1/ﬁ vxe]—oo,\_/—%}

} , con lo cual:

= Analogamente, f, es decreciente en [ , +oo [, de donde:
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0 < fulx) gfn(%) - 5s  Vee {%
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= Finalmente, f, es creciente en | —, y obtenemos que
Vn'o\/n
1

Bl

3
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Observando los tres casos anteriores, concluimos que

1

|fn(x)’S2n\/ﬁ VreR, YVneN

1
Puesto que la serie E NG es convergente, el test de Weierstrass nos dice que la
n/n
n>1

serie g fn converge absoluta y uniformemente en R. ]

n>1



2. Para cada n € N, sea g, : [1, +00[— R la funcion definida por

1
gn(r) = — Vze [1,4o0]
Probar las siguientes afirmaciones:

(a) Para p € R con p > 1, laserie Zgn converge uniformemente en [p, 400 |
n>1

(b) La sucesion {g,} converge uniformemente a cero en [1, 400

(c) La serie Zgn no converge uniformemente en |1, +o0o |
n>1

Solucién

(a) Para cada n € N, la funcion o — n® = e®!°" es creciente en R, de donde
deducimos que

1

[gu(@)| = — < Vze [p, +o0], VneN

ne
. L. 1 . .
Por ser p > 1, la serie armonica E — s convergente, luego la desigualdad anterior
n

n>1

nos permite usar el test de Weierstrass, para concluir que la serie E gn converge
n>1
uniformemente en la semirrecta [p, +0o|.

(b) Usando de nuevo que la funciéon = — n® es creciente, tenemos que
1
lgn(z)| = — < = Vae [l,+o0[, VnEN

y como {1/n} — 0, deducimos que la sucesion {g,} converge uniformemente a cero
en [1, +o0].

(c) Razonando ahora por reduccion al absurdo, supongamos que la serie Z n

n>1
convergiese uniformemente en |1, 400].

Fijado € > 0, existiria m € N tal que, para m < p < ¢ se tendria

N
Z—x<e Ve e]l, +oo|
n=p+1
Fijados p,q € N con m < p < ¢, de la desigualdad anterior obtendriamos que

. q / ‘1
> = lm } e

n=p+1 n=p+1



En resumen, de esta forma habriamos probado que

q
1

Ve >0 dmeN : m<p<q — E — <c
n
n=p+1

Si la afirmacion anterior fuese cierta, la serie armoénica E — seria una sucesion
n>1
de Cauchy, es decir, dicha serie convergeria, lo cual es falso. Esta contradiccion prueba

que la serie E gn 1o puede converger uniformemente en |1, 400 . |
n>1

3. Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme de la serie de potencias

n! "
2yt

n>0

Solucién

n
Conviene recordar que la sucesion { ( 1+ —) } es creciente y converge a e. En
n

particular, anotamos para uso posterior que

1 n+1
<
<1+n+1) < e VneN (1)

Denotando por {c,} a la sucesion de coeficientes de la serie dada, que son nimeros

positivos, para todo n € N tenemos
1 n+1 -1
(1 Llieur ) ] (2)

Coy1 (n+1)I(n+1)"  [(n+1 i
cn  onl(n4+2)v  \n+2

de donde deducimos claramente que

1/ |Cn+1| o 1
n—oo |y | e
Usando ahora el criterio de la raiz para sucesiones, obtenemos que lim {/|¢,| = 1/e.
n—o0

Por tanto, tenemos una serie de potencias con radio de convergencia e.

Asi pues, la serie converge absolutamente en el intervalo abierto J =] — e, e]
y uniformemente en cada conjunto compacto contenido en dicho intervalo. También
sabemos que la serie no converge en ningtin punto de R\ J .



Para z = 4e, usando primero (2) y después (1), se tiene claramente que

~1
n+1 1 n+1
lcp x| n+1

Esto prueba que la sucesion { lcpz™| } es creciente, luego no puede converger a cero.

Por tanto, la serie chx” no converge en los puntos e y —e, luego su campo de
n>0
convergencia puntual es el intervalo abierto J.
Finalmente, estudiamos la convergencia uniforme en .J. Razonando por reduccion
al absurdo, supongamos que el término general de la serie converge uniformemente a
cero en J . Entonces existe un m € N y una sucesion {p,} de nameros reales positivos,
con {p,} — 0, tales que, para n > m se tiene

|| = lenx™| < pn Veeld
Para n € N con n > m obtenemos entonces que
cpe” = lime, |z|" < py
xr—e

y como {p,} — 0, deducimos que {c,e"} — 0. Esto es una contradiccion, pues
acabamos de ver que la sucesion {c,e"} es creciente, luego no converge a cero. Asi
pues, el término general de la serie E ¢, ™ no converge uniformemente a cero en J,

n>0
luego dicha serie no converge uniformemente en J . |



