Tema

Sucesiones de funciones

En Andlisis Matematico es frecuente que la solucién a un cierto problema sea una funcién
desconocida, o no expresable mediante funciones méas elementales, pero se conozcan funciones
que se aproximan a dicha solucién. Mas concretamente, podemos tener funciones fi, f2, f3,...,
obtenidas en sucesivas aproximaciones al problema, y tales que, hablando intuitivamente, el
error que se comete al tomar f, como solucién del problema tiende a desaparecer cuando el
nimero natural n se hace suficientemente grande. Ello motiva el estudio de las sucesiones de
funciones, y de la nocién de convergencia para ese tipo de sucesiones. Como se ha dicho, en la
practica serd frecuente conocer las funciones de una sucesion convergente, pero no la funcion
limite, luego serd importante saber si ciertas propiedades de las funciones de la sucesion se
transmiten o no a la funcién limite.

1.1. Convergencia puntual

Recordemos que una sucesion de elementos de un conjunto J no es mds que una aplicacion,
del conjunto N de los nimeros naturales, en J. Las sucesiones de funciones aparecen, como es
l6gico, cuando J es un conjunto de funciones.

Si A y B son dos conjuntos no vacios, denotaremos por F(A,B) al conjunto de todas las
funciones de A en B, de modo que una sucesion de funciones de A en B es una aplicacion
de N en F(A,B), pero usaremos la misma notacién que ya conocemos para otros tipos de
sucesiones. Concretamente, para definir una sucesién de funciones de A en B asociamos, a
cada n € N, el n-ésimo término de nuestra sucesion, que serd una funcién f, : A — B. De esta
forma obtenemos una sucesién de funciones de A en B, que denotaremos por {f,}. Asi pues,
para definir una sucesién {f,} de funciones de A en B debemos concretar, para cada n € N y
cada x € A, el elemento f,(x) € B.

Nos interesa sobre todo el caso B = R y denotamos simplemente por F(A) al conjunto
de todas las funciones de A en R. Asi pues, una sucesion de funciones de A en R es una
aplicacion de N en F(A). Definir una tal sucesion {f,} equivale a definir, para cada n € N y
cada x € A, el nimero real f,(x).
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Por razones que se irdn entendiendo mds adelante, existen diferentes tipos de convergencia
para sucesiones de funciones, dos de los cuales trataremos en este tema.

Empezamos definiendo el tipo de convergencia més sencillo, que de hecho se conoce como
convergencia simple, o también como convergencia puntual. Tiene sentido para sucesiones de
funciones, definidas en un conjunto no vacio arbitrario A, con valores en un espacio topoldgico
de Hausdorff B. Dada una sucesion {f,} de funciones de A en B, para cada x € A tenemos
una sucesion {f,(x)} de elementos de B, luego podemos discutir si esta sucesién converge,
y en su caso, considerar su limite. El resultado de tal discusion depende del punto x € A que
hayamos considerado, luego estudiamos la convergencia punto a punto de la sucesién {f,}, de
ahi que hablemos de convergencia puntual. Hagamos la definicién con mds detalle.

Decimos que una sucesién {f,} de funciones de A en B converge en un punto x € A
cuando la sucesién {f,(x)} converge en el espacio topolégico B. Si esto ocurre en todos los
puntos de un conjunto no vacio C C A, se dice que {f,} converge puntualmente en C. En tal
caso podemos definir una funcién f : C — B escribiendo f(x) = nh;rrgo fn(x) paratodo x € C,

y decimos que f es el limite puntual de {f,} en C, o que {f,} converge puntualmente a f
en C. Obviamente, esto significa que {f,(x)} — f(x) paratodo x € C.

Existe un maximo conjunto en el que se tiene convergencia puntual. De hecho, podemos
considerar el conjunto C,, formado por todos los puntos en los que {f,} converge, es decir,
todos los puntos x € A tales que la sucesién {f,(x)} es convergente. Suponiendo que C, no
es vacio, podemos definir F(x) = nlgllo fn(x) para todo x € C,, de forma que {f,} converge

puntualmente a F en C),. Pero si un conjunto C C A verifica que {f,} converge puntualmente
en C auna funcién f: C — B, se tiene obviamente C C C, y f(x) = F(x) para todo x € C.
Asi pues, C,, es el maximo conjunto en el que la sucesién {f,} converge puntualmente, por lo
que suele decirse que C,, es el campo de convergencia puntual de {f,}.

[lustramos las nociones recién introducidas con un ejemplo concreto, en el que aparece una
sucesion de funciones reales de variable real, el tipo de funciones que mds nos interesa. Més
adelante irdn apareciendo otros ejemplos.

Para cada n € N, sea ¢, la funcion potencia de exponente n. En este caso A =B =R,y
tenemos la sucesion de funciones {¢,} dada por

Qn(x) = x" VxeR, VneN (1)

Para x € R con |x| < 1, sabemos que {x"} — 0, pero {|x"|} — +eo cuando |x| > 1. Ademas,
es obvio que {@,(1)} — 1,y que la sucesién {@,(—1)} = {(—1)"} no converge. Asi pues,
fijado x € R, la sucesion {@,(x)} es convergente si, y s6lo si, —1 < x < 1. Por tanto, el campo
de convergencia puntual de {@,} es el intervalo semiabierto | —1,1], en el que {@,} converge
puntualmente a la funcién ¢ :] —1,1] — R definida por

o(1) =1 y o(x) =0 Vxe]—1,1] (2)

Vemos que {@,} converge puntualmente en un conjunto C C R si, y sélo si, C C]—1,1],
en cuyo caso, el limite puntual de {@,} en C es la restriccién de @ a C. Por ejemplo, {¢,}
converge puntualmente en el intervalo abierto | — 1, 1] a la funcién idénticamente nula. Para
abreviar, se suele llamar “cero” a la funcién idénticamente nula en el conjunto del que se esté
hablando. En este caso, podemos decir que {¢,} converge puntualmente a ceroen | —1,1].
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1.2. Convergencia uniforme

En el ejemplo anterior vemos que la convergencia puntual no es suficiente para que una
propiedad importante, como es la continuidad, se transmita de los términos de la sucesion a la
funcién limite. De hecho, @, es continua en | —1,1] para todo n € N, pero @ no es continua
en el punto 1.

Nuestro objetivo es ahora definir otro tipo de convergencia, mds fuerte que la puntual, que
si serd suficiente para asegurar que el limite de una sucesion de funciones continuas tenga que
ser una funcion continua. Por comodidad, consideramos sélo funciones con valores reales, asi
que fijamos una sucesién {f,} de funciones de A en R, un conjunto no vacio C C A y una
funcién f: C — R.

Sabemos que {f,} converge puntualmente a f en C cuando se verifica lo siguiente:
VxeC, Ve>0 I3meN:n>m = |filx)— fx)] <e (3)

En general, el nimero natural m que aqui ha aparecido, dependera por supuesto de €, pero
también del punto x € C considerado. Intuitivamente hablando, la rapidez con la que {f,(x)}
converge a f(x), puede depender de x. Pues bien, cuando se pueda conseguir que m no dependa
de x, es decir, cuando podamos asegurar que {f,(x)} converge a f(x), al menos con una
cierta rapidez independiente de x, diremos que la convergencia es uniforme. Concretamos la
definicién con mas detalle:

Se dice que {f,} converge uniformemente a f en C, cuando se verifica lo siguiente:
Ve>0 ImeN:n>m = |filx)— f(x)| <e VxeC (4)

Ni que decir tiene, esto implica que {f,} converge puntualmente a f en C, pero la diferencia
entre (3) y (4) es justo la que habiamos anunciado: mientras en (3) aparece un m € N que
puede depender de € € R™ y de x € C, vemos en (4) que, para cada € € R aparece un m € N
que cumple la misma desigualdad final, para todo x € C.

Resaltamos una observacion inmediata. Si {f,} converge uniformemente a f en C, fijado
un conjunto no vacio D C C, estd claro que {f,} también converge uniformemente en D, a la
restriccion f ‘ D

Volvamos a la sucesién {@,} definidaen (1), para discutir ahora su convergencia uniforme.
Sabemos que {@,} converge puntualmente en | — 1, 1] ala funcién ¢ dada por (2), y por tanto
converge puntualmente a cero en el intervalo abierto J =] — 1,1[. Vamos a comprobar ahora
que {9,} no converge uniformemente a cero en J, de donde se deduce que tampoco converge
uniformemente a @ en | —1,1].

Supongamos que {@,} converge uniformemente a cero en J, para llegar a contradiccién.
Tomando € = 1/3 en (4), obtenemos m € N tal que |x™| < 1/3 para todo x € J. Pero si
tomamos x = 1/ /2 € J, tenemos |x"| = 1/2 > 1/3, una contradiccién.

Sin embargo, fijado r € R™ con r < 1, veremos que si hay convergencia uniforme en el
intervalo J, = [—r,r]|. Dado € > 0, como {r"} — 0, existe un m € N tal que, para n > m se
tiene r" < €. Para n > m, y para todo x € J,, deducimos que |x"| = |x|" < r" < €. Esto
prueba que {@,} converge uniformemente a cero en J,.
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El ejemplo anterior muestra dos hechos que conviene destacar. En primer lugar, una sucesion
de funciones puede converger puntualmente en un conjunto, sin hacerlo uniformemente. Asi
pues, la convergencia uniforme implica la puntual, pero el reciproco es falso.

También hemos visto que {@,} converge uniformemente en cada intervalo J, = [—r, r]
con r €]0,1[, perono lo hace en J =] — 1,1, que es la unién de dichos intervalos. Por tanto,
en general, no existe un maximo conjunto C en el que una sucesion converja uniformemente. En
el ejemplo, tal conjunto C verificaria que J, C C para todo r €]0,1][, luego se tendria J C C, y
la sucesion convergeria uniformemente en J, cosa que no sucede, como hemos visto. Asi pues,
a diferencia de lo que ocurria con la convergencia puntual, no tiene sentido hablar de un campo
de convergencia uniforme.

Los razonamientos usados para comprobar que la sucesion {@,} recién estudiada, converge
uniformemente en ciertos conjuntos, y que no lo hace en otros, son casos particulares de dos
criterios de convergencia uniforme, que vamos a estudiar en general. El primero de ellos es el
que suele usarse en la practica para probar la convergencia uniforme.

= Para que la sucesion {f,} converja uniformemente a f en C, es condicion necesaria y
suficiente, que exista una sucesion {p,} de niimeros reales, con {p,} — 0, yun m € N,
tales que, para n > m, y para todo x € C, se tenga: |f,, (x) — f(x) | < Pn-

Probamos en primer lugar la suficiencia, que es la que tiene més utilidad. Dado € > 0,
usando que {p,} — 0 obtenemos k € N tal que, para n > k se tiene que p, < €. Entonces,
para n > max{m,k}, y para todo x € C, se tiene que ‘fn(x) — fx) ‘ < pn < €. Esto prueba
que {f,} converge uniformemente a f en C.

Reciprocamente, la convergencia uniforme nos da un m € N tal que, para n > m, y para
todo x € C, se tiene que | f,(x) — f(x)| < 1. También para n > m, podemos entonces tomar

pn = sup { | fu(x) — f(x)| : xeC}

De esta forma, para n > m y para todo x € C, se tiene |fn(x) — f(x) ] < pn. Para n < m
podemos tomar por ejemplo p, = 0, pues ello no afecta a la convergencia de la sucesién {p,}.

Dado ahora € > 0, volvemos a usar la convergencia uniforme para obtener un k£ € N tal que
nzk = |fulx) - fx)| <g/2 VxeC
Deducimos que, para n > k, se tiene p, < €/2 < €, luego {p,} — 0, como se queria. [

Como se ha dicho, el criterio recién probado es el que suele usarse en la préctica, para
probar la convergencia uniforme. De hecho, es frecuente que se cumpla una condicién algo mas
restrictiva, que por supuesto sigue siendo suficiente, aunque ya no sea necesaria:

= Si existe una sucesion {p,} de niimeros reales, verificando que
{p} =0 y  |f)—f@)|<pn  VxeC, VneN (5)

entonces la sucesion { f,} converge uniformemente a f en C.
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Noétese que, para la sucesiéon {@,} definida en (1), se probé la convergencia uniforme a
cero en cada intervalo [—r,r] con r € [0, 1], usando la condicién andloga a (5) con p, = r”"
para todo n € N. Veamos otro ejemplo ilustrativo, en el que se usa el criterio anterior. En el
caso A =R, consideremos la sucesién {g,} definida por

X

:m VXE]R, VneN

gn(x)
Para x € R\ {0} es evidente que {g,(x)} — 0, lo que también es cierto para x = 0, pues
de hecho g,(0) = 0 para todo n € N. Por tanto, {g,} converge puntualmente a cero en R.
Tomando ahora C = R, trataremos de encontrar una sucesién {p,} de nimeros reales, que
verifique (5), con g, en lugar de f,, y tomando f =0.

Fijado n € N, la funcién g, es derivable en R con

1 — n2x?

/ p—
g,(x) = —(1 +n2x2)2 VxeR

Para x € R con |x| < 1/n, se tiene g, (x) > 0, luego g, es creciente en [—1/n, 1/n],y
deducimos que

1 D omca () ol e [
2n_gn n S 8\t X En n) 2n o n’'n

Ademds g, es decreciente, tanto en | —oo, —1/n] como en [1/n, +o[, de donde

1 1 1 1
0 nlx) 2 —5— —o0, —— == 2 &n 0 =, T
> gn(x) . ‘v’xe] n] y 5 gn(x) > Vxe[n + [
Agrupando los tres casos estudiados, obtenemos que
1
|gn(x)]| < — VxeR

2n

Como n € N era arbitrario, basta usar el resultado anterior, con {p,} = {1/(2n)}, para concluir
que {g,} converge uniformemente a cero en R.

Volviendo al caso general, veamos ahora el criterio que suele usarse para probar que no hay
convergencia uniforme.

= Lasucesion {f,} converge uniformemente a f en C si, y solo si, se verifica que

lim (fn(xn) - f(xn)) =0 (6)

n— oo

para toda sucesion {x,} de puntos de C.

Supongamos que {f,} converge uniformemente a f en C, y sea {x,} una sucesién de
puntos de C. Dado € > 0 tenemos m € N tal que, si n > m, se tiene que ‘fn(x) — fx) ‘ <€
para todo x € C. En particular, para n > m, tomando x = x,, tenemos | Sn(xn) — f(xn) | < €.
Esto prueba que se cumple (6).
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Reciprocamente, usando (6) para conveniente sucesién {x,} de puntos de C, probaremos
la convergencia uniforme. Fijado n € N, para definir x, distinguimos los dos casos posibles. Si
el conjunto {|f,(x) — f(x)| : x € C} estd mayorado, tomamos x, € C verificando que

sup { | fu(x) = f(x)[ 1 x€C} < [ fulon) = fxa) | + (1/m) (7)

En otro caso, tomamos x,, € C verificando que | f,(x,) — f(xa) | > n.

Fijado € € R* con € < 1, usando (6) tenemos un m € N que verifica:
neN, n>m — ‘fn(xn)—f(xn)‘+(l/n)<8

Para n > m, se tiene en particular que ‘ Jn(xn) — f(xn) | < € < n, luego x, se ha definido de
forma que se verifique (7). Para todo x € C se tiene entonces que

|fn(x) - f(x>| < ‘fn(xn) - f(xn)l + (l/n) <&
Esto prueba que {f,} converge uniformemente a f en C, como queriamos demostrar. [

Del criterio anterior volvemos a destacar la parte que suele usarse:

= Si existe una sucesién {x,} de puntos de C, tal que { f,(x,) — f(x)} no converge a
cero, entonces {f,} no converge uniformemente a f en C.

Noétese que para probar que la sucesién {@,} definida en (1) no converge uniformemente a
ceroen | —1,1[, se usé implicitamente el resultado anterior. En concreto, tomando x, = 1/+/2
para todo n € N, se tiene que ¢,(x,) = 1 paratodo n € N, luego {¢,(x,)} no converge a cero.
Deducimos que {@,} no converge uniformemente en el conjunto C = {x, : n € N}, luego
tampoco en ningun conjunto que contenga a C.

Como otro ejemplo ilustrativo, con A = [0, 1], consideremos la sucesion {h,} dada por
2 1 1
ha(x) = n°x(1—nx) Vxe |0, - y hp(x) =0 Vxe |—,1 (8)
n n

Dado x €]0, 1], para todo n € N con n > 1/x, se tiene que f,(x) = 0, luego {h,(x)} — 0.
Como h,(0) = 0 paratodo n € N, vemos que {4, } converge puntualmente a cero en [0, 1].

Tomando x, = 1/(2n) para todo n € N, tenemos {h,(x,)} = {n/4} — +eo, luego {h,}
no converge uniformemente en ningin conjunto C C [0, 1] que verifique {1/(2n) : n€ N} CC.
Por ejemplo, no hay convergencia uniforme en |0, 1/2], luego tampoco en [0, 1].

Sin embargo, fijado r €]0,1], es fécil ver que {h,} converge uniformemente a cero en el
intervalo I, = [r,1]. En efecto, tomando m € N con m > 1/r,paran>m y x € I, se tiene
que 1/n < r < x, luego h,(x) = 0. Por tanto, se cumple la condicién andloga a (5), incluso
tomando p, = 0 paratodo n € N.
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1.3. Ciriterio de Cauchy para la convergencia uniforme

Seguimos trabajando con una sucesién {f,}, de funciones de A en R, y mantenemos fijo
un conjunto no vacio C C A.

Los dos criterios recién probados, tienen un claro inconveniente: para poder estudiar la
convergencia uniforme en C, exigen conocer la funcién f, limite puntual de {f,}, al menos en
el conjunto C. Por supuesto, para que haya convergencia uniforme ha de existir tal funcién f,
pero es frecuente que no la conozcamos explicitamente, y sin embargo nos interese probar la
convergencia uniforme. Esto ocurre sobre todo cuando se trabaja con series de funciones, como
haremos mas adelante.

Igual que cuando se trabaja con sucesiones de niimeros reales, para resolver este problema
disponemos de una condicién de Cauchy, que caracteriza la convergencia uniforme.

Se dice que {f,} es uniformemente de Cauchy en C, cuando verifica lo siguiente:
Ve>0 I3meN:pg>=m = |f,(x) - f(x)| <e VxecC

Vemos en particular que, para cada x € C, la sucesién {f,(x)} es de Cauchy en R, pero la
clave estd en que, como ocurria con la convergencia uniforme, tenemos un m € N que puede
depender de € € R, pero no del punto x € C que consideremos.

Si {fn} converge uniformemente en C, a una funcién f: C — R, para cada € > 0 tenemos
un m € N verificando que

neN, n>m = |fulx) - f(x)| <e/2 VxeC
Entonces, para p,q > m,y para todo x € C, se tiene claramente que
| fp(x) = fa) | < |fp(x) = FO) | + | fx) = fux) | < (e/2) + (e/2) = ¢

luego {f,} es uniformemente de Cauchy en C. Pero lo interesante, como ya se ha dicho, es el
siguiente resultado:

= Si{f,} es uniformemente de Cauchy en C, entonces { f, } converge uniformemente en C.

Para cada x € C, sabemos que la sucesion { f,,(x)} es de Cauchy en R, luego es convergente.
Esto nos permite definir una funcién f: C — R escribiendo:

f(x) = lim f,(x) VxeC
n—oo
con lo cual es evidente que {f,} converge puntualmente a f en C.
Dado € > 0, la condicién de Cauchy uniforme nos daun m € N tal que
p,geEN, pg>m — ‘fp(x)—fq(xﬂ < g/2 VxeC
Fijados p € N con p > m,y x € C, deducimos que
o) = f@) [ = dim | fp(x) = fy(0)| < e/2 <e

En resumen, hemos probado que, para cada € > 0, existe un m € N tal que, si p € N verifica
que p > m, se tiene } fr(x) — f(x) ‘ < € para todo x € C. Esto significa que {f,} converge
uniformemente a f en C, como queriamos demostrar. |
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1.4. Convergencia uniforme, continuidad y derivabilidad

Vamos ahora a comprobar que, como ya habiamos anunciado, la convergencia uniforme
permite deducir la continuidad de la funcién limite, a partir de la continuidad de los términos
de la sucesion. Por ello se dice que la convergencia uniforme preserva la continuidad.

= Si A es un espacio topoldgico y xo € A, supongamos que { f,} converge uniformemente
en un entorno U del punto xy, a una funcién f : U — R, y que la funcién f, es continua
en xq, para todo n € N. Entonces f es continua en el punto xg.

Fijado € > 0, la convergencia uniforme en U nos daun m € N que verifica:
| fin(x) — f(x)| < &/3 VxeU
Por otra parte, la continuidad de f;, nos da otro entorno V del punto xg, tal que

‘fm(x> - fm(xo)‘ <¢€/3 VxeV

Entonces U NV es un entorno de xp y, paratodo x € U NV, se tiene

|f(x) — f(xo0) | < ‘f(x) — fm(x) } + |fm<x) — fm(x0) | + |fm(x0) — f(xo) ‘
< (e/3)+(¢/3)+ (¢/3) = ¢

Esto prueba que f es continua en el punto xp, como se queria. [

Por supuesto, si f,, es continua (en todo punto de A) para todo n € N, la convergencia
uniforme de {f,} en A permite asegurar que la funcién limite f:A — R es continua. De
hecho, basta que la convergencia sea uniforme en un entorno de cada punto de A.

En el caso A C R, podria pensarse que la convergencia uniforme preserva la derivabilidad,
igual que preserva la continuidad. No es asi, como vamos a ver con un ejemplo, para luego
comentar hasta qué punto tal idea es completamente erronea.

Consideremos la sucesion {,}, de funciones reales de variable real, dada por

1
\pn(x):\/xz—l—ﬁ VxeR, VneN

Para todo x € R se tiene claramente que { W, (x) } — Vx2 = |x|, luego {y,} converge
puntualmente en R a la funcién valor absoluto. De hecho, para cualesquiera x e R y n € N se
tiene que

~ Vn22+1—nlx| a4 1—n%? o 1
n n(\/n2x2_|_1_|_n‘x|) “n
Puesto que {1/n} — 0, deducimos que la convergencia es uniforme en R. Tenemos asi una

sucesion de funciones de clase C* en R, que converge uniformemente en R, a una funcién
que no es derivable en el origen.
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Dos resultados que no vamos a demostrar, permiten ilustrar hasta qué punto, la convergencia
uniforme no preserva la derivabilidad. Por una parte, un famoso teorema de Weierstrass afirma
que, para cada funcion continua f: [0, 1] — R, existe una sucesién de funciones polinémicas,
que converge uniformemente a f en [0, 1]. El propio Weierstrass encontré también el primer
ejemplo de una funcién continua f : [0,1] — R, que no es derivable en ningin punto de [0, 1].
Existe por tanto una sucesioén de funciones polinémicas, que son funciones de clase C” en R,
que converge uniformemente en [0, 1] a una funcién no derivable en ningtin punto de [0, 1].

A la vista de la situacion descrita, es natural preguntar si hay alguna forma de asegurarse de
que el limite de una sucesion de funciones derivables es una funcién derivable. A continuacion
probamos un resultado en esta direccion, mostrando que la clave esta en tener la convergencia
uniforme, no de nuestra sucesion de funciones, sino de la sucesion de las derivadas.

= Sea I C R un intervalo acotado no trivial, y {f,} una sucesion de funciones de I en R.
Supongamos que f,, es derivable en I para todo n € N, y que la sucesién {f,/ } converge
uniformemente en I a una funcion g : I — R. Si {f,} converge en un punto a € I,
entonces { f,} converge uniformemente en I, a una funcion f :I — R, que es derivable
enl con f'(x) = g(x) para todo x € I.

Dado € > 0, como la sucesién {f,’} es uniformemente de Cauchy en I, si A > 0 es la
longitud de 7, tenemos m| € N tal que

€
pgeN, pgzm = |fjO)-f/0| <5  Viel (9)
Por otra parte, como {f,(a)} es una sucesion de cauchy en R, existe mp € N tal que

(10)

N m

p,qu, P>Q>m2 - }fp(a)_fq(a)‘ <

Tomando m = méx{mj,m,}, fijamos p,q € N con p,q >m yunpunto x € [. Si x #a, el
intervalo cerrado de extremos a y x estd contenido en /, donde la funcién f), — f, es derivable,
luego podemos usar el teorema del valor medio para obtener un punto ¢ € I que verifica

fplx) — fq(x) = fp(a) — fqla) + (fp/(t) - fql(t)) (x—a)

Puesto que |x —a| < A, usando (9) y (10) deducimos claramente que
€ €
[fp(x) = fe@)| < 5+ - lx—al <e

y para x = a la misma desigualdad se deduce de (10). Esto prueba que {f,;} es uniformemente
de Cauchy en I, luego converge uniformemente en / a una funciéon f:7 — R.

Queda ahora comprobar que f es derivable en I, con derivada g. Fijado un punto b € [,
para cada n € N consideramos la funciéon &, : I — R definida por
f n ()C) — f n (b )
x—b

D (x) = vxel\{b} y  Pu(b) =f/(b)
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Con un razonamiento similar al usado para {f,}, probaremos que {®,} es uniformemente
de Cauchy en /.

Dado € > 0, usamos de nuevo que {f,’} es uniformemente de Cauchy en I, con lo que
obtenemos un k£ € N tal que

pg€eN, pg2k = |f/@)-f/()]|<e Viel (11)

Fijamos ahora p,q € N con p,q > k, y un punto x € I. Si x # b, usando de nuevo el teorema
del valor medio, obtenemos ¢ € I verificando que

fp() = fq(x) = f(b) = fo(b) + (f, (t) = £ (1)) (x—b)

de donde, usando (11) deducimos claramente que

| @p(x) = o) | = [ £, (1) = f{(1)] <e

En el caso x = b, tenemos en (11) la misma desigualdad, ya que

| @p(b) — Py(b)| = | 1,/ (b) = f,/(b)] <&

En resumen, para cada € > 0, hemos encontrado k € N tal que, para p,qg > k, y paratodo x € I,
se tiene | P, (x) — @y(x)| < €. Esto significa que {®,} es uniformemente de Cauchy en 1/,
luego converge uniformemente en / a una funcién @ : 7 — R.

Ahora bien, como {f,} converge puntualmente a f en I, paratodo x € I\ {b} se tiene que

D) = lim By(x) = lim 228 =Hlb) _ f¥) = F(P)

n— o0 n—oo x—>b x—>b

y por otra parte, vemos también que

®(b) = lim ®,(b) = lim f,/(b) = g(b)

n— oo n—soo

Finalmente observamos que, para cada n € N se tiene

lim ®,(x) = lim Julx) = fulb) _ 1./ (b) = ®,(b)

x—b x—b x—>b

luego ®,, es continua en el punto b. Como {®, } converge uniformemente a ® en 1, deducimos
que P también es continua en el punto b. Por tanto, se tiene que

g(b) = ®(b) = lim ®(x) = lim fx) — f(b)

x—b x—b x—>b

Esto significa que f es derivable en el punto b con f'(b) = g(b). Como b € I era arbitrario,
hemos probado que f es derivable en I con f’ = g, como se queria. [
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1.5. Convergencia uniforme e integracion

En el estudio de la integracién que haremos mas adelante, prestaremos mucha atencién al
comportamiento de la integral con respecto a la convergencia de sucesiones. Hablando de forma
intuitiva, pues por ahora no podemos concretar las definiciones, se trata de discutir si, cuando
una sucesion de funciones converge puntualmente, se puede obtener la integral de la funcién
limite como el limite de las integrales de los términos de la sucesion.

Por ahora, s6lo vamos a probar un resultado muy elemental de este tipo, vdlido para la tnica
integral que suponemos conocida, la de una funcidén continua en un intervalo compacto.

= Sean a,b € R con a < b,y {f,} una sucesion de funciones continuas de [a,b] en R,
que converge uniformemente en |a,b] a una funcién f: [a,b] — R. Se tiene entonces que

/abf dx = nlgr;/ fulx (12)

Noétese que la integral del primer miembro tiene perfecto sentido, pues sabemos que f es
una funcién continua en [a,b]. Se trata de probar que la sucesién que aparece en el segundo
miembro converge a la integral de f.

Para cada n € N, la funcién | f,, — f| es continua en [a,b], luego tiene un maximo absoluto
en dicho intervalo, es decir, existe x, € [a,b] tal que

| fa(x) = f(x) | = max {[fu(x) — f(x)] : x€[a,b] }

igualdad que es vélida para todo n € N. Como {f,} converge uniformemente a f en [a,b],
sabemos que { f,(xn) — f(xa) } — 0, luego se tiene

nli_rgoméx{]fn(x) —f(x)|:x€la,b]l} =0 (13)

Usando ahora propiedades bien conocidas de la integral, para todo n € N, obtenemos:

b b b b
| fwax = [ rwax] = | [T (0 -se)dr| < [0 - 100 dx
< (b—a) mx {| fu(x) — £()| : € [ab]}

y basta tener en cuenta (13) para concluir que se verifica (12). [

Conviene aclarar que, en el resultado anterior, la convergencia uniforme ha servido para
asegurar que la funcidn limite f es continua, pero también se ha usado para probar (12). Adn
suponiendo que f es continua, la convergencia puntual de {f,} a f en [a,b] no es suficiente
para que se tenga (12).

Para comprobar la afirmacién anterior, basta considerar la sucesién {h,} definida en (8),
que converge puntualmente en [0, 1] a la funcién %, dada por h(x) = 0 para todo x € [0,1].
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Fijado n € N, la funcién &, es idénticamente nula en el intervalo [1/n, 1] y coincide con
una funcién polinémica en [0, 1/n]. Por el caricter local de la continuidad se tiene que A, es
continua en [0, 1]\ {1/n}, pero también lo es en el punto 1/n, ya que

lim  hy(x) = lim n%x(1—nx) =0=hy(1/n) = 1im  hy(x)

x—(1/n)~ x—(1/n)~ x—=(1/n)*

Por tanto {h,} es una sucesion de funciones continuas en [0, 1], que converge puntualmente
en [0,1] a una funcidén continua. Sin embargo, es facil ver que no se verifica en este caso la
igualdad andloga a (12). De hecho, para todo n € N se tiene que

1 1/n 2.2 3,374
/Ohn(x)dx:/o nzx(l—nx)dx: {nzx _n3x ]O =<

de donde deducimos que

1 1 1
lim [ h,(x)dx = ¢ #0 = / h(x)dx
0

n—o |0



