Practica 3. Imagen de una funcién de dos variables

Ejercicios resueltos

1. Calcular la imagen de la funcion f: A — R, donde
A={(z,y) eR? : 2* <2 —y?} vy flry)=2"+y(y’—4) V(r,y)eA

Solucién
(a). Para (z,y) € R? se tiene claramente

P <2y—y? = P+ -2<0 = P+ (y-17°<1

luego A es la bola cerrada de centro (0,1) y radio 1 para la norma euclidea en R2.
En particular A es un conjunto cerrado y acotado, luego compacto, y es también un
conjunto convexo, luego conexo. Como f es continua, por ser una funcién polinémica,
deducimos que f(A) es un subconjunto compacto y conexo de R, es decir, un intervalo
cerrado y acotado.

(b). Es obvio que f es parcialmente derivable en A° de nuevo por ser una funciéon
polinémica. Veamos los puntos criticos de f. Para (z,y) € A°, se tiene Vf(x,y) =0
si y so6lo si,

of of 3
o \Ly) =20y 9 (z,y) = 4y
Vemos que (0,1) es el anico punto critico, con f(0,1) = —3.

(c). Estudiemos ahora f en la frontera de A, que es la circunferencia de centro (0, 1)
y radio 1, un arco paramétrico, pero no necesitaremos ninguna parametrizacion. Para
(z,y) € R? se tiene claramente

(r,9) EFrA <= 22+ (y—1)2=1 < y<€0,2], 2* =2y — 1

Por tanto, para (z,y) € Fr A obtenemos
flay) = +y(y’ —4) =2y~ +y' —dy=y"' —y* — 2
de donde se deduce que el conjunto f(Fr A) coincide con la imagen de la funcion
h:[0,2] — R definida por
hy)=y' =y —2y  Vyel02]
Esta funcién es derivable en [0,2] con
hy) =4y’ -2y —2=2(y-1)(2y" +2y+1)  Vye[0,2]

Como, para y € [0,2] se tiene 2y*> +2y +1>1 >0, vemos que h'(y) = 0 solamente
para y = 1. Los posibles extremos absolutos de h son, por tanto, 0,1 y 2. Puesto que
h(0) =0, h(l) = =2 y h(2) = 8, la imagen de h es el intervalo [—2,8]. Asi pues, el
méaximo valor de f en FrA es 8, que se alcanza en el punto (0,2). El minimo valor
es —2 que se alcanza en los puntos (1,1) y (—1,1).

Finalmente, puesto que f(0,1) = —3, concluimos que méx f(A) = max{—3,8} =8 y
min f(A) = min{—3, -2} = —3 luego f(A) =[-3,8]. |
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2. Se considera el conjunto A = {(z,y) €R? : (z—1)*+y? <4, >0} yla
funcion f: A — R definida por f(z,y) = (x —2)% + 2y? para todo (z,y) € A.
Calcular la imagen de f.

Solucion.

(a). Es claro que A= BN H donde B es la bola cerrada de centro (1,0) y radio 2,
y H = {(z,y) : © > 0} el semiplano de la derecha cerrado. Entonces A es cerrado
por ser interseccién de cerrados, y acotado, por estar contenido en una bola, luego A
es compacto. Por otra parte, es claro que B y H son conjuntos convexos, luego A
también es convexo y, en particular, A es conexo. Puesto que f es continua, por ser
una funciéon polinomica, deducimos que f(A) es un intervalo cerrado y acotado.

(b) Tenemos claramente
A° =B NH ={(z,y) eR* : (z—1>+y° <4, 2>0}

y f esdiferenciable en A°, de nuevo por ser una funcion polinomica. Para (z,y) € A°,
tenemos

of
ox

<x,y>=§—£<x,y>=o e e =dy=0 e (ny)=(2,0

Como f(2,0) = 0y f(xz,y) > 0 para todo (z,y) € A, estda claro que (2,0) es
un minimo absoluto de f, es decir, min f(A) = 0. A partir de ahora sbélo buscamos
maximos absolutos de f.

(c). Tenemos claramente FrA = A\ A° = C; U Cy donde
Ci={(x,y) eR?: (-1 +y* <4, 2=0} = {(0,y) : <3} ¥
Co={(z,y) eR* : (z—1°+y*=4,2>0}

Para (0,y) € C; tenemos claramente f(0,y) =4 + 2y* con y* < 3, luego

méx f(C}) = 10 = f(0,+V3)

Para (z,y) € Cy tenemos y> =4 — (z — 1)? luego
flzy) = (=2 +2(4— (z—1)%) = 10— 2?
y el maximo de f en C, se obtiene igualmente tomando = =0 e y = ++/3:
méx f(Cy) = 10 = £(0,£v/3)

Concluimos que méx f(A) = max f(Fr A) = 10, luego f(A) = [0,10]. |



