Practica 1. Continuidad

Ejercicios resueltos

1. Estudiar la continuidad de los campos escalares definidos por

2

Ty %y
—_ ——— —_ ————— h 5 pr—
flz,y) = — vy 9(z,y) = — ) (z,9)
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para todo (z,y) € R*\ {(0,0)}, con f(0,0) = g(0,0) = h(0,0) =0.

Solucién

Estudiamos en paralelo las tres funciones, pues de esta forma se van presentando
todas las situaciones explicadas en el resumen teérico.
1.1. Continuidad salvo en el origen

El conjunto {(0,0)}, con un solo punto, es cerrado, luego U = R? \ {(0,0)} es
abierto. Las restricciones de f,g,h a U son funciones racionales, luego son continuas.
Por el caracter local de la continuidad, concluimos que las tres funciones son continuas
en todo punto de U . Sélo queda estudiar su comportamiento en el origen.

1.2. Limites parciales en el origen

Para cualesquiera x,y € R, se tiene claramente

f(2,0) = g(z,0) = h(z,0) =0 y f(0,y) =g(0,y) = h(0,y) =0

de donde deducimos los limites parciales en el origen de las tres funciones:
lim f(x,0) = lim f(0,y) = 0
z—0 y—0

y lo mismo ocurre con g y h. Por tanto, 0 es el tinico posible limite en el origen de
las tres funciones.
1.3.a. Limites direccionales en coordenadas cartesianas

Para A € R y x € R* se tiene claramente:

, , A x? A
e Ae) = i 5= e = e

luego existen todos los limites direccionales de f en el origen, pero no coinciden. Por
ejemplo, para A = 1 el limite direccional es 1/2, pero es 0 para A = 0. Por tanto, f
no tiene limite en el origen.

El estudio de la continuidad del campo escalar f estd ya concluido: es continuo en
todo punto de R?\ {(0,0)} y no tiene limite, luego no es continuo, en el origen.



Veamos lo que ocurre con g y h. Para A € R y x € R* se tiene

A\t Az

o) = e Y Mo A = e

de donde deducimos que

lilrbg(:z;,)\x) = lim h(x,\x) =0 VAER
x —r

z—0

luego los limites direccionales no nos dan nueva informacion.

1.3.b. Limites radiales en coordenadas polares

Obviamente habriamos llegado a las mismas conclusiones, s6lo que con diferente
notacion, pero veamoslo. Para p € RT™ y 0 € R, se tiene

p? cos @ sen

f(pcos@, psend) = 5
p

,  luego lim f(pcosf,psenf) = cosfsenb
p—0

Existen todos los limites radiales de f en el origen, pero no coinciden. Por ejemplo,
para 6 = 0 el limite radial es 0, mientras que para # = 7/4 es 1/2. Por tanto f no
tiene limite en el origen.

En cuanto a g y h, para p € Rt y 6 € R, habriamos escrito

pcosfsen® 0
cos? 0 + p? sen 0

pcos? fsend

h 0 0) =
cos? 0 + p? sen* ¥ hlpcost, psent)

g(pcosB, psend) =

para concluir que

lim g(pcos@, psend) = lim h(pcosf, psend) = 0
p—0 p—0

luego existen todos los limites radiales de g y h en el origen, y coinciden.

1.4. Una acotacién

Para (z,y) # (0,0) se tiene claramente

de donde se deduce directamente que ( l)m% )g(x, y) = 0. Por tanto, el campo escalar
z,y)—(0,0

g es continuo en todo punto de R?.

Notese que el estudio de los limites radiales y direccionales de g en el origen no era
necesario. La acotacion anterior nos da directamente la existencia de limite.

Una acotacion similar se podria haber adivinado, de forma més mecénica, usando
los calculos hechos para los limites radiales en coordenadas polares. Para todo p € R
y todo 0 € R, habriamos escrito:

p|send| cos? 6 cos® -
cos?f + p?2 sen*d — " cos?6 + p? senth —

‘g(p cosf, p senf) ! =



Si estdbamos pensando en acotar la expresion del primer miembro, de forma que
desaparezca la variable #, es casi imposible que no se nos ocurra el tipo de acotacion
que hemos hecho. Por tanto, tomando h(p) = p para todo p € Rt tenemos

| g(p cost,p sen0)| < h(p) VOER, VpeR" y lim h(p) = 0

p—0

de donde deducimos que  lim g(z,y) = 0.
(z,y)—(0,0)
Un intento de acotaciéon de h, andlogo al que hemos usado con ¢, no daria resultado.

1.5. Un ultimo cambio de variable

En la definicién de h observamos que el exponente de la variable y, tanto en el
numerador como en el denominador, es el doble que el de la variable x. Ello sugiere
claramente la posibilidad de igualarlos mediante la sustitucion = = 3%, o lo que es lo
mismo, haciendo el cambio de variable (z,y) = (t2,#) con t € R, teniendo en cuenta
que (z,y) — (0,0) cuando t - 0 y (z,y) # (0,0) para t # 0. Puesto que

4
lim h(t*,t) = h'mt— =1/2

50 t—0 24

la regla de cambio de variable nos dice que 1/2 es el tinico posible limite de h en el
origen. Pero sabemos desde el principio que dicho limite sélo podia ser 0, asi que h no
tiene limite, luego no es continua, en el origen.

Notese que esta tltima conclusion se podia haber obtenido conociendo un s6lo limite
parcial de h en el origen, sin necesidad de estudiar los limites direccionales.

En resumen, el campo escalar ¢ es continuo en todo punto de R?, mientras que f
y h son continuos en R?\ {(0,0)}, pero no en el origen. [

2. Estudiar la continuidad de la funcién f:R* — R dada, para (z,y) € R?, por:

2?2 + 9 .
fany) = msen(x—i—y) sior+y#0
0 si x4+y=0

Solucion

2.a. Tomando U = R?*\ A, donde A = {(z,y) € R* : z +y =0}, comprobamos
que f es continua en U. El conjunto A es cerrado como imagen inversa de {0} por
una funcion polinémica, que es continua, luego U es abierto. La restriccion de f a
U es el producto de una funciéon racional por la funcion (x,y) — sen(z + y), que es
composicion de una funcion polinémica con la funcion seno. Por tanto, f ‘ y es continua,
como producto de dos funciones continuas. Por el caracter local de la continuidad, f
es continua en todo punto de U.



2.b. Consideremos un punto (a, —a) € A que no sea el origen, es decir, con a # 0.
Para z € R\ {a} se tiene

(22 + a?) sen(x — a)

T —a Tr—a

f((L’, —CL) =

Sea {z,} una sucesion de puntos de R\ {a} tal que {z,} — a. Entonces,

. sent . ., sen(z, —a
de lim —— =1 deducimos que lim g
t—0 n—00 Ty — Q

=1

Por otra parte, {22 + a?} — 2a® # 0 luego la sucesion {(z2 + a?)/(x, — a)} diverge
y deducimos que {f(x,,—a)} también diverge. Por tanto, no existe el primer limite
parcial de f en el punto (a,—a). Asi pues, f no tiene limite, luego no es continua, en
ningin punto de A distinto del origen.

2.c. Para estudiar el comportamiento de f en el origen, el razonamiento anterior
sugiere que, si un punto (x,y) se acerca al origen, de forma que x + y tienda a cero
més rapido que z? + y?, podemos conseguir que f(z,y) tienda a ser tan grande como
queramos. Hacemos pues el cambio de variable (z,y) = ¢(t) = (t,—t +t*) con t € R,
teniendo en cuenta que (z,y) — (0,0) cuando t — 0 y (x,y) # (0,0) para t # 0.
Ademaés, para t # 0 tenemos x +y = 1> # 0, con lo cual

2 — 2t + t* sent?
t t3

fle@®) = ft,—t+1%) =

Como 7511’1r% sent’/t> = 1, vemos que foy diverge en 0. La regla de cambio de variable
—

nos dice que f no tiene limite, luego no es continua, en el origen.

En resumen, f es continua en un punto (a,b) € R? si, y solo si, a +b#0. |

3. Estudiar la continuidad del campo escalar f: R* — R definido, para (z,y) € R?,
por:

y log(1 + ?) :

= si (=, 0,0

flx,y) = r? + y? (#.9) #(0,0)

0 si z=y=0
Solucion

3.a. Comprobamos primero que f es continua en todo punto de U = R?\ {(0,0)}.
Vemos que la restriccion de f a U es el producto de una funcién racional por la funcion
(z,y) — log(1 + 2?), que es composicion de una funciéon polinémica que toma valores
en R* con la funcién logaritmo, que es continua en R* . Por tanto f ‘ U es continua,
como producto de dos funciones continuas. Como U es abierto, el caracter local de la
continuidad nos dice que f es continua en todo punto de U .



3.b. Para estudiar el comportamiento de f en el origen, empezamos recordando
. log(1+ z?)
que lim —————=

0 5 = 1, luego la funcién ¢ : R — R definida por
xr— €T

_ log(1+2?)
= ="

o(z) VeeR" y ¢0) =1

x
es continua en el origen. Por definicion de ¢ se tiene log(1+ z?) = 22 p(x) para todo
xr € R*, igualdad que es obvia para x = 0, pues entonces ambos miembros se anulan.
Asi pues, dicha igualdad es valida para todo x € R, lo que nos permite escribir:

Fy) = 5 /2 p(z)  Y(z,y) e R*\{(0,0)} (1)
y ya sabemos que /
(x’yl)lg%o’o)so(ﬂf) = ¢(0) =1 (2)

Por otra parte, se tiene claramente

{L‘Zy

R < |y V(z,y) € R\ {(0,0)}

de donde deducimos que
2

lin
(c0)~(00) 22 +y

En vista de (1), (2) y (3), concluimos que ( l)iH%o O)f(x,y) = 0 = f(0,0), luego
m7y % K

=0 (3)

f es continua en el origen.

En resumen, el campo escalar f es continuo en todo punto de R2. |

4. Dado o € R, estudiar la existencia de limite en el punto a = (0,1,2) del campo
escalar f:R3*\ {a} = R definido por:

z(y —1(z -2

J(@,9,2) = (:U2 +(@y—1)24(z— 2)2)a

V(z,y,2) € R\ {a}

Solucién

Para (u,v,w) € R® con u?+ v?+ w? = 1, tenemos claramente
£((0,1,2) + p(u,v,w)) = p* > uow VpeR"

lo que nos lleva a distinguir los tres casos que siguen.

4.a. Si a > 3/2, tenemos que p>~** — +oo cuando p — 0, luego no existe el
limite radial de f en (0,1,2) en ninguna direccion (u,v,w) que verifique wvw # 0,
de modo que f no tiene limite en el punto a.



4.b. Si o = 3/2, para toda direccion (u,v,w) se tiene
lim £((0,1,2) 4 p(u, v,w)) = wow
p—0

luego existen todos los limites radiales de f en a, pero no coinciden, de modo que f
tampoco tiene limite en el punto a.

4.c. Si a < 3/2, para toda direccion (u,v,w) tenemos |uvw| < 1 y por tanto:
| £((0,1,2) + p(u, v,w)) | = p*72* Juvw| < p*72°

Puesto que lim p*>~2* = 0, concluimos que lim f(z,y,z) = 0.
p*)O (a:,y,z)—>(0,1,2)
En resumen, f tiene limite en el punto a si, y s6lo si, a < 3/2, en cuyo caso, dicho
limite es 0. |

5. Dados «, 8 € RY, estudiar la existencia de limite en el origen del campo escalar
f:RY xRt = R definido por:

a, B
flay) = —2 ¥ (z,y) € RY x R

x?+y?—ay

Solucién

No estamos en la situacion estudiada en el resumen teérico: la funciéon f no esta
definida en R?. Usaremos el mismo método, convenientemente adaptado. Por ejemplo,
en este caso no tiene sentido considerar limites parciales ni direccionales de f en el
origen y trabajaremos s6lo con ciertos limites radiales.

Concretamente, como f estd definida en el primer cuadrante, sélo tiene sentido
estudiar la existencia de los limites radiales de f en el origen, en las direcciones del
primer cuadrante, que son las de la forma (cos#,senf) con 0 < 6 < 7/2. Para que
f tenga limite en el origen, han de existir los limites radiales en todas las direcciones
mencionadas, y todos ellos han de coincidir. Pues bien, para 6 €]0,7/2[ y p € RT,
como cosf >0 y senf > 0, se tiene:

atgz C0s” 0 sen’ 0

0 0) =
Flpcos, psend) = p 1 — cosf senf

lo que nos lleva a distinguir los tres casos siguientes.

5.a. Si a+ 3 < 2, tenemos p*™P~2 — +o0o cuando p — 0, luego no existe ninguno
de los limites radiales considerados y f no tiene limite en el origen.

5.b. Si a+ [ = 2 existen todos los limites radiales considerados, pero no coinciden:

cos® 6 sen? @

lim f(pcos@, psenf) = Vo €)0, /2]
p—0

1 —cosf senf

y obviamente, la funcion de 6 que aparece en el segundo miembro no es constante.



5.c. Supongamos finalmente que o+ > 2. Para 0 €]0,7/2[ y p € R™ se tiene

1
1 —(1/2) sen(20)

a+5—2 a+(5—2

| f(peost, psend) | < p

< 2p

a+5—2

Teniendo en cuenta que h’r% 2p =0 concluimos que lim )f(x,y) = 0. Esta
p—>

(z,y)—=(0,0
conclusion se puede obtener con un razonamiento anélogo al usado en el resumen teoérico,
pero también se puede razonar como sigue.

Para x,y € R*, escribimos (z,y) = (pcos®, psend) donde p = (2> + y?)/? € R,
y hemos tomado 6 = arccos (z/p) €]0,7/2[. Deducimos que:

‘f(xvy)’ = |f(p0089,psen0)‘ < 2pa+ﬂ—2 — (x2+y2)(a+6—2)/2

Como lim (z? +y2)(a+5_2)/2 = 0, deducimos que  lim  f(x,y) = 0. [
(z,9)—(0,0) (2,y)=+(0,0)

6. Estudiar la continuidad del campo escalar f:R? — R definido por:

f@,y) = (o+y) son(l/z) sen(lfy) Yo,y eR®  y
f(z,0) = f(0,y) =0 Vz,yeR

Solucion

6.a. Sean A = {(z,y) € R* : zy = 0} y U = R?\ A. La restriccion de f a U
es continua por ser el producto de tres funciones continuas, una funciéon polinémica y
dos funciones que se obtienen componiendo una funcién racional con la funcién seno.
Ademas A es cerrado por ser la imagen inversa de {0} por una funcioén polinémica. Por
tanto U es abierto y podemos aplicar el caracter local de la continuidad para concluir
que f es continua en todo punto de U .

6.b. Consideremos ahora un punto de la forma (a,0) con a € R*, y supongamos
primeramente que 1/a no es miultiplo entero de 7, es decir, 1/a # km para todo
k € Z, con lo que sen(1/a) # 0. Para el segundo limite parcial de f en (a,0) tenemos

fla,y) = (a+y) sen(l/a) sen(1/y) VyeR*

Consideramos entonces la sucesion {y,} = {2/((2n + 1)7)}, que verifica {y,} — 0
con y, #0 v sen(1/y,) = (—1)" para todo n € N. Como consecuencia obtenemos que

{f(a,y2n)} = asen(l/a) vy {f(a,y2n1)} = —a sen(1/a)

Puesto que a sen(1/a) # 0, concluimos que la sucesion {f(a,y,)} no es convergente.
Esto prueba que no existe el segundo limite parcial de f en el punto (a,0). Por tanto,
f no tiene limite, luego no es continua, en dicho punto.

6.c. Como f es simétrica, es decir, f(z,y) = f(y,x) para cualesquiera =,y € R,
tendremos el mismo resultado en los puntos de la forma (0,b) con b € R* y 1/b # krm
para todo k£ € Z, la funcién f tampoco es continua en estos puntos. De hecho, en
ninguno de esos puntos existe el primer limite parcial de f.



6.d. Consideremos un punto (a,0) € R? donde a € R* y 1/a = kr con k € Z.
Tomando r = |a| > 0, fijamos (z,y) € B((a,0),r) \ {(a,0)}, con lo que = # 0. Si
y € R* tenemos

[f (@, 9)| = [z +yl|sen(1/x)|[sen(1/y)] < |z +y|[sen(1/z)]

desigualdad que es evidente cuando y = 0, luego es vélida para todo (z,y) € B((a,0),7).
Como quiera que

lim (z+y)sen(l/z) = asen(l/a) =0
(z,y)—(a,0)

deducimos que  lim 0 f(z,y) =0= f(a,0), luego f es continua en (a,0).

(z,y)—(a,
6.e. De nuevo por simetria, obtenemos que f es continua en todos los puntos de la
forma (0,1/(k7)) con k€ Z\ {0}.

6.f. Estudiemos finalmente la continuidad de f en el origen. Para (z,y) € R? con
xy # 0 tenemos claramente

| fz,y) | = |z +y| [sen(1/2) | [sen(1/y)| < |z +y|

pero esta desigualdad es evidente cuando zy = 0 pues entonces f(z,y) = 0. Por
tanto, la desigualdad es valida para todo (z,y) € R?. De ella se deduce claramente que
lim  f(z,y) = 0= f(0,0), luego f es continua en el origen.
(z,y)—(0,0)
En resumen, el campo escalar f es continuo en un punto (a,b) € R? si, y solo si,
se cumple alguna de cuatro condiciones siguientes:
ab#0; b=0 y kra=1 con k€Z,
a=0y knb=1 con keZ, a=b=0



