o 10

Teorema del valor medio

Podria decirse que hasta ahora s6lo hemos sentado las bases para el estudio del cdlculo
diferencial en varias variables. Hemos introducido el concepto general o abstracto de funcidn
diferenciable y comprobado algunas propiedades basicas, como su cardcter local o su relacion
con la continuidad. También hemos visto como se concreta dicho concepto en los tres casos
particulares que mds nos interesan, vector derivada, vector gradiente y matriz jacobiana, viendo
al mismo tiempo diversas interpretaciones geométricas y fisicas. Por dltimo disponemos de
algunos métodos para estudiar la diferenciabilidad de una funcién y calcular su diferencial,
entre los que destaca la regla de la cadena.

Ha llegado ya el momento de estudiar los teoremas fundamentales del célculo diferencial,
empezando como es légico por intentar generalizar el teorema del valor medio, que es sin duda
el resultado mas importante del cdlculo diferencial en una variable. Obtendremos facilmente
una version del teorema para funciones que parten de un espacio normado arbitrario y toman
valores reales, que en particular se aplica a los campos escalares en RY. Para funciones con
valores vectoriales las cosas se complican, la version literal del teorema es falsa, incluso para
funciones de una variable real con valores en R?. Sin embargo, probaremos una versién mas
débil, que si es cierta a plena generalidad y permite deducir algunas consecuencias interesantes.

10.1. Funciones con valores escalares
Recordemos el teorema del valor medio para funciones reales de variable real:

m Sean a,b€R cona<by f:|a,b] — R una funcién continua, que suponemos derivable
en el intervalo abierto la,b|.
(i) Teorema del valor medio: existe ¢ €|a,b| tal que f(b)— f(a) = f'(c)(b—a)
(ii) Desigualdad del valor medio: si existe M € R verificando que |f'(x)| <M para
todo x €la,b|, entonces |f(b)— f(a)| < M(b—a).
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Cuando se trabaja con funciones reales de variable real, la desigualdad del valor medio
no suele destacarse, siendo como es, consecuencia obvia del teorema. Sin embargo, veremos
que, cuando se trabaja con espacios normados, el teorema no siempre es cierto, mientras que
la desigualdad es vélida a plena generalidad. Por otra parte, la desigualdad es suficiente para
conseguir varias consecuencias importantes del teorema. Por ejemplo, permite probar que toda
funcion derivable en un intervalo, con derivada acotada, es lipschitziana y, en el caso de que la
derivada sea idénticamente nula, la funcién es constante.

Con vistas a la generalizacion del teorema anterior, conviene hacer algunas observaciones.
Por una parte, el papel del intervalo [a,b] puede hacerlo cualquier segmento entre dos puntos de
un espacio normado, mientras que ]a,b|[ debe ser el mismo segmento, excluidos sus extremos.
Concretamente, si X es un espacio normado y a,b € X, escribiremos

la,b) = {a+t(b—a) :t€[0,1]} y Ja,b[= {a+t(b—a) : 1 €]0,1[}

Obsérvese que, cuando a # b, tnico caso que nos interesa, se tiene |a,b[= |a,b]\ {a,b}. Tiene
sentido decir que [a,b] es el segmento cerrado de extremos a y b, pues se trata de un conjunto
cerrado, e incluso compacto. Pero conviene notar que, salvo que X tenga dimensién 1, el
conjunto |a,b[ no es abierto, de hecho [a,b] tiene interior vacio. Por esta razén, no podemos
trabajar con una funcién f definida solamente en el segmento |a,b], pues no tendria sentido
hablar de la diferenciabilidad de f. Una solucién aceptable consiste en suponer que f estd
definida en un abierto que contenga al segmento [a,b]. Eso si, supondremos solamente que f
es continua en [a,b] y diferenciable en todo punto de |a,b].

Por otra parte, estd claro que la tesis del teorema del valor medio tiene perfecto sentido,
otra cosa es que sea cierta, para una funcién con valores en un espacio normado arbitrario Y.
Piénsese que, en el caso X =Y = R, multiplicar b — a por la derivada f'(c) es tanto como
aplicar al nimero real b —a la diferencial Df(c). Por tanto, en general, podemos preguntarnos
si existe un punto ¢ €]a,b| que verifique f(b)— f(a) = Df(c)(b— a), pues ambos miembros
de esta igualdad son vectores de Y .

Pues bien, expresado de esta forma, el teorema del valor medio, y la desigualdad que de €l se
deduce, son ciertos, siempre que el espacio normado de llegada sea R, es decir, para funciones
con valores escalares:

Teorema del valor medio escalar. Sea Q un abierto de un espacio normado X, a,b € Q
tales que [a,b] CQ y f:Q — R una funcion continua en [a,b] y diferenciable en |a,b|.
Entonces, existe ¢ €la,b| tal que

f(b)—f(a) = Df(c)(b—a) (1)
Como consecuencia, si M € R verifica que || Df (x)|| < M para todo x €]a,b], se tendrd:
| f(b) = fla)| <M|b—al (2)

Demostracién. Definimos una funcién ¢ : [0,1] — R, escribiendo ¢(t) = f(a+t(b—a))
para todo ¢ € [0,1]. Entonces ¢ es continua y, por la regla de la cadena, es derivable en |0, 1]
con derivada dada por

o' (t)=Df(a+1t(b—a))(b—a) Ve €]0,1]
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El teorema del valor medio para funciones reales de variable real nos da un 7y €]0, 1] tal que

f() = f(a) = ¢(1) —9(0) = ¢'(10) = Df(a+10(b—a)) (b—a)

Tomando ¢ = a + to (b —a) €la,b|, obtenemos (1). Para deducir (2) basta usar la definicién
de lanormaen L(X,R):

|f(b) = fla)| = [Df(e)(b=a)| < [[Df() || [|1b—all < M|[b—a] u

En el caso particular de un campo escalar en RY | usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz
obtenemos:

» Sea Q un abierto de RN, a,b € Q tales que [a,b] CQ y f:Q — R un campo escalar
continuo en [a,b] y diferenciable en |a,b|. Entonces, existe ¢ € |a,b| tal que

f(b)—f(a) = (Vf(c)|b—a)

Por tanto, usando en RN la norma euclidea, si existe M € R} tal que |Vf(x)| <M
para todo x €la,b], se tendrd:

|f(b) = fl@)| <M|b—al

Como se habra podido observar, la demostracién del teorema del valor medio escalar ha
consistido en una aplicacion muy inmediata del ya conocido para funciones de una variable.
De hecho, como sélo se trabaja con la funcién f en un segmento [a,b], en esencia tenemos
una funcién de una variable. Los resultados anteriores, generalizan formalmente el teorema del
valor medio que ya conociamos, pero en realidad s6lo consisten en darse cuenta de que dicho
teorema puede aplicarse facilmente en situaciones mas generales. Tiene mayor interés ver lo que
ocurre en el caso de un campo vectorial, o incluso para una funcién entre espacios normados
arbitrarios, como enseguida vamos a intentar.

10.2. Caso general

Observamos inmediatamente que la primera afirmacién del teorema del valor medio escalar
no es cierta para funciones con valores en R?, incluso aunque sean funciones de una variable
real. Concretamente, basta considerar la funcién f: R — R? dada por f(t) = (cost,sent)
para todo ¢t € R, que claramente es derivable en todo punto de R con

f'(t) = (—sent,cost) # (0,0) VteR
Tomando a € R arbitrarioy b =a+2m se tiene f(b) = f(a). Siexistiese ¢ € [a,b] verificando
que f(b)— f(a) = Df(c)(b—a) = 2mf’(c), se tendria f'(c) = (0,0), lo cual es imposible.

Sin embargo, probaremos a plena generalidad la segunda de las afirmaciones del teorema
del valor medio escalar, es decir, la desigualdad del valor medio. Ciertamente es mas débil que
el teorema, pero serd suficiente para deducir interesantes consecuencias.
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La dificultad para probarlo se concentra en el caso de funciones de una variable real, que es
el que resolvemos previamente.

Lema. Sea Y un espacio normado y sean g:[0,1] =Y y a:[0,1] — R dos funciones
continuas en [0, 1] y derivables en |0, 1], verificando que

lg") I < o(r)  Vrelo (3)
Se tiene entonces la siguiente desigualdad:
18(1) =2(0) || < a(1) —a(0) (4)
Demostracion. Fijado € > 0, consideramos el conjunto
A={re0,1] : |g(r)—g(0)|] < aft) —a(0) +er+e}

y a poco que se piense, la demostracidn estara casi concluida si probamos que 1 € A.

Por ser g y a continuas, la funcién @ : [0, 1] — R definida por

o(r) = | g(t) —g(0) || — (au(t) —(0)) — &7 vt €[0,1]
también es continua, de lo que deduciremos dos consecuencias:

En primer lugar, como ¢(0) = 0, la continuidad de @ en 0 nos permite encontrar 1 €]0, 1|
tal que, para t € [0,1] se tenga @(z) < €, con lo que [0,n] C A.

Por otra parte, como A = {tr € [0,1] : ¢(¢) < €}, la continuidad de ¢ nos dice que A
es un subconjunto cerrado de [0, 1], luego es compacto, y en particular tiene méximo. Sea
pues fp = max A y anotemos que fy > 1 > 0. Nuestro objetivo es probar que ty = 1, asi que
supondremos que 7y < 1 para llegar a una contradiccion.

Alser 0 <1y < 1, tenemos que g y o son derivables en #y, luego existe & > 0 tal que, para
todo 7 € [0,1] con |r—1g| < 9, se tiene

1g(r) — g(to) — &' (t0) (t —10) || < 5|t —10] y también

lo(r) — auto) — o' (1) (t —10) | < = |t —10]

MmN m

Obviamente podemos suponer que #p+ 0 < 1, para tomar ¢ = fo+ & y obtener

| g(t0+8) — g(to) — 88" (t0) || < =8 asi como

(5)

lau(to +8) — autg) — da'(1p)| < =8

MmN m

Llegaremos a contradiccién viendo que #)+ 0 € A. Para ello, usando la primera desigualdad
de (5), la hipétesis (3) con t =1y, y el hecho de que 1y € A, tenemos:

Ig(to+8) —8(0)[| < [Ig(to+8) —g(to) —8g"(t0) || + 818"(t0) || + [Ig(t0) —£(0) |

€ , (6)
< 58 +8a'(t9) + atp) — a(0) + €19 + €
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Por otra parte, usando la segunda desigualdad de (5) tenemos también

da/(fo) + ato) = oto+8) — (a(to+8) —auto) —da/(19))

€ 7
<OC(Z‘()+8)+§8 ( )
De (6) y (7) deducimos claramente que
€ €
I (t0+) — g(0) | < 58+ aio+5) + =8 — (0) + ety + &
= otp+0) —a0) +e(rp+9d) +¢

es decir, que 7y + 0 € A. Esto es una clara contradiccidn, ya que o+ > fp = max A.

Asi pues hemos comprobado que 7o = 1 y en particular 1 € A, es decir

18(1) =g(0) || < a(1) — a(0) + 2¢

Como esto es valido para todo € € R™, tenemos (4), como queriamos. [ |

En el caso ¥ = R?, aunque también se podria hacer en general, el resultado anterior tiene
una interpretacion fisica que lo hace muy plausible. Pensemos que g describe un movimiento
curvilineo en el plano y o un movimiento rectilineo, durante el mismo intervalo de tiempo.
La hipétesis (3) significa que la celeridad del primer mévil nunca supera a la del segundo.
Entonces || g(1) —g(0)|| es la distancia entre las posiciones inicial y final del mévil mas lento,
que serd menor o igual que la longitud de la trayectoria recorrida, pero esta longitud ha de ser a
su vez menor o igual que a(1) — o (0), que es la distancia recorrida por el mévil més rapido.

Desigualdad del valor medio. Sean X e Y espacios normados, € abierto de X, a,b € X
tales que [a,b] C Q y f:Q — Y una funcion. Supongamos que f es continua en |a,b] y
diferenciable en la,b[, y que existe M € RJ tal que || Df(x)|| < M para todo x €la,b|. Se
tiene entonces:

1f(b) = fla) || < M|b—al]
Demostracion. Basta aplicar el lema anterior a las funciones g: [0,1] =Y y a: [0,1] = R
definidas, para todo ¢ € [0,1], por
gty =f((1-na+tb) y  a()=M|b—al:
Es claro que g y a son continuas en [0, 1] y derivables en |0,1[ con

IO = 1Df((1=t)a+1tb)(b-a)]
<|IDF((1=t)a+1b)| [|b—a| <M|b—a| =o()  Vie€]0,1]

Aplicando pues el lema anterior, obtenemos la desigualdad buscada:

17(b) = fla) | = [[¢(1) =g(0) | < (1) —(0) = M|[b—a] u
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Como primera aplicacion de este resultado, es natural ponerse en una situacion que permita
usarlo con cualquier par de puntos a,b € €, lo cual es bien fécil:

Corolario 1. Sean X e Y espacios normados, Q un abierto convexode X y f:Q —Y una
funcién diferenciable. Supongamos que existe M € R verificando que ||Df(x)|| < M para
todo x € Q. Entonces f es lipschitziana con constante M, es decir:

1f(b) = fla)|| < M[b—all Va,beQ

Obsérvese que, en caso de que podamos tomar M = 0, esto es, cuando la diferencial D f
es idénticamente nula, obtenemos que f(b) = f(a) para cualesquiera a,b € Q, es decir, que f
es constante. Pero podemos conseguir el mismo resultado con una hipétesis mds débil que la
convexidad de Q:

Corolario 2. Sean X e Y espacios normados, Q un subconjunto abierto y conexo de X
y f:Q — Y una funcion diferenciable tal que Df(x) = 0 para todo x € Q. Entonces f es
constante.

Demostracion. Fijado a € Q, consideramos el conjunto A ={x € Q : f(x) = f(a)} ¥y
se trata de probar que A = Q. Por ser f continua, A es un subconjunto cerrado de ., pero
vamos a comprobar que también es abierto. Dado x € A, como  es abierto, existe r € R™
tal que B(x,r) C Q. Podemos entonces aplicar el corolario anterior, a la restriccién de f al
abierto convexo B(x,r), cuya funcién diferencial es idénticamente nula, obteniendo que f es
constante en B(x,r). Por tanto tenemos que f(y) = f(x) = f(a) para todo y € B(x,r), es
decir, B(x,r) CA.Como x € A era arbitrario, hemos probado que A es abierto. Puesto que Q
es conexo y A # 0, porque a € A, concluimos que A =  como se queria. |

Destacamos una consecuencia obvia: con las mismas hipdtesis sobre Q, si f y g son dos
funciones diferenciables en Q tales que Df = Dg, entonces f — g es constante. Dicho de otra
forma, una funcién diferenciable en un subconjunto abierto y conexo de un espacio normado,
queda determinada por su funcién diferencial, salvo adicion de una constante.

10.3. Aplicaciones a campos escalares o vectoriales

En el caso de un campo escalar o vectorial, es decir, cuando X =R ¢ ¥ =RM | para usar el
ultimo corolario no necesitamos comprobar la diferenciabilidad de la funcién f, sino que basta
trabajar con sus derivadas parciales:

n Sea Q un abierto conexo de RN y f:Q — RM una funcion. Supongamos que todas las
derivadas parciales de f son idénticamente nulas, es decir,

J9f

T (x) = Q, VkeA
T W =0 VreQ, vkeay

Entonces f es constante.
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Trabajando con cada una de las componentes de f, basta considerar el caso M = 1. Es obvio
que todas las derivadas parciales de f son funciones continuas, luego podemos usar la condicién
suficiente de diferenciabilidad, obteniendo que f es diferenciable en Q. Como Df(x) =0 para
todo x € Q, basta usar el Corolario 2. |

Terminamos este tema con una aplicacion del teorema del valor medio en su version para
funciones reales de variable real. Intuitivamente, si Q es un abierto de RY con N > 2, y un
campo escalar o vectorial f: Q — RM es derivable con respecto a una variable, siendo dicha
derivada parcial idénticamente nula en Q, parece natural pensar que f sélo dependa de las
demads variables. Esto es obviamente falso cuando € no es conexo, como se puede facilmente
comprobar, y veremos mds adelante que puede ser falso aunque  sea conexo. Previamente
probaremos un resultado positivo en el caso de que € sea convexo, cuya demostracion nos
mostrard la posibilidad de considerar una hipdtesis méds general y nos hard comprender lo que
puede fallar cuando no se cumple esa hipoétesis.

s Sea Q un abierto convexo de RN con N > 2,y fijado k € Ay, sea f:Q — RM una
funcion derivable con respecto a la k-ésima variable en L, con

af , .
a—Xk(.X)—O VxeQ

Si para x = (x1,%2,...,Xy) € Q escribimos X = (X1,...,X_1,Xk+1...,xv) € RN=1 'y
consideramos el conjunto U = { X:xeQ } entonces existe una funcion g : U — RM
tal que f(x) = g(X) para todo x € Q. Dicho de manera mds intuitiva, f no depende
de la k-ésima variable.

De nuevo, usando las componentes de f, basta considerar el caso M = 1. A poco que se piense,
bastard comprobar lo siguiente:

ueQ, x=u = f(x)=f(u) (8)

Comprobada esta implicacion, para X € U con x € Q, podremos definir (%) = f(x). Esta
definicién es correcta, pues aunque x no es tnico, para otro u € Q que verifique u = X,
tendremos f(u) = f(x), luego el valor de g(X) dependerd de X, pero no de x. Obtenemos
una funcién g: U — RM | que obviamente cumple la condicién requerida.

Para probar (8) escribimos x = (x,x2,...,Xxy) y consideramos el conjunto
J:{IGR:(xl,...,xk_l,t,xk+1,...,xN)EQ} (9)

Usando que € es convexo, se comprueba rutinariamente que J también lo es, luego J es un
intervalo. Consideramos ahora la funcién ¢ : J — R definida por

(p(t) :f(xl,...,xk_l,t,xk+1,...,xN) Vel

Como f es derivable con respecto a la k-ésima variable en todo punto de €, vemos claramente
que @ es derivable en J con
Jdf

(p'(t):a—xk(xl,...,xk,l,t,xk+1,...,xN) =0 Vield
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Del teorema del valor medio para funciones reales de variable real, deducimos que ¢ es

constante. Es obvio que x; € J y,como u = X, escribiendo u = (x1 gy Xk—1 s Uk 3 Xt 1 s - - - ,xN),
de u € Q deducimos que uy € J. Concluimos entonces que f(x) = @(xx) = @(ux) = f(u),y
hemos probado (8), concluyendo asi la demostracion. |

Es facil adivinar una hipdtesis mas general sobre €, para conseguir el mismo resultado.
Basta observar que la convexidad de € sélo se ha usado para deducir que el conjunto J definido
en (9) es un intervalo. Bastard por tanto suponer que, para todo x € Q, el conjunto J es un
intervalo. Geométricamente, esto significa que, si una recta R tiene la direccién del k-ésimo eje
de coordenadas, el conjunto RN E ha de ser convexo, pudiendo ser vacio. Por ejemplo, si N =2
y k=1, la interseccion con Q de cualquier recta horizontal debe ser un conjunto convexo. Es
claro que esta condicién es mds débil que la convexidad de . De hecho, si Q es convexo,
entonces RN es un conjunto convexo para toda recta R, cualquiera que sea su direccion.
Veamos finalmente que, aunque € sea conexo, el resultado anterior puede no verificarse.

Consideremos el conjunto Q = R?\ {(0,y) : y >0}, que también podemos escribir en la
forma Q = AUBUC donde

A= {(x,y)ERZ:x<O}, B = {(x,y)€R2:y<0}, C = {(x,y)GRZ:x>O}

tres semiplanos, que obviamente son conjuntos abiertos y convexos, luego conexos. Por tanto,
vemos que  es abierto, y también conexo. De hecho, como ANB # 0, vemos que AU B
es conexo, pero también (AUB)NC # 0 luego AUBUC = Q es conexo. Observamos que la
interseccién de © con la recta de ecuacién y =1 es el conjunto { (x,1) : xR }\{(0,1)}, que
no es convexo. Esto hace que una funcién f: Q — R pueda depender de la primera variable,
aunque su primera derivada parcial sea idénticamente nula en €, como vamos a ver.

Consideramos la funcién f: Q — R? dada por
fy) =y V(xy) R XRT, f(xy) =0 VY(xy) €Q\(R" xR")

Como f es idénticamente nula en el conjunto abierto A U B, es derivable con respecto a la
primera variable, con derivada parcial idénticamente nula en dicho conjunto. Por otra parte, en
el primer cuadrante R™ x R™, que también es abierto, tenemos claramente que

df

g(xvy) =0 vx?})ERJr
Para un punto de la forma (xo,0) con xo > 0, observamos que f(x,0) = 0 para todo x € R,
de donde deducimos que

9f

a—(x0,0) =0 Vxg € R*
X

En resumen, f es derivable con respecto a la primera variable, y su primera derivada parcial es
idénticamente nula en . Sin embargo, vemos que f si depende de la primera variable, puesto

Es facil comprobar que f también es derivable con respecto a la segunda variable y su
segunda derivada parcial es continua, luego de hecho se tiene que f € C'(Q).



