Tema

Vector derivada

La nocién de diferenciabilidad, que hemos estudiado en un contexto general o abstracto,
para una funcién de un espacio normado en otro, se ird concretando en los casos particulares
que mds nos interesan. Consideramos en primer lugar el caso en que el espacio de partida es R,
es decir, tenemos una funcién de una sola variable real. Su diferencial en un punto se identifica
entonces con un vector del espacio de llegada, que llamaremos vector derivada.

Nos interesa sobre todo el caso particular en que el espacio de llegada es RY con M > 1.
Sabemos que la diferenciabilidad de nuestra funcién equivale entonces a la de sus componentes,
que son funciones reales de variable real. Interpretamos geométricamente el vector derivada
como el vector de direccion de la recta tangente a una curva paramétrica, y fisicamente, como
el vector velocidad de un mévil.

7.1. Definicion de vector derivada

Vamos a trabajar con funciones de una variable real y valores vectoriales, es decir, funciones
definidas en un abierto de R, que toman valores en un espacio normado Y. En realidad, no es
necesario suponer que el conjunto de definicion sea abierto, pero esto es poco relevante. Para
describir la diferencial en un punto de una tal funcidén, usamos una sencilla observacion, que
generaliza lo conocido para ¥ =R.

» Si Y esun espacio normado, la aplicacion ® : L(R,Y) — Y, definida por ®(T) = T(1)
para toda T € L(R,Y), es una biyeccion lineal que preserva la norma, luego permite
identificar totalmente el espacio normado L(R,Y) con el espacio normado Y.

Es obvio que @ es lineal y, para T € L(R,Y) se tiene que 7(¢r) = ¢t T(1) paratodo 7 € R, luego
IT[=sup {[t[[TM)]| : reR, [t|=1}=[T(1)]

En particular & es inyectiva, pero también es sobreyectiva, puesto que, dado un y € Y, basta
definir T(¢t) = ty paratodo t € R, paraobtener 7 € L(R,Y) talque ®(T) =T(1) =y. N
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Sea ahora Q un abierto de R y f: Q — Y una funcién diferenciable en un punto a € Q.
Su diferencial Df(a) € L(R,Y) se identifica con el vector y = Df(a)(1) € Y, lo cual significa
que Df(a)(t) = ty para todo t € R. Para calcular explicitamente el vector y, la definicién de
diferencial nos dice que

0 i IO —S@ G =a)y| 0 —f@) H 0
t—a |t —al t—a t—a
lo cual es equivalente a
et g

El limite que ha aparecido es exactamente el mismo que usamos para definir la derivada de una
funcion real de variable real, s6lo que ahora tenemos el limite de una funcién con valores en Y,
que es un vector de Y. Esto motiva la definicién que sigue.

Decimos que f es derivable en a € Q, cuando la funcién ¢ —

l' —
—a
en Y, tiene limite en el punto a. Dicho limite es entonces el vector derivada de f en a, que
t J—
se denota por f'(a), es decir, f'(a) = lim fit) = f(a) €Y.
t—a r—a

Decimos simplemente que f es derivable, cuando es derivable en todo punto de €2, en cuyo
caso podemos considerar la funcién f': Q — Y que a cada punto x € Q hace corresponder el
vector derivada f’(x), y decimos que f’ es la funcién derivada de f.

Hemos visto que, si f es diferenciable en a € Q, entonces f es derivable en a y se verifica
que f'(a) = Df(a)(1). Pero reciprocamente, si f es derivable en a, basta tomar y = f'(a)
para tener (2), luego también (1), asi que f es diferenciable en a con Df(a)(t) =t f'(a)
para todo t € R. En resumen:

» Sea Y un espacio normado y € un subconjunto abierto de R. Una funcion f:Q —Y
es diferenciable en un punto a € Q si, y solo si, f es derivable en a, en cuyo caso, la
diferencial y el vector derivada de f en a se determinan mutuamente por:

f'la)=Df(a)(1) y  Df(a)(r)=1f"(a) VIER
Por tanto f es diferenciable si, y s6lo si, es derivable. Por iiltimo, f € C'(Q,Y) si, y sélo

si, [ es derivable y su funcion derivada f' es continua.

Sélo queda comprobar la tltima afirmacién, que se deduce de la total identificacion de L(R,Y)
con Y antes comprobada: para x,a € Q tenemos

|Df(x) = Df(a)|| = || f'(x) = f'(a) ]
luego Df es continua si, y s6lo si, f/ es continua. [

Tenemos pues la misma situacion que en el caso ¥ = R. Para funciones de una variable real
con valores en un espacio normado arbitrario Y, la identificacién de L(R,Y) con Y hace que la
distincion entre diferencial y derivada sea s6lo cuestion de matiz.

Comprobamos ahora una propiedad del vector derivada que serd ttil para su interpretacion
geométrica y fisica.
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» Sea Q un abierto de R, Y un espacio normado y f:Q — Y una funcion derivable en
un punto a € Q. Entonces, para todo € > 0, existe un 6 > 0 verificando:

NheQ, n#n
a—d0<h<a<n<a+d

Dado € > 0, por definicion del vector derivada, existe & > 0 tal que:
teQ, |t—al <8 = |If(t) = fla) - (t—a)f'(a)|| <e|t—a]

Entonces, si 71,t; € Q verifican que a — 0 < t] < a <t < a+ 9, usamos la desigualdad anterior
para t =t1, y también para t = 1, , obteniendo:

1f(82) = f(r1) = (2 —11) £ "(a) |
1f(&2) = fa) = (2=a) f (@) || + || fla) = f(tr) = (a—t1) f "(a) |

<
< E(ltz—a‘ + |a—t1|) = S(Z‘z—tl)

Cuando 1] # 1, basta dividir ambos miembros por f, —#; > 0 para tener (3). [

Notese que lo interesante de la observacion anterior es la posibilidad de tomar 1} < a <1,
pues para | = a o t, = a el resultado no es més que la definicién del vector derivada.

Pensemos en el vector derivada en el caso Y = R™ | con cualquier norma. Entonces cada
funcién f: Q — RY tiene M componentes, f = (f1, f2,...,fu). que son funciones reales de
variable real. Sabemos que f es diferenciable en un punto a € Q si, y sélo si, lo son todas sus
componentes, en cuyo caso, para j € Ay se tiene Dfj(a) =njoDf(a) donde 7; esla j-ésima
proyeccién coordenada en RY. Como consecuencia,

fj'(a) = Dfj(a)(1) = (mjoDf(a))(1) = n;(f'(a))

Para cada j € Ay, vemos que f/(a) € R esla j-ésima coordenada del vector derivada f'(a)
en la base usual de R, que como siempre denotamos por {ey,es, ..., ey . Asi pues, tenemos:

= Sea Q un abierto de Ry f = (fi,f,....fu) : @ — R una funcion. Entonces f es
derivable en un punto a € Q si, y solo si, f; es derivable en a para todo j € Ay, en

cuyo caso se tiene f'(a) = (f/(a), £y (a), ..., fiy(a)) es decir:

M
fj'(a) = th(f'(a)) VjeAy o bien, fl(a) = Zlf]-'(a)ej 4)
=

7.2. Recta tangente a una curva paramétrica

Para hacer una interpretacion geométrica del vector derivada, fijamos un intervalo abierto
no vacio J C R y una funcién y:J — R, que suponemos continua. La imagen de v, es decir,
el conjunto C = y(J) = {y(¢) : t €J} C R” , eslo que en Geometria se conoce como una
curva definida en forma paramétrica, o mas brevemente, una curva paramétrica, en RM,
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Los casos més interesantes se presentan cuando M = 2 y tenemos una curva plana, o bien
cuando M = 3 y tenemos una curva alabeada. Aunque sélo sea para tratar simultdneamente
ambos casos, merece la pena trabajar en general con M e N, M > 1.

La denominacion de curva paramétrica se refiere a que entendemos ¢ como un pardmetro,
y a cada valor ¢t € J de dicha variable, corresponde un tnico punto y(z) € C. Se dice que la
funcién y parametriza la curva C, o que Y es una parametrizacion de C. Esto es s6lo una
forma de hablar, cualquier funcién parametriza siempre a su imagen.

Conviene resaltar que Y puede no ser inyectiva, distintos valores del pardmetro pueden dar
lugar al mismo punto de la curva C. Por otra parte, es claro que la curva C no determina a la
funcién 7y, una misma curva tiene siempre parametrizaciones muy diversas.

Pues bien, si Y es derivable en un punto a € J con ¥'(a) # 0, podemos considerar la recta
R = {y(a) +ty'(a) : t eR}

es decir, la tnica recta en RM que pasa por el punto y(a) y tiene vector de direccién y'(a).
Se dice que R es la recta tangente a la curva C en el punto x = y(a). Asi pues, el vector
derivada Y'(a) # 0 es un vector de direccion de la recta tangente a la curva C = y(J) en el
punto x = Y(a) € C.

Notese que, para otro valor b € J del parametro, podemos tener también x = y(b), pero 7y
podria no ser derivable en b, o ser derivable, pero con y’(b) # 7'(a), luego es ambiguo hablar
de la recta tangente en un punto x € C. Indicando que x = y(a) evitamos la ambigiiedad, al
precisar el valor del pardmetro al que nos estamos refiriendo.

La denominacién de la recta tangente tiene una clara explicacion geométrica, como vamos a
ver. Fijada cualquier norma en RY , y dado € > 0 con € < ||y/(a)||, podemos conseguir & > 0
con |a—9,a+3[C J, de forma que, igual que en (3), se tenga:

<E€

a—d<n<a<n<a+d, n#n = HM_Y/@H
21

Y(t2) —¥(t1)
h—nh
pasa por los puntos Y(t;) y Y(f2), que pueden ser ambos distintos de Y(a). Pues bien, dicho
vector tiende a ser y’(a) cuando ambos valores 1,7, del pardmetro tienden a coincidir con a,
siempre que se mantenga la condicion #; < a < 12. Esto concuerda con la vision geométrica de

la recta tangente como “limite” de rectas secantes.

Entonces # 0 es un vector de direccion de la recta (secante a la curva C), que

Resaltamos que, para todo lo dicho anteriormente, la hipétesis Y'(a) # 0 es esencial. Si y
es derivable en a con y'(a) # 0 se dice que x = y(a) es un punto regular de la curva C = y(J)
y, si esto ocurre para todo a € J decimos que C es una curva regular. Si, por el contrario, 'y
no es derivable en un punto a € J, o bien es derivable en a pero y’(a) = 0, entonces x = y(a)
es un punto singular de la curva C = y(J). Debe quedar claro que estas nociones dependen de
la parametrizacion Y que estamos usando para la curva C. Con otra parametrizacion distinta,
los puntos regulares pueden dejar de serlo, y viceversa, por eso hablamos de la curva C =y(/J),
para resaltar la parametrizacion v a la que nos referimos. Cuando C =7y(J) es una curva regular,
también podemos decir que Y es una parametrizacion regular de la curva C.
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Pensemos finalmente en las componentes de . Para cada j € Ay, lafuncién wjoy:J — R,
suele denotarse por x;, en vez de V;. Se dice entonces que las M igualdades

Xj :Xj(t) (IEJ) con j €Ay (5)

son las ecuaciones paramétricas de la curva C. Debemos saber entender bien esta notacion, que
es intuitiva y comoda, aunque formalmente cuestionable. En el segundo miembro, x; = Tjoy
es la j-ésima componente de 7y, una funcién real de variable real definida en el intervalo J,
mientras que en el primer miembro usamos x; como una variable, cuyos valores son los que
toma dicha funcién. Obviamente las ecuaciones paramétricas dependen de la funcién y que
estamos usando para parametrizar la curva C.

Sabemos que Y es derivable en un punto a € J si, y s6lo si, lo es x; para todo j € Ay, en
cuyo caso (4) nos dice que

M
xj(a) =mj(y'(a)) VYj€Au,  obien,  y'(a) = le./(a) ¢j
j:

Pues bien, cuando 7y es derivable en el punto a con y’(a) # 0, la recta tangente R, como
curva paramétrica que también es, tiene sus ecuaciones paramétricas, dadas por:

xj =xj(a) +1xj(a) (teR) con j €Ay

7.3. Vector velocidad

Para hacer una interpretacion fisica del vector derivada, podemos pensar que una funcién
continua y: J — RM describe un movimiento en el espacio M-dimensional, de forma que J es
un intervalo de fiempo y, en cada instante ¢ € J, el mévil ocupa la posicién Y(z), por lo que se
dice que Y(z) es el vector de posicion del mévil en el instante 7. La curva paramétrica C = y(J)
es la trayectoria del movimiento y sus ecuaciones paramétricas (5) son las ecuaciones del
movimiento. La situacién mds intuitiva se presenta cuando M = 2 y tenemos un movimiento en
el plano, o cuando M = 3 y se trata de un movimiento en el espacio tridimensional.

En este planteamiento fisico, es natural suponer que Y es derivable en todo punto de J.
Fijados 11,t,1p € J con 1] <t <ty y 1] # 1p, el vector Y(t2) —Y(t1) indica el desplazamiento del
V(t2) —v(t1)

movil durante el intervalo de tiempo [71,72] luego el vector nos da la velocidad

media del mévil en dicho intervalo. La afirmacién (3) nos dice que dicha velocidad media
tiende a coincidir con y’(r) cuando , —¢; tiende a ser cero, luego y'(¢) debe entenderse como
una velocidad “instantdnea”. Por ello, para todo ¢ € J, se dice que 7'(¢) es el vector velocidad
del mévil en el instante 7. La norma euclidea ||y’(r)|| del vector velocidad se conoce como
celeridad del movil en el instante ¢ y nos informa de la rapidez con la que el movil se esta
desplazando, independientemente de la direccion en que se produzca dicho desplazamiento.

Nétese que no hay inconveniente en admitir que la celeridad instantdnea pueda anularse, es
decir, que y’(¢) = 0 para algin ¢ € J. Ahora bien, cuando y’(¢) # 0, el vector velocidad nos
da la direccion de la recta tangente a la trayectoria en el instante ¢, luego nos informa sobre la
direccion en la que se produce el movimiento, informacién que no tenemos cuando y'(¢) = 0.
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7.4. Curvas planas

En el caso M = 2, una curva paramétrica en R?, o curva plana, es la imagen C = y(J)
de una funcién continua y:J — R? definida en un intervalo abierto J C R. Para denotar sus
componentes, evitamos los subindices, escribiendo x =Tjoy e y=my0Y, con lo que las
ecuaciones paramétricas de C = y(J) son

x=x(t) e y=y() (teJ)

Sabemos que Y es derivable en un punto a € J si, y s6lo si, lo son las funciones x e y, en
cuyo caso tenemos Y'(a) = (x'(a),y’(a)). Cuando Y'(a) # 0, la recta tangente a la curva C
en el punto Y(a) = (x(a),y(a)) tiene ecuaciones paramétricas

x = x(a) +tx'(a) e y =y(a) +ty'(a) (t €R)

Por ejemplo, la elipse C de centro (c,B) € R? con semiejes a,b € RT puede describirse
mediante las ecuaciones paramétricas

X=0+acost e y=PB+bsent (r €R)

que nos dan una parametrizacion regular de dicha elipse. Es facil ver que la recta tangente a la
elipse en un punto (xp,yp) € C tiene ecuaciones paramétricas

bx = bxy —ta(yo—P) y ay = ayo+tb(xo— ) (reR)

Conviene ahora aclarar la relacién con el tipo de curva que mejor conocemos: la gréafica de
una funcién continua ¢ : J — R. Se dice que el conjunto

Gro={(x,0x):xeJ} CR? (6)

es una curva explicita, resaltando que la ordenada de cada punto de este tipo de curva se obtiene
explicitamente como funcion de su abscisa. Concretamente, de (x,y1), (x,y2) € Gr ¢ se deduce
que x €J y @(x) =y; =y2, luego estd claro que en la curva Gr @, la ordenada y es funcién de
la abscisa x, por lo que se dice que la igualdad

y = ¢(x) (xeJ) (7)

es la ecuacion explicita de la curva Gr @. Geométricamente, poco importa intercambiar los ejes
de coordenadas, asi que también se considera como curva explicita a todo conjunto que sea de
la forma { (lp(y) , y) 1 ye J} C R?, donde y:J — R es continua. Ahora la abscisa de cada
punto de la curva es funcién de su ordenada, y la ecuacién explicita de la curva es x = y(y)
con y € J. En lo que sigue consideramos solamente curvas de la forma (6), pero cualquier
afirmacién que hagamos para ellas tiene su andloga para el otro tipo de curvas explicitas.

Estd claro que foda curva explicita es una curva paramétrica. Concretamente Gr ¢ = y(J)
donde y:J — R? es la funcién continua definida por y(t) = (¢,¢(t)) paratodo ¢ € J.
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Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la curva explicita Gr ¢, pueden ser
x=t e y=0(t) (rel)

Observamos ahora que 7y es derivable en un punto a € J si, y sélo si, lo es @, en cuyo caso
tenemos Y'(a) = (1,9'(a)), y la condicién y'(a) # 0 para que exista la recta tangente, se
cumple automéaticamente. Dicha recta tiene ecuaciones paramétricas

x=a-+t e y=0¢(a) +t¢'(a) VieR
y nunca es una recta vertical, responde a la ecuacion explicita

y—¢(a) =9 '(a)(x—a) (x€R)
Recuperamos asf la interpretacién geométrica de la derivada ¢ ’(a) como la pendiente de la

recta tangente a la grifica de @ en el punto (a,¢(a)). Queda claro que la parametrizacién
usada para la curva explicita Gr ¢ es regular si, y s6lo si, ¢ es derivable en J.

Veamos un ejemplo de curva explicita que sirve para ilustrar la nocién de punto singular: la
gréfica de la funcién valor absoluto, C = Gr@ donde @(x) = |x| paratodo x € R. El origen
es un punto singular, ya que ¢ no es derivable en 0. En lugar de la parametrizacién mds obvia,
dada por Y(t) = (1, |t|) paratodo ¢ € R, que tampoco es derivable en 0, podemos considerar
la funcién 7 : R — R? definida por (t) = (t]t], tz) para todo t € R, para la que también
tenemos C = x(R), es decir,

{(x,]x]) : xeR} = {(t]t],t?) : teR}
Asi pues, podemos ver C como la curva paramétrica de ecuaciones
x=t|t] e y =12 (teR)

La ventaja es que ¥ es derivable en R, con /(1) = (2]r], 2¢) para todo ¢ € R. Fisicamente,
vemos que ), describe un movimiento cuya trayectoria es la grafica de la funcion valor absoluto,
y su velocidad esté bien definida en todo instante. Sin embargo, como 7 '(0) = 0, el origen de
coordenadas (0,0) = x(0) sigue siendo un punto singular de la curva % (R). Geométricamente
estd muy claro que la curva C no puede admitir una recta tangente en el origen, de ahi que, en
cualquier parametrizacién que hagamos, el origen sea siempre un punto singular.

Por otra parte, es facil dar un ejemplo de un punto de una curva, que pasa de ser regular
a ser singular al cambiar la parametrizacién. Basta considerar una curva explicita C = Grv,
para una funcién y : R — R que sea derivable. Obviamente C es una curva regular para su
parametrizacion natural: y(x) = (x, y(x)) para todo x € R. Pero también podemos considerar
la parametrizacion () = (#3,y(%)) para todo ¢ € R, pues estd bien claro que C = ¥(R).
Ahora (0,0) = y(0) es un punto singular, ya que x'(0) =0.

Los ejemplos anteriores dejan bien claro que toda curva explicita se puede ver como curva
paramétrica, incluso usando parametrizaciones muy diversas. Resaltamos que el reciproco esté
muy lejos de ser cierto, la nocién de curva paramétrica es mucho mas general que la de curva
explicita. Por ejemplo, es claro que la circunferencia C = { (x,y) € R? : x> +y2 =1 } no es
una curva explicita, pues basta observar que (0,1),(0,—1) € C, luego C no puede ser la gréfica
de una funcién. Como (1,0),(—1,0) € C, tampoco es una curva explicita del segundo tipo antes
descrito: no existe una funcién y:J — R con J C R tal que { (y(y),y) : y€J} = C. Sin
embargo, C si es una curva paramétrica, es una de las elipses antes consideradas.
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7.5. Curvas alabeadas

Aunque resulte repetitivo, como repaso pueden venir bien algunos comentarios sobre curvas
paramétricas en R? o curvas alabeadas. Ahora tenemos C = y(J) C R? donde J es un intervalo
abiertoy v:J — R3 es continua. Sus componentes son x = Tj oYy, y = Moy y z = M307,
con lo que tenemos tres ecuaciones paramétricas

x=ux(t), y=yt) y z=z(t) (tel)
Como ejemplo, podemos considerar la hélice circular H C R? de ecuaciones paramétricas
x=-cost, y=sent y z=t (teR)
Volviendo al caso general, sabemos que 7y es derivable en un punto a € J siy sélo si, lo son

las funciones x,y,z, en cuyo caso Y'(a) = (x'(a),y'(a),z’(a)).Cuando y'(a) #0 tenemos
la recta tangente a la curva C en el punto y(a) cuyas ecuaciones paramétricas son

x=x(a)+tx'(a), y=yl@)+ty'(a) y z=2z(a)+tz'(a) (1€R)
Por ejemplo, la recta tangente a la hélice circular H, en cualquier punto (xg,yo,20) € H,

tiene la siguientes ecuaciones paramétricas:

X=Xx)—tyo, Y=Yo+ixo y z=2z0+t (t€R)

7.6. Ejercicios

1. Sea Y un espacio pre-hilbertiano,  un abierto de R y f,g:Q — Y dos funciones
diferenciables en un punto a € . Probar que la funcién ¢ : Q — R definida por

o) = (f()]s(r))  VieQ
es derivable en el punto a y calcular su derivada ¢'(a).
2. Sean Y,Z espacios normados y consideremos dos funciones f: Q —-U y g: U — Z,
donde Q=Q° CR y U=U° CY.Supongamos que f es derivable en un punto a € Q

y que g es diferenciable en el punto b = f(a). Calcular el vector derivada de go f en el
punto a.

3. Sean X,Z espacios normados, Q=Q° CX y U =U° CR.Sea f:Q — U una funcién
diferenciable en un punto a € Q y g : U — Z una funcién derivable en el punto b = f(a).
Calcular la diferencial de go f en a.

4. Probar que, dados a,b € R, la hipérbola {(x,y) cR?: P’x*—a?y? = a® bz} no es una
curva paramétrica, pero cada una de sus ramas es una curva explicita.

5. Describir geométricamente las curvas cuyas ecuaciones paramétricas son:

a) x=e', y=e! ViteR
b) x =cosht, y=senht VreR



