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Continuidad uniforme

Completando el andlisis de los principales teoremas que conocemos sobre continuidad de
funciones reales de variable real, estudiamos ahora la version general para espacios métricos
del teorema de Heine. Para ello empezamos l6gicamente por definir la continuidad uniforme
para una funcién entre dos espacios métricos cualesquiera. A diferencia de la continuidad, no
se trata de una propiedad topoldgica, pero una vez mds, para una funcidén entre dos espacios
normados, la continuidad uniforme se conserva al sustituir las normas de ambos espacios por
sendas normas equivalentes. Al igual que en R, entre las funciones uniformemente continuas
destacamos la funciones lipschitzianas. Probamos entonces una importante propiedad de los
espacios métricos completos: el teorema del punto fijo de Banach.

11.1. Funciones uniformemente continuas

La definicién de continuidad uniforme no precisa ninguna motivacion, basta observar que la
definicién que conocemos para funciones reales de variable real viene expresada en términos de
la distancia usual de R. En lo que sigue fijamos dos espacios métricos E y F, cuyas distancias
se denotan ambas por d, y una funcién f: E — F.

La continuidad de f se expresa en la forma
VXEE Ve>0 38>0:yckE, dx,y)<d = d(f(x),f(y) <e

donde sabemos que & puede depender tanto de € como del punto x € E considerado. Pues bien,
tendremos continuidad uniforme cuando podamos conseguir que & s6lo dependa de €.

Por tanto, decimos que f es uniformemente continua cuando:
Ve>0 38>0: xy€E, dxy) <8 = d(f(x).f(y) <e

Esté claro que asi generalizamos la definicién de continuidad uniforme que conocemos para
funciones reales de variable real.
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Es evidente que toda funcién uniformemente continua es continua, pero sabemos que el
reciproco es falso en el caso E = F = R, luego mucho menos puede ser cierto en general.
Caracterizamos facilmente la continuidad uniforme en términos de sucesiones:

= Si f es uniformemente continua y {xn} {yn} son sucesiones de puntos de E tales que
{d(xn,yn)} — 0, entonces {d(f(xa),f(yn))} — 0. El reciproco también es cierto, mds
concretamente: si f no es umformemente continua, existen dos sucesiones {x,} e {yn}
de puntos de E y existe un € > 0 tales que d(x,,y,) < 1/n para todo n € N, pero
d(f(xn), f(ya)) = € también para todo n € N.

Fijado € > 0, sea & > 0 dado por la continuidad uniforme de f. Entonces existe m € N tal que
para todo n > m se tiene d(x,,y,) <8 y, por tanto, d(f(x,),f(vn)) <€

Reciprocamente, si f no es uniformemente continua, existe un € > 0 tal que, para todo
d > 0 se pueden encontrar puntos x,y € E, que dependerdn de 9§, tales que d(x,y) < & pero
d(f(x),f(y)) >&.Paracada n € N podemos entonces tomar 8 = 1/n para encontrar x,,y, € E
verificando que d(xn,yn) < 1/n'y d(f(xn),f(vs)) > €. En particular {d(x,,y,)} — O pero la
sucesion {d(f(xa), f(ya))} no converge a cero. |

Podemos ya probar facilmente el principal resultado acerca de la continuidad uniforme de
una funcién entre espacios métricos.

11.2. Teorema de Heine

La version que conocemos de este teorema afirma que toda funcion continua en un intervalo
cerrado y acotado, con valores reales, es uniformemente continua. En realidad, la demostracion
no utiliza que el conjunto de definicién sea un intervalo, sino solamente que es un subconjunto
cerrado y acotado de R, es decir, compacto. Por tanto, el siguiente resultado mejora y generaliza
la versién conocida, pero con idéntica demostracién, como vamos a ver.

Teorema de Heine. Sean E y F espacios métricos y f : E — F una funcion continua. Si
E es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, suponemos que f no es uniformemente continua.
Existen entonces dos sucesiones {x,} ¢ {y,} de puntos de E, y un € > 0, tales que, para todo
n € N se tiene

d(xp,yn) < 1/n y d(f(x ), f()’n)) 2 €

Por ser E compacto tenemos una sucesioén parcial {xs(, } que converge a un punto x € E.

Puesto que {d(xg(n) )} — 0, deducimos que tamblen {Ys(n)} — x. Como f es continua,
enemos (o)} s £16) 3 {F)} — £(2). g0 {d(Flta). /) — . o cua
es una contradlccmn, yaque d(f(x G(n)),f(yc(n))) > ¢ paratodo n € N. [

Recordemos que el teorema anterior pone de manifiesto que la continuidad uniforme no es
una propiedad local: si f: R — R es una funcién continua, para cada x € R existe un entorno
U de x tal que f ]U es uniformemente continua, pero sabemos que esto no implica que f sea
uniformemente continua.
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11.3. Extension de funciones uniformemente continuas

El teorema de Heine es un resultado clave para definir la integral de una funcién continua
en un intervalo compacto. Sin embargo, cuando la teorfa de la integracién se desarrolla en
contextos mucho més generales y con el método adecuado, la continuidad uniforme deja de ser
relevante. Conviene por tanto profundizar un poco mas en el estudio de la continuidad uniforme,
para descubrir su verdadera utilidad. Empezamos con una sencilla observacion:

» Sean E y F espacios métricos y [ : E — F una funcion uniformemente continua. Si
{xx} es una sucesion de Cauchy de puntos de E, entonces {f(x,)} es una sucesion de
Cauchy en F.

Dado € > 0, sea 8 > 0 dado por la continuidad uniforme de f. Entonces existe m € N tal que
para p,q > m se tiene d(xp,y,) <8, de donde d(f(x,),f(y4)) <E€. [

La observacion anterior carece de interés cuando el espacio métrico E es completo, pues
entonces la sucesién de Cauchy {x,} es convergente, y la continuidad de f es suficiente para
asegurar que {f(x,)} es convergente. Cuando E no es completo, puede servir para demostrar
facilmente que una funcién no es uniformemente continua. Por ejemplo, la funcién logaritmo
log: R™ — R no es uniformemente continua, pues {1/n} es una sucesién de Cauchy de puntos
de R" pero {log(1/n)} = {—logn} no es de Cauchy. De hecho, el resultado anterior nos
permite poner de manifiesto la principal utilidad de la continuidad uniforme:

» Sean E y F espacios métricos, A un subconjunto novaciode E y g:A — F una funcion.
Supongamos que F es completoy que g es uniformemente continua. Entonces existe una
linica funcién continua f: A — F que extiende a g, es decir, que verifica f(a) = g(a)
para todo a € A. De hecho, f es uniformemente continua.

Para x € A, existe una sucesién {a,} de puntos de A tal que {a,} — x, luego por ser g
uniformemente continua, {g(a,)} esuna sucesién de Cauchy de puntos de F, pero por hipStesis
F es completo, luego {g(a,)} es convergente. Su limite s6lo depende de x y no de la sucesién
{a,} que hemos usado para encontrarlo. En efecto, si {b,} es otra sucesién de puntos de A
con {b,} — x, tenemos claramente que {d(an,b,)} — 0y, por ser g uniformemente continua,
deducimos que {d(g(an),g(bn))} — 0, lo que claramente implica que {g(an)} y {g(bn)}
han de converger al mismo limite.

Por tanto, si para x € A, escribimos f(x) = lim g(a,), donde {a,} es cualquier sucesién
n—o0

de puntos de A tal que {a,} — x, tenemos una funcién bien definida f: A — F . Es claro que f
extiende a g, pues para a € A podemos tomar a, = a para todo n € N, con lo que obviamente

{g(an)} — gla), luego f(a) = g(a).
Probamos ahora que f es uniformemente continua. Fijado € > 0, la continuidad uniforme
de g nos daun & > 0 tal que

a,beA, d(a,b)<d = d(g(a),g(b)) <e/2
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Para x,y € A con d(x,y) < §/3, probaremos que d(f(x),f(y)) <€. Sean {a,} y {ba}
sucesiones de puntos de A tales que {a,} — x y {b,} — y. Existe un m € N tal que, para
n > m se tiene d(a,,x) <d8/3 y d(b,,y) < d/3. Entonces, también para n > m deducimos que

d(an,by) < d(an,x) +d(x,y) +d(y,ba) <8, luego d(g(an),g(bn)) <&/2

Como {g(an)} — f(x) y {g(bn)} — f(»), es claro que {d(g(an),g(bn))} — d(f(x),f(y)),y
concluimos que d(f(x), f(v)) <&/2 < €, como querfamos.

Comprobamos finalmente la unicidad. Sea ¢ : A — F otra funcién continua que extienda
a g. Fijado x € A tomamos una sucesién {a,} de puntos de A tal que {a,} — x y, por ser
@ una extension continua de g, tenemos que {g(a)} = {@(a,)} — ¢(x), pero por definicion
tenemos también {g(a,)} — f(x), luego @(x) = f(x). u

El resultado anterior, combinado con el teorema de Heine, da respuesta satisfactoria a una
pregunta muy natural. Supongamos para concretar que A es un subconjunto no vacio y acotado
de RY, por ejemplo una bola abierta para la norma euclidea, y que g: A — R es una funcién
continua. Es natural preguntarse si podemos extender g para obtener una funcién f que sea
continua en A, que en nuestro ejemplo serfa la correspondiente bola cerrada. Como R es
completo, el teorema anterior nos dice que podemos hacerlo siempre que g sea uniformemente
continua. Pero esta condicién suficiente también es necesaria: como A es cerrado y acotado,
luego compacto, si existe la extension continua f que buscamos, el teorema de Heine nos dice
que f es uniformemente continua, luego g también ha de serlo, por ser una restriccioén de f.

Observemos ahora que la continuidad uniforme no es una propiedad topoldgica. Usamos
para ello una distancia p en R, equivalente a la usual, que ya conocemos:

p(x,y) = [e*—e’|  VxyeR

Tomemos E = F =R como conjuntos que vamos a convertir en espacios métricos de diferentes
formas. Sitanto en E como en F' consideramos la distancia usual de R, o en ambos la distancia
p, es obvio que la funcién identidad f: E — F es uniformemente continua, pues en ambos casos
la distancia de f(x) a f(y) coincide con la distancia de x a y para cualesquiera x,y € R. Sin
embargo, si en E consideramos la distancia usual y en F usamos p, la continuidad uniforme
de f significaria que

Ve>0 38>0: x,yeR, |[x—y|<d = |e'f—¢e’|<e

Esto es tanto como decir que la funcién exponencial es uniformemente continua cuando tanto en
E como en F consideramos la distancia usual de R, cosa que sabemos que es falsa. Tenemos
pues ejemplos en los que una funcién uniformemente continua deja de serlo cuando sustituimos
la distancia del espacio partida, o del de llegada, por otra equivalente.

Sin embargo, si X e Y son espacios normados, cuyas normas podemos denotar por || - ||, la
continuidad uniforme de una funcién f: X — Y se mantiene cuando sustituimos dichas normas
por otras equivalentes, que podemos denotar por || -||. Basta pensar que existen constantes
A,p € RT tales que, para cualesquiera u,v € X se tiene

Mu=vi <llu=viz y  [f@)=fO) 2 <pllfw)—fO) I

Dado € > 0, existe 8 > 0 tal que || f(u) — f(v)|1 <€&/p cuando ||u—v|; <3,y deducimos
que || f(u) — f(v)|l2 < € cuando ||u—v|]2 < dA.
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11.4. Funciones lipschitzianas

Si E y F son espacios métricos, una funcién f : E — F es lipschitziana cuando existe una
constante M € Ry tal que

d(f(x),f(y)) < Md(x,y) Vx,y€E (1)

Es evidente que toda funcién lipschitziana es uniformemente continua, y sabemos que el
reciproco es falso, incluso en el caso E = F =R.

La minima constante My que verifica (1) es la constante de Lipschitz de f, que viene

dada por
d(f(x),
Mozsup{% :x,yGE,x;éy}

Cuando My < 1 se dice que f es no expansiva. Cuando se tiene de hecho My < 1 decimos
que f es contractiva.

Por ejemplo, la norma de cualquier espacio normado X es una funcién no expansiva de X
en R, puesto que
[xll =yl < e =yl Vxyex

pero, salvo en el caso trivial X = {0}, no es contractiva, ya que la anterior desigualdad es una
igualdad cuando tomamos por ejemplo y =x/2 con x # 0.

Anélogamente, en cualquier espacio métrico E, fijado z € E, la aplicacién x — d(x,z) es
no expansiva, puesto que

|d(x,2) —d(y,z)| < d(x,y) Vx,y,z€E

Como funcién de dos variables, definida en el espacio métrico producto E x E, la distancia es
una funcién lipschitziana, pues para cualesquiera x,y,u,v € E se tiene

|d(x7y) _d(uav) | d(x>y) _d<y7u) | + |d(y7u> _d(”7v| < d(x,u) +d(yav)

|
2 méx{d(x,u),d(y,v)} = 2 dw((x,y), (u,v))

Por tanto, d es uniformemente continua, y en particular es continua, cosa que ya sabiamos y de
hecho hemos usado varias veces.

<
<

El hecho de que una funcién sea lipschitziana, y no digamos su constante de Lipschitz,
es muy inestable cuando cambiamos de distancias. En el ejemplo usado para mostrar que la
continuidad uniforme no es una propiedad topoldgica, tenifamos una aplicacién no expansiva
que dejaba de ser uniformemente continua al sustituir la distancia del espacio métrico de partida
o de llegada por otra equivalente. En el caso de dos espacios normados, el mismo razonamiento
usado para la continuidad uniforme prueba que una funcién lipschitziana lo sigue siendo al
cambiar las normas por otras equivalentes, pero su constante de Lipschitz puede claramente
cambiar.
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11.5. Teorema del punto fijo de Banach

El siguiente resultado muestra una propiedad importante de las aplicaciones contractivas y,
de hecho, pone muy de manifiesto la utilidad de la complitud de un espacio métrico.

Teorema. Sea E un espacio métrico completo 'y f : E — E una aplicacion contractiva.
Entonces f tiene un tinico punto fijo, es decir, existe un vinico punto x € E tal que f(x) = x.

Demostracion. Tomamos xg € E arbitrario y definimos por induccién una sucesién {x,}
de puntos de E, como sigue:

x1 = f(xo) y Xnt1 = f(xn) VneEN
Si o < 1 es la constante de Lipschitz de f y p = d(xp,x;) comprobamos por induccién que
d(xp,xn+1) < o'p VneN (2)

En efecto, tenemos d(x1,x2) = d(f(x0), f(x1)) < ad(x0,x1) = oup y, suponiendo que (2) se
verifica para un n € N, deducimos que

n+1

d(-xn-i-laxi’l—i-Z) = d(f(xn)7f(-xn+1)) < Ocd(xn,an) < (X(xnp = p
Ahora, para cualesquiera n,k € N tenemos
k—1 k—1 ‘ o ' p(x”
d (X Xnik) < Y d(xarji X)) <p Y, o <pat Yy ol = g
j=0 j=0 =0

Dado € >0, como {a"} — 0, existe m € N tal que pa™ < e(1 — o). Entonces, para p,q > m,
suponiendo sin perder generalidad que p < g, tomamos n = p y k = g — p para obtener

o’ o
d(xp,xq) = d(Xn,Xp4k) < po” P <€

Tl-a 1-a
Hemos probado asi que la sucesion {x,} es de Cauchy.

Como por hipétesis E es completo, tenemos {x,} — x € E. Entonces vemos también que
{f(xn)} = {xnt1} — x, pero f escontinua, luego {f(x,)} — f(x) y concluimos que f(x)=x.
Finalmente si y € E \ {x} fuese otro punto fijo de f, se tendria

d(xay) = d(f(x)7f(y)) < (xd(x,y)

de donde 1 < ., lo cual es una contradiccion. Por tanto, x es el Unico punto fijo de f. [ |



