CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

CALCULO DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION
DE UN VECTOR ALEATORIO CONTINUO

Calcular la funcién de distribucién del vector aleatorio (X,Y’) con funcién de densidad:

flz,y) =2, 2>0,0<y<l—z

Solucién: La funcién de distribucién del vector aleatorio (X,Y") se define como

F(z,y) = P[X <uz,Y <y
es decir, como la P[(X,Y) € (—o0,x] x (—00,y]], y por tanto

F(z,y) = /(_OO@]X(_OO’?J] f(t,s)dtds = /_; /_?; f(t,s)dsdt = /_: /_; f(t,s)dtds

Desde el punto de vista operativo, para el calculo del valor de la funcién de distribucién para
cada valor fijo de (z,y), vamos a usar la siguiente notaciéon

F(xo,y0) = P[(X,Y) € (—00,70] X (—00,%0]] =

xo Yo Yo xo
= / f(z,y)dxdy = / / f(z,y)dydr = / / [z, y)dx dy
(—00,20] % (—00,y0] —00 J —00 —00 J -0

Para ello vamos a representar graficamente el recinto de valores del vector aleatorio (X,Y)

{(z,y)) eR* /2 >0,0<y<1—2z}

y a ver las posibles intersecciones (en funcién de los valores de xg e yy) con el recinto del cual
queremos calcular la probabilidad

{(z,y) €R* / 2 < xo, y < Yo}

Para representar el recinto
{(z,y)) eR* /2 >0,0<y<1—2z}

consideramos la interseccion de los recintos determinados por cada una de las restricciones que
lo determinan.

La regién de R? definida por la restriccién x > 0, se obtiene considerando la recta z = 0 que
divide a R? en dos recintos y determinando (imponiendo la restriccién z > 0) cudl es la regién
que la verifica. En este caso
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y

rectax=0
f region {(x,y)eR?¥ x>0}

La regién de R? definida por la restriccién y > 0, se obtiene considerando la recta y = 0 que
divide a R? en dos recintos y determinando (imponiendo la restriccién y > 0) cudl es la regién
que la verifica. En este caso

N\

&

recta y=0

7z

region {(x,y)eR¥ y>0}

La regién de R? definida por la restriccién y < 1 — z, se obtiene considerando la recta y = 1 —x
que divide a R? en dos recintos y determinando (imponiendo la restricciéon y < 1 — x) cudl es
la region que la verifica. En este caso

P>

%/ x

recta y=1-x

Asi, el recinto
{(z,y)) eR* /2 >0,0<y<1—2z}

es el triangulo marcado en la siguiente grafica
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N

region {(x.v)eRY x>0, 0<y<1-x}

Por otra parte, el recinto

{(z,y) eR* / 2 <z, y < yo}

es el siguiente

(XO_‘ }’0)

region {(x.v)eRY x<x,, v<y,}
X
7

En las siguientes graficas se muestran los diferentes recintos interseccién de

N

{(x,y)ERQ/x>O,O<y<1—x} y {(m,y)€R2/x§x0,y§y0}

para distintas zonas de R2.
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ZONA 1
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Estudiemos cada una de las zonas:

ZONA 2

2
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y=1-x
7
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ZONA 1

_/

- Yoof

1 X
v=1-x

Esta zona (marcada en azul claro) estd definida como {(x,y) € R? / x <06y < 0} y el valor

de la funciéon de distribucion es
o Yo
/ / Odydx =0

dado que en (—o0, 2] X (—00, 3o la funcién de densidad vale cero.

ZONA 2

Esta zona estd definida como {(x,y) € R* /2 > 0, y > 0,2 +y < 1} (considerando que
el punto esta contenido en el tridngulo sombreado de azul claro e imponiendo las condiciones
asociadas a las rectas que lo determinan). Para calcular el valor de la funcién de distribucién
en esta zona debemos integrar la expresién de la funcién de densidad (2, en este caso) en la
interseccién marcada en rojo. Dicha intersecciéon es un recinto regular en ambas direcciones vy,
por tanto, como se muestra en la siguiente figura
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Variacion de v
entre O e v,

1 X
; ‘ y=1-x
V ariacion d(f X .

entre 0y x,

zo Yo o o
ﬂmWZ/Q/QWMZ/(%WM=/2%M=%@W=%M,
0 0 0 0

o bien,

Yo o Yo . Yo
FMMMZ/L/2M@=/i@@3@2/2%@=%MM?=%M-
0 0 0 0

ZONA 3
\\i

1P
(X()r Yo)

7

Esta zona estd definida como {(z,y) € R* /2 < 1, y < 1, x +y > 1} (considerando que
el punto esta contenido en el tridangulo sombreado de azul claro e imponiendo las condiciones
asociadas a las rectas que lo determinan). Para calcular el valor de la funcién de distribucién
en esta zona debemos integrar la expresion de la funcién de densidad (2, en este caso) en la

—
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interseccién marcada en rojo. Dicha interseccion no es un recinto regular en ninguna direccion
y, por tanto, debemos descomponerlo en regiones que si lo sean; por ejemplo en el sentido del
eje y, la descomposicion es la que se muestra en la siguiente figura:

En primer lugar, debemos determinar el valor del eje x que determina la recta que divide a
ese recinto en dos regulares en la direccion de y. Como se muestra en la siguiente figura, dicho
punto es la coordenada del eje x del punto interseccién de las rectas y = yp e y = 1 — x que es

1—y0.

La integral en el primer trozo, a partir de la siguiente figura
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V=¥,

Variacion de y
entre O e y,

Y, X 1 %
. ‘ y=1-x
Variacion de x 4

entre 0y 1-y,

es
I=y0 ryo I-yo 1=yo .
/ / 2dydr = / 2y)ly" dz = / 2yo dx = 2yo ()| = 2y0(1 — o).
0 0 0 0

y, en el segundo trozo, a partir de la siguiente figura

Variacion de v
entre 0y 1-x

Variacion de x
entre 1-y, v x,

x0 1—x x0 )
/ / 2dydx = / (2y)], " dx =
1-y0 40 1-yo

o
= /1 2(1 — z)dzx = (2z — 2°) }lo_yo =2x9 — 2 — 2(1 — yo) + (1 — vo)*.

—Y0

€S

Por tanto, el valor de la funcion de distribucion en esta zona es
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F(%,yo) = 290(1 - yo) + 219 — 90(2) - 2(1 - yo) + (1 - ?JO)Q = 2(930 + yo) - x% - yg - L

ZONA 4

(XOf }0)
®

1 X
y=1-x
Z

Esta zona estd definida como {(z,y) € R? / 0 < x < 1, y > 1}. Para calcular el valor de la
funcién de distribucion en esta zona debemos integrar la expresion de la funcion de densidad
(2, en este caso) en la interseccién marcada en rojo. Dicha interseccién es un recinto regular en
la direccién y y, por tanto, como se muestra en la siguiente figura

Variacion de y
entre 0y 1-x

Vartacion de x:
entre 0 y x,

xo 1—x zo
Pz, 50) = / / 2dy di = / (2|5 da =
0 0 0
zo

/ 2(1 — z)dz = (2z — 2?) !go = 279 — 3.
0
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ZONA 5

(Xov YU)

L

// y=1-x
7

W

Esta zona estd definida como {(z,y) € R?* / z > 1, 0 < y < 1}. Para calcular el valor de la
funcion de distribucion en esta zona debemos integrar la expresion de la funciéon de densidad
(2, en este caso) en la interseccién marcada en rojo. Dicha interseccién es un recinto regular en

la direccién x, por tanto, como se muestra en la siguiente figura

Variacion de y:
entre O e y,

1 X5 <
entre Oy 1-y y=1-x

Variacion de x

Yo 1-y Yo -
Flanw) = [ [ 2dedy= [ ol dy

0 0 0

Yo
=/ 21 —y)dy = 2y — %) |y = 2m0 — 0.
0
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ZONA 6

(- Vo)

L

/ 7

Esta zona estd definida como {(z,y) € R?* / x > 1, y > 1}. Para calcular el valor de la funcién
de distribucién en esta zona debemos integrar la expresion de la funcién de densidad (2, en este
caso) en la intersecciéon marcada en rojo. Dicha interseccién es el recinto donde esta definido el
vector aleatorio y, por tanto (por las propiedades de la funcién de densidad)

=1

~—

F($07 Yo

Resumiendo, la funcién de distribucion del vector aleatorio, expresada ya como funcién de z e
Y es

(0 r<06y<0
2xy x>0, y>0, z+y<l1

20w+y)—at—y -1 <l y<l, z+y>1

F(I,y)—
2x — x? 0<z<l y>1
2y — r>1,0<y<1
1 r>1, y>1
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