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Capitulo 6

Sistemas de ecuaciones lineales

1. Rango de una matriz

ajnr ... Qin

Sea A = oo € Muxn(K). El rango por filas de la matriz A es la dimensién del
Amt ... Qmn

subespacio vectorial de K™ generado por sus filas, a saber, {(aj1,..., Qin)y...y (Qmiy.-+y Qmn)}. El

rango por columnas de A es la dimensién del subespacio vectorial de K™ generado por las columnas
de A.
1 2

Ejercicio 72: Calcula el rango por filas y por columnas de la matriz <; 3 ]) € Myu3(Zs).

Teorema. El rango por filas de A coincide con el rango por columnas de A.
A dicha cantidad la llamaremos simplemente rango de A y la denotaremos por rango(A).

Teorema (rango y determinantes). El rango de una matriz es el maximo de los érdenes
de sus submatrices cuadradas regulares.
Ejercicio 73: Calcula el rango de la matriz

EEN SR

210
1 3 1| € M3X4(R).
5 51

Maxima 45: El rango de una matriz también se puede calcular contando las filas no nulas de su
forma triangular reducida asociada.

(%i1) A:matrix([0,1,2,3],[4,5,6,7]1,[8,9,10,11]);

o1 2 3
(%o01) 4 5 6 7
8§ 9 10 11
(%i2) rank(A);
(%02) 2
(%13) echelon(A);
15 3 1
i 2 1
(%o03) 01 2 3
00 00

(%14) triangularize(A);
49
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4 5 6 7
(%04) 0 4 8 12
000 O

2. Resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales con n incognitas sobre un cuerpo K es una expresion de la
forma
anx; + -+ amXxn = by

AmiX) + ++  + QunXn = by
Los elementos ai; € K son los coeficientes del sistema, los b; € K son los términos independientes, y
las x; son las incognitas. Una solucién es una n-upla (si,...,s,) € K" tal que x; = $1,...,Xq = S,
verifica las igualdades del sistema.
Las m igualdades del sistema anterior se pueden expresar como una tunica igualdad entre
matrices,
apnr ... Qn X1 b]

Qmi ... Qmn Xn b

a la que llamaremos expresion matricial del sistema. A dichas matrices se les llama matriz de
coeficientes, matriz incégnita, y matriz de términos independientes.
La matriz ampliada del sistema es

ayn ... Qn b]

Qm] ... Qmn b

Normalmente denotaremos a esta matriz por (A|B).

Si un sistema tiene solucién diremos que es compatible, y en caso contrario incompatible. Si
tiene una unica solucion, es un sistema compatible determinado, y si tiene mas de una soluciéon
decimos que es un sistema compatible indeterminado.

Dos sistemas de ecuaciones lineales sobre un cuerpo y con igual nimero de incdgnitas son
equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Proposicién (operaciones elementales).

1) Si intercambiamos de posicién dos ecuaciones de un sistema, obtenemos un sistema equivalente.

2) Si multiplicamos una ecuacién por un escalar no nulo, obtenemos un sistema equivalente.

3) Si a una ecuacién le sumamos otra multiplicada por un escalar, también obtenemos un sistema
equivalente al original.

Ejercicio 74: Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Zs.

X1 +X2+X3+X4:]
2%+ 3% +x3+%x4 =2
4x1 4+ 3% +x3+2x4 =0
X1 +%X2 +2x3+ 3x4 =2



2. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 51

Teorema de Rouché-Frobenius. Sea AX = B la expresion matricial de un sistema de
ecuaciones lineales con n incognitas.

1) El sistema es compatible si y s6lo si rango(A) = rango(A|B).
2) El sistema es compatible determinado si y sélo si rango(A) = rango(A[B) = n.

Maxima 46: Vamos a estudiar el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Zs.

x+y+z=3
Ix+y+2z=1
x+4y =0

(%i1) modulus:5$

(%1i2) B:matrix([1,1,1],[3,1,2],[1,4,01)9%

(%i3) rank(B);

(%03) 2

(%i4) C:addcol(B,[3,1,01)%$
(%i5) rank(C);
( %05) 2

El sistema es compatible indeterminado.

Maxima 47: Estudiemos ahora el siguiente sistema con coeficientes en Z; en funcién del parametro
a.
X+y+z=a
2x+ay+z=1
Ix+3y+az=2

(%i1) modulus:7$

(%i2) D:matrix([1,1,1],[2,a,1],[3,3,al)$
(%i3) determinant(D);

(%03) a*—5a+6

(%i4) factor(a~2-5%a+6) ;
(%o04) (a—3) (a—2)

Asi, si a € {2,3}, la matriz de coeficientes tiene rango méximo y el sistema es compatible
determinado.

Estudiemos por separado los casos a =2y a = 3.

(%i5) E:subst(2,a,D);

111
( %05) 2 21
3 3 2

(%i6) rank(E);
( %06) 2

(%i7) F:addcol(E,[2,1,21)%$

(%i8) rank(F);

(%08) 3
Luego para a = 2, el sistema es incompatible.

(%i9) G:subst(3,a,D)$
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(%i11) rank(G);
(%ol11) 2

(%112) H:addcol(G,[3,1,21)$
(%i13) rank(H);
(%013) 2
Para a = 3 obtenemos un sistema compatible indeterminado.

Ejercicio 75: Estudia el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Zs.

2x+4y+4z=1
x+y+2z2=2
dy+z=3

Ejercicio 76: Estudia los siguientes sistemas con coeficientes en R en funcién de los parametros a

y b.

1)
ax+y+z—1
x+y+z=2
2)
ax+y+z—1
XxX+y+z=>b
ax+by+z=1
3)
ax+y+z=1
x—y+z=1
4)

ax+y+z=1
x+2y+az=2

Maxima 48: El comando linsolve en maxima puede ser utilizado para resolver sistemas lineales
de ecuaciones.

(%11) linsolve([2*x+y+z=2,x-y-2%2=0], [x,y,z]);
1—6 1+6
(%o1) [x:—%rT,y :—%TT—'—,ZZ %r1]

Como vemos, las soluciones dependen de un parametro, que aqui se denomina %t1. El rango
de la matriz de coeficientes es 2 como vemos a continuacion, y es el maximo posible (sélo hay dos
filas), por lo que coincide con el de la matriz ampliada. El sistema es compatible indeterminado.

(%i2) rank(matrix([2,1,1],[1,-1,-21));

( %02) 2
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Férmula de Cramer. Un sistema es de Cramer si su matriz de coeficientes es cuadrada y
regular. Si AX = B es la expresiéon matricial de un sistema de Cramer, entonces el sistema es
compatible determinado y su unica solucién es

|A|_] (|M1|) ey |Mn|))

donde M; es la matriz que se obtiene a partir de A cambiando la columna i-ésima por B.
Ejercicio 77: Prueba que el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en R es un sistema de
Cramer, y encuentra sus soluciones usando la férmula de Cramer.

x+y+z=1
x—y+z=0
XxX+y—z=2

3. Ecuaciones cartesianas o implicitas de un subespacio vectorial
Sea U un subespacio vectorial de V. Sea B = {71, ey V) una base de V, y By = {ﬂ)], ceey )
una base de U. Supongamos que
— - —
Uy =anVvi+- -+ anVn,

— — -
Uy =0a Vi+ -+ Qm Vn.

Sea X = X17>1 4+ -+ xnv)n un vector de V. Recordemos que el vector X € U si y sélo si
existen Aj,...,Ar € K tales que

X1 :7\1C111 +"'+}\rar1

Xn:}\1a1n+"'+)\rarn

Luego X € Usi y sélo si el sistema con incognitas Aq, ... A,
an ... Qe 7\1 X1
Ain ... G Ar Xn
apn ... Qaq an ... a1 Xq
tiene solucién. Y sabemos que equivale a rango [ @ .. = rango :
An ... QA A ... A Xp

Esto ocurre cuando unos cuantos determinantes valen cero, proporcionandonos asi una sistema de

ecuaciones de la forma
byxi+---+bix, =0

. )
braxq + -+ + brnxn =0
a las que llamaremos ecuaciones cartesianas de U respecto de la base B de V.
= Si k es el nimero de ecuaciones cartesianas independientes que describen a U, entonces
k + dim(U) = dim(V).
Ejercicio 78: Dada la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}, calcula las ecuaciones cartesianas
respecto de la base B del subespacio vectorial de R3 generado por {(1,2,1)}.

Ejercicio 79: Calcula las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial ({(1,2,3,1),(1,1,1,1),(3,5,7,3)}) C

Q.
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Ejercicio 80: Consideremos los subespacios vectoriales de R*, E; = ({(1,1,1,1),(1,—=1,1,=1)}) y
E; = <{(]>2»O»2)) (])2) 132)> (3) ])3)])}>

a) Calcula una base de Eq + E;.

b) Calcula las ecuaciones cartesianas de Eq + E;.

c) Calcula las ecuaciones cartesianas de E; N E;.

d) Calcula una base de E; N E,.

Ejercicio 81: Dada la aplicacién lineal f : Z2 — Z2 definida por f(x,y,z,t) = (x+y, x+z, 2x+y+z),
calcula una base para su nucleo.

Maxima 49: Calculemos las ecuaciones cartesianas de U = ({(1,1,2), (1,—1,0)}) € Q3. Sus ecua-
ciones paramétricas respecto de la base usual son

XxX= A4+n
y= A—p
z= 2A

La matriz ampliada de este sistema con incégnitas en los parametros A y W es
(%i1) A:matrix([1,1,x],[1,-1,y]1,[2,0,2]1);

1T 1 x
(%o01) 1T -1y
2 0 z

Como su rango debe ser dos, su determinante es cero.
(%12) determinant(A);

(%02) —2z+2y+2x

Asfi la ecuaciéon cartesiana de U es x +y —z = 0.
Esta ecuacién también la podemos encontrar haciendo operaciones elementales por filas en A.
Primero extraemos la matriz de coeficientes. Para ello eliminamos la 1ltima columna de A.

(%13) C:submatrix(A,3);

1 1
(%03) 1 —1
2 0

Para guardar traza de la operaciones elementales que hacemos en C para obtener su forma
triangular reducida, le anadimos al final la matriz identidad.

(%1i4) M:addcol(C,ident(3));

1 1 100
(%o4) 1 1010
2 0 00 1

Ahora triangularizamos y nos quedamos con las tultimas columnas, que forman una matriz
regular con las operaciones elementales para que C alcance su forma reducida for filas.

(%15) triangularize(M);

2.0 0 0 1
(%o05) 0 -2 0 2 -1
0 0 -2 -2 2
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(%i6) P:submatrix(%,1,2);

0O 0 1
(%o06) o 2 -1
-2 =2 2

Aplicamos estas operaciones por filas a la matriz inicial y obtenemos en las ultimas filas las ecua-
ciones (en esta caso sélo en la tltima, pues hay una).

(%1i7) P.A;
2 0 z

(%o7) 0o -2 2y—z
0 0 2z—-2y—2x

Si vemos U dentro de Z3, al ser (1,1,2) = (1,—1,0) = (1,1,0), tenemos que las ecuaciones
paramétricas ahora son

xX= A
y= A
z= 0
Asi la matriz ampliada de este sistema es
1 x
Tyl,
0 z

por lo que una de las ecuaciones, z = 0, ya la tenemos. Al ser la dimensién de U uno, necesitamos
., , . . . 1 x
una ecuacion mas, que viene de imponer que el determinante de 1y es cero (el rango de la

matriz ampliada es uno), obteniendo x —y = 0.

Podemos también utilizar operaciones elementales por filas para llegar a la mismas ecuaciones.
En este caso no vamos a utilizar triangularize, pues se ve claramente qué operaciéon tenemos
que hacer.

(%i5) A:matrix([1,x],[1,y],[0,z]);

1 x
(%05) Ty
0 z
(%15) rowop(A,2,1,1);
1 X
(%o05) 0 y—x
0 z
Obtenemos también que las ecuaciones de U son
x+y=0
z=0 )

Maxima 50:
Sea U el subespacio de R* generado por {(1,1,1,1),(1,2,3,1),(1,0,—1,1)}. Calculmemos sus
ecuaciones cartesianas respecto de la base B ={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1), (0,0,0,1)}.

(%i1) modulus:false$



3. ECUACIONES CARTESIANAS O IMPLICITAS DE UN SUBESPACIO VECTORIAL 56

(%i2) A:matrix([1,1,1,1],[1,2,3,1],[1,0,-1,11D%$
(%13) triangularize(A);

1 0 —1 1
(%03) 02 4 0
00 0 O

{(1,0,-1,1),(0,2,4,0) } es una base de U. Calculamos ahora las coodenadas de estos vectores respecto
de la base B.

(%i4) solve(xx*[1,1,1,1]+y*[0,1,1,1]+2zx[0,0,1,1]
+t*[03050’1]_[1,0,_1’1], [X,Y,Z,t])§
(%04) [[X:1>y:—1>22—1,t:2]]

(%15) solve(x=*[1,1,1,1]+y*[0,1,1,1]+zx[0,0,1,1]
+t%[0,0,0,11-[0,2,4,0], [x,y,z,t]);

(%05) [x =0,y =2,z=2,t=—4]]
(%16)  Jimatrix([1,-1,-1,2],[0,2,2,-4],[x,y,z,t]);

1T -1 -1 2
( %06) o 2 2 -4

x y z t
Al exigir que la matriz J tenga rango 2 obtenemos que los siguientes determinantes deben de valer
cero.

(%17)  determinant (matrix([1,-1,-1],[0,2,2],[x,y,z]1));
(%o7) 2z—2y

(esto lo podiamos haber obtenido con determinant (submatrix(J,4));)

(%18) determinant (matrix([1,-1,2],[0,2,-4], [x,y,t]));

( %08) 4y+2t
Las ecuaciones cartesianas de U respecto de B son
z—y=0
y+t=0 [
Maxima 51:

Sean U = {(x,y,z,t) € Z2 [ x+y+z+t =0, x+2t =0}y W ={(x,y,z,t) € Z2 | 4y +4z+t =
0, x + 4y = 0}. Calculemos una base de la interseccion.

(%i1) modulus:5$
(%i2) M:matrix([1,1,1,1],[1,0,0,2]1,[0,4,4,1]1,[1,4,0,01)$
(%13) nullspace(M);

-2

(%03) span D

1
Una base es de la interseccién es {(3,3,3,1)}.

Maxima 52:
Sea f: Q* — Q°, f(x,y,2z,t) = (x +y,z+ t,x +y + z + t). Calculemos una base de N(f).



3. ECUACIONES CARTESIANAS O IMPLICITAS DE UN SUBESPACIO VECTORIAL

(%i1) modulus:false4d
(%i2)  N:matrix([1,1,0,0],[0,0,1,1],[1,1,1,11)8
(%i3) nullspace(N);
—1 0
(%003) span (]) , (1)
0 —1
Por tanto una base de N(f) es {(—1,1,0,0), (0,0,1,—1)}.

57
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