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Capitulo 4

Matrices con coeficientes en un cuerpo

1. Matrices

Sean I = {1,2,...,m} y ] ={1,2,...,n}. Una matriz de orden m x n sobre un cuerpo K es
una aplicacién
A:Ix] =K (1) — ay.

Normalmente a la matriz A la representaremos de la siguiente forma

an a2z ... Qin

aj ay ...
A= . . 1>

Am1 Gm2 ... Qmn

y a veces simplemente escribiremos A = (ay), si queda claro dénde varfan iy j. Diremos que A es
una matriz con m filas y n columnas.
Denotaremos por M« (K) al conjunto de las matrices de orden m x n sobre K.

s M xn(K) con la suma coordenada a coordenada tiene estructura de grupo abeliano, esto
es, la suma es asociativa, tiene elemento neutro, toda matriz tiene inversa y es conmutativa.

an a2 ... Qn by by ... bin ap + by ap2+bi ... aqn+bin
a; ap ... N by by ... by, az; + by a»p+by ... amu+by
am1 AGm2 ... Qmn bmi bm2 ... bmn Am1 +bm1 am2+bma ... Amn+bmn

. 123 2 33
Ejercicio 42: Calcula suma de <3 A 2) y (3 0 2) en Myy3(Zs).

Sea A = (ay) € Mumxn(K) ¥y B = (bjr) € Myuxp(K). Entonces podemos definir el producto de
Ay B como AB = C = (cix) € Mmxp(K) con

Cik = Qytbyx + apbo + - -+ + ainbnk.

123 1 21 2
Ejercicio 43: Sean A = eEMuyszyB=[2 0 1 0] € Msy4. Calcula AB.
342 3101

Una matriz de orden n x n diremos que es una matriz cuadrada de orden n.

n (Myxn(K),+,-) es un anillo.

Ejercicio 44: Sean A = (; i) and B = <; (2)> Comprueba que AB # BA.
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2. Determinantes

Dada A = (ay) € Munxn(K), definimos |A], el determinante de A, recursivamente de la siguiente
forma.
1) Paran =1, |(a1)| = an (el determinante de una matriz de orden 1 x 1 es su tinico coeficiente).
2) Supuesto que sabemos calcular el determinante de matrices de orden n—1, dado i € {1,...,n},

Al = apour + ... + Qin i,
donde o; = (—1)"7|A;] se conoce como el adjunto de la entrada aij, con Ay € Mn_1)xmn-_1)(K)
la matriz que se obtiene al eliminar la fila i-ésima y la columna j-ésima de A. Esta férmula
se conoce como Desarrollo de Laplace por la fila 1 del determinante de A, y el resultado no

depende de i. Es mas, también se puede desarrollar por cualquier columna. Dado j el Desarrollo
de Laplace por la columna j es
Al = ajou; + ... + Qnjotn;.
Se puede comprobar facilmente que
an an
. = a1 — anqas.
az az
app a2 A
= A1 A Q3| = 47022033 + Q120230371 + 421032073 — Q13022031 — 023032077 — A12021033.
az; asy dasz

12 3
Ejercicio 45: Calcula el determinante de [ 3 2 1| € M3,3(Z7).
2 22
Ejercicio 46: Calcula el determinante de
1 2 31
2 011
31 0 1 S M4><4(Z5)'
2 01 3

Si A = (ay) € Mpxn(K), la matriz traspuesta de A es

an azn ... Qam
Q2 A2 ... Qn2
t
Al = . . . . € Mnxm(K)>
Qm AQm ... Onum

esto es, la matriz que se obtiene a partir de A intercambiando filas por columnas.

Propiedades de los determinantes. Sea A € M, ,,(K).

1) |A] = AT

2) Si se intercambian dos filas (o dos columnas) de A se obtiene una nueva matriz cuyo determi-
nante es —|A]|.

3) Si multiplicamos todos los elementos de una fila (o de una columna) de A por « € K, obtenemos
una matriz con determinante «|A|.

4) Si a una fila de A le sumamos otra fila de A multiplicada por un elemento de K, entonces la
nueva matriz tiene el mismo determinante que A (lo mismo ocurre si hacemos esta operacién
con columnas).
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5) Si B € M.n(K), entonces |[AB| = |A||B|.
Ejercicio 47: Calcula el determinante de la matriz

2 3

4
2
3 € M4><4(Z5)-
3

w W —
N =N O

3
4
2

El elemento neutro del producto en M, (K) es la matriz identidad, que es la matriz que tiene
todas sus entradas cero salvo en la diagonal que tiene unos (cero es el elemento neutro de K para
la suma, y uno el neutro para el producto). A dicha matriz la denotamos por I, o simplemente I
cuando n queda claro en el contexto.

Una matriz A € M, «n(K) es regular si tiene inversa para el producto, esto es, si existe B tal
que AB = BA = [,,. En dicho caso, a la matriz B se le denota por A=,

La matriz adjunta de A es la matriz formada por los adjuntos de las entradas de A, a saber,

x11 X112 ... Xn
_ X1 &2 ... O
A= )

X1 Qm2 ... Xpn

Teorema. Sea A € M, (K). Entonces A es regular si y sélo si |A| # 0. En ese caso
AT =|ATAY

Ejercicio 48: Calcula la inversa de

€ Msy3(Z3).

—_ N
N O —
N —= N

Maxima 26: Vamos a ilustrar algunos ejemplos de operaciones con matrices en maxima.
(%i1) A:matrix([x,yl,[z,t]);

Xy
(%o01) (Z t)
(%12) B:matrix([a,b]l,[c,d]);

a b
(%02) (c d)

Hay que tener cuidado con la operacién de producto, pues en maxima dicha operacion se hace
como en con la suma, entrada a entrada. Para efectuar el producto usamos el punto.

(%i3) A.B;

cy+ax dy+bx
(703) (az+ct bz—l—dt)

(%14) Ax*B;
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o ax by
(%o04) <cz dt>
Lo mismo ocurre con la exponenciacion.

(%i5) A~2;

N R
(%05) (Zz %clz)
(%16) A~"2;

yz+xr xy-+ty
(%06) (xz+tz yz+t2)
(%17) determinant(A);
(%07) tx—yz
(%18) determinant (A.B)=determinant (A)*determinant (B) ;
( %08) (cy+ax) (bz+dt)—(dy+bx) (az+ct)=(ad—Dbec) (tx—yz)
(%19) expand (%) ;
(%09) —adyz+becyz+adtx—bectx=—adyz+bcyz+adtx—bctx
(%110) is(%h);
(%010) true
(%i11) A~"-1;
__t _Y
ot (= )
yz—tx _yzftx

(%i12) C:matrix([1,2,31,[4,5,61,[7,8,9]);

12 3
(%012) 4 5 6

7 8 9

(%113) determinant(C);
(%013) 0

Para calcular determinantes a veces es mas eficiente usar las operaciones que hemos visto
anteriormente. Asi efectuando operaciones elementales por filas o columnas (intercambio o suma
por un factor de otra) podemos llegar a una matriz triangular superior, esto es, una matriz cuyas
entradas por debajo de la diagonal son todas cero. A este proceso se le conoce como eliminacion
de Gauss-Jordan.

(%114) triangularize(C);

1 2 3
(%o014) 0 -3 —6
0 0 O

El determinante de una matriz de esta forma es trivial, pues sélo se multiplican los valores de la
diagonal.

Maxima 27: Trabajemos ahora médulo 5.



(%i1) modulus:5$
(%hi2) G:matrix([7,20],[16,47]1)$
(%i3) H:rat(G);

(%03)/R/

(%i4) determinant(H);
(%o04)/R/

(%i5) I:invert(H);
(%05)/R/

(%i6) H.I;
(%06)/R/
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(i 2)
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