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Soluciones viernes mafiana
~

Sip es un nlimero real y las raices de x* + 2px* ~ px +10 =0 estdn en progresién aritmética, halla

dichas raices.
Solucion:

c

a . ’
Sean a, y ¢ dichas raices. -

a+c

‘Asipues, x* +2px? - px+10 = (x- a)(x - )(x - ¢), de donde, identificando coeficientes

llegamos a:

2
(a+c)§=—2p (1); (a+c)

+ac=-p (2); (a+c)—azﬁ=—10 (3).

De (1) y (3) sigue que —%c— = 2 ycomo a+c¢= —f3£, llevando estos valoresde a+c y ac a )
p

podemos concluir que 16p° + 18p> +270 = 0, es decir, 8p° + 9p2 + 135 = 0. Una raiz real de este

- polinomio es p'=-3 y como 8° + 9p% + 135 = +3)( 8p2 — 15p +45), sigue que p = -3 es la tinica
raiz real de dicho polinomio. Esto nos lleva a ac = =5,a+c=4,dedondeaycson5y-1 y las
raices que nos piden son -1, 2y 5. ‘ ' ‘ :

En el tridngulo ABC, la bisectriz trazada desde 4 divide al lado opuesto en dos segmentos, de los
que conocemos uno: BT =572 m. Si dicha bisectriz corta a la mediana BM en los segmentos BD =
200 m y DM = 350 m, calcula el lado a de dicho tridngulo y plantea una ecuacion con incégnita ¢

para obtener el lado ¢ (no hace falta que lo calcules explicitamente).

Solucidn
Como BD es la bisectriz de 4 y BD = 200 y DM = 350, sigue que AM = oM =7 , de donde AM =
AB DB 4 :

, . . . L C 14
Tky AB =4k. Asipues, AC = 14k ¥ volviendo a aplicar la relacién anterior, sigue que 7 =_—4—
= TC'= 2002 (jya sali6 el afio!). 4 '
Asipues a =BT+ I'C=2574 m. ( '

Te Tc M
Seac=AB= AM =—y AC=-=.
‘ 4 2
B T [o

- Aplicando ahora el teorema del coseno a los tridngulos ABC y ABM, podemos escribir:

2
e +ct—7ctcosC )

2574% =

2 2
4d¢ +c2——7c—cosC @)
16 2 :

5507 =

2 . 2
En (1), 7¢? cosC=5—34c——25742yen (2), 7¢* c;osC:gsgi—Z-SSO2



53¢? 65¢2

Asi pues, -2574% = -2-550? _ _

3. Encuentra todos los enteros positivos m y n tales quen!+1=(n!-1)%
Solucion

Si'my n son enteros positivos y n! + 1 = (m! — 1)?, sigue que m = 3.

La ecuacién dada se transforma en n! + 1 = (m!)* = 2m! + 1, 0 sea n! = m! (m! - 2). Dividiendo por
m! (obviamente n > m), tenemos que n(n ~ 1) (1 =2) ... (m+ 1) =m! — 2 y al ser m! divisible por 3
(m 2 3), sigue que m! - 2 no es divisible por 3, por lo que el término de la izquierda, n(n — 1) ... (m +
1), debe tener a lo sumo dos factores. Asi pues, tenemos:

lfactor: n=m+l1=>m+1 =m! -2 = m=m!-3. Como m divide a m! - 3 y divide a m! sigue
que m divide a3 = m =3 y n = 4. Compruebo y es solucion. ’

2factor: n=m+2=3Mm+2)(m+ D=m!-2=m*+3m+4=m).

Asi pues 3m=m! ~ m? - 4 con lo que m divide a m! — m? — 4, de lo que sigue que m
divide a 4y, por tanto, m = 4. Pero m = 4 no es solucién de m* + 3m + 4 = 4! pues
16 + 12 + 4 24, La tnica solucién es, entonces,

Soluciones viernes tarde

1. Enun equipo de fiitbol tenemos 11 jugadores, cuyas camisetas estdn numeradas del 1 al 11.

Elegimos al azar 6 de ellos. ;Cual es la probabilidad de que la suma de los ntimeros de sus camisetas

sea impar? -

- Solucion

11
Hay (6 ) elecciones posibles.

La suma de los nimeros de las camisetas de los elegidos ser4 impar si hay entre ellos una cantidad
impar de nimeros impares. ’
Escribamos ahora los casos favorables. Hay 6 nimeros impares y 5 pares.

6) (5
Una camiseta impar y 5 pares: (1 ) . (5) =6-1
. . 6) (5
Tres camisetas impares y 3 pares: [3) [:J =20-10
. . . 6) (5
Cinco camisetas impares y 1 par: (5) . (1) =65

Asi pues, la probabilidad pedida serd 6:1+20:10+6-5 236 _ 118
L (1 1J 462 231

6



2. Lasuma de las edades de los 120 estudiantes que participaron el afio pasado en Ia fase final de la

Olimpiada Matemética fue de 2002 afios. Demuestra que podrias haber elegido 3 de ellos tales que

la suma de sus edades no fuera menor de 51 afios.
Solucion

Calculemos en primer lugar las ternas pdsibles que podriamos haber elegido:
120
( R j =20-119-118 = 280840. Vedmoslo por contradiccién;
3 :

Sino hubiera ninguna terna de suma de edades mayor o igual a 51 afios, es que cada una sumaba un
numero de afios menor o igual a 50.
Asi pues, la suma de todas las ternas serfa menor o igual a 50 - 280840 = 14042000.

119
Pero calculemos la suma de todas las ternas: Cada alumno aparecera en ( 5 j ternas, o sea, en 119

* 59 = 7021 ternas, luego la suma de las edades de todas las ternas seria .
7021 - 2002 = 14056042, lo que contradice que la tal suma era menor o igual a 14042000.
3. Escribo en la pizarra 14 niimeros enteros, no necesariamente distintos, que verifican la propiedad de

que al borrar cualquiera de ellos, puedo agrupar los trece restantes en tres montones de igual suma.

a) Demuestra que cada uno de los catorce es multiplo de 3.

b) ¢Es posible que alguno de los catorce que he escrito no sea el 07

Solucion

14
Sean ay, ay, as, ..., a;4 los nimeros que he escritoy S = Za
i=] -
a) Me dicen que para cada i, S - a;=3b;; sxendo b;1a suma de cada montén obtenido al quitar a;.

Asi pues:
S - az = 3b2
S~ay, =3b,

Sumando estas igualdades, llegamos a 145 ~ §'= 3(b; + by +...+ b)) = 13S 3T=1/138 v .
como 13 es primo, 775, asi que S = 3¢ con ¢ entero.
- Escribiendo ahora § — a;=3b;; como 3¢ - aq;= 3b;, 31gue que cada a; es multiplo de 3.

b) Hemos probado que cada —3’- es un numero entero, llamémosle d;. Trabajemos ahora con estos
nuevos catorce enteros

Zd -.—S— Para cada i, —‘S:—d. -E—fizﬁ;aizég— Asi pues, quitando cada d;, puedo

3 3 3 3 3
i=1
agrupar, los restantes en 3 montones de igual suma, con lo que cada d; es multiplo de 3

(siguiendo el argumento de a). Esto nos lleva a que % es mi’iltiplo de 3. Reiterando este

proceso, llegamos a que para cada k € N, —- 3 es multiplo de 3, con lo que la Unica salida es que

- =0 = a;=0 para cada i, de donde no es posible que alotin a; no sea Q.

uisg'



