Problema 1. Demostrar que existen infinitos nimeros naturales n € N de forma que cada uno de
los numeros n, n+1 yn+ 2 es un cuadrado perfecto o bien la suma de dos cuadrados perfectos.

Solucién de Maria Calvo. Vamos a dar una familia infinita de ternas que cumplen la condicién
pedida. Para todo a € N,
da* + 40, 4a* + 4a® + 1, 4a* + 4a® + 2

son tres niimeros consecutivos que cumplen que

4a* +4a®> = (2d®)% + (20)*
4a* +4a* +1 = (2% +1)?
4a* +4a® +2 = (2% +1)% 412

luego basta tomar n = 4a* + 4a? para cada natural a.



Problema 2. Supongamos que una matriz cuadrada A de orden n tiene por elementos a los nime-
ros {1,2,...,n%} sin repetir ninguno.

a) sCudl es el rango minimo que puede tener A?

b) ;Cudl es el rango mdzimo que puede tener A?

Solucién. Descartemos en primer lugar el caso en que n = 1, donde tenemos que A = (1) y el rango
de A siempre es uno. Para n > 2, es claro que A no puede tener rango 1 ya que en tal caso todas
las filas serfan miltiplo de una de ellas y esto no puede ocurrir con los nimeros {1,2,...,n?}. En
cambio, la matriz si puede tener rango 2 (por ejemplo, tomando a;; = n(i—1)+j) luego deducimos
que el rango minimo de A que puede tener A es 2.

Para ver ahora que A puede tener rango n y responder al apartado (b), tomemos como A una
matriz cuyos elementos sean {1,2,...,n2} pero debajo de la diagonal principal todos sean niimeros
pares y en la diagonal principal impares. Es obvio que una tal matriz A tiene determinante impar
yva que el determinante es la suma de n! productos de n elementos y todos estos productos son
pares salvo uno (el de los elementos de la diagonal principal). En particular, su determinante es
distinto de cero y, por tanto, tiene rango n.



Problema 3. Supongamos que f :[0,1] = R es una funcidn que tiene limite en todos los puntos,
es decir, existe lim,_,, f(x) para cualquier a € [0, 1].

a) Demostrar que el conjunto de puntos en que f es discontinua es numerable.

b) ;Eziste una funcion [ en tales condiciones con infinitos puntos de discontinuidad?

Solucién de Lourdes Moreno. Consideremos el conjunto
G ={(a, f(a)) : f no es continua en x = a}

y probemos que dicho conjunto no tiene puntos de acumulacién en el conjunto, es decir, si llama-
mos G’ al conjunto derivado de G, entonces G’ N G = . Razonando por reduccién al absurdo,
supongamos que (b, f(b)) € G’ N G. Sabemos por la caracterizacién de punto de acumulacién que
existe una sucesion {(an, f(an))} — (b, f(b)) luego {a,} — by {f(an)} — f(b) y acabamos de
llegar a una contradiccién, ya que por hipdtesis f no era continua en el punto b. El apartado (a)
es ahora consecuencia de que todo subconjunto de R? sin puntos de acumulacién es numerable.

Un ejemplo que pone de manifiesto que el conjunto G puede ser numerable infinito es

f(x):{x six#O,%GN

0 en otro caso

Solucién alternativa al apartado (a). Para cada k € N, consideremos el conjunto
Ay ={a € [0.1]:|f(a) - lim f(z)| > 1}

Es evidente que el conjunto de puntos de discontinuidad de f es A = UgenAg luego si probamos
que cada Ay es numerable habremos terminado. No obstante, vamos a probar que cada Ay es de
hecho finito. En efecto, si Ay fuera infinito, al ser [0, 1] compacto, existiria b € [0, 1] y una sucesién
{an} C A ~ {b} con {a,} — b. Como a,, € Ay, para todo n € N, tenemos que, para cada n € N
existe by, € [0,1] \ {b} tal que |b, —a,| < Ly |f(b,) — f(as)| > %. Esto implica que {b,} — b pero
no puede ser lim{f(b,)} = lim{ f(a,)} lo que contradice que existe limite de f en b.

Ejemplo alternativo para el apartado (b). Un ejemplo muy interesante para el apartado (b)
consiste en definir f : [0,1] — R como f(z) = 0 parax € [0,1]\Q y para x = 0y, para = €]0,1]NQ,
expresamos = = £ como fraccién irreducible y definimos f(z) = . Puede comprobarse que f tiene
limite cero en todos los puntos pero no coincide con el valor en los racionales. Evidentemente el
conjunto de puntos de discontinuidad es ]0,1] N Q que, aparte de ser infinito numerable, es denso

en [0,1].



Problema 4. Un octdgono tiene sus dngulos iquales.

a) Si las longitudes de sus lados son nimeros naturales, demostrar que los lados opuestos del
octogono son iguales dos a dos.

b) ;Ocurre lo mismo si imponemos que las longitudes de los lados sean nimeros racionales?

Solucién de Samuel Johnson. Llamemos los lados del octégono a, b, ¢, d, e, f, g y h, consecu-
tivamente. Si todos los dngulos son iguales, entonces prolongando los lados a, ¢, e y g se obtiene
un rectangulo (ver Fig. 1); lo mismo ocurre para los lados b, d, f y h. Ademds, un recténgulo se
ha de encontrar rotado 7/4 con respecto del otro. Por lo tanto, un lado de uno de los rectdngulos
serd

L=a/V2+b+c/V2. (1)

El lado opuesto del mismo recutdngulo sera
L=e/V2+f+g/V2 (2)
Igualando las ecuaciones (1) y (2), obtenemos
a—e+c—g=V2(f—b) (3)

Como la diferencia de naturales es un entero y el producto de un entero por un irracional (aqui,
V/2) es otro irracional, la igualdad (3) se cumple si y sélo si a +c = e+ gy b= f. Por simetria,
el argumento es vélido para inferir que a = e, c = g y d = h; es decir, los lados han de ser iguales
dos a dos.

Como la direrencia de racionales es un racional y el producto de un racional por un irracional
es otro irracional, el mismo razonamiento lleva a concluir que también si los lados son racionales,
han de ser iguales dos a dos.

Figura 1: Octégono con todos los lados iguales. Se cumple L = a/\/§+b+ c/\/i = e/\/§+f+g/\@.



Problema 5. Hallar todas las funciones continuas f : R — R que cumplan la siguiente propiedad:
para cualesquiera x,y € R, si x — y es racional, entonces f(x) — f(y) también es racional.

Solucién. Para cada n € N, consideremos la funcién f,, : R — R definida por f,(z) = f(z+ 1) —
f(x), que es continua como diferencia de continuas y sélo toma valores racionales. El teorema del
valor intermedio nos asegura que f es constante luego, si llamamos a,, a esta constante, tenemos

FO) = FO0) = (FO) = FT) + -+ (F(2) = f(7) + () = £(0)) = nay,

Llamando f(0) =by f(1) = a + b, deducimos que f,(x) = %a para todo z € R. Dado cualquier
nimero racional % € Q con p,q € N, tenemos que

FB) = fo(B) + fo(B2) + o+ fol§) + £(0) + F(0) = pfy(§) +b=Ea+b

luego f(x) = ax + b para © € QT y, para © € Q7, se razona de forma ansloga obteniendo que
f(x) = ax+b para todo z € Q. Como Q es denso en Ry f es continua, deducimos que f(z) = ax+b
para todo x € R.

Asi, hemos probado que las tunicas funciones que pueden cumplir la propiedad del enunciado
son los polinomios de primer grado con coeficientes racionales. Es inmediato comprobar que estas
funciones la cumplen y, por tanto, son las tinicas.



Problema 6. Consideremos la sucesion {ag,a1,as, ...} definida por

n—1

1 Qg
w=1  an=0) e
k=0

Hallar el valor de Yo7, 4.

n=0 2n

Solucién de Maria Calvo. Consideremos la serie de potencias f(z) =Y. " jana™ y estudiemos
su radio de convergencia. Vamos a ver que a, < 2 para todo n > 1 por induccién sobre n. Para
n =1, tenemos que a; = 2 y, suponiendo que se cumple para n — 1, tenemos que

1S 1 & 1681 1
aniﬁ];Jn—k‘—l—l 7Zn—k’+1_ﬁk§§ii

Esto demuestra que f(x) converge absolutamente para |z| < 1. En particular, la serie del enunciado
es convergente e igual a f (%) Vamos probar a continuacién la férmula

o0

lz] <1

)

k=0

Esta es consecuencia del teorema de Mertens para el producto de Cauchy de las series Y~ j an,z™ y

S on +2 (que se puede aplicar ya que ambas series son absolutamente convergentes para |z| < 1.
Concretamente,
n k n __ gl
(Zanm ) (Zn+2> ZZ “k+2 =D _(n+ Dana™ = f()
n=0 n=0 n=0 k= 0 n=0

Como f(z) > 0 para x > 0 ya que los ai son positivos, podemos escribir para cierto ¢ € R,

f’ (x) / = " /x—l—log(l —z) (1—=z)log(l—x)
] = =- =
og(f f(x) 7;)71—1—2 x? x te

de donde obtenemos finalmente para 0 < x < 1 la expresion

fla)=c(1-2)7

e imponiendo que f sea continua en x = 0y f(0) = ap = 1, obtenemos que ¢’ = e~ ! y ya es facil
calcular f(1) = £, que es el valor de la suma buscada.



Problema 7. Supongamos que el polinomio P(x) = 2® + az? + bx + ¢, donde a,b,c € R, tiene sus
tres raices reales.

a) Demostrar que a® > 3b.

b) ;En qué situaciones se da la igualdad a® = 3b?

Solucién de Lourdes Moreno. Si un polinomio P(z) = 2 + ax? + bx + ¢ con coeficientes reales
tiene tres raices reales, probemos que a? > 3b. Distingamos los tres tipos de casos que se nos
pueden dar:

1. Si las tres raices del polinomio son distintas, o sea, tenemos tres raices de multiplicidad 1,
por el Teorema de Rolle podemos afirmar que la derivada del polinomio debe de tener dos
raices reales distintas. Por tanto, el discriminante de la derivada debe ser cero, es decir,

40> —12b=4(a®* - 3b) >0 = a*-3b>0 = a®>3b

2. Si tenemos una raiz doble y otra simple, al tener un polinomio de grado tres (en +oo tiende
a +00, y en —oo tiende a Foo) podemos garantizar la existencia de un méximo y de un
minimo, luego la derivada primera del polinomio debe de tener dos raices distintas (una de
ellas es la raiz doble del polinomio original) y, por los mismos motivos anteriores, obtenemos
la desigualdad buscada.

3. Por 1ltimo, si el polinomio tiene una raiz real triple se da la igualdad ya que dicho polinomio
es de la forma P(z) = (z — 7)3 = 2® — 3rz? 4+ 3r%z — r3, siendo 1 la raiz de partida.



Problema 8. Consideremos la funcion f: N — N definida por
f(n) = E(n+vn+3)

Demostrar que
f(N):N\{kQ:keN}

es decir, la imagen de f contiene a todos los nimeros naturales excepto los cuadrados perfectos.
¢Es f inyectiva?

Solucién de Francisco de los Santos. Consideremos E(y/n) y estudiemos qué valores adopta
cuando n estd comprendido entre dos cuadrados perfectos consecutivos arbitrarios, n = m? y
n = (m + 1)2. Obviamente, E(vVm2) = m y E(y/(m +1)2) = m + 1, luego E(\/m? + p) = m si
p € {0,1,...,2m}, como se recoge en la primera fila de la tabla que se muestra mds abajo.

Sea ahora E(y/n+1/2). La parte entera de v/n sélo cambia al sumarle 1/2 si la parte fraccionaria
de \/n es mayor o igual que 1/2. El valor a partir del cual esto ocurre lo determina la desigualdad
vm2 +p > m+1/2, es decir, cuando p > m+1. Asi pues, E(y/m? + p+1/2) = msip € {0,...,m}
y E(vV/m?2+p+1/2)=m+1sipe{m+1,...,2m} (segunda fila de la tabla).

Finalmente, puesto que E(n+z) =n+ E(z)sine€ Ny z € R, f(n) =n+ E(y/n+1/2), cuyos
valores muestran en la tercera fila de siguiente tabla:

n m? m2 +m m2+m+1 ... m? + 2m
E(V/n) m m m m
E(V/n+1/2) m m m+1 m+1
f(n) m2+m ... m? +2m m2+2m+2 ... m2+3m+1

Es claro ahora que f recorre todos los naturales a excepcién de los cuadrados perfectos (nétese el
salto de m? + 2m a m? + 2m + 2), y que f es inyectiva puesto que es estrictamente monétona,

f(n+1) > f(n).



Problema 9. Supongamos que {ai,...,a,} es una sucesion de n nimeros reales tal que cua-
lesquiera 7 elementos consecutivos tienen suma positiva mientras que cualesquiera 11 elementos
consecutivos tienen suma negativa. Hallar el mayor valor posible de n para el que esta situacion
sea posible.

Solucién de Francisco de los Santos. Que la sucesién no puede ser indefinida es inmediato
sin mas que reparar en que una secuencia de 77 numeros puede descomponerse en 7 bloques
consecutivos de 11, lo que implicaria que la suma de todos ellos es positiva, o en 11 bloques de 7, lo
que implicaria que dicha suma es negativa. La cota mas baja, sin embargo, no es 77, sino 17. Para
demostrarlo vamos a comprobar que, de haber una solucién con 17 elementos, a partir de ella se
puede encontrar otra de 11 cuyos elementos son todos positivos, en contradiccién con que su suma
ha de ser negativa. Notemos primero que si 2 sucesiones cumplen las condiciones del enunciado,
entonces su suma también las cumple. Sea pues una sucesién de 17 ntmeros {a1,as,...,a17} que
satisfaga dichas condiciones y consideremos las siguientes dos subsucesiones de 16 numeros que,
obviamente, también las cumplen: {aq,as,...,a16} v {a2,as...,a17}. Como se ha indicado antes,
su suma es una tercera solucén de 16 elementos, a saber, {a1 + a2, a2 +as, ..., a16+a17}. Sumando
ahora las siguientes dos subsucesiones de 15 elementos que se obtienen de la anterior, {a; +az, as +
ag,...,a1staie} y {az+as,...,a16+air}, sellegaa {a1 +az+as, az+az+aq,...,a15+ais+air}.
De iterar el prodedimiento 3 veces més se obtendria la siguiente sucesién de 11 niimeros

{a1Jrag+a3+...+a7,a2+a3+a4+...+a8,...,a11+a12+...+a17},

en la que todos los elementos son suma de 7 nimeros consecutivos, y por tanto positivos, en
contradiccién con que su suma total debe ser negativa.

Para encontrar una solucién de 16 niimeros notemos que, como dada una solucién {ay,...,a,},
su inversa {an, an_1,...,a;} también lo es, sumando ambas se construye una solucién simétrica,
por lo que en realidad sélo hace falta encontrar 8 niimeros y no 16. Consideremos pues

{CL17 ag,as, aq4,as, ag, ay,as, as, ar, g, as, 4, a3, a2, al}

Se puede buscar una solucion lo més simple posible imponiendo que todas las sumas 7 ntimeros
consecutivos sean iguales, e igualmente para las de 11, lo que resulta en una secuencia de la forma
{a,a,b,a,a,a,b,a,a,b,a,a,a,b,a,a} en la que todas las series de 7 niimeros consecutivos suman
5a + 2b, y las de 11, 8a 4 3b. A partir de aqui, sin mucho esfuerzo puede encontrarse, por ejemplo,
a=-12y b=3l.



Problema 10. Supongamos que K es subconjunto compacto de R que tiene la propiedad de que
su interseccion con cualquier plano de R? es un circulo o bien vacia. Demostrar que K es una bola
cerrada en R3.

Solucién de Francisco Montiel. Por ser K compacto, el producto cartesiano K x K C R3 x R?
también es compacto. Es sabido que la funcién distancia d : R3 x R? — R que asocia a cada par de
puntos (z,y) su distancia euclidea es continua, luego por ser K x K compacto, alcanzard su maximo
en dicho conjunto. Sean z1,x2 € K puntos tales que d(x1,z2) = méx{d(z,y) : x,y € K} =2r,y
sea Tg = %(ml +x2) el punto medio del segmento [x1, 2:3]. Vamos a probar que K es la bola cerrada
de centro x¢ y radio 7, es decir, K = B(xg,r) y lo probaremos por doble inclusién.

(2)

Sea x € B(xg,r) y sea m un plano que contenga a x, 21 y 2 (serd tnico si los tres puntos no
estdn alineados y habrd infinitos si lo estdn). Como x; y xo pertenecen a mN K, se tendrd que
esta interseccién es no vacia y, por tanto, serd un circulo C. Como x; y 2 estan en C, el
didmetro del circulo serd mayor o igual que la distancia que los separa, que es 2r. Pero todos
los puntos del circulo estan a distancia menor o igual que r de x¢ ya que su didmetro ha de
ser menor o igual que 2r (en caso contrario, habria puntos de K separados por una distancia
mayor que 2r, lo cual es imposible) y, por tanto, el radio de C' es r. En particular, z; y x2 son
puntos diametralmente opuestos de C, luego g sera el centro de C. Ahora bien, recopilando
todo lo anterior resulta que x es un punto contenido en el mismo plano 7 que el circulo C
y que dista del centro zg de dicho circulo menos que su radio r (por estar = en la bola). En
consecuencia, z € C' C K y ya tenemos la primera inclusién.

Esta inclusién es trivial a partir de lo ya visto: si x € K, consideremos de nuevo un plano
T que contenga a x, r1 y T, cuya interseccion con K de nuevo serd un circulo de centro zg
y radio r. Como zx pertenece ahora a m N K, pertenece también a la bola, lo cual nos da la
inclusion que faltaba.



Problema 11. Sea P(z) un polinomio con coeficientes reales no negativos y supongamos que
P(4) =2 y P(16) = 8. Demostrar que P(8) < 4 y determinar para cudles de estos polinomios se
da la igualdad en la desigualdad anterior

Solucién de Francisco de los Santos. Al ser los coeficientes niimeros reales no negativos, el
polinomio P(z) es convexo en R y, en particular, en el intervalo I = [4, 16]. Por ser convexo en I,
los valores de P(x) tales que x € I quedan por debajo del segmento comprendido entre los puntos
(4,2) y (16, 8), o bien coinciden con él. Como el punto (8, 4) forma parte de dicho segmento, queda
demostrado que P(8) < 4. La igualdad sélo se da si P(z) es la recta que contiene a I, es decir, si
P(z) = z/2.

Solucién alternativa. Escribamos P(z) = a9 + a1z + ... + a,z™ y observemos que

P(8) = ap+ 2% +2%s9+ ...+ 2%,
= JVaovao + V22a11/2%; + /2%aa\/28as + ... + /22"a, /24 a,,
< Vao+22a; + ...+ 22"a,\/ap + 2%a; + ... + 24na, = /P(2)P(4) = 4

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwartz aplicada a los vectores

u= <\/(TO, \/22a1,...,\/22"an) , v= (@, \/24a1,...,\/24”an)

y la igualdad se alcanza cuando exista A € R tal que u = Av. El cociente entre las primeras compo-
nentes de u y v es igual a 1, entre las segundas es igual a 2, entre las terceras 22 y asi sucesivamente
siempre que el correspondiente coeficiente de P(z) no se anule. Por tanto si existe A € R tal que
u = \v, P(x) s6lo puede tener un coeficiente no nulo, esto es, P(z) = ax* para cierto a > 0y
k € N. Ademés tiene que cumplir que P(4) = 2% = 2 y P(16) = 2*a = 8, de donde se obtiene
que a = % y k = 1. Por lo tanto, el tnico polinomio con coeficientes positivos que cumple la
igualdad es P(z) = 1.




Problema 12. Demostrar que en un conjunto de diez niumeros naturales consecutivos siempre hay
uno de ellos que es primo relativo con todos los demds.

Solucién de Francisco de los Santos. Sean m > n dos de tales niimeros que suponemos tienen
un divisor comin k. Entonces, m —n = km — ki = k(m — ) < 9, lo que implica que los tnicos
divisores comunes posibles son multiplos de 2, 3, 5 6 7. Pero de entre 10 niimeros consecutivos 5
son impares, luego no son multiplos de 2, de estos 5 s6lo hay uno como méximo que sea multiplo
de 7, s6lo uno multiplo de 5 y s6lo dos que sean multiplos de 3. Esto deja como minimo un ntimero
que no es miultiplo de 2, 3, 5 ni de 7 y éste es primo relativo con todos los demas.



Problema 13. Sea ABC un tridngulo en el plano y M el punto medio del lado BC. Si 1y y 7o
son los radios de las circunferencias inscritas a los tridngulos ABM y ACM respectivamente,
demostrar que r1 < 2rsy.

Solucién. El area del tridngulo ABM es la misma que la del tridngulo ACM ya que tienen la
misma base BM = CM y la misma altura. Por lo tanto, si llamamos p; y p al semiperimetro
de ABM y ACM respectivamente, tenemos que r1p; = rops (el drea de un tridngulo es igual al
producto del radio de su circunferencia inscrita y su semiperimetro) y deducimos que

T P2 AM +CM + AC

ro p1 AM +BM + MB

Asi, tenemos que probar que AM + CM + AC < 2(AM + BM + AB) o, lo que es lo mismo,
AM + CM + 2AB > AC y esta ultima desigualdad es consecuencia de la desigualdad triangular
AM 4+ CM > AC (en el tridngulo ACM) y de que 24B > 0.



Problema 14. Sean ay,as,...,as, nimeros reales tales que

2n—1

> (a1 —ap)® =1

k=1
Hallar el mayor valor posible de

E = Z(anJrk — ak)

1

Solucidén. Para cada k € {1,...,2n — 1}, consideremos zx = a1 — ag. Observemos en primer
lugar, que los valores de los xj, determinan los valores de los aj, salvo una constante aditiva, pero eso
no influye en el problema puesto que tanto la restriccién como la funcién que queremos maximizar
son invariantes frente a sumarle a todas las variables una constante. Ahora bien, la restriccién
sobre los x; pasa a ser Zii}l x? =1y, por otro lado, para cada k € {1,...,n} tenemos que

Gn+tk — Ok = Tptk—1 + Tntk—2+ ... + Tp1 + Tk

luego podemos sustituir en la expresién de F, obteniendo

n
E= Z(a"‘*"f —ag)=x1+2w2+3x3+ ...+ ne,+(n—Dap_g +... 4+ 2222+ Tp_1
k=1

Con todo esto, podemos reescribir totalmente el enunciado, es decir, el mayor valor posible de E
buscado es el méximo de la funcién lineal

f:R™ 1 LR, f@)y=xz1+2x0+3x3+...+nxp,+(n—Dzp_1+ ...+ 229,02+ Tp_1
restringida a la esfera unidad §?"~2 = {z € R?" "1 : ii}l z} = 1}. Como la esfera es compacta,
este maximo existe y, como la funcién f es lineal, f alcanzard su maximo y su minimo absolutos
en los puntos mds alejados del hiperplano f(x) = 0, es decir, en el corte de la recta normal a este
hiperplano con la esfera. Estos puntos vienen dados por el vectores normales al plano de moédulo
uno, esto es, el maximo y el minimo de f se alcanzan en los puntos £pg, donde

1
V2 12422241 1 2n—1)2 +n?

Do (L,2,...,n—1,nmn—1,...,2,1)

A la vista de la expresién de f(x), el maximo se alcanzard en el punto pg y el minimo en —pg. Por
tanto, el valor buscado es

o) = V2 24222 2 — 12+ 02 = [ In(n+1)(2n +1) —n2 = /L 2n% +n)

Nota. Observemos que la igualdad se da sé6lo en el punto py. Deshaciendo el cambio de variable
Tk = ak4+1 — Gk, es facil llegar a que la igualdad se alcanza si, y sélo si,

o V3k(k +1)
P 2v2n3 +n

para algun A € R.

V3(2n3 —(n—k)(n —k+1)
2v/2n3 +n

A, Gk = +A Vke{l,...,n}



Problema 15. Encontrar todos los numeros naturales n tales que
n* 4+ 6n® +11n2 + 3n + 31

es un cuadrado perfecto.

Solucién. Consideremos la descomposicion
4 3 2 2 2
n*+6n°+11n° +3n+31=(n°+3n+1)° — 3(n — 10)

Es evidente que para n = 10 tenemos un cuadrado perfecto. También puede comprobarse (caso por
caso) que, para n < 10 no es un cuadrado perfecto, luego nos centraremos en el caso n > 10, donde
tenemos que 3(n — 10) > 0, y vamos a ver que no puede ser un cuadrado perfecto. Razonando
por reduccién al absurdo, si para n > 10 tuviéramos un cuadrado perfecto, existiria k& € N,
k< n?+43n+1 tal que

(n?+3n+1)?=3(n—-10)= (> +3n+1—-k)> = (n® +3n+1)? — (2kn> + 6kn + 2k — k%)

y, por tanto, habrd de cumplirse que 2kn?+6kn+2k—k? = 3(n—10). Puede comprobarse facilmente
que el término de la izquierda es creciente en k para 1 < k < n? + 3n + 1 luego si probamos que
2kn?+6kn+2k —k* > 3(n—10) para k = 1 (es decir, 2n%2 +6n+3 > 3(n—10)) y para todo n > 10,
esta desigualdad estricta se extendera para todo valor de k € [1,n2 4+ 3n + 1[ y habremos llegado
a la contradiccién buscada. Ahora bien, esto es inmediato puesto que la desigualdad a probar se
traduce en demostrar que 2n? + 3n + 33 > 0 para todo n > 10.

Deducimos asi que el tnico valor para el que el polinomio es un cuadrado perfecto es n = 10.



Problema 16. Supongamos que n,k € N son tales que el polinomio x*™ + x™ + 1 es divisible por
22 — % + 1. Demostrar que x®™ 4+ ™ + 1 también es divisible por x** 4+ ¥ + 1.

Solucién de Francisco Montiel. Por hipétesis, el polinomio 22" + 2™ + 1 es divisible por el
polinomio 2%* — z* + 1. En particular, eso nos dice que todas las raices del segundo polinomio han
de ser raices del primero. Vamos a averiguar quiénes son las raices de ambos polinomios:

1. Si 2?® + 2™ +1 = 0, llamando z™ = z, esta ecuacién es equivalente az2+24+1=0cuyas
soluciones son los nimeros complejos de médulo 1 y argumentos Ly 4?“, respectivamente,

que notaremos 12% y 14%. Sacando raices n—ésimas, las raices del polinomio original seran
12w+%jy1%+%j, je{0,...,n—1}

3n

2. Por otra parte, si 22* —zF+1 = 0, llamando z* = z, esta ecuacién es equivalente a 22 —z+1 = 0

cuyas soluciones son los nimeros 1z y 1 ox. Sacando raices k—ésimas, las raices del polinomio
original serdn 1« , 2x; y lsx | 2x ), ]E{l k—1}

Como las raices del segundo polinomio han de ser raices del primero, en particular 1.z debe ser

rafz de 22"+ 2" +1. Eso significa que debe existir jo € {0,...,n — 1} tal que o bien 1 = x = 1 2y 2m
o bien 1z = 14« « 4 2m . Puesto que ambos nimeros tlenen modulo 1, y sus argumentos estan

expresados con angulos entre 0 y 27, seran iguales si son iguales los argumentos. En el primer caso,
se tiene:

T 2r 2w

—=—4+—jo=>n=2(1 k

5 3, + Jo=mn = (14 3j0)
mientras que en el segundo:

T 4w 2w

—_—=—4 — =2(2+3j0) k

3k 3n * jo = n=2(2+3jo)

En cualquiera de los casos, se tiene que en las condiciones del problema el niimero 7 es un entero
par. Visto esto, pasemos a comprobar si el polinomio 2" + z™ + 1 es divisible por z%* + z* + 1.
Por lo ya dicho, las raices de x2¥ + 2* + 1 serdn de la forma

1%+2Tnjy1%+2%j, je{O,...,k—l}
Sea jg € {0, .. — 1} . Sustituyamos la raiz 1£ y2mj, en el polinomio 2" + z™ + 1. Entonces se
tiene:

2n n (%)
]—0) +(1277Y+2T7rj0) +1 = 1%+47]zﬂ +12n7\'+2n7r +1_147\'7L+]_27rn+1_

= 1)+ ()"

3k

~—
—
gy
+
=y

donde la igualdad () se debe a que 7 es entero. Por otra parte, ya hemos dicho que 1= esraiz de

22 + 2" + 1, luego (lslk)% +1=— (13%)71 , asi que sustituyendo:

2n n 4 3
(tgpe2) +(Lapeges) +1=018)" = (15)" = (18)" [05)™" —1] =0

donde la dltima igualdad se debe a que

(15" = (15)% = [09)°]" = -0t =1

ya que 7 es un entero par.

g



De manera anéloga se comprueba que para cualquier jo € {0,...,k — 1} el ntmero 1%+2Tﬂjo es
raiz de z2" + 2™ + 1, ya que

2n n
(1%+%jo) +(1g—z+%m) +1

lsnr | anx ;
3k Tk JO

k
4n 2n
- (m) +(1zl) +1
3k 3k

2n
Por hipétesis, 1% es raiz de z2" + x™ + 1, luego (1 27r) +1

3k

2n n 4n n
(Uprres) +(prsen) +1= (1) - (18e)

donde la dltima igualdad se debe a que

n
- (1 27\') asi que, sustituyendo:

3k

(1) [(1%:)3” - 1} =0

3n n
J— k —
(1%) = (Lax)* = 1.

Por tanto, todas las raices de 22* —z* 41 son raices de 22" +z"+1, como se pretendia demostrar.



Problema 17, propuesto por Juan Manuel Urbano. Encontrar todos los conjuntos de tres
nidmeros naturales (distintos) que verifican que la suma de dos cualesquiera de ellos es divisible
por el tercero.

Solucién de Francisco de los Santos. Sea {a,b, ¢} una de dichas ternas. Como se nos dice que
no hay dos nimeros iguales puede suponerse que a < b < ¢, luego a + b < ¢+ b, por lo que se
cumplird que

b b b
at <C+ =14-<2,
C

C

donde la ultima desigualdad se sigue de b < ¢. Pero (a + b)/c es un ndmero natural y el tnico
natural menor que 2 es 1, de forma que a + b = ¢. Usando esta relacién para eliminar ¢ en

a+c b+c
=n, y =m
b a
resulta b
2% = -1 y 2—=m—1,
b a

de donde se obtiene (m — 1)(n — 1) = 4, igualdad que, en ndmeros naturales implica que, por
ejemplo, m — 1 = 1,2 6 4. Las dos primeras soluciones conducen a, respectivamente, a = 2b y
a = b, contrarias a que a < b. Sélo puede ser valida pues la tercera, que implica b = 2a.

En definitiva, las ternas que satisfacen las condiciones del enunciado son de la forma {a, 2a, 3a}.



Problema 18. Hallar todos los valores de k € R para los que
A+ 02+ +d*>k(a+b+c+d) -1
para cualesquiera a,b,c,d € [—1,00).
Soluciéon de Francisco de los Santos. Para el caso particular a = b = ¢ = d la condicién del

enunciado se transforma en 4a® > 4ak — 1. Cabe considerar dos casos segin que a sea positivo o
negativo:

1
k§a2+@, a € (0,00),
1
k>a®+ —, € [-1,0).
> a4 = a € [-1,0)

Ahora bien, el mfnimo de a? + 1/4a cuando a € (0,00) estd en a = 1/2 y resulta ser 3/4, luego
k < 3/4. Por otro lado, el maximo de a? + 1/4a cuando a € [—1,0) estd en a = —1 y resulta ser
3/4, luego k > 3/4. El tinico posible valor de k es pues 3/4. Para demostrar que a®+ b + ¢ +d® >
%(a + b+ c+d) — 1, escribimos esta desigualdad de forma equivalente como

(4a® —3a +1) + (40> = 3b+ 1) + (4c® —3c+ 1) + (4d> — 3d +1) > 0.

Pero f(z) =42® =3z +1>0siz € [-1,00) (f(x) posee dos minimos, uno en = —1 y otro en
x =1/2, y en ambos casos f(x) = 0). Entonces, claramente, f(a)+ f(b) + f(c) + f(d) > 0 porque
cada sumando por separado es positivo o cero, lo que conlcuye la demostracion.

Nota. Observemos que en el caso k = %, la igualdad en la desigualdad anterior se alcanza si, y
sélo si, f(a) = f(b) = f(c) = f(d) =0, es decir, si, y sélo si, a,b,¢,d € {—1,1}.



Problema 19. Consideremos la sucesion {a,} definida por a1 =as =1y

Determinar el valor de asgog.

Solucién de Francisco Montiel. Probaremos por induccién que a,y1a, = n para todo n € N.
En efecto, para n = 1 se tiene que asa; = 1-1 = 1 y, supuesta la igualdad para un cierto n, se

tiene
1

Ap+1

Ap420n4+1 = ( + an) py1 =1+ any10, =n+1

donde la ultima igualdad es cierta por hipdtesis de induccién. Entonces se tiene que

n n

an41 = — =
an n—1

Ap—1

Con esto obtenemos la recurrencia que nos permitira averiguar asggg. En efecto,

L2008 2008 2006 2008 2006 4 2 22008700412
20097 50077297 T 2007 2005 2% T T 2007 2005 3 1 2008!

Observacién de Francisco de los Santos. Con un argumento similar al anterior se prueba que

22n 12

. - n!
a2n+1 = Tn)'

y si ahora usamos la férmula de Stirling n! ~ v/2n7(n/e)™, obtenemos la aproximacion agy, 1 ~
V/nm, que se acerca bastante al verdadero valor de ag,41 para n suficientemente grande. En parti-
cular, asgog ~ 56,16.



Problema 20. Liamaremos cruz a una figura compuesta por un cuadrado al que se le han pegado
sobre cada uno de sus lados cuadrados con el mismo lado. En un tablero 10 x 11, ;cudl es el nimero
mazximo de cruces que pueden dibujarse sobre la cuadricula sin que dos de ellas se solapen?



