Problema n° 1

Propuesto el 15 de Enero de 2007
Abierto hasta el 12 de Febrero de 2007

Dado un nimero real positivo L, demostrar que existe una Su-
cesion de numeros naturales {x,} verificando las siguientes dos

condiciones:

a) {x,} es estrictamente creciente.

b)ixi:L
n=1""

Problema n° 2

Propuesto el 15 de Enero de 2007
Abierto hasta el 12 de Febrero de 2007

Colocamos tres bolas esféricas macizas de radio 1 sobre una mesa
de forma que cada una de ellas sea tangente a las otras dos y a
la mesa. jCual es el radio de una cuarta bola que sea tangente a
estas tres y a la mesa?

Problema n® 3

Propuesto el 15 de Enero de 2007
Abierto hasta el 12 de Febrero de 2007

Tenemos un dado de 6 caras numeradas del 1 a 6 y en el que dos
caras cualesquiera tienen la misma probabilidad de salir en una

tirada. Si lanzamos n veces el dado,
Jcon qué probabilidad la suma de los resultados obtenidos es un

multiplo de 57




Problema n° 4

Propuesto el 15 de Enero de 2007
Abierto hasta el 12 de Febrero de 2007

Supongamos que una funcién creciente f : [0,1] — R verifica las
condiciones

i) f1)=1
i) f(3) = fT) para cualquier x € [0, 1].

iii) f(1—x) =1— f(x) para cualquier x € [0, 1]
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Demostrar que f es continua y calcular f(5557).

Problema n®° 5

Propuesto el 15 de Enero de 2007
Abierto hasta el 12 de Febrero de 2007

Sea n € N y consideremos la matriz cuadrada A de orden n x n tal
que el elemento que se encuentra en la fila i-ésima y en la columna
j-ésima de A viene dado por

n
k=1

Calcular el determinante de A.




Problema n° 6

Propuesto el 12 de Febrero de 2007

Abierto hasta el 12 de Marzo de 2007
(Se admiten soluciones de apartados sueltos)

Supongamos que f,g : [0,1] — [0,1] son funciones continuas que
cumplen

(f o g)(x) = (g o f)(x) para cualquier x € [0, 1]
a) Demostrar que existe xy € [0, 1] tal que f(zo) = g(zo).
b) ;Es cierto (a) si s6lo una de las funciones es continua?

¢) Dar un ejemplo en el que f y g no tengan puntos fijos comunes,
es decir, no exista xg € [0,1] tal que f(x¢) = g(zo) = xo.

Problema n® 7

Propuesto el 12 de Febrero de 2007
Abierto hasta el 12 de Marzo de 2007

Sea k un numero natural. Se pide probar cual es el minimo nimero
natural n (si existe) tal que 5" — 1 es muiltiplo de 2.




Problema n° 8

Propuesto el 19 de Febrero de 2007
Abierto hasta el 19 de Marzo de 2007

Hay un montén de 2000 piedras. Ana y Fran se turnan para quitar
alternadamente piedras respetando las siguientes reglas:

i) En cada jugada se pueden retirar 1, 2, 3, 4 6 5 piedras.

ii) No se puede retirar la misma cantidad de piedras que quité el
otro jugador la vez anterior.

y pierde el jugador que en su turno no pueda realizar una jugada
valida.

Si empieza Ana, ;hay alguna estrategia que le permita ganar a uno
de ellos siempre, independientemente de lo que haga el otro?

Problema n®° 9

Propuesto el 26 de Febrero de 2007
Abierto hasta el 26 de Marzo de 2007

Dada 7 : N — N una aplicacion biyectiva, determinar si la serie

PP

n=1

es 0 no convergente a un numero real.




Problema n°® 10

Propuesto el 12 de Marzo de 2007
Abierto hasta el 9 de Abril de 2007

Sea [a, b] un intervalo compacto no vacio, p : [a,b] — R una funcién
continua y A > 0. Demostrar que la unica solucion del problema
de valores en la frontera

{ 2" (t) + p(t)2'(t) — Az (t) =0
z(a) =x(b) =0

es 2(t) = 0 para todo t € [a, b)].

Problema n° 11

Propuesto el 12 de Marzo de 2007
Abierto hasta el 9 de Abril de 2007

Sean a,b,c numeros enteros distintos. Demostrar que no existe
ningin polinomio P con coeficientes enteros y tal que

P(a)=b,P(b) =c¢,P(c)=a

Problema n°® 12

Propuesto el 12 de Marzo de 2007
Abierto hasta el 9 de Abril de 2007

Partiendo de que 0 < y; < x1, consideramos la sucesion definida
por

(Tost Unrs) = Tn+Yn 2TpYn
b i 2 p 4 yn

Calcular los limites de las sucesiones {x,} e {yn}.




Problema n® 13

Propuesto el 10 de Abril de 2007
Abierto hasta el 7 de Mayo de 2007

Sea P, un triangulo equilatero de lado 1 y, para n > 2, definimos
P,, como el poligono que resulta al eliminar en cada vértice de P,
el triangulito que tiene por lados un tercio de los lados adyacentes

al vértice. Calcular
lim Area(P,)

n—oo

Por ejemplo, P, es un hexagono regular de lado é, Ps es un
dodecagono irregular y cada poligono tiene el doble de lados que
el precedente, aunque para n > 3 se pierde la regularidad.

Problema n° 14

Propuesto el 10 de Abril de 2007
Abierto hasta el 7 de Mayo de 2007

Sea GG un grupo finito de matrices reales n X n junto con la mul-
tiplicacion de matrices. Probar que si la suma de las trazas de los
elementos de G es cero, entonces la suma de los elementos de GG es
la matriz nula.

Problema n° 15

Propuesto el 16 de Abril de 2007
Abierto hasta el 14 de Mayo de 2007

Calcular el siguiente limite (en caso de que exista):

k-1
’
Yo 15




Problema n° 16

Propuesto el 8 de Mayo de 2007
Abierto hasta el 5 de Junio de 2007

Sea G un grupo finito no conmutativo y f : G — G un isomorfismo
de grupos. Consideremos el conjunto

Ar={9€G: flg)=9""}

i) Demostrar que |A;| < 3|G|, donde | - | denota el mimero de
elementos.

ii) jPuede darse la igualdad en la desigualdad establecida en (i)?

Nota | En otras palabras, estamos acotando cuantos elementos co-
mo mucho puede llevar un automorfismo de GG en sus correspon-
dientes inversos.

Problema n® 17

Propuesto el 8 de Mayo de 2007
Abierto hasta el 5 de Junio de 2007

En un prado hay una valla rodeando un circulo de radio 1. En
un punto de la valla y de forma exterior al circulo, esta atada una
cabra con una cuerda de longitud w. Suponiendo que ni la cabra ni
la cuerda puedan traspasar la valla, jcual es el area de la superficie
accesible para la cabra?




Problema n° 18

Propuesto el 14 de Mayo de 2007
Abierto hasta el 11 de Junio de 2007

/Existe una familia no numerable de subconjuntos (distintos) de
N con la propiedad de que los elementos de cualquier subfamilia
(con al menos dos elementos) tengan interseccion finita? Justificar
la respuesta.

Problema n° 19

Propuesto el 14 de Mayo de 2007
Abierto hasta el 11 de Junio de 2007

Supongamos que f : R — R es una funcién de clase C*(R) tal
que para cada n € N verifica
1 2
f(ﬁ) = 1477:”2
/Determina esta condicion todas las derivadas de f en cero? En
caso afirmativo, calcularlas; en caso negativo, justificarlo.

Problema n° 20 (ULTIMO DE ESTE CURSO)

Propuesto el 14 de Mayo de 2007
Abierto hasta el 11 de Junio de 2007

En un tablero n X n tenemos en cada casilla un cero y tenemos la
siguiente jugada: elegir una casilla y sumarle uno a cada elemento
de su fila y su columna (asi, en cada jugada sumamos 2n— 1 unos).

i) Probar que mediante la reiteracion de estas jugadas puede
conseguirse que en todas las casillas haya un nimero impar

ii) Hallar en funcién de n el nimero minimo de jugadas para
lograr el objetivo establecido en (i).




