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RESUMEN

En este art́ıculo se extiende el método de obtención de un proceso de difusión
homogéneo cómo ĺımite de un recorrido aleatorio cuando los saltos y los in-
tervalos de tiempo entre saltos tienden a cero, al caso de procesos de difusión
no homogéneos. En este caso se parte de esquemas discretos más generales
en los que las probabilidades de transición dependen del instante de tiempo
y del estado de partida. Se aplica dicho método a la obtención del proceso de
difusión no homogéneo tratado por Gutiérrez et al. (2003).
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aleatorios.
Clasificación AMS: 60G07.

1. Introducción

La idea de obtener un proceso de difusión como ĺımite de un recorrido aleatorio no
es nueva. Por ejemplo, en Cox y Miller (1965) o Ricciardi (1977) se muestra como
derivar ecuaciones de difusión como ĺımites de recorridos aleatorios, para lo cual se
parte de un recorrido aleatorio simple Xn definido por la ecuación

Xn+1 = Xn + Zn ; n = 0, 1, 2, . . .

X0 = 0,

donde las variables Zn son independientes e idénticamente distribuidas, tomando
los valores 1 y −1 con probabilidades p y q = 1 − p respectivamente (0 < p < 1),
extendiéndose posteriormente al caso en que los intervalos de tiempo entre saltos
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sean de amplitud τ y los desplazamientos en sentido positivo o negativo sean de
amplitud δ, esto es

X(n+1)τ = Xnτ + Znτ ; n = 0, 1, 2, . . .

X0 = 0,

con Znτ variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que

P [Zn = δ] = p

P [Zn = −δ] = q = 1− p ; δ > 0.

Se puede probar que las ecuaciones que regulan sus probabilidades de transición
convergen, cuando n →∞, δ → 0 y τ = 0, de modo que nτ = t, a las ecuaciones de
difusión para el proceso Wiener con media infinitesimal µ y varianza infinitesimal
σ2.
Este caso se refiere a un recorrido aleatorio simple cuyas probabilidades de paso
son independientes del espacio de estados, asegurando esto que las ecuaciones de la
difusión ĺımite tengan media y varianza infinitesimales constantes.
En general, se pueden obtener ecuaciones de difusión cuyos coeficientes dependan
de la variable de estado sin más que considerar recorridos aleatorios caracterizados
por pasos dependientes del estado,

P [Znτ = δ|Xnτ = kδ] = θ(kδ)

P [Znτ = −δ|Xnτ = kδ] = φ(kδ)

P [Znτ = 0|Xnτ = kδ] = 1− θ(kδ)− φ(kδ).

De esta forma, partiendo de este recorrido aleatorio se obtiene, cuando δ → 0 y
τ → 0, un proceso de difusión X(t) con momentos infinitesimales que verifican

θ(x) =
A2(x)

2δ2
τ +

A1(x)

2δ
τ

φ(x) =
A2(x)

2δ2
τ − A1(x)

2δ
τ.

En este trabajo se propone una generalización de este método al caso de procesos
de difusión no homogéneos. Para ello el punto de partida será un esquema discreto
en lugar de un recorrido aleatorio debido a que las probabilidades de transición del
esquema discreto no van a depender sólamente del estado sino también del tiempo.
Para concluir se aplica el método propuesto para la obtención del proceso de difusión
no homogéneo tratado por Gutiérrez et al. (2003).

2. Extensión del método

Como se ha comentado en la sección anterior, siguiendo el mismo esquema planteado
y con el objeto de obtener procesos de difusión no homogéneos, se parte de un
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esquema discreto donde las probabilidades de paso dependen, no sólo del estado,
sino también del tiempo. Aśı pues se considera el modelo discreto

X(n+1)τ = Xnτ + Znτ ; n = 0, 1, 2, . . .
X0 = 0

(1)

donde Znτ son variables aleatorias independientes verificando

P [Znτ = δ|Xnτ = kδ] = θ(kδ, nτ)

P [Znτ = −δ|Xnτ = kδ] = φ(kδ, nτ)

P [Znτ = 0|Xnτ = kδ] = 1− θ(kδ, nτ)− φ(kδ, nτ).

Debe destacarse que este modelo no corresponde a un recorrido aleatorio puesto que
las variables Znτ no están idénticamente distribuidas.
Notando

P
(m,n)
j,k = P [X(n+m)τ = kδ|Xmτ = jδ],

se tiene

P
(m,n)
j,k = P

(m,n−1)
j,k−1 θ((k − 1)δ, (n + m− 1)τ) + P

(m,n−1)
j,k+1 φ((k + 1)δ, (n + m− 1)τ)

+ P
(m,n−1)
j,k [1− θ(kδ, (n + m− 1)τ)− φ(kδ, (n + m− 1)τ)] .

Sea f(x, t|y, s)δ la probabilidad de que el proceso tome un valor en el intervalo
(x− δ/2, x + δ/2) en el instante de tiempo t si parte del estado y en el instante de
tiempo s. Entonces, a tenor de la igualdad anterior

f(kδ, (n + m)τ |jδ, mτ)δ =

θ((k − 1)δ, (n + m− 1)τ)f((k − 1)δ, (n + m− 1)τ |jδ, mτ)δ

+ φ((k + 1)δ, (n + m− 1)τ)f((k + 1)δ, (n + m− 1)τ |jδ, mτ)δ

+ [1− θ(kδ, (n + m− 1)τ)− φ(kδ, (n + m− 1)τ)] f(kδ, (n + m− 1)τ |jδ, mτ)δ.
(2)

Tomando x = kδ, t = (m + n)τ , y = jδ, s = mτ y sustituyéndolo en (2) se tiene

f(x, t|y, s) = θ(x− δ, t− τ)f(x− δ, t− τ |y, s) + φ(x + δ, t− τ)

× f(x + δ, t− τ |y, s) + (1− θ(x, t− τ)− φ(x, t− τ))

× f(x, t− τ |y, s). (3)

Sea X(t) el proceso ĺımite obtenido a partir de Xnτ al tomar ĺımites cuando τ → 0
y δ → 0, y

A1(x, t) = ĺım
τ→0

1

τ
E[X(t + τ)−X(t)|X(t) = x]

A2(x, t) = ĺım
τ→0

1

τ
E[(X(t + τ)−X(t))2|X(t) = x]
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sus momentos infinitesimales. Dado que

1

τ
E[X(n+1)τ −Xnτ |Xnτ = x] =

1

τ
E[Z(n+1)τ |Xnτ = x] =

δ

τ
[θ(x, nτ)− φ(x, nτ)]

1

τ
E[(X(n+1)τ −Xnτ )

2|Xnτ = x] =
1

τ
E[Z2

(n+1)τ |Xnτ = x] =
δ2

τ
[θ(x, nτ) + φ(x, nτ)]

habrá que exigir que en el ĺımite, cuando τ → 0 y δ → 0 (nτ = t), dichas expresiones
coincidan con A1(x, t) y A2(x, t)

A1(x, t) = ĺım
τ→0

δ

τ
[θ(x, nτ)− φ(x, nτ)]

A2(x, t) = ĺım
τ→0

δ2

τ
[θ(x, nτ) + φ(x, nτ)] .

Tal condición se verifica si se toma

θ(x, nτ) =
A2(x, nτ)

2δ2
τ +

A1(x, nτ)

2δ
τ

φ(x, nτ) =
A2(x, nτ)

2δ2
τ − A1(x, nτ)

2δ
τ .

(4)

A continuación veamos que, a partir de (3) se obtiene una ecuación en derivadas
parciales de la que f(x, t|y, s) es solución.
Comencemos desarrollando por Taylor en x y t cada uno de los sumandos del lado
derecho de (3)

• θ(x− δ, t− τ)f(x− δ, t− τ |y, s) =

=
∑

i+j=n

(−1)nδiτ j

i!j!

[
i∑

k=0

j∑
m=0

(
i

k

)(
j

m

)
∂k+mf(x, t|y, s)

∂xk∂tm
∂n−k−mθ(x, t)

∂xi−k∂tj−m

]
• φ(x + δ, t− τ)f(x + δ, t− τ |y, s)

=
∑

i+j=n

(−1)jδiτ j

i!j!

[
i∑

k=0

j∑
m=0

(
i

k

)(
j

m

)
∂k+mf(x, t|y, s)

∂xk∂tm
∂n−k−mφ(x, t)

∂xi−k∂tj−m

]

• f(x, t− τ |y, s) =
∑

j

(−1)jτ j

j

∂jf(x, t|y, s)

∂tj

• θ(x, t− τ)f(x, t− τ |y, s) =

=
∑

j

(−1)jτ j

j!

[
j∑

m=0

(
j

m

)
∂mf(x, t|y, s)

∂tm
∂j−mθ(x, t)

∂tj−m

]
• φ(x, t− τ)f(x, t− τ |y, s) =

=
∑

j

(−1)jτ j

j!

[
j∑

m=0

(
j

m

)
∂mf(x, t|y, s)

∂tm
∂j−mφ(x, t)

∂tj−m

]
.
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Sustituyendo en (3) se obtiene

τ
∂f(x, t|y, s)

∂t
=

τ 2

2

∂2f(x, t|y, s)

∂t2
− δ

∂

∂x
[(θ(x, t)− φ(x, t))f(x, t|y, s)]

+
δ2

2

∂2

∂x2
[(θ(x, t) + φ(x, t))f(x, t|y, s)] + δτ

[
f(x, t|y, s)

(
∂2θ(x, t)

∂x∂t
− ∂2φ(x, t)

∂x∂t

)
+

∂f(x, t|y, s)

∂t

(
∂θ(x, t)

∂x
− ∂φ(x, t)

∂x

)
+

∂f(x, t|y, s)

∂x

(
∂θ(x, t)

∂t
− ∂φ(x, t)

∂t

)
+

∂2f(x, t|y, s)

∂x∂t
(θ(x, t)− φ(x, t))

]
+ . . .

Por último, dividiendo por τ , tomando ĺımite cuando τ → 0 y δ → 0 y teniendo en
cuenta (4) se obtiene

∂f(x, t|y, s)

∂t
= − ∂

∂x
[A1(x, t)f(x, t|y, s)] +

1

2

∂2

∂x2
[A2(x, t)f(x, t|y, s)],

que es la ecuación adelantada o de Fokker-Planck asociada a un proceso de difusión
con momentos infinitesimales A1(x, t) y A2(x, t) que dependen del espacio de estados
y del instante t, esto es, un proceso de difusión no homogéneo.
Si se desea obtener la ecuación atrasada o de Kolmogorov del proceso ĺımite, se debe
seguir un desarrollo análogo al anterior partiendo de

P
(m,n)
j,k = P

(m+1,n−1)
j+1,k θ(jδ, mτ) + P

(m+1,n−1)
j−1,k φ(jδ, mτ) + P

(m+1,n−1)
j,k

× [1− θ(jδ, mτ)− φ(jδ, mτ)] ,

obteniéndose

∂f(x, t|y, s)

∂s
+

∂f(x, t|y, s)

∂y
A1(y, s) +

1

2

∂2f(x, t|y, s)

∂y2
A2(y, s) = 0 .

3. Aplicación

Consideremos el proceso de difusión no homogéneo tratado por Gutiérrez et al.
(2003), que viene determinado por los momentos infinitesimales

A1(x, t) = m(t)x− β(t)x ln x

A2(x, t) = σ2x2 σ > 0,

con m(t)y β(t) funciones continuas y positivas. Este proceso puede ser obtenido
mediante el proceso descrito anteriormente tomando

θ(x, t) =

[
σ2x2

2δ2
+

m(t)x− β(t)x ln x

2δ

]
τ

φ(x, t) =

[
σ2x2

2δ2
− m(t)x− β(t)x ln x

2δ

]
τ
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es decir, basta partir del modelo (1) con

P [Znτ = δ|Xnτ = kδ] =

[
σ2k2

2
+

(m(nτ)− β(nτ) ln(kδ)) k

2

]
τ

P [Znτ = −δ|Xnτ = kδ] =

[
σ2k2

2
− (m(nτ)− β(nτ) ln(kδ)) k

2

]
τ

P [Znτ = 0|Xnτ = kδ] = 1− σ2k2τ.

Nótese que han de cumplirse adicionalmente las hipótesis

|m(nτ)− β(nτ) ln(kδ)| ≤ jσ2, ∀j ∈ N

σ2j2 <
1

τ
,

para que θ y φ estén sean positivas y verifiquen θ(kδ, nτ) + φ(kδ, nτ) ≤ 1.
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