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RESUMEN

En este articulo se propone la obtencién de un proceso de difusién no ho-
mogéneo a partir de modelos de crecimiento aleatorios con fecundidad dife-
rencial por unidad de tiempo dependiente del tiempo. El proceso de difusién
obtenido es la versién no homogénea del proceso propuesto por Capocelli y
Ricciardi (1974) para el estudio de la ley de crecimiento logistica y contiene
como caso particular al proceso lognormal con factores exégenos.
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1. Introduccion

Los procesos de difusién se han empleado con frecuencia en diversos campos de apli-
cacion para la modelizacién y estudio de variables que evolucionan en el tiempo.
Entre este tipo de procesos se puede destacar el proceso logaritmico normal, aso-
ciado al modelo de crecimiento malthusiano y que presenta una tendencia de tipo
exponencial. Este modelo resulta ser una buena aproximacién para describir situa-
ciones tales como el crecimiento de bacterias en un ambiente sin restricciones, en el
que cada individuo tiene la misma probabilidad de morir o de reproducirse en cada
instante de tiempo.

Sin embargo, en numerosas ocasiones, existe un limite natural para el nimero de
individuos que pueden sobrevivir en un cierto ambiente, en cuyo caso el modelo
propuesto no es valido. En tales situaciones es necesario recurrir a modelos de creci-
miento asociados a curvas acotadas como, por ejemplo, la curva logistica. Capocelli



y Ricciardi (1974) propusieron, en principio, dos modelos estocésticos distintos aso-
ciados a la curva logistica, pero el hecho de no conocerse soluciéon explicita para las
ecuaciones de difusién de dichos procesos, los motivo a proponer un nuevo proceso es-
tocéastico de crecimiento cuyo interés reside en que, por una parte, el proceso retiene
las principales caracteristicas de los dos procesos asociados al crecimiento logistico,
ya que tiene asociado un modelo deterministico de crecimiento muy similar y, por
otro lado, puede ser resuelto explicitamente. Este proceso viene determinado por los
momentos infinitesimales

Ai(z) = ma—frin(x); meRBF>0
Ay(x) = o%2% o >0.

Notese que el proceso de difusién lognormal se obtiene a partir del proceso propuesto
cuando = 0.

Por otra parte, en numerosas ocasiones la tendencia observada de un proceso se
desvia ligeramente de la tendencia tedrica esperada del mismo, por lo que se hace
preciso corregir estas desviaciones a la hora de modelizar las observaciones me-
diante un proceso de difusién. Surge asi la necesidad de considerar una versién no
homogénea del proceso incluyendo, en su media infinitesimal, influencias externas al
proceso, variables exdgenas, que controlen estas desviaciones de la tendencia y cuya
evolucién en el tiempo es conocida. En ocasiones, estas variables externas al proceso
se pueden considerar como variables controlables por el investigador de forma que,
segun el proceso se desarrolla, se podrd influir en su comportamiento en la medida
en que se pueda influir en las variables exdgenas.

En concreto, para modelizar el caso de crecimiento exponencial pero con desvia-
ciones, surge el proceso lognormal con factores exdgenos, estudiado por Tintner y
Sengupta (1972).

Es interesante, pues, el estudio de procesos asociados a la curva de crecimiento
logistica que incluyan en su media infinitesimal factores exégenos y en concreto, la
consideracién del proceso de difusion con momentos infinitesimales

Ai(z) = m(t)zr — p(t)zIn(z); m,[ continuas ([ positiva)
Ay(z) = %% o >0.

Dicho proceso es la version no homogénea del propuesto por Capocelli y Ricciardi
(1974), pudiéndose obtener a partir de él (3(t) = 0) el proceso lognormal con factores
ex6genos.

En este articulo estudiamos la obtencién de dicho proceso como limite de modelos de
crecimiento aleatorios con fecundidad diferencial por unidad de tiempo dependiente
del tiempo.



2. Planteamiento de los modelos de crecimiento
Consideremos un modelo estocdstico de crecimiento de poblaciones del tipo

Yv(nJrl)T = WirYor; n=0,1,...
Yo = =

en el que Y, representa el tamano de la poblacién en la n-ésima generacién, 7 el
intervalo de tiempo entre sucesivas generaciones, valor que se hara tender a cero
posteriormente, y W, la fecundidad en el instante de tiempo n7, que se modelizara,
paran = 1,2, ..., mediante una sucesion de variables aleatorias independientes y no
idénticamente distribuidas (dado que el proceso limite resultante es no homogéneo)
de forma que la fecundidad diferencial por unidad de tiempo es de la forma

l Y(n—‘rl)r - YnT

- Yo = a(nt) — B(nt) In(Yy,). (1)

La idea es que, partiendo del modelo malthusiano, en el que la fecundidad diferen-
cial por unidad de tiempo se considera constante, se generaliza al caso de que la
fecundidad sea igual a una funcién continua dependiente del tiempo, dando lugar
al proceso lognormal con factores exdgenos. El proceso de difusién propuesto por
Capocelli y Ricciardi (1974) se obtendra considerando la fecundidad diferencial por
unidad de tiempo una funcién lineal del logaritmo de la densidad y la extension al
caso no homogéneo es la que aqui se plantea.

Dicho modelo se puede escribir como

Yoivr = Yor = ann)t¥e, — (7)Y In(Y,,); n=0,1,...
Yo = =
al que nos referiremos en lo siguiente como Modelo 1.

A partir de (1), tomando limites cuando n — oo y 7 — 0, bajo la condicién nt =t
constante, se obtiene la ecuacién diferencial

%t(t) — Q)X (t) — BB X(£) In(X (1))
X(0) =

cuya solucién es

X(t) = exp (ln(xo)eB(t) + e BO /0 t a(v)eB(”)dv) (2)

donde

B(t) = i B(u)du.



Discretizando (2) se obtiene el que llamaremos Modelo II

X(n+1)7- - Xm' _
Xor

(n+1)7
XS);p(B(nT)—B((n-‘,-l)T))—l exp (6—3((71—1—1)7')/ Oz(U)GB(U)d?}> . 1] .

T

Ahora bien, Vn € N 3\, € (n7,(n+ 1)7) tal que

(n+1)7
/ a(v)e’™ = a(,)e? T (3)

con lo que el Modelo II se puede escribir como

X(n+1)7' - X’m‘ _
Xor

[XEPEBOm=Br+Dm)=1 grep (¢~ BUDD g (), B 7) — 1]

Probaremos que, a partir de estos dos modelos (Modelo Iy Modelo II), introdu-
ciendo ambiente aleatorio, se obtienen en el limite dos procesos de difusién diferentes
con una relacion entre sus momentos infinitesimales, pero referidos al mismo modelo
de crecimiento y que se unifican en el proceso de difusién no homogéneo propuesto.
La introduccion de ambiente aleatorio se basa en este caso en la consideracion de la
funcion « aleatoria. Para ello se toman dos sucesiones de variables aleatorias inde-
pendientes no idénticamente distribuidas, {Z,,} con media a(n7)7T para el modelo
Iy {Z }, con media a()\,)r para el modelo II. (Notemos que, en el limite, seran
equivalentes ya que A\, € (n7, (n+ 1)7) es el valor que verifica, para cada n € N (3)
y cuando n — oo y 7 — 0 bajo la condicién nt = ¢ entonces \,, — t).

3. Modelo I con ambiente aleatorio

Para introducir ambiente aleatorio en este modelo consideramos una sucesion de
variables aleatorias independientes {Z,,.} de la siguiente forma

1
PlZy, = a7 = 34 2DVT
2 20
1
P|Z,, = —o\/?] = - — M_
2 20
cuyos momentos no centrados son
ElZ.;,] = «a(nt)T
E[Z2] = o°r
BZ3F?] = o(r); Vp> 0.

Al sustituir en el Modelo I se obtiene

Yv(n—i—l)f —Yor = ZnrYor — ﬁ(nT)TYnT ln(YnT)) n=12...
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Los momentos de los incrementos del proceso Y,,,, tras una generaciéon, por unidad
de tiempo, condicionados a Y,,; = x son

%E[Y(HH)T — Y, Y = 2] = a(nt)x — B(n7)xIn(x)
LB(Yiusry — Yoo =] = 0% 4 (B(nm)) 7 (n(@))? -
—28(n7)T2?* In(2)a(nT)
%E[<Yv(n+1)r - Ym’)2+p|YnT = .CC] = %T); P> 0

de forma que, cuando n — oo y 7 — 0 con la condicién de que nt = t, Y,,, converge
a un proceso de difusiéon no homogéneo Y (t) con momentos infinitesimales
Ai(z,t) = a(t)r — [(t)xIn(x)

2

Ay(x,t) = o

4. Modelo II con ambiente aleatorio

Para introducir ambiente aleatorio en este modelo consideramos una sucesion de
variables aleatorias independientes, {Z*_}, de la siguiente forma

1 alh,
Pz, =oy7] = L4 CAVT
2 20
I a(M)VT
Pzt =— .
(Zr = —0/T] 5 oo
cuyos momentos no centrados son
ElZy] = a(l)T
BZ - o
E[Z;. 2] = o(r); p>0.

La expresién del Modelo IT con ambiente aleatorio es

nrt

X(n—i—l)q— — X, = X, X(BB(nT)*B«’rH*l)T)fl) exp (efB((nJrl)‘r)Z;;TeB()\n)) - 1] .

Para el calculo de los momentos de los incrementos del proceso tras una genera-
cién, por unidad de tiempo, condicionados a que X,,; = z, se definen las siguientes
variables aleatorias

é_nT _ X(eB(nT)—B((n+1)T)_1)

nTt

exp (e_B((”H)T)Z;"L eB()‘”)) | X =



Se tiene
° P[fm — x(eB(nT)—B((n-H)T)—l) exp (e—B((n+1)T)a\/;eB(>\n))] _

Pz = oy = Ly GOV

° P[ﬁm — x(eB(m-)fB((nJrl)T)_l) exp (_e—B((n+1)r)U\/;€B(/\n))] _

= P(Z;, = —o\/T] :%‘W

con lo que

Calculemos

2 20

B = (5+°5) ;(e""(‘/niwﬁ“)ds)‘l) )

nTt

2 20

(n+1)T (n+1)T
z(exp(_ / B(s)ds)—l) . / T (e)ds
Xx nr exp | —lov/Te =

(n+1)r (n+1)7
l(exp(_ / B(s)ds) _1) . / " B(s)ds
z nr cosh | loy/Te /Hn +

/(n+1)76( )d
X exp la\/Fe_ An + <1 — —MAH)\/F) X

/v(n+1)‘r
- B(s)ds
+M senh | loy/Te /M

g

con nT < A\, < (n+ 1)1, esto es, \, = 7(n + ky,), k, € (0,1), y teniendo en cuenta

(n+1)7
o lo\/Texp (—/ 5(3)d3> = [g\/?efﬁ(%)((nﬂ)fﬂ\n) — lo—\/;e*ﬁ(Gn)T(lfkn) _

=lov/T Z(—l)m%men)mrm — k)™

con 0, € (An, (n +1)7).



(n+1)7
l[exp(—/ ﬁ(S)dS) —1]
e I nr _ el(e*ﬁ(d’n)"fl)ln(z) _ el(fﬁ(¢n)r+o(7))ln(x) _

=1—18,)TIn(z) + o(T)
con ¢, € (n1,(n+ 1)7).

y
(n+1)
—/ B(s)ds 227
cosh | loy/Te = 1+ 5 +o(T)
(n+1)7
[ B
senh | lo/Te JAn = lO'\/(T)—i-O(T)
se tiene

2

Bl = L 17 (75 +alh) = Al ) ) = Pr26(0) nGo) (G- +alh) +of0) ).

De aqui

m

E[(X i1y — Xog)"| Xy = 7] = 2™ Z ( ) L

X (lT (g +a(A,) — B(¢y,) In(z )) — *7?B(¢,) In(z) (g + a(A,) + 0(7))) :

Por tanto
1 2
hm —E[X(n+1)7- — Xn7.|Xn7_ — :L’] =7 (U_

n— oo 2

+ a(t) — 5(t) ln(x)>

T—0
(nT=t)

1
lim ~E[( X1y — Xnr)?| Xpr = 2] = 2°0°

n—oo
T—0 T
(nT=t)

lim —E[(Xmi1)yr — Xor) | Xpr = 2] =0; k> 2.

Es decir, cuando n — oo y 7 — 0, con la condicion de que nt = t, X,,, converge a
un proceso de difusién no homogéneo X (¢) con momentos infinitesimales

0.2

Bi(z,t) = (a(t) + 7) x — B(t)x In(x)

By(z,t) = o*ax?



Asi, los procesos de difusion obtenidos como limite de los dos modelos de crecimiento
planteados se pueden unificar en el proceso de difusién con momentos infinitesimales

Ai(z,t) = m(t)z — B(t)zIn(z)
Ay(z,t) = o?a?

donde

alt) para el Modelo I
m(t) = ?

at) + % para el Modelo 1T
5. Agradecimientos
Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el Ministerio de Ciencia y Tecno-
logia, Proyecto de Investigacion BFM 2002-03633.
Referencias

Capocelli, R. M. y Ricciardi, L. M. (1974). Growth with regulation in random envi-
ronment. Kybernetik 15, 147-157.
Tintner, G. y Sengupta, J. K. (1972). Stochastics Economics. Academic Press.



