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RESUMEN

En este art́ıculo se propone la obtención de un proceso de difusión no ho-
mogéneo a partir de modelos de crecimiento aleatorios con fecundidad dife-
rencial por unidad de tiempo dependiente del tiempo. El proceso de difusión
obtenido es la versión no homogénea del proceso propuesto por Capocelli y
Ricciardi (1974) para el estudio de la ley de crecimiento loǵıstica y contiene
como caso particular al proceso lognormal con factores exógenos.
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1. Introducción

Los procesos de difusión se han empleado con frecuencia en diversos campos de apli-
cación para la modelización y estudio de variables que evolucionan en el tiempo.
Entre este tipo de procesos se puede destacar el proceso logaŕıtmico normal, aso-
ciado al modelo de crecimiento malthusiano y que presenta una tendencia de tipo
exponencial. Este modelo resulta ser una buena aproximación para describir situa-
ciones tales como el crecimiento de bacterias en un ambiente sin restricciones, en el
que cada individuo tiene la misma probabilidad de morir o de reproducirse en cada
instante de tiempo.
Sin embargo, en numerosas ocasiones, existe un ĺımite natural para el número de
individuos que pueden sobrevivir en un cierto ambiente, en cuyo caso el modelo
propuesto no es válido. En tales situaciones es necesario recurrir a modelos de creci-
miento asociados a curvas acotadas como, por ejemplo, la curva loǵıstica. Capocelli
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y Ricciardi (1974) propusieron, en principio, dos modelos estocásticos distintos aso-
ciados a la curva loǵıstica, pero el hecho de no conocerse solución expĺıcita para las
ecuaciones de difusión de dichos procesos, los motivó a proponer un nuevo proceso es-
tocástico de crecimiento cuyo interés reside en que, por una parte, el proceso retiene
las principales caracteŕısticas de los dos procesos asociados al crecimiento loǵıstico,
ya que tiene asociado un modelo determińıstico de crecimiento muy similar y, por
otro lado, puede ser resuelto expĺıcitamente. Este proceso viene determinado por los
momentos infinitesimales

A1(x) = mx− βx ln(x); m ∈ R, β > 0

A2(x) = σ2x2; σ > 0.

Nótese que el proceso de difusión lognormal se obtiene a partir del proceso propuesto
cuando β = 0.
Por otra parte, en numerosas ocasiones la tendencia observada de un proceso se
desv́ıa ligeramente de la tendencia teórica esperada del mismo, por lo que se hace
preciso corregir estas desviaciones a la hora de modelizar las observaciones me-
diante un proceso de difusión. Surge aśı la necesidad de considerar una versión no
homogénea del proceso incluyendo, en su media infinitesimal, influencias externas al
proceso, variables exógenas, que controlen estas desviaciones de la tendencia y cuya
evolución en el tiempo es conocida. En ocasiones, estas variables externas al proceso
se pueden considerar como variables controlables por el investigador de forma que,
según el proceso se desarrolla, se podrá influir en su comportamiento en la medida
en que se pueda influir en las variables exógenas.
En concreto, para modelizar el caso de crecimiento exponencial pero con desvia-
ciones, surge el proceso lognormal con factores exógenos, estudiado por Tintner y
Sengupta (1972).
Es interesante, pues, el estudio de procesos asociados a la curva de crecimiento
loǵıstica que incluyan en su media infinitesimal factores exógenos y en concreto, la
consideración del proceso de difusión con momentos infinitesimales

A1(x) = m(t)x− β(t)x ln(x); m,β continuas (β positiva)

A2(x) = σ2x2; σ > 0.

Dicho proceso es la versión no homogénea del propuesto por Capocelli y Ricciardi
(1974), pudiéndose obtener a partir de él (β(t) = 0) el proceso lognormal con factores
exógenos.
En este art́ıculo estudiamos la obtención de dicho proceso como ĺımite de modelos de
crecimiento aleatorios con fecundidad diferencial por unidad de tiempo dependiente
del tiempo.
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2. Planteamiento de los modelos de crecimiento

Consideremos un modelo estocástico de crecimiento de poblaciones del tipo

Y(n+1)τ = WnτYnτ ; n = 0, 1, . . .

Y0 = x0

en el que Ynτ representa el tamaño de la población en la n-ésima generación, τ el
intervalo de tiempo entre sucesivas generaciones, valor que se hará tender a cero
posteriormente, y Wnτ la fecundidad en el instante de tiempo nτ , que se modelizará,
para n = 1, 2, . . ., mediante una sucesión de variables aleatorias independientes y no
idénticamente distribuidas (dado que el proceso ĺımite resultante es no homogéneo)
de forma que la fecundidad diferencial por unidad de tiempo es de la forma

1

τ

Y(n+1)τ − Ynτ
Ynτ

= α(nτ)− β(nτ) ln(Ynτ ). (1)

La idea es que, partiendo del modelo malthusiano, en el que la fecundidad diferen-
cial por unidad de tiempo se considera constante, se generaliza al caso de que la
fecundidad sea igual a una función continua dependiente del tiempo, dando lugar
al proceso lognormal con factores exógenos. El proceso de difusión propuesto por
Capocelli y Ricciardi (1974) se obtendrá considerando la fecundidad diferencial por
unidad de tiempo una función lineal del logaritmo de la densidad y la extensión al
caso no homogéneo es la que aqúı se plantea.
Dicho modelo se puede escribir como

Y(n+1)τ − Ynτ = α(nτ)τYnτ − β(nτ)τYnτ ln(Ynτ ); n = 0, 1, . . .

Y0 = x0

al que nos referiremos en lo siguiente como Modelo I.
A partir de (1), tomando ĺımites cuando n→∞ y τ → 0, bajo la condición nτ = t
constante, se obtiene la ecuación diferencial

dX(t)

dt
= α(t)X(t)− β(t)X(t) ln(X(t))

X(0) = x0

cuya solución es

X(t) = exp

(
ln(x0)e

−B(t) + e−B(t)

∫ t

0

α(v)eB(v)dv

)
(2)

donde

B(t) =

∫ t

0

β(u)du.
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Discretizando (2) se obtiene el que llamaremos Modelo II

X(n+1)τ −Xnτ

Xnτ

=

[
Xexp(B(nτ)−B((n+1)τ))−1
nτ exp

(
e−B((n+1)τ)

∫ (n+1)τ

nτ

α(v)eB(v)dv

)
− 1

]
.

Ahora bien, ∀n ∈ N ∃λn ∈ (nτ, (n+ 1)τ) tal que∫ (n+1)τ

nτ

α(v)eB(v) = α(λn)e
B(λn)τ , (3)

con lo que el Modelo II se puede escribir como

X(n+1)τ −Xnτ

Xnτ

=
[
Xexp(B(nτ)−B((n+1)τ))−1
nτ exp

(
e−B((n+1)τ)α(λn)e

B(λn)τ
)
− 1
]
.

Probaremos que, a partir de estos dos modelos (Modelo I y Modelo II), introdu-
ciendo ambiente aleatorio, se obtienen en el ĺımite dos procesos de difusión diferentes
con una relación entre sus momentos infinitesimales, pero referidos al mismo modelo
de crecimiento y que se unifican en el proceso de difusión no homogéneo propuesto.
La introducción de ambiente aleatorio se basa en este caso en la consideración de la
función α aleatoria. Para ello se toman dos sucesiones de variables aleatorias inde-
pendientes no idénticamente distribuidas, {Znτ} con media α(nτ)τ para el modelo
I y {Z∗nτ}, con media α(λn)τ para el modelo II. (Notemos que, en el ĺımite, serán
equivalentes ya que λn ∈ (nτ, (n+ 1)τ) es el valor que verifica, para cada n ∈ N (3)
y cuando n→∞ y τ → 0 bajo la condición nτ = t entonces λn → t).

3. Modelo I con ambiente aleatorio

Para introducir ambiente aleatorio en este modelo consideramos una sucesión de
variables aleatorias independientes {Znτ} de la siguiente forma

P [Znτ = σ
√
τ ] =

1

2
+
α(nτ)

√
τ

2σ

P [Znτ = −σ
√
τ ] =

1

2
− α(nτ)

√
τ

2σ
.

cuyos momentos no centrados son

E[Znτ ] = α(nτ)τ

E[Z2
nτ ] = σ2τ

E[Z2+p
nτ ] = o(τ); ∀p > 0.

Al sustituir en el Modelo I se obtiene

Y(n+1)τ − Ynτ = ZnτYnτ − β(nτ)τYnτ ln(Ynτ ); n = 1, 2, . . .
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Los momentos de los incrementos del proceso Ynτ , tras una generación, por unidad
de tiempo, condicionados a Ynτ = x son

1

τ
E[Y(n+1)τ − Ynτ |Ynτ = x] = α(nτ)x− β(nτ)x ln(x)

1

τ
E[(Y(n+1)τ − Ynτ )

2|Ynτ = x] = x2σ2 + (β(nτ))2τx2(ln(x))2 −

−2β(nτ)τx2 ln(x)α(nτ)

1

τ
E[(Y(n+1)τ − Ynτ )

2+p|Ynτ = x] =
o(τ)

τ
; p > 0

de forma que, cuando n→∞ y τ → 0 con la condición de que nτ = t, Ynτ converge
a un proceso de difusión no homogéneo Y (t) con momentos infinitesimales

A1(x, t) = α(t)x− β(t)x ln(x)

A2(x, t) = σ2x2.

4. Modelo II con ambiente aleatorio

Para introducir ambiente aleatorio en este modelo consideramos una sucesión de
variables aleatorias independientes, {Z∗nτ}, de la siguiente forma

P [Z∗nτ = σ
√
τ ] =

1

2
+
α(λn)

√
τ

2σ

P [Z∗nτ = −σ
√
τ ] =

1

2
− α(λn)

√
τ

2σ

cuyos momentos no centrados son

E[Z∗nτ ] = α(λn)τ

E[Z∗nτ
2] = σ2τ

E[Z∗nτ
2+p] = o(τ); p > 0.

La expresión del Modelo II con ambiente aleatorio es

X(n+1)τ −Xnτ = Xnτ

[
X(eB(nτ)−B((n+1)τ)−1)
nτ exp

(
e−B((n+1)τ)Z∗nτe

B(λn)
)
− 1
]
.

Para el cálculo de los momentos de los incrementos del proceso tras una genera-
ción, por unidad de tiempo, condicionados a que Xnτ = x, se definen las siguientes
variables aleatorias

ξnτ = X(eB(nτ)−B((n+1)τ)−1)
nτ exp

(
e−B((n+1)τ)Z∗nτe

B(λn)
)
|Xnτ = x
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Se tiene

• P [ξnτ = x(eB(nτ)−B((n+1)τ)−1) exp
(
e−B((n+1)τ)σ

√
τeB(λn)

)
] =

= P [Z∗nτ = σ
√
τ ] =

1

2
+
α(λn)

√
τ

2σ

• P [ξnτ = x(eB(nτ)−B((n+1)τ)−1) exp
(
−e−B((n+1)τ)σ

√
τeB(λn)

)
] =

= P [Z∗nτ = −σ
√
τ ] =

1

2
− α(λn)

√
τ

2σ

con lo que

E[(X(n+1)τ −Xnτ )
k|Xnτ = x] = xkE[(ξnτ − 1)k] = xk

k∑
l=1

(
k

l

)
(−1)k−lE[ξlnτ − 1]

Calculemos

E[ξlnτ ] =

(
1

2
+
α(λn)

√
τ

2σ

)
x

l

exp

−
∫ (n+1)τ

nτ

β(s)ds

−1


×

× exp

lσ√τe−
∫ (n+1)τ

λn

β(s)ds

+

(
1

2
− α(λn)

√
τ

2σ

)
×

×x
l

exp

−
∫ (n+1)τ

nτ

β(s)ds

−1


exp

−lσ√τe−
∫ (n+1)τ

λn

β(s)ds

 =

= x

l

exp

−
∫ (n+1)τ

nτ

β(s)ds

−1


cosh

lσ√τe−
∫ (n+1)τ

λn

β(s)ds

+

+
α(λn)

√
τ

σ
senh

lσ√τe−
∫ (n+1)τ

λn

β(s)ds




con nτ < λn < (n+ 1)τ , esto es, λn = τ(n+ kn), kn ∈ (0, 1), y teniendo en cuenta

• lσ
√
τ exp

(
−
∫ (n+1)τ

λn

β(s)ds

)
= lσ

√
τe−β(θn)((n+1)τ−λn) = lσ

√
τe−β(θn)τ(1−kn) =

= lσ
√
τ

∞∑
m=0

(−1)m
1

m!
β(θn)

mτm(1− kn)
m

con θn ∈ (λn, (n+ 1)τ).
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• x

l

exp

−
∫ (n+1)τ

nτ

β(s)ds

−1


= el(e

−β(ψn)τ−1) ln(x) = el(−β(ψn)τ+o(τ)) ln(x) =

= 1− lβ(ψn)τ ln(x) + o(τ)

con ψn ∈ (nτ, (n+ 1)τ).

y

cosh

lσ√τe−
∫ (n+1)τ

λn

β(s)ds

 = 1 +
l2σ2τ

2
+ o(τ)

senh

lσ√τe−
∫ (n+1)τ

λn

β(s)ds

 = lσ
√

(τ) + o(τ)

se tiene

E[ξlnτ ] = 1 + lτ

(
lσ2

2
+ α(λn)− β(ψn) ln(x)

)
− l2τ 2β(ψn) ln(x)

(
lσ2

2
+ α(λn) + o(τ)

)
.

De aqúı

E[(X(n+1)τ −Xnτ )
m|Xnτ = x] = xm

m∑
l=1

(
m

l

)
(−1)m−l ×

×
(
lτ

(
lσ2

2
+ α(λn)− β(ψn) ln(x)

)
− l2τ 2β(ψn) ln(x)

(
lσ2

2
+ α(λn) + o(τ)

))
.

Por tanto

lim
n→∞
τ→0

(nτ=t)

1

τ
E[X(n+1)τ −Xnτ |Xnτ = x] = x

(
σ2

2
+ α(t)− β(t) ln(x)

)
lim
n→∞
τ→0

(nτ=t)

1

τ
E[(X(n+1)τ −Xnτ )

2|Xnτ = x] = x2σ2

lim
n→∞
τ→0

(nτ=t)

1

τ
E[(X(n+1)τ −Xnτ )

k|Xnτ = x] = 0; k > 2.

Es decir, cuando n → ∞ y τ → 0, con la condición de que nτ = t, Xnτ converge a
un proceso de difusión no homogéneo X(t) con momentos infinitesimales

B1(x, t) =

(
α(t) +

σ2

2

)
x− β(t)x ln(x)

B2(x, t) = σ2x2.
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Aśı, los procesos de difusión obtenidos como ĺımite de los dos modelos de crecimiento
planteados se pueden unificar en el proceso de difusión con momentos infinitesimales

A1(x, t) = m(t)x− β(t)x ln(x)

A2(x, t) = σ2x2

donde

m(t) =

 α(t) para el Modelo I

α(t) +
σ2

2
para el Modelo II
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