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Resumen

En este articulo se propone un nuevo proceso de difusién no ho-
mogéneo, el cual permite modelizar patrones de crecimiento que combinan
una forma exponencial con una sigmoidal de tipo Gompertz, expresado en
términos de variables continuas en el tiempo. La principal innovacién de
este proceso es que engloba al lognormal y al Gompertz, permitiendo mo-
delizar datos que presentan un comportamiento mixto entre exponencial
y Gompertz. Para su obtencién, llevada a cabo por diferentes métodos, se
ha buscado un proceso asociado a una curva resultante de la combinacién
de las mencionadas anteriormente. Ademds se realiza un estudio amplio
del mismo, incluyendo sus caracteristicas principales. Finalmente, se lleva
a cabo un estudio inferencial basado en muestreo discreto y se incluye una
aplicacion sobre datos simulados, mostrandose su utilidad para diferentes
tipos de comportamientos.
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1. Introduccion

El crecimiento es una caracteristica importante en diversos campos de aplicacion,
principalmente en biologia, ecologia y economia. Su estudio y modelizacién, buscando
modelos matemé&ticos que permitan explicar los distintos comportamientos que se ob-
servan y que permitan hacer predicciones, ha sido a lo largo de los tltimos afios objeto
de numerosos esfuerzos. Entre los modelos estocédsticos que se han desarrollado para
modelizar distintos patrones de crecimiento se pueden destacar el proceso de difusién
lognormal y el proceso de difusién Gompertz. El primero de ellos estd asociado al mo-
delo de crecimiento malthusiano, esto es, al crecimiento de poblaciones que muestran
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una tendencia de tipo exponencial. En cambio, el proceso de difusién Gompertz mo-
deliza situaciones en las cuales el crecimiento es de tipo sigmoidal, es decir mon6tono
creciente, acotado y con un punto de inflexién donde pasa de convexo a céncavo.

En el estudio del proceso de difusién lognormal caben destacar los trabajos de
Capocelli y Ricciardi [1] y Ricciardi [15], donde se obtiene por diversos métodos dicho
proceso, asi como los trabajos de Gutiérrez y otros [3], [9], [10] y [11], donde se abor-
dan cuestiones tales como la inferencia a partir de muestreo discreto y el estudio de
tiempos de primer paso y mds recientemente los trabajos [4] y [7] donde se estudian
cuestiones relativas a la modelizacién mediante el proceso con un factor exégeno de
tipo polinomial y la estimacién y prediccién mediante bandas de confianza aproxima-
das.

En el caso del proceso Gompertz, aunque existen en la literatura una serie de
modelos aleatorios que estan asociados a distintas curvas de crecimiento tipo Gompertz
a los cuales se les denomina procesos Gompertz, nosotros nos referiremos como proceso
de difusién Gompertz al introducido por Gutiérrez et al. [8], el cual ha sido estudiado
y comparado con otros procesos del mismo tipo como puede verse en [17].

En este articulo proponemos un nuevo proceso asociado a una curva que generaliza
la curva de crecimiento exponencial y la curva Gompertz, aunando ambas en una sola
ecuacion que responde a un tipo de crecimiento mixto, esto es, un crecimiento que
presenta una cota transitoria tras la cual el crecimiento es exponencial. Concretamente,
partimos de las siguientes curvas de crecimiento:

Curva exponencial: fi(t) = ec(t7t°>, t>to, ceRT
Curva Gompertz: f2(t) = 2o exp <f% ((fﬁ’5 — eiﬁto)) , t=to, m>0F>0

La primera de ellas es una curva no acotada y mondtona creciente, mientras que la
segunda es una curva sigmoidal que, como ya se ha indicado, es monétona creciente,
acotada y con un punto de inflexién.

La combinaciéon de ambas curvas que nosotros proponemos se expresa segun la
ecuacion siguiente:

m, _ _
f(t) = zoexp (fﬁ(e Pt _e Bt°)+c(t7t0)) , t=ty, m>pB>0, ccRT (1)

Esta curva es monétona creciente, para los rangos de valores considerados de c,
m y (. Es una curva no acotada salvo para el caso ¢ = 0, en el cual estariamos
considerando la curva Gompertz y su curvatura depende de los valores que tomen los
pardmetros 3y c:

= Si B < 4c, la curva no tiene cambios de curvatura, es siempre convexa.

= Si B > 4c, la curva tiene a lo sumo dos cambios de curvatura, donde pasa de
ser convexa a céncava y luego de céncava a convexa. Los puntos de inflexién se

B—2c+4/B(B—4c) \ _ _ 1 B=2c—4/B(B—4c) \ __
—_— )—t/yt——gln(72 )7

m

alcanzan en t = —% In <

t"” con t' < t". Luego si to < t’, la curva muestra dos cambios de curvatura en
el rango de valores considerados de t, si t' < to < t”, la curva muestra sélo un
cambio de curvatura en el rango de valores considerados de t y si to > t”, la
curva es siempre convexa.
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Se trata pues de una curva mixta que engloba a la curva exponencial y a la sig-
moidal y para la cual se propone asociar un nuevo proceso de difusién al cual deno-
minaremos proceso de difusién mixto lognormal-Gompertz.
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Figura 1: Curvas de crecimiento mixto exponencial-Gompertz.

En la figura 1 se muestran tres ejemplos de curvas de crecimiento mixto exponencial-
Gompertz. La curva que no muestra puntos de inflexién tiene pardmetros m = 2,
B8 =0.8y c=0.25. La curva que presenta dos cambios de curvatura tiene pardmetros
m =25, 8 =15yc=0.1. Finalmente, la curva que muestra un sélo punto de inflexién
tiene parametros m =3, =29y ¢ = 0.08.

2. El nuevo proceso

El objetivo de este apartado es la obtencién y estudio del proceso de difusiéon
lognormal-Gompertz. Para obtener dicho proceso se sigue la misma metodologia de-
sarrollada por Capocelli y Ricciardi en [1], es decir se busca un proceso cuya solucién
de la ecuacién de difusién adelantada o de Fokker-Planck en ausencia de ruido sea la
curva que combina el crecimiento exponencial con el sigmoidal tipo Gompertz.

En primer lugar, se va a introducir este proceso siguiendo las dos lineas siguientes:

= Considerar un modelo estocdstico cuya solucién, en ausencia de ruido, coincida
con la curva deseada.
= Imponer que la funcién media del proceso obtenido sea dicha curva.

A continuacidén, se obtendra el proceso mediante métodos alternativos que estan ba-
sados en el paso al limite de ciertos modelos discretos estocéasticos de crecimiento.

2.1. Obtencion del modelo

Siguiendo la metodologia desarrollada por Capocelli y Ricciardi en [1], vamos a
modificar la media infinitesimal de la ecuacién de Fokker-Planck del proceso lognormal,
de forma que la solucién de la ecuacién resultante, en ausencia de ruido y con condicién
inicial

tlir?o f(z,t|xo, to) = 6(xz — wo), (2)
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sea la curva (1).
Notemos que la ecuacion de primer orden
of __ 9

o = " ow Lme "+ o]

con condicién inicial (2), tiene por solucién

F(x, tlzo, to) = & (x — Zoexp (% (e*@to - e*‘”) Tt — t0)>) ,

lo cual implica que la poblacién cuyo comportamiento se estd modelizando crece de
acuerdo con la curva de crecimiento mixto exponencial-Gompertz (1).

Asi, partiendo de la ecuacién de Fokker-Planck del proceso de difusién lognormal
homogéneo

af 0 or 9%,
3 = "oy mefl+ 5 55l fl,
y modificando su media infinitesimal, multiplicindola por el término e™%* + =, se
obtiene la ecuacion de Fokker-Planck
1o} ad _ 2 52
%:—%[(me ﬁt—&-c)xf]—i—%@[ﬁf], 0<zr <o ceRtY, m>8>0

(3)
de un nuevo proceso, que verifica la condicién deseada de que su solucién, en ausen-
cia de ruido y condicién inicial (2) sea la curva de crecimiento mixto exponencial-
Gompertz (1).

Este procedimiento equivale a considerar una determinada funcién de regulacién
en la ecuacién de Langevin o a la aleatorizacién de algin pardametro en la ecuacién
diferencial deterministica de crecimiento correspondiente. A continuacién, vamos a
estudiar ambos planteamientos para el caso que nos ocupa.

Por una parte podemos considerar la funcién de regulacién

pla,t) = 1= (7% +¢) =~ AQ)

en la ecuacién de Langevin

dz(t)
dt

= ax(t)[1 — p(x(t), t)],

con A(t) un proceso Gaussiano delta-correlado de media cero y densidad espectral o?.
Esto equivale a considerar la ecuacién deterministica de crecimiento

dzgt) = (me_ﬁt + c) z(t)
z(to) = o,

e, interpretandola como una generalizacién de la ecuacién de crecimiento malthusiano
con razén de crecimiento dependiente del tiempo, r(t) = me™?* + ¢, reemplazar ésta
por la suma de tal funcién y un ruido A(t).
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La ecuacion resultante en ambos casos

dz(t)
dt

_ (me-ﬂt n c) (1) + 2(H)A(2)
se puede escribir en forma de ecuacién diferencial estocéstica
dX(t) = (me " + ) X(t)dt + o X ()W (2), (4)

donde W (t) representa el proceso Wiener estdndar.
La solucién de esta ecuacién es un proceso de difusién { X (¢);t > ¢o} no homogéneo
en el tiempo, con valores en R™, momentos infinitesimales

Ai(z,t) = h(t)z
Ag(z,t) = 02>,

y funcién media (condicionada al instante inicial)

E[X(t)| X (to) = mo] = zo exp (/t: h(s)ds)

donde
me Pt +c
h(t) = 2
®) me Pt 4 ¢+ %

segun se haya considerado, en la resolucién de la ecuacién (4), la integral estocdstica
de It6 o de Stratonovich, respectivamente.

A continuacién vamos a comparar el resultado que acabamos de obtener con el
que se deduce del método con el que iniciamos este apartado.

Los momentos infinitesimales del proceso de difusién con ecuacién de Fokker-
Planck (3) son

Ai(z,t) = (me_ﬁt + c) x
Ay (z,t) = 022,

por lo que dicho proceso coincide con el que se ha obtenido anteriormente considerando
la solucién de It6 de la ecuacién diferencial estocéstica (4). Ademds,

BXOXt0) = ] = anexp (7 (70 =) elt —t0))

que se corresponde con una curva del tipo (1), mientras que si consideramos la solucién
de Stratonovich se tendria

E[X(£)|X (to) = z0] = xo exp <%2(t o)+ % (e—ﬂto - e—f”) +e(t — to))

que se puede reparametrizar para obtener la curva del tipo deseado aunando los térmi-

nos c(t—to) y ";(t —t0) en un sélo sumando de la forma ¢/ (t —to) = (c + %) (t—to)
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Asf pues, teniendo en cuenta los objetivos perseguidos, se define un nuevo proceso
de difusién de tipo mixto lognormal-Gompertz asociado a la curva (1) como aquel
proceso de difusién {X (t);t > to} con valores en Rt y momentos infinitesimales

Ai(z,t) = (meiﬁt + c) x (5)

Az(z,t) = o’z?,

donde m > p3>0,cc Rt yo>0.

2.2. Obtenciones alternativas del modelo

2.2.1. Obtencién a partir de esquemas discretos. La obtencién de un
proceso de difusién como limite de un recorrido aleatorio parte de la idea de considerar
un esquema de crecimiento aleatorio discreto y deducir las ecuaciones de difusién a
partir de este esquema mediante la particiéon sucesiva de los espacios de tiempo y
estados. El desarrollo de esta idea puede verse en los trabajos de Cox y Miller [2] y
Ricciardi [15] en el caso homogéneo, mientras que el no homogéneo puede verse en [5]
y [16].

En el caso del proceso de difusién no homogéneo lognormal-Gompertz el modelo
discreto de partida considerado es

X(nJrl)T :XTLT+Z(H+1)T; n=0,1,2,...

Xo =20
donde

o2k>? (me_ﬁ'” + c) k
2 + 2

T,

PlZ(ni1yr = 0| Xnr = ko] = [

2.2 (me‘ﬁ’” + c) k
2 2

PlZ(ny1)r = =0| Xpnr = ké] = [U

P(Zni1yr = 0| Xpr = kd] = 1 — 0°k’T,

1
bajo las condiciones | (meiﬁt +¢)|<jo*, VjeENy o?j% < .

2.2.2. Obtencién a partir de modelos discretos de crecimiento. La
obtencién del proceso partiendo de esquemas discretos de crecimiento de poblaciones se
lleva a cabo mediante un procedimiento de aleatorizacién y paso al limite de modelos de
crecimiento que generalizan el modelo malthusiano. Un desarrollo andlogo al propuesto
en este apartado, pero referido a un proceso de difusién no homogéneo de naturaleza
distinta, se puede encontrar en el trabajo de Gutiérrez y otros [6]. Para el caso general
de un proceso de difusién no homogéneo puede verse el trabajo de Rico [16].
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El modelo de partida, Modelo I, es
}/(TL+1)T - Y. = (meiﬁ(nﬂ + C) 'TYnT; n= 07 1,...
Yo = 20 (6)

A partir de este modelo, tomando limites cuando n — oo y 7 — 0, bajo la con-
dicién nT = t constante, se obtiene una ecuacién diferencial cuya solucién podemos
discretizar, obteniendo el que llamaremos Modelo 1T

7;;”’ e PAn +c T

Xntyr — Xnr = Xnr (e — 1) ;5 nT <A < (n+ 1)1 (7)

A partir del Modelo I y del Modelo II se obtienen, en el limite, dos procesos
de difusién diferentes, con una relacién entre sus momentos infinitesimales, referidos
al mismo modelo de crecimiento y que se unifican en el proceso de difusién mixto
lognormal-Gompertz.

3. Caracteristicas del proceso

La funcion de densidad de transicién del proceso puede obtenerse buscando una
transformacién ¢ = ¢(t), ' = ¥(z,t) que cambie la ecuacién de Kolmogorov o atra-
sada en la del proceso Wiener. De hecho, los momentos infinitesimales (5) cumplen las
condiciones del teorema 1 de Ricciardi [14] y por tanto dicha transformacién existe.
Concretamente, salvo constantes, la transformacién es

o(t) =t w(x,t)zé(lnx—i-%e_m—(c—(;) t),

que cambia el espacio de estados RT en R y nos permite obtener la funcién de densidad
de transicién del proceso considerado:

1 - [ln (%) + o (e —e ) - (c—%z) (t—s)]2

f(:L', t‘yv S) =

exp
x\/2m02(t — s) 2(t — s)o?

que se corresponde con una distribucién lognormal, esto es, para t > s:

2

X(1)|X(s) =y ~ Ay [lny - % (e*f’t - e*f“) + (c - %) (t—s);(t— 3)02} . (8)

Observemos que, puesto que el proceso que estamos considerando es markoviano,
el célculo de las distribuciones finito-dimensionales depende s6lo de la distribucién
inicial y de las transiciones. Conocidas estas ultimas, para obtener las distribuciones
finito-dimensionales habrd que imponer cudl es la distribucién inicial. En el caso de
considerar distribucién inicial degenerada, esto es, P[X (o) = xo] = 1, o distribucién
inicial lognormal, X (t) ~ A(uo;cd) se puede asegurar que las distribuciones finito-
dimensionales son lognormales.
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A continuacién describimos las principales caracteristicas del proceso, centrando-
nos particularmente en tres de las que se emplean con mayor frecuencia en la préctica,
especialmente para prediccion. Estas caracteristicas son la media, la moda y la fun-
cién de cuantiles, cuyas expresiones pueden formularse conjuntamente para las dos
distribuciones iniciales indicadas.

e Funcién media:

e Funcién moda:
_ moo_gt, _ _—pt 30°
M, (t) = Moda[X (to)] exp 3 e —e +c(t —to) | exp —— (t—to) |-
e Funcién de cuantiles:

Cu(t) = Cuantila[X (to)] exp (% [eiﬁto — eiﬁt] +c(t — to))

X exp (-%2 (t —to) + 21—a [\/02(15 “to) + Var[ln(X (t0))] — \/Var[ln(X(to))]D .

donde z1_, es el valor de una normal estandar que deja a la derecha una probabilidad
de 1 — a.

4. Simulacion

Una vez obtenido el nuevo proceso de difusién mixto asociado a la curva (1), y
estudiadas sus principales caracteristicas, a continuacién vamos a realizar simulacio-
nes de sus trayectorias con el fin de visualizar mejor el comportamiento del proceso.
Para ello nos hemos basado en los algoritmos derivados de la resolucién numérica de
ecuaciones diferenciales estocasticas (Kloeden et al. [12], Rao el al. [13]).

El algoritmo de simulacién para el proceso de difusién lognormal-Gompertz es:

Tnil =Tn {1 +h <{meiﬁt" + c} — %O’Q> + Zin <a +o {mefﬁt" + c} h — %O’Bh) +

1 _ 2 _ _ 1
-l-§h2 ({me ﬁt"—kc} — Bme ﬁt"—{me ﬁt”’+c}02+104)+

2 (1 o 1 4 1 5 —Btn 1 3.3
+Z1n(20 4ah+20 {me +c}h +60Z1n+

1
+ﬂa4zfn} ,n=0,...,N—1.

donde h = tit1 — ti, T = X(tn) ¥y (Z1n, Zon) ~ N(, ) con

(8) - )
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Zs3n no sigue una distribuciéon normal pero puede aproximarse, para valores pequenos
de h, por una variable normal con media 0 y varianza }1‘—;, estando incorrelada con Zi,
y Zgn.

Como se puede apreciar en el algoritmo anterior, al ser recursivo, para poder
simular una trayectoria se necesita partir de una valor inicial, es decir, necesitamos
considerar un valor zo. Dicho valor va a venir determinado por la distribucién inicial
que estemos considerando: degenerada en o = 2.368 (a) y lognormal A1(0;1) (b), en
nuestro caso.

Las graficas de la figura 2 muestran trayectorias simuladas con h =0.01 y N =1000
a partir de ¢ty =0, considerando ambas distribuciones iniciales en el caso m =3, 3 =2.9,
¢ =0.15y 0 =0.001 de forma que las trayectorias muestran un sélo punto de inflexién
en los valores de tiempo considerados.

Por otra parte, las gréficas de la figura 3 muestran trayectorias simuladas con los
mismos valores de h, N y partiendo del mismo t, que las trayectorias de la figura
2, considerando ambas distribuciones iniciales en el caso m =5, § =1.5, ¢ =0.15 y
02 =0.001, de forma que las trayectorias muestran dos puntos de inflexién.

- 10
30 8
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Figura 2: Trayectorias simuladas para un proceso mixto lognormal-Gompertz
que muestran un sélo punto de inflexién.
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Figura 3: Trayectorias simuladas para un proceso mixto lognormal-Gompertz
que muestran un dos punto de inflexién.
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Los casos ¢ = 0, y 8 < 4c¢ no han sido considerados por estar incluidos en el estudio
del proceso tipo Gompertz [17] y del proceso lognormal [16], respectivamente.

5. Estudio inferencial

En esta secciéon vamos a obtener los estimadores méximo verosimiles de los parame-
tros del modelo, a partir de los cuales se pueden obtener los de las funciones paramétri-
cas introducidas previamente.

Consideremos un muestreo discreto del proceso, realizado sobre d trayectorias,
en el que la observacién de cada trayectoria se ha realizado sobre n; instantes de
tiempo, ¢;; (1 = 1,...,d, j = 1,...,n;), en principio no iguales en cada muestreo, aunque

tin = t1, 1 =1,...,d. Ello significa que fijados dichos valores temporales, se observan
las variables X (¢;;) cuyos valores observados constituirdn la muestra base del estudio
inferencial. Sean 11, ..., Z1n,, ..., Td1, ..., Ldn, dichos valores observados.

La funcién de verosimilitud depende de la elecciéon de la distribucién inicial. Si
X (t1) ~ A(u1; 0%) la verosimilitud contiene dos pardmetros adicionales que deben ser
incluidos en el proceso de estimacién. Sin embargo, se comprueba que las estimaciones
de p1 y 0% dependen sélo de los valores observados en el instante de tiempo inicial y
no influyen en la estimacién del resto de pardmetros y los EMV de m, 3, ¢ y o son
los mismos en ambos casos y por tanto de ahora en adelante consideraremos el caso
de la distribucién inicial lognormal.

Notando por

d
b=e P y k:Zni
i=1

el logaritmo de la funcién de verosimilitud asociada a la muestra es

lna Zlnle—
d n;

~ % QZ[lnxﬂf,m ZZlnx”7%ZZm (tij — tij—1)—
i=1j

=1 j=2

Sk

InLg,, (p1,0%,a,b,¢,0°) = —glnaf — gln(%’) —

s o2 2
d n; [ln "7";]’1 (bti] _ btijfl) + ( 5 c> (tij — tij,l)}
; ; (tij — tij—1)0? :

Derivando respecto de p1 y o7 e igualando a cero se obtiene

d
OlnL 1
B ——%Zlnmﬂfm )=0

i=1

dlnL d 1 ,
=2 &+ 2 Nnzy — -
o2 202 + 20% E( nza =) =0
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de donde se concluye que los estimadores maximo verosimiles de 1 y o% son

d
Z(ln Ti1l — /.71)2.
i=1

Ul

d
~ 1 Z ~
/.1,1:81.71 11’1331'1 y U%I

Derivando con respecto a a, 62, b y ¢ e igualando a cero se obtiene

2

d {ln Izlil +a (b'i — b)) + <% - c) (tij — tij—1)]
0=>" [b"7 —0"9=1] (9)

Pt (tij — tij—1)

T . L 0'2 2
noSta (b1 = b + (7 - c) (tij — tij—l):|

i=1 j=2 tij —tij—1
R Tij o?
—(k—d)o® — In —2— 4q (b9 — i1 +( —c) tij — tij— }02
( : 212{ Tij—1 ( ) 2 (ti =)
(10)
2
4 n {1 m g ta (b —bh) + (% —c) (i —tij—l):|
0= X
;; (tij — tij—1)
X [ti btij71 — tijflbtijflil} (11)
d mng B 2
0=>">" {m —;_”1 +a (b9 — bty 4 (% - c) (tij — ti]-_l)] (12)
i=1 j=2 w=

Los estimadores méximo verosimiles de a, b, 02 y ¢ verifican el sistema de ecua-

ciones anterior, del cual no es posible dar una solucién explicita.

Si consideramos el caso particular en que ¢;; — t;;—1 = h, las ecuaciones (9), (10),

(11) y (12) quedan de la siguiente forma:

2
Asp +a(d" —1)Azy + ((L

B —C)hALb:O

2 2
Agp+a® (0" —1)? Aoy + 2a(b" — 1) Az — (% - c> h* (k—d) —o*h(k —d) =0

2
Agy +a(d" — 1)A5, + (‘i

B 7C>hAib:0

2
A5,b + a(bh — 1)141’1) =+ (% — C) h(k — d) =0
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donde
d ng d n; d n; Tis
TR 5 SRR VS 3 3SR TED 9 SR
i=1j=2 i=1 j=2 i=1 j=2 Tij—1
d mn; d n; d ng
755 5) DUNTIRINEIES 3 ST ISEPIES 3) DONUIRINE 8
i=1 j=2 i=1 j=2 i=1 j=2 i1
d n; 2T d ni Tis
A4 b — 1[12 Bk /A A b — In 7 .
’ Z 2_: Tij—1 > Z 2_: Tij—1
i=1 j=2 =1 j=2
A partir de estas ecuaciones, realizando algunas operaciones, obtenemos
o2 1 Agp AT A2y — Aup A1 pAs p + A1 p A3 Az
b — * *
h(k —d) Al yAzp — Al,bAzyb
_AT,bAg,b + Az p A3y Asp — A3 AapAs b
AT,bAZb - ALbA;,b
a Arp Az, — Al pAsp c op 1 AspAj, — A5pAap
b= b= T
(0" — D[A] yA2p — A1 pA3 ] 2 hAfAsy — ArpAg,
y la siguiente ecuacién
F o} 2
A4,b + ab(bL — 1)A37b + (?b — Cb) hA57b — O’bh(k} — d) =0, (13)

que no se puede resolver de forma exacta y, por tanto, debera ser tratada mediante
n 2

P
métodos numéricos. Una vez que hayamos calculado b, se deduce que a@ = a,, 02 = o,

yC=c,.
Asi, una vez obtenidos los estimadores maximo verosimiles de los pardmetros a, b,
¢y o2, los correspondientes a los pardmetros originales del modelo, m y 3 son

B:—lng y 7’7\1:6~B.

6. Cuestiones numéricas. Métodos alternativos de
estimacién

Debido a que la ecuacién (13) tiene una forma algebraica que dificulta su resolucién,
especialmente cuando el nimero de datos de la muestra es grande, se hace necesario
recurrir a métodos numéricos, como por ejemplo el método de Newton-Raphson. Re-
cordemos que estos métodos dependen de la solucién inicial considerada y no siempre
se puede asegurar su convergencia.

Una alternativa a este tipo de métodos es realizar un procedimiento recursivo de
estimacion de los parametros utilizando no sélo la informacién que aportan las trayec-
torias sino también el tipo de curva que tiene asociado el proceso. Concretamente, dado
que el conocimiento de b proporciona, mediante sustitucién directa, las estimaciones
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de los pardmetros a, ¢ y o (y por consiguiente de m y ), proponemos el siguiente
algoritmo recursivo para la estimacién de todos los parametros, en el caso en el que se
disponga de trayectorias que permitan visualizar el punto de inflexién donde se pasa
de céncava a convexa'.

1. Se toma i=0 y se parte de un valor inicial de b, comprendido entre 0 y 1, b(®.
Se calcula a partir de él 3 = —Inp©.

2. Se obtienen los valores a,), m®, Ufm y ¢,(iy mediante las ecuaciones

* *
Ay p0 A3 ) = ALy Az p@

a ) = 3 * *
b ((bm)h - 1)[A1,b(i)A2,b<i) - Al,b(i)Agyb(i)]

m® = a8

* * *
2 1 Ay ATy Azp — Ay App@ Ay A Ay Az po)
bt h(k —d) Aib(i)Az,bm - Al,b(i)A;’b(i)
* 2 * *
ATy A5 o T Az Ay As p) — AG y Az p) As ()
AI,bu)AQ,b(i) - Al,b<'i>A;,b<i)
2 X * _ * .
c 0! 1 A3,b(1>A2,b('i) Ag,bu')Az,b(l)
p(i) — - 7
2 h Aib(i)AQ,b(i) - Al,b(t)A;b(i)

3. Teniendo en cuenta que los instantes en los que se alcanzan los puntos de infle-
xi6n de las trayectorias son los mismos en todas ellas

1 B —2c£+/B(8— 4c)

, i1 . .
se puede obtener un nuevo valor del pardmetro 8¢, mediante la resolucién
de la ecuacion

a0y _ B =20 — /BED(FUD — dey))
o 2m(®)

donde t; es el instante de tiempo? en el cual se produce el cambio de curvatura

de céncava a convexa y, a partir del valor obtenido para B0t se puede obtener
b(i+1) .

4. Hacer i=i+1, volver al paso 2 y repetir el proceso hasta conseguir la conver-
gencia, entendiendo la misma en términos de una tolerancia, entre dos etapas
sucesivas, en términos de b.

1Como se puede apreciar en la grifica 1, en caso de visualizarse solamente un punto de
inflexién, éste seria el del cambio de curvatura de céncava a convexa

2Para obtener el valor de t; se puede ajustar una curva del tipo mixto exponencial-
Gompertz (1) a una de las trayectorias y determinar a partir de ella dénde se alcanzan los
puntos de inflexién.
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Aplicando este procedimiento a las trayectorias simuladas, se obtienen resultados

que en este caso mejoran a los obtenidos mediante el método de Newton-Raphson.

Partiendo del valor inicial b=0.1, y en el caso de considerar la distribucién inicial

lognormal A(0, 1), la aplicacién de ambos métodos nos llevan a las estimaciones que
se resumen en el cuadro 1.

Cuadro 1: Estimacién de los parametros de los procesos simulados mediante
ambos métodos.

Valores Estimacion Newton-Raphson Estimacién Iterativa
m=3 3.19982 3.15551
£=2.9 3.10781 3.0181
c=0.15 0.141785 0.140202
2=0.001 0.000875252 0.000926178
m=> 5.07102 5.03648
[#=1.5 1.52482 1.5006
c=0.15 0.153518 0.150364
2=0.001 0.00101747 0.000902611
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