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Resumen

En este art́ıculo se propone un nuevo proceso de difusión no ho-
mogéneo, el cual permite modelizar patrones de crecimiento que combinan
una forma exponencial con una sigmoidal de tipo Gompertz, expresado en
términos de variables continuas en el tiempo. La principal innovación de
este proceso es que engloba al lognormal y al Gompertz, permitiendo mo-
delizar datos que presentan un comportamiento mixto entre exponencial
y Gompertz. Para su obtención, llevada a cabo por diferentes métodos, se
ha buscado un proceso asociado a una curva resultante de la combinación
de las mencionadas anteriormente. Además se realiza un estudio amplio
del mismo, incluyendo sus caracteŕısticas principales. Finalmente, se lleva
a cabo un estudio inferencial basado en muestreo discreto y se incluye una
aplicación sobre datos simulados, mostrándose su utilidad para diferentes
tipos de comportamientos.
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1. Introducción

El crecimiento es una caracteŕıstica importante en diversos campos de aplicación,
principalmente en bioloǵıa, ecoloǵıa y economı́a. Su estudio y modelización, buscando
modelos matemáticos que permitan explicar los distintos comportamientos que se ob-
servan y que permitan hacer predicciones, ha sido a lo largo de los últimos años objeto
de numerosos esfuerzos. Entre los modelos estocásticos que se han desarrollado para
modelizar distintos patrones de crecimiento se pueden destacar el proceso de difusión
lognormal y el proceso de difusión Gompertz. El primero de ellos está asociado al mo-
delo de crecimiento malthusiano, esto es, al crecimiento de poblaciones que muestran
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una tendencia de tipo exponencial. En cambio, el proceso de difusión Gompertz mo-
deliza situaciones en las cuales el crecimiento es de tipo sigmoidal, es decir monótono
creciente, acotado y con un punto de inflexión donde pasa de convexo a cóncavo.

En el estudio del proceso de difusión lognormal caben destacar los trabajos de
Capocelli y Ricciardi [1] y Ricciardi [15], donde se obtiene por diversos métodos dicho
proceso, aśı como los trabajos de Gutiérrez y otros [3], [9], [10] y [11], donde se abor-
dan cuestiones tales como la inferencia a partir de muestreo discreto y el estudio de
tiempos de primer paso y más recientemente los trabajos [4] y [7] donde se estudian
cuestiones relativas a la modelización mediante el proceso con un factor exógeno de
tipo polinomial y la estimación y predicción mediante bandas de confianza aproxima-
das.

En el caso del proceso Gompertz, aunque existen en la literatura una serie de
modelos aleatorios que están asociados a distintas curvas de crecimiento tipo Gompertz
a los cuales se les denomina procesos Gompertz, nosotros nos referiremos como proceso
de difusión Gompertz al introducido por Gutiérrez et al. [8], el cual ha sido estudiado
y comparado con otros procesos del mismo tipo como puede verse en [17].

En este art́ıculo proponemos un nuevo proceso asociado a una curva que generaliza
la curva de crecimiento exponencial y la curva Gompertz, aunando ambas en una sola
ecuación que responde a un tipo de crecimiento mixto, esto es, un crecimiento que
presenta una cota transitoria tras la cual el crecimiento es exponencial. Concretamente,
partimos de las siguientes curvas de crecimiento:

Curva exponencial: f1(t) = ec(t−t0), t > t0, c ∈ R
+

Curva Gompertz: f2(t) = x0 exp

�
−m
β

(e−βt − e−βt0)

�
, t > t0, m > β > 0

La primera de ellas es una curva no acotada y monótona creciente, mientras que la
segunda es una curva sigmoidal que, como ya se ha indicado, es monótona creciente,
acotada y con un punto de inflexión.

La combinación de ambas curvas que nosotros proponemos se expresa según la
ecuación siguiente:

f(t) = x0 exp

�
−m
β

(e−βt − e−βt0) + c(t− t0)

�
, t > t0, m > β > 0, c ∈ R

+ (1)

Esta curva es monótona creciente, para los rangos de valores considerados de c,
m y β. Es una curva no acotada salvo para el caso c = 0, en el cual estaŕıamos
considerando la curva Gompertz y su curvatura depende de los valores que tomen los
parámetros β y c:

Si β 6 4c, la curva no tiene cambios de curvatura, es siempre convexa.

Si β > 4c, la curva tiene a lo sumo dos cambios de curvatura, donde pasa de
ser convexa a cóncava y luego de cóncava a convexa. Los puntos de inflexión se

alcanzan en t = − 1
β

ln

�
β−2c+

√
β(β−4c)

2m

�
= t′ y t = − 1

β
ln

�
β−2c−

√
β(β−4c)

2m

�
=

t′′ con t′ < t′′. Luego si t0 < t′, la curva muestra dos cambios de curvatura en
el rango de valores considerados de t, si t′ 6 t0 < t′′, la curva muestra sólo un
cambio de curvatura en el rango de valores considerados de t y si t0 > t′′, la
curva es siempre convexa.
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Se trata pues de una curva mixta que engloba a la curva exponencial y a la sig-
moidal y para la cual se propone asociar un nuevo proceso de difusión al cual deno-
minaremos proceso de difusión mixto lognormal-Gompertz.
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Figura 1: Curvas de crecimiento mixto exponencial-Gompertz.

En la figura 1 se muestran tres ejemplos de curvas de crecimiento mixto exponencial-
Gompertz. La curva que no muestra puntos de inflexión tiene parámetros m = 2,
β = 0.8 y c = 0.25. La curva que presenta dos cambios de curvatura tiene parámetros
m = 5, β = 1.5 y c = 0.1. Finalmente, la curva que muestra un sólo punto de inflexión
tiene parámetros m = 3, β = 2.9 y c = 0.08.

2. El nuevo proceso

El objetivo de este apartado es la obtención y estudio del proceso de difusión
lognormal-Gompertz. Para obtener dicho proceso se sigue la misma metodoloǵıa de-
sarrollada por Capocelli y Ricciardi en [1], es decir se busca un proceso cuya solución
de la ecuación de difusión adelantada o de Fokker-Planck en ausencia de ruido sea la
curva que combina el crecimiento exponencial con el sigmoidal tipo Gompertz.

En primer lugar, se va a introducir este proceso siguiendo las dos ĺıneas siguientes:

Considerar un modelo estocástico cuya solución, en ausencia de ruido, coincida
con la curva deseada.

Imponer que la función media del proceso obtenido sea dicha curva.

A continuación, se obtendrá el proceso mediante métodos alternativos que están ba-
sados en el paso al ĺımite de ciertos modelos discretos estocásticos de crecimiento.

2.1. Obtención del modelo

Siguiendo la metodoloǵıa desarrollada por Capocelli y Ricciardi en [1], vamos a
modificar la media infinitesimal de la ecuación de Fokker-Planck del proceso lognormal,
de forma que la solución de la ecuación resultante, en ausencia de ruido y con condición
inicial

ĺım
t→t0

f(x, t|x0, t0) = δ(x− x0), (2)
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sea la curva (1).
Notemos que la ecuación de primer orden

∂f

∂t
= − ∂

∂x

h
(me−βt + c)xf

i
,

con condición inicial (2), tiene por solución

f(x, t|x0, t0) = δ

�
x− x0 exp

�
m

β

�
e−βt0 − e−βt

�
+ c(t− t0)

��
,

lo cual implica que la población cuyo comportamiento se está modelizando crece de
acuerdo con la curva de crecimiento mixto exponencial-Gompertz (1).

Aśı, partiendo de la ecuación de Fokker-Planck del proceso de difusión lognormal
homogéneo

∂f

∂t
= − ∂

∂x
[mxf ] +

σ2

2

∂2

∂x2
[x2f ],

y modificando su media infinitesimal, multiplicándola por el término e−βt + c
m

, se
obtiene la ecuación de Fokker-Planck

∂f

∂t
= − ∂

∂x

h�
me−βt + c

�
xf
i
+
σ2

2

∂2

∂x2
[x2f ], 0 < x <∞ c ∈ R

+, m > β > 0

(3)
de un nuevo proceso, que verifica la condición deseada de que su solución, en ausen-
cia de ruido y condición inicial (2) sea la curva de crecimiento mixto exponencial-
Gompertz (1).

Este procedimiento equivale a considerar una determinada función de regulación
en la ecuación de Langevin o a la aleatorización de algún parámetro en la ecuación
diferencial determińıstica de crecimiento correspondiente. A continuación, vamos a
estudiar ambos planteamientos para el caso que nos ocupa.

Por una parte podemos considerar la función de regulación

ϕ(x, t) = 1 − (e−βt + c) − 1

α
Λ(t),

en la ecuación de Langevin

dx(t)

dt
= αx(t)[1 − ϕ(x(t), t)],

con Λ(t) un proceso Gaussiano delta-correlado de media cero y densidad espectral σ2.
Esto equivale a considerar la ecuación determińıstica de crecimiento

dx(t)

dt
=
�
me−βt + c

�
x(t)

x(t0) = x0,

e, interpretándola como una generalización de la ecuación de crecimiento malthusiano
con razón de crecimiento dependiente del tiempo, r(t) = me−βt + c, reemplazar ésta
por la suma de tal función y un ruido Λ(t).
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La ecuación resultante en ambos casos

dx(t)

dt
=
�
me−βt + c

�
x(t) + x(t)Λ(t)

se puede escribir en forma de ecuación diferencial estocástica

dX(t) =
�
me−βt + c

�
X(t)dt+ σX(t)dW (t), (4)

donde W (t) representa el proceso Wiener estándar.
La solución de esta ecuación es un proceso de difusión {X(t); t > t0} no homogéneo

en el tiempo, con valores en R
+, momentos infinitesimales

A1(x, t) = h(t)x

A2(x, t) = σ2x2,

y función media (condicionada al instante inicial)

E [X(t)|X(t0) = x0] = x0 exp

�Z t

t0

h(s)ds

�
donde

h(t) =

8<: me−βt + c

me−βt + c+
σ2

2

según se haya considerado, en la resolución de la ecuación (4), la integral estocástica
de Itô o de Stratonovich, respectivamente.

A continuación vamos a comparar el resultado que acabamos de obtener con el
que se deduce del método con el que iniciamos este apartado.

Los momentos infinitesimales del proceso de difusión con ecuación de Fokker-
Planck (3) son

A1(x, t) =
�
me−βt + c

�
x

A2(x, t) = σ2x2,

por lo que dicho proceso coincide con el que se ha obtenido anteriormente considerando
la solución de Itô de la ecuación diferencial estocástica (4). Además,

E [X(t)|X(t0) = x0] = x0 exp

�
m

β

�
e−βt0 − e−βt

�
+ c(t− t0)

�
que se corresponde con una curva del tipo (1), mientras que si consideramos la solución
de Stratonovich se tendŕıa

E [X(t)|X(t0) = x0] = x0 exp

�
σ2

2
(t− t0) +

m

β

�
e−βt0 − e−βt

�
+ c(t− t0)

�
que se puede reparametrizar para obtener la curva del tipo deseado aunando los térmi-

nos c(t− t0) y σ2

2
(t− t0) en un sólo sumando de la forma c′(t− t0) =

�
c+ σ2

2

�
(t− t0)
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Aśı pues, teniendo en cuenta los objetivos perseguidos, se define un nuevo proceso
de difusión de tipo mixto lognormal-Gompertz asociado a la curva (1) como aquel
proceso de difusión {X(t); t > t0} con valores en R

+ y momentos infinitesimales

A1(x, t) =
�
me−βt + c

�
x (5)

A2(x, t) = σ2x2,

donde m > β > 0, c ∈ R
+ y σ > 0.

2.2. Obtenciones alternativas del modelo

2.2.1. Obtención a partir de esquemas discretos. La obtención de un
proceso de difusión como ĺımite de un recorrido aleatorio parte de la idea de considerar
un esquema de crecimiento aleatorio discreto y deducir las ecuaciones de difusión a
partir de este esquema mediante la partición sucesiva de los espacios de tiempo y
estados. El desarrollo de esta idea puede verse en los trabajos de Cox y Miller [2] y
Ricciardi [15] en el caso homogéneo, mientras que el no homogéneo puede verse en [5]
y [16].

En el caso del proceso de difusión no homogéneo lognormal-Gompertz el modelo
discreto de partida considerado es

X(n+1)τ = Xnτ + Z(n+1)τ ; n = 0, 1, 2, . . .

X0 = x0

donde

P [Z(n+1)τ = δ|Xnτ = kδ] =

"
σ2k2

2
+

�
me−βnτ + c

�
k

2

#
τ,

P [Z(n+1)τ = −δ|Xnτ = kδ] =

"
σ2k2

2
−
�
me−βnτ + c

�
k

2

#
τ y

P [Z(n+1)τ = 0|Xnτ = kδ] = 1 − σ2k2τ,

bajo las condiciones |
�
me−βt + c

�
| ≤ jσ2, ∀j ∈ N y σ2j2 <

1

τ
.

2.2.2. Obtención a partir de modelos discretos de crecimiento. La
obtención del proceso partiendo de esquemas discretos de crecimiento de poblaciones se
lleva a cabo mediante un procedimiento de aleatorización y paso al ĺımite de modelos de
crecimiento que generalizan el modelo malthusiano. Un desarrollo análogo al propuesto
en este apartado, pero referido a un proceso de difusión no homogéneo de naturaleza
distinta, se puede encontrar en el trabajo de Gutiérrez y otros [6]. Para el caso general
de un proceso de difusión no homogéneo puede verse el trabajo de Rico [16].
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El modelo de partida, Modelo I , es

Y(n+1)τ − Ynτ =
�
me−β(nτ) + c

�
τYnτ ; n = 0, 1, . . .

Y0 = x0 (6)

A partir de este modelo, tomando ĺımites cuando n → ∞ y τ → 0, bajo la con-
dición nτ = t constante, se obtiene una ecuación diferencial cuya solución podemos
discretizar, obteniendo el que llamaremos Modelo II

X(n+1)τ −Xnτ = Xnτ

�
e

−mτ
β

e−βλn+c τ − 1

�
; nτ ≤ λn ≤ (n+ 1)τ. (7)

A partir del Modelo I y del Modelo II se obtienen, en el ĺımite, dos procesos
de difusión diferentes, con una relación entre sus momentos infinitesimales, referidos
al mismo modelo de crecimiento y que se unifican en el proceso de difusión mixto
lognormal-Gompertz.

3. Caracteŕısticas del proceso

La función de densidad de transición del proceso puede obtenerse buscando una
transformación t′ = φ(t), x′ = ψ(x, t) que cambie la ecuación de Kolmogorov o atra-
sada en la del proceso Wiener. De hecho, los momentos infinitesimales (5) cumplen las
condiciones del teorema 1 de Ricciardi [14] y por tanto dicha transformación existe.
Concretamente, salvo constantes, la transformación es

φ(t) = t ψ(x, t) =
1

σ

�
lnx+

m

β
e−βt −

�
c− σ2

2

�
t

�
,

que cambia el espacio de estados R
+ en R y nos permite obtener la función de densidad

de transición del proceso considerado:

f(x, t|y, s) =
1

x
p

2πσ2(t− s)
exp

0B�−
h
ln
�

x
y

�
+ m

β

�
e−βt − e−βs

�
−
�
c− σ2

2

�
(t− s)

i2
2(t− s)σ2

1CA
que se corresponde con una distribución lognormal, esto es, para t > s:

X(t)|X(s) = y ∼ Λ1

�
ln y − m

β

�
e−βt − e−βs

�
+

�
c− σ2

2

�
(t− s); (t− s)σ2

�
. (8)

Observemos que, puesto que el proceso que estamos considerando es markoviano,
el cálculo de las distribuciones finito-dimensionales depende sólo de la distribución
inicial y de las transiciones. Conocidas estas últimas, para obtener las distribuciones
finito-dimensionales habrá que imponer cuál es la distribución inicial. En el caso de
considerar distribución inicial degenerada, esto es, P [X(t0) = x0] = 1, o distribución
inicial lognormal, X(t) ∼ Λ(µ0;σ

2
0) se puede asegurar que las distribuciones finito-

dimensionales son lognormales.



8 R. Gutiérrez et. al.

A continuación describimos las principales caracteŕısticas del proceso, centrándo-
nos particularmente en tres de las que se emplean con mayor frecuencia en la práctica,
especialmente para predicción. Estas caracteŕısticas son la media, la moda y la fun-
ción de cuantiles, cuyas expresiones pueden formularse conjuntamente para las dos
distribuciones iniciales indicadas.

• Función media:

m(t) = E[X(t0)] exp

�
m

β

h
e−βt0 − e−βt

i
+ c(t− t0)

�
.

• Función moda:

Mo(t) = Moda[X(t0)] exp

�
m

β

h
e−βt0 − e−βt

i
+ c(t− t0)

�
exp

�
−3σ2

2
(t− t0)

�
.

• Función de cuantiles:

Cα(t) = Cuantilα[X(t0)] exp

�
m

β

h
e−βt0 − e−βt

i
+ c(t− t0)

�
× exp

�
−σ

2

2
(t− t0) + z1−α

hp
σ2(t− t0) + V ar[ln(X(t0))] −

p
V ar[ln(X(t0))]

i�
.

donde z1−α es el valor de una normal estándar que deja a la derecha una probabilidad
de 1 − α.

4. Simulación

Una vez obtenido el nuevo proceso de difusión mixto asociado a la curva (1), y
estudiadas sus principales caracteŕısticas, a continuación vamos a realizar simulacio-
nes de sus trayectorias con el fin de visualizar mejor el comportamiento del proceso.
Para ello nos hemos basado en los algoritmos derivados de la resolución numérica de
ecuaciones diferenciales estocásticas (Kloeden et al. [12], Rao el al. [13]).

El algoritmo de simulación para el proceso de difusión lognormal-Gompertz es:

xn+1 =xn

�
1 + h

�n
me−βtn + c

o
− 1

2
σ2

�
+ Z1n

�
σ + σ

n
me−βtn + c

o
h− 1

2
σ3h

�
+

+
1

2
h2

�n
me−βtn + c

o2

− βme−βtn −
n
me−βtn + c

o
σ2 +

1

4
σ4

�
+

+ Z2
1n

�
1

2
σ2 − 1

4
σ4h+

1

2
σ2
n
me−βtn + c

o
h

�
+

1

6
σ3Z3

1n+

+
1

24
σ4Z4

1n

�
, n = 0, . . . , N − 1.

donde h = ti+1 − ti, xn = X(tn) y (Z1n, Z2n) ∼ N (µ, Σ) con

µ =

�
0
0

�
y Σ =

�
h h2/2

h2/2 h3/3

�
.
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Z3n no sigue una distribución normal pero puede aproximarse, para valores pequeños

de h, por una variable normal con media 0 y varianza h4

12
, estando incorrelada con Z1n

y Z2n.

Como se puede apreciar en el algoritmo anterior, al ser recursivo, para poder
simular una trayectoria se necesita partir de una valor inicial, es decir, necesitamos
considerar un valor x0. Dicho valor va a venir determinado por la distribución inicial
que estemos considerando: degenerada en x0 = 2.368 (a) y lognormal Λ1(0; 1) (b), en
nuestro caso.

Las gráficas de la figura 2 muestran trayectorias simuladas con h =0.01 y N =1000
a partir de t0 =0, considerando ambas distribuciones iniciales en el caso m =3, β =2.9,
c =0.15 y σ2 =0.001 de forma que las trayectorias muestran un sólo punto de inflexión
en los valores de tiempo considerados.

Por otra parte, las gráficas de la figura 3 muestran trayectorias simuladas con los
mismos valores de h, N y partiendo del mismo t0 que las trayectorias de la figura
2, considerando ambas distribuciones iniciales en el caso m =5, β =1.5, c =0.15 y
σ2 =0.001, de forma que las trayectorias muestran dos puntos de inflexión.
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Figura 2: Trayectorias simuladas para un proceso mixto lognormal-Gompertz
que muestran un sólo punto de inflexión.
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Figura 3: Trayectorias simuladas para un proceso mixto lognormal-Gompertz
que muestran un dos punto de inflexión.
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Los casos c = 0, y β ≤ 4c no han sido considerados por estar incluidos en el estudio
del proceso tipo Gompertz [17] y del proceso lognormal [16], respectivamente.

5. Estudio inferencial

En esta sección vamos a obtener los estimadores máximo verośımiles de los paráme-
tros del modelo, a partir de los cuales se pueden obtener los de las funciones paramétri-
cas introducidas previamente.

Consideremos un muestreo discreto del proceso, realizado sobre d trayectorias,
en el que la observación de cada trayectoria se ha realizado sobre ni instantes de
tiempo, tij (i = 1, ..., d, j = 1, ..., ni), en principio no iguales en cada muestreo, aunque
ti1 = t1, i = 1, . . . , d. Ello significa que fijados dichos valores temporales, se observan
las variables X(tij) cuyos valores observados constituirán la muestra base del estudio
inferencial. Sean x11, ..., x1n1 , ..., xd1, ..., xdnd

dichos valores observados.
La función de verosimilitud depende de la elección de la distribución inicial. Si

X(t1) ∼ Λ(µ1;σ
2
1) la verosimilitud contiene dos parámetros adicionales que deben ser

incluidos en el proceso de estimación. Sin embargo, se comprueba que las estimaciones
de µ1 y σ2

1 dependen sólo de los valores observados en el instante de tiempo inicial y
no influyen en la estimación del resto de parámetros y los EMV de m, β, c y σ2 son
los mismos en ambos casos y por tanto de ahora en adelante consideraremos el caso
de la distribución inicial lognormal.

Notando por

a =
m

β
, b = e−β y k =

dX
i=1

ni

el logaritmo de la función de verosimilitud asociada a la muestra es

lnLxij (µ1, σ
2
1 , a, b, c, σ

2) = −d
2

lnσ2
1 − k

2
ln(2π) − k − d

2
lnσ2 −

dX
i=1

lnxi1−

− 1

2σ2
1

dX
i=1

[lnxi1 − µ1]
2 −

dX
i=1

niX
j=2

lnxij − 1

2

dX
i=1

niX
j=2

ln(tij − tij−1)−

− 1

2

dX
i=1

niX
j=2

�
ln

xij

xij−1
+ a

�
btij − btij−1

�
+

�
σ2

2
− c

�
(tij − tij−1)

�2
(tij − tij−1)σ2

.

Derivando respecto de µ1 y σ2
1 e igualando a cero se obtiene

∂ lnL

∂µ1
=

1

σ2
1

dX
i=1

(lnxi1 − µ1) = 0

∂ lnL

∂σ2
1

= − d

2σ2
1

+
1

2σ4
1

dX
i=1

(lnxi1 − µ1)
2 = 0
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de donde se concluye que los estimadores máximo verośımiles de µ1 y σ2
1 sonbµ1 =

1

d

dX
i=1

lnxi1 y bσ2
1 =

1

d

dX
i=1

(lnxi1 − bµ1)
2.

Derivando con respecto a a, σ2, b y c e igualando a cero se obtiene

0 =
dX

i=1

niX
j=2

�
ln

xij

xij−1
+ a

�
btij − btij−1

�
+

�
σ2

2
− c

�
(tij − tij−1)

�
(tij − tij−1)

[btij − btij−1 ] (9)

0 =

dX
i=1

niX
j=2

�
ln

xij

xij−1
+ a

�
btij − btij−1

�
+

�
σ2

2
− c

�
(tij − tij−1)

�2
tij − tij−1

−

− (k − d)σ2 −
dX

i=1

niX
j=2

�
ln

xij

xij−1
+ a

�
btij − btij−1

�
+

�
σ2

2
− c

�
(tij − tij−1)

�
σ2

(10)

0 =
dX

i=1

niX
j=2

�
ln

xij

xij−1
+ a

�
btij − btij−1

�
+

�
σ2

2
− c

�
(tij − tij−1)

�
(tij − tij−1)

×

× [tijb
tij−1 − tij−1b

tij−1−1] (11)

0 =

dX
i=1

niX
j=2

�
ln

xij

xij−1
+ a

�
btij − btij−1

�
+

�
σ2

2
− c

�
(tij − tij−1)

�
(12)

Los estimadores máximo verośımiles de a, b, σ2 y c verifican el sistema de ecua-
ciones anterior, del cual no es posible dar una solución expĺıcita.

Si consideramos el caso particular en que tij − tij−1 = h, las ecuaciones (9), (10),
(11) y (12) quedan de la siguiente forma:

A3,b + a(bh − 1)A2,b +

�
σ2

2
− c

�
hA1,b = 0

A4,b + a2(bh − 1)2A2,b + 2a(bh − 1)A3,b −
�
σ2

2
− c

�2

h2 (k − d) − σ2h(k − d) = 0

A∗

3,b + a(bh − 1)A∗

2,b +

�
σ2

2
− c

�
hA∗

1,b = 0

A5,b + a(bh − 1)A1,b +

�
σ2

2
− c

�
h(k − d) = 0
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donde

A1,b =
dX

i=1

niX
j=2

btij−1 A2,b =
dX

i=1

niX
j=2

b2tij−1 A3,b =
dX

i=1

niX
j=2

btij−1 ln
xij

xij−1

A∗

1,b =
dX

i=1

niX
j=2

tij−1b
tij−1 A∗

2,b =
dX

i=1

niX
j=2

tij−1b
2tij−1 A∗

3,b =
dX

i=1

niX
j=2

tij−1b
tij−1 ln

xij

xij−1

A4,b =

dX
i=1

niX
j=2

ln2 xij

xij−1
A5,b =

dX
i=1

niX
j=2

ln
xij

xij−1
.

A partir de estas ecuaciones, realizando algunas operaciones, obtenemos

σ2
b =

1

h(k − d)

A4,bA
∗

1,bA2,b −A4,bA1,bA
∗

2,b +A1,bA
∗

3,bA3,b

A∗

1,bA2,b −A1,bA∗

2,b

+
−A∗

1,bA
2
3,b +A3,bA

∗

2,bA5,b −A∗

3,bA2,bA5,b

A∗

1,bA2,b −A1,bA∗

2,b

ab =
A1,bA

∗

3,b −A∗

1,bA3,b

(bh − 1)[A∗

1,bA2,b −A1,bA∗

2,b]
, cb =

σ2
b

2
− 1

h

A3,bA
∗

2,b −A∗

3,bA2,b

A∗

1,bA2,b −A1,bA∗

2,b

y la siguiente ecuación

A4,b + ab(b
h − 1)A3,b +

�
σ2

b

2
− cb

�
hA5,b − σ2

bh(k − d) = 0, (13)

que no se puede resolver de forma exacta y, por tanto, deberá ser tratada mediante

métodos numéricos. Una vez que hayamos calculado bb, se deduce que ba = a
b
, 
σ2 = σ2

b

y bc = c
b
.

Aśı, una vez obtenidos los estimadores máximo verośımiles de los parámetros a, b,
c y σ2, los correspondientes a los parámetros originales del modelo, m y β sonbβ = − lnbb y bm = ba · bβ.
6. Cuestiones numéricas. Métodos alternativos de

estimación

Debido a que la ecuación (13) tiene una forma algebraica que dificulta su resolución,
especialmente cuando el número de datos de la muestra es grande, se hace necesario
recurrir a métodos numéricos, como por ejemplo el método de Newton-Raphson. Re-
cordemos que estos métodos dependen de la solución inicial considerada y no siempre
se puede asegurar su convergencia.

Una alternativa a este tipo de métodos es realizar un procedimiento recursivo de
estimación de los parámetros utilizando no sólo la información que aportan las trayec-
torias sino también el tipo de curva que tiene asociado el proceso. Concretamente, dado
que el conocimiento de b proporciona, mediante sustitución directa, las estimaciones
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de los parámetros a, c y σ2 (y por consiguiente de m y β), proponemos el siguiente
algoritmo recursivo para la estimación de todos los parámetros, en el caso en el que se
disponga de trayectorias que permitan visualizar el punto de inflexión donde se pasa
de cóncava a convexa1.

1. Se toma i=0 y se parte de un valor inicial de b, comprendido entre 0 y 1, b(0).
Se calcula a partir de él β(0) = − ln b(0).

2. Se obtienen los valores ab(i) , m(i), σ2
b(i) y cb(i) mediante las ecuaciones

ab(i) =
A1,b(i)A∗

3,b(i) −A∗

1,b(i)A3,b(i)

((b(i))h − 1)[A∗

1,b(i)A2,b(i) −A1,b(i)A∗

2,b(i) ]

m(i) = ab(i)β
(i)

σ2
b(i) =

1

h(k − d)

 
A4,b(i)A∗

1,b(i)A2,b(i) −A4,b(i)A1,b(i)A∗

2,b(i) +A1,b(i)A∗

3,b(i)A3,b(i)

A∗

1,b(i)A2,b(i) −A1,b(i)A∗

2,b(i)

−
A∗

1,b(i)A
2
3,b(i) +A3,b(i)A∗

2,b(i)A5,b(i) −A∗

3,b(i)A2,b(i)A5,b(i)

A∗

1,b(i)A2,b(i) −A1,b(i)A∗

2,b(i)

!
cb(i) =

σ2
b(i)

2
− 1

h

A3,b(i)A∗

2,b(i) −A∗

3,b(i)A2,b(i)

A∗

1,b(i)A2,b(i) −A1,b(i)A∗

2,b(i)

3. Teniendo en cuenta que los instantes en los que se alcanzan los puntos de infle-
xión de las trayectorias son los mismos en todas ellas

t = − 1

β
ln

 
β − 2c±

p
β(β − 4c)

2m

!
se puede obtener un nuevo valor del parámetro β(i+1), mediante la resolución
de la ecuación

e−β(i+1)t1 =
β(i+1) − 2cb(i) −

p
β(i+1)(β(i+1) − 4cb(i))

2m(i)

donde t1 es el instante de tiempo2 en el cual se produce el cambio de curvatura
de cóncava a convexa y, a partir del valor obtenido para β(i+1), se puede obtener
b(i+1).

4. Hacer i=i+1, volver al paso 2 y repetir el proceso hasta conseguir la conver-
gencia, entendiendo la misma en términos de una tolerancia, entre dos etapas
sucesivas, en términos de b.

1Como se puede apreciar en la gráfica 1, en caso de visualizarse solamente un punto de
inflexión, éste seŕıa el del cambio de curvatura de cóncava a convexa

2Para obtener el valor de t1 se puede ajustar una curva del tipo mixto exponencial-
Gompertz (1) a una de las trayectorias y determinar a partir de ella dónde se alcanzan los
puntos de inflexión.



14 R. Gutiérrez et. al.

Aplicando este procedimiento a las trayectorias simuladas, se obtienen resultados
que en este caso mejoran a los obtenidos mediante el método de Newton-Raphson.

Partiendo del valor inicial b=0.1, y en el caso de considerar la distribución inicial
lognormal Λ(0, 1), la aplicación de ambos métodos nos llevan a las estimaciones que
se resumen en el cuadro 1.

Cuadro 1: Estimación de los parámetros de los procesos simulados mediante
ambos métodos.

Valores Estimación Newton-Raphson Estimación Iterativa
m=3 3.19982 3.15551
β=2.9 3.10781 3.0181
c=0.15 0.141785 0.140202
σ2=0.001 0.000875252 0.000926178
m=5 5.07102 5.03648
β=1.5 1.52482 1.5006
c=0.15 0.153518 0.150364
σ2=0.001 0.00101747 0.000902611

Referencias

[1] Capocelli, R. M. y Ricciardi, L. M. (1974). Growth with regulation in random
enviroment. Kybernetik, 15:147-157.

[2] Cox, D. R. y Miller, H. D. (1965). The theory of stochastic processes. Wiley.
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de procesos de difusión no homogéneos a partir de esquemas discretos. Actas del
decimoséptimo congreso nacional de la S.E.I.O. (Lérida), 4274-4279.

[6] Gutiérrez, R., Rico, N., Román, P., Romero, D. y Torres, F. (2003). Obtención de
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