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Introduccion

La distribuciéon lognormal, como es bien conocido, se define como la distribucién de
una variable cuyo logaritmo sigue una ley normal, por lo que, obviamente, es una variable
necesariamente positiva. Esta distribucion ha sido ampliamente estudiada, sobre todo desde
el punto de vista aplicado para ajustar datos reales. Ello es asi puesto que hay muchas
variables en el mundo real que son inherentemente positivas, tales como el tamano de
poblaciones en biologia, cantidad de precipitaciones en meteorologia, emisiones de gases
en ciencias medioambientales, en demografia la edad media de la mujer cuando tiene el
primer hijo, Producto Interior Bruto u otras variables de este tipo en economia, etc.

Aunque los ejemplos de aplicacién anteriores ya justifican suficientemente la necesidad
de estudiar esta distribucion, hay también aportaciones desde el punto de vista tedrico
que reafirman su importancia. En este sentido podemos citar la obtencion de la ley por
parte de Gibrat [14] mediante lo que él llamé la ley de los efectos proporcionales, o bien
la obtencién por parte de Kolmogorov [36] mediante la denominada ley de las particiones
sucesivas. Aitchison y Brown [1] publicaron en 1957 una monografia en la que aparece
unificada toda la teoria hasta entonces existente sobre esta distribucién, comenzando con
la génesis de la ley y abordando posteriormente los problemas de estimaciéon puntual y
por intervalos, finalizando con una visiéon sobre campos de aplicacién. Johnson y Kotz
[35] en 1970 actualizan y amplian este estudio incluyendo el caso triparamétrico. Desde la
publicacion de esas dos monografias se ha producido un gran avance tanto en lo que se
refiere a la teoria sobre esta distribucién como en el campo de las aplicaciones, el cual se
ha ampliado de forma considerable, lo cual ya fue predicho por Johnson y Kotz en 1970
cuando dijeron es muy probable que la distribucion lognormal sea una de las distribuciones
mas ampliamente usadas en los trabajos estadisticos aplicados en los proximos anos. En
esta linea Crow y Shimizu [13] publican una nueva monografia en 1988 donde se vuelven
a compendiar todos los conocimientos sobre la distribucién asi como los avances obteni-
dos hasta esa fecha, destacando la estimacion insesgada de ciertas funciones paramétricas
(Shimizu e Iwase [53]), contrastes de hipé6tesis que permiten la construccién de intervalos
de confianza exactos para ciertas combinaciones lineales de los parametros (Land, [38]),
estimacién mediante muestreo censurado, estimacién bayesiana y volviendo a revisar los
nuevos campos de aplicacién de la distribucion.

Con respecto al estudio inferencial sobre la media de la distribucién lognormal, hay que
destacar los trabajos de Land [39], Angus [2], [3], Zhou y Gao [61] y Lefante y Shah [42]
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sobre la obtencion y comparacion de intervalos de confianza aproximados y, mas reciente-
mente, el de Krishnamoorthy y Mathew [37] sobre intervalos de confianza generalizados.
Estos trabajos surgen motivados por las dificultades computacionales que presenta el calcu-
lo de los intervalos exactos de Land en la practica.

Volviendo al campo de las aplicaciones, a la vista de algunos de los ejemplos considera-
dos, podemos observar como las variables objeto de interés no son estaticas sino dinamicas
en el sentido de que evolucionan segin un indice (habitualmente el tiempo) mostrando,
ademads, un comportamiento de tipo exponencial (por ejemplo el Producto Interior Bruto).
Por esta razén, la obtencién de modelos que expliquen este tipo de comportamiento ha sido
objeto de amplio estudio. En este sentido, Malthus [45] propone, a finales del siglo XVIII,
un modelo deterministico de crecimiento para la poblacion humana que corresponde a una
curva de crecimiento de tipo exponencial. Se ha comprobado a lo largo de los dos siglos
siguientes a Malthus que su teoria no es aplicable a poblaciones humanas, apuntandose un
gran numero de razones para ello, pero lo cierto es que el modelo que se deriva de su teoria
se puede aplicar, en general, al crecimiento de especies que se reproducen en un entorno
donde no existen depredadores y hay exceso de alimentos.

El problema que se plantea a la hora de utilizar modelos deterministicos para modelizar
cualquier fenémeno, y en particular el crecimiento, es la complejidad propia del fenémeno,
implicando la necesidad de la especificacién detallada de multiples factores que no siempre
son conocidos o cuantificables. Este inconveniente se puede evitar mediante la utilizacién
de modelos estocasticos como por ejemplo, procesos de nacimiento y muerte o procesos
de difusién, los cuales han sido extensamente usados para la modelizacién y estudio de
determinados fenémenos dinamicos en diversos campos de aplicacién dentro del ambito del
crecimiento.

La consideracién de modelos aleatorios para modelizar fenémenos en los cuales estén
implicadas variables aleatorias que evolucionan en el tiempo y que exhiban tendencias de
tipo exponencial, y el hecho de que la media de una distribucion lognormal venga expresada
de forma exponencial, nos hace pensar en la relaciéon que esta distribucion debe tener con
las variables involucradas en tales modelos.

Asi, Capocelli y Ricciardi [9] y [10], consideran la ecuacién diferencial deterministica
del modelo malthusiano y la modifican reemplazando la tasa de crecimiento por la suma de
un término constante y un proceso Gaussiano delta-correlado de media cero con densidad
espectral o2 (ruido blanco). De esta forma se obtiene una ecuacién diferencial estocasti-
ca cuya solucién, bajo condiciones iniciales adecuadas, es un proceso de difusion cuyas
distribuciones finito-dimensionales y transiciones siguen leyes lognormales, cuya funcién
media es exponencial y que se conoce como proceso de difusion lognormal. No obstante,
esta no es la tnica forma de introducir dicho proceso. Por ejemplo, Ricciardi [50] parte
de la discretizacion del modelo deterministico malthusiano y, aleatorizandolo, obtiene un
modelo estocastico discreto de crecimiento de poblaciones cuyo limite, cuando el intervalo
de tiempo entre las sucesivas generaciones se hace tender a cero, es el proceso de difusién
lognormal.
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Este proceso ha sido estudiado en muy distintos campos cientificos, como la ecologia,
pudiendo citar a Capocelli y Ricciardi [9], quienes lo estudian como modelo de crecimiento
de poblaciones. Las aplicaciones del proceso de difusion lognormal en economia y otros
campos afines, como el marketing son también numerosas. Cox y Ross [12] y Merton [47]
han realizado importantes contribuciones en este sentido. Marcus y Shaked [46] confirman
la importancia del modelo de difusién lognormal en el campo de la economia y las finanzas
y Cox y Ross atribuyen al proceso de difusién lognormal el papel de workhorse en la
literatura sobre la opcion de fijacién de precios. Por ejemplo, el proceso aparece asociado
al modelo de Black y Scholes [8]. Asimismo, ha sido extensamente utilizado en este ambito
por Tintner y Sengupta [57], quienes ponen de relieve su adecuacién para la modelizacién en
economia asi como el interés especial que despierta este proceso para realizar predicciones.
Recientemente, Basel y otros [6] han estudiado la serie del Indice de Precios de Consumo
(I.P.C.) en Estados Unidos, obteniendo que el proceso de difusiéon lognormal es, frente a
otro tipo de modelos como los autorregresivos, preferible desde el punto de vista de obtener
mejores predicciones de forma sencilla.

No obstante, hay que notar que en estos estudios el proceso que se considera es ho-
mogéneo, esto es, sus momentos infinitesimales dependen solamente del espacio de estados,
lo cual significa que las posibles influencias existentes sobre la variable objeto de estudio
son funciones de ella misma. Este hecho restringe el ambito de aplicacién y, sobre todo,
la posibilidad de introducir informacién ajena a la variable de interés, lo cual se pone de
manifiesto en multiples aplicaciones donde se observan desviaciones de los datos en estudio
respecto de la tendencia del proceso homogéneo. Por ejemplo, el grafico 1 representa los
valores del Producto Interior Bruto en Espana entre 1970 y 2002, mostrando claramente la
situacién comentada. Por lo tanto se hace necesario la consideracién de influencias ajenas
a la variable modelizada por el proceso (variable endégena), dando origen a los factores
ex6genos, que seran variables que influyen sobre la endégena y cuya evolucién en el tiempo
es conocida. De esta forma, la inclusion de estas funciones temporales en la media infinite-
simal del proceso permite, por una parte, un mejor ajuste y, por otra, un control externo
sobre el comportamiento de la variable regida por el proceso. El empleo de factores exdge-
nos en el ambito de los procesos de difusién fue propuesto por Tintner y Sengupta [57],
aplicandolo a la descripcién, prediccién y analisis de politicas de crecimiento en materias
economicas.

Una de las cuestiones de interés acerca del proceso de difusiéon lognormal con factores
ex6genos, que ha sido objeto de numerosos estudios en los tltimos afnos, es la inferen-
cia, cuestién que puede ser abordada empleando tanto muestreo continuo (Basawa y Rao
[5], Gutiérrez y otros [16]), considerando la difusién como solucién de ciertas ecuaciones
diferenciales estocasticas, como muestreo discreto de las trayectorias basandose en la fun-
cion de verosimilitud de la muestra construida a partir de la densidad de transicién de
la difusién. La inferencia por muestreo discreto fue tratada por Tintner y Gémez [56] y
Gutiérrez y otros [17], pero abordando el caso unidimensional y con la introduccién de dos
factores. La generalizacion, tanto a mas factores como al caso de la difusién en su version
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Grdfico 1: Producto Interior Bruto en Espana entre 1970 y 1997.

multivariante, tratando la estimacién maximo verosimil de los parametros y contrastes de
significacion de los factores exdgenos, ha sido considerada por Gutiérrez y otros [18], [20]
y Torres, [58]. Otras cuestiones de interés han sido el estudio tedrico de la distribucion de
la tendencia y funcién de covarianza estimada del proceso en su versién univariante, tanto
en el caso de la estimaciéon maximo verosimil como en el caso de la estimacion insesgada
de minima varianza y su aplicacién en el campo econémico (ver Gutiérrez y otros en [25]
y [26]). El interés por la estimacién de estas funciones, asi como por las funciones mo-
da y de cuantiles, y sus versiones condicionadas [31], viene justificado por su utilidad en
prediccién. En este sentido se ha profundizado no sélo en la estimacién puntual de tales
funciones sino en la estimacién por intervalos, lo cual ha conducido a la construccion de
bandas de confianza exactas para las funciones media y moda (ver, por ejemplo el trabajo
de Gutiérrez y otros en [31]), extendiendo los trabajos de Land [38] y [41], en el ambito
de la distribucion lognormal. No obstante, el empleo de este tipo de bandas implica, como
ocurre en el caso de la distribucién, el calculo de valores criticos dificiles de obtener, por
lo que se hace necesario profundizar en la obtencion de procedimientos aproximados.

Por otra parte, es importante notar que para la estimacién de los parametros del mode-
lo, asi como de las funciones paramétricas citadas anteriormente, no es necesario disponer
de la forma funcional exacta de los factores exégenos sino que basta con disponer del va-
lor de sus integrales entre dos instantes de tiempo consecutivos. Sin embargo, hay otras
situaciones en las que si es fundamental tener dicha forma funcional, como ocurre cuando
se consideran problemas de tiempo de primer paso (Gutiérrez y otros, [19]). Por lo tanto
es necesario disponer de procedimientos que puedan permitir aproximar la forma de los
factores exdgenos para lo cual, evidentemente, se debe disponer de algtin tipo de informa-
cién sobre ellos. Ese es el caso del ejemplo tratado por Gutiérrez y otros en [23], donde se
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considera el estudio del Producto Interior Bruto en Espana, tanto desde el punto de vista
de la estimacion del modelo como del de calculo de tiempos de primer paso por barreras
constantes. La solucion en dicho caso la proporciona la propia naturaleza de la variable,
buscando posibles influencias externas entre las componentes de la Demanda Nacional y
construyendo, a partir de ellas, funciones poligonales que constituiran los factores exégenos
al proceso. Sin embargo, pueden presentarse situaciones en las cuales se sospeche que exis-
ten influencias externas a la variable endogena y no se disponga de ninguna informacién
sobre ellas.

Asi, el objetivo fundamental de esta memoria, estructurada en tres capitulos, es
responder a las dos cuestiones que han quedado en el aire en los comentarios anteriores,
esto es:

= construccién de bandas de confianza aproximadas y generalizadas para las funciones
media y moda (y sus versiones condicionadas) para el proceso de difusién lognormal
con factores exdgenos,

= plantear un proceso de difusién lognormal con factores exégenos de tipo polinémico
que permita resolver el problema de la no disponibilidad de informacién externa a la
variable enddgena en situaciones en las que se infiere que debe haberla,

que constituyen las aportaciones originales de esta memoria y que forman los nicleos
centrales de los Capitulos 2 y 3, respectivamente.

En el capitulo primero se hace un resumen de los resultados existentes en la literatura
sobre el proceso de difusién lognormal unidimensional con factores exégenos (un desarro-
llo més detallado puede verse en el trabajo de Rico [51]). Tras definir el proceso a través
de sus momentos infinitesimales, se propone la obtenciéon del mismo segiin tres técnicas
diferentes. Las dos primeras tienen en comun el partir de esquemas discretos concretos vy,
mediante un procedimiento de paso al limite, obtener el proceso de difusién lognormal con
factores exdgenos, bien calculando sus momentos infinitesimales o bien sus ecuaciones de
difusién (una generalizacién a procesos no homogéneos puede contemplarse en Gutiérrez,
Rico y otros, [28],]29]). La tercera forma es una modificacién del planteamiento de Capo-
celli y Ricciardi [9] y [10] al considerar la ecuacion diferencial deterministica del modelo
malthusiano y aleatorizarla. De esta forma se obtiene una ecuacién diferencial estocastica
cuya solucién proporciona el proceso buscado.

Posteriormente se realiza la descripcion del proceso de difusion lognormal no homogéneo
a partir de sus caracteristicas mas relevantes, esto es, la funcion de densidad de transicion,
distribuciones finito-dimensionales, momentos y funciones media, covarianza, moda y de
cuantiles asi como las versiones condicionadas de las funciones media, moda y de cuantiles,
las cuales se expresan como caso particular de ciertas funciones paramétricas. A conti-
nuacion se resume el proceso de estimacién de los parametros del modelo por maxima
verosimilitud partiendo de un muestreo discreto de las trayectorias, asi como la estimacion
de las funciones paramétricas citadas, incluyendo la estimacién méaximo verosimil e inses-
gada de minima varianza. Se concluye el capitulo con la descripcion del procedimiento de

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusiéon lognormal...



6 Introduccién

construccion de bandas de confianza exactas para las funciones media y moda asi como
para sus versiones condicionadas.

En el segundo capitulo se extienden los resultados existentes sobre métodos de cons-
truccion de intervalos de confianza aproximados y generalizados para la funciéon media de
la distribucion lognormal, asi como la propuesta de un nuevo método aproximado en ese
contexto, a las funciones media y moda del proceso lognormal. Para ello se comienza con
una breve revision de los resultados relativos a la distribucion y, a continuacién, se conside-
ran por separado los casos homogéneo y no homogéneo del proceso lognormal, obteniendo
bandas de confianza aproximadas y generalizada para las funciones mencionadas.

El hecho de realizar un estudio separado es debido a que, a pesar de que las bandas
obtenidas son similares en cuanto a su construccion, la aplicaciéon en cada caso plantea
particularidades propias, como por ejemplo, la dependencia o no en el tiempo de las proba-
bilidades de cobertura de los intervalos de confianza que constituyen las bandas. En cada
caso, se analizan tales particularidades y se realizan estudios de simulacion que permiten
comparar las diversas bandas construidas.

Dado que en el caso no homogéneo estos estudios dependen de los factores que determi-
nan el proceso, se realizan otros estudios en dos modelos concretos: un modelo teérico con
factores exégenos funcionalmente conocidos y un modelo de difusién lognormal introducido
por Gutiérrez y otros [23] para modelizar el Producto Interior Bruto en Espaiia.

En el tercer capitulo abordamos la problematica planteada cuando no hay informacion
sobre influencias ajenas al proceso y, sin embargo, se tienen sospechas de su existencia.
Presentamos una aproximacion para este tipo de casos mediante el empleo de factores
ex6genos polinémicos.

En primer lugar se aborda nuevamente el problema de estimacion de los parametros
del modelo. La razén para ello es obtener expresiones recursivas para los estimadores,
expresiones que permiten, en las aplicaciones practicas, poder plantear procedimientos
iterativos tipo forward mediante los cuales introducir de forma sucesiva polinomios de grado
superior y, con ello, aproximarnos cada vez mas a una mejor explicacion del fenémeno en
estudio. Este planteamiento debe ir acompanado de criterios para la seleccion del grado
optimo del polinomio considerado.

En este sentido, se dan expresiones recursivas para los estimadores de méaxima verosi-
militud asociados al proceso y a partir de ellos se construyen expresiones recursivas para
los estimadores de las funciones media, moda y de cuantiles, asi como para sus versiones
condicionadas y para la funcién covarianza. También se construyen expresiones de este
tipo que permiten el célculo de bandas de confianza para las funciones media y moda y sus
versiones condicionadas.

Completando el tercer capitulo, se presenta una aplicacién a datos reales en la que se
utilizan las expresiones recursivas obtenidas para la estimacién de un proceso lognormal
con factores exégenos polinémicos, cuya construccion contempla la introduccién sucesiva de
funciones de este tipo hasta determinar el grado 6ptimo, cuestion que se realiza valorando
sus posibilidades predictivas. Este es el caso de las emisiones globales de metano entre los
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anos 1860 y 1994, datos para los que no se dispone de informacion externa pero se observan
desviaciones de la tendencia del proceso homogéneo, previamente ajustado, con respecto a
los datos observados. Una vez seleccionado el modelo, se realiza un estudio de simulacién
para el estudio de las bandas de confianza aproximadas y generalizada en el mismo sentido
que el establecido en el Capitulo 2.

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusiéon lognormal...






Capitulo 1

El proceso de difusion lognormal

En este capitulo se hace una descripcion del proceso de difusion lognormal, centrando-
nos en el caso no homogéneo (o con factores exégenos), abarcando su definicién, obtencién
mediante métodos alternativos (que generalizan a algunos existentes para el caso de pro-
cesos de difusion homogéneos en el tiempo), descripcién y estudio de sus caracteristicas
principales. Asimismo se presentan resultados existentes en la literatura sobre la estimacién
mediante méxima verosimilitud de los parametros implicados en la definicién del proceso y
la estimacién méaximo verosimil e insesgada de ciertas funciones paramétricas de ellos que
incluyen, como casos particulares, funciones de interés del proceso tales como la funcién
media, moda, cuantiles y covarianza. Finalizamos con la estimaciéon mediante bandas de
confianza exactas de un tipo de ellas, concretamente la media y la moda.

En primer lugar recordamos la definicion de proceso de difusién asi como algunos de los
elementos determinantes en este tipo de procesos: momentos infinitesimales y ecuaciones
de difusién. Una vez introducidos estos elementos, pasamos a definir el proceso de difu-
sion lognormal no homogéneo mediante sus momentos infinitesimales y nos centramos en
su estudio, en primer lugar desde el punto de vista de su obtencién y en segundo lugar
describiendo las funciones asociadas a él, tales como la funciéon de densidad de transicion,
funcién de distribucién de transicion y funciones media, mediana, moda y de cuantiles para
finalizar presentando el estudio inferencial de las funciones de este tipo.

1.1. Definicién de proceso de difusion

Sea {X(t);to < t < T} un proceso de Markov en tiempo continuo, con espacio de
estados continuo, trayectorias continuas casi seguro y notemos por F'(z,t|y, s) a su funcién
de distribucion de transicion, esto es, para t > s,

F(a,tly, s) = PIX(t) < z[X(s) = y].

Un proceso con las caracteristicas anteriores se dice que es un proceso de difusion si Ve > 0
y Vx en el espacio de estados se verifica
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1
1. lfm — F(dy,t+ hlz,t) = 0.

h10 ly—z|>€

2. Existen funciones A;(z,t) y As(x,t) tales que

%h/y = F Gy Bl ) = A

b) %hﬁm 2P (dy.t + hlz,t) = As(, 1),

Nota 1.

1. Las funciones Ay(z,t) y As(x,t) se corresponden con dos de los momentos trunca-
dos, por unidad de tiempo, de los incrementos condicionados, momentos que siempre
existen.

2. A partir de la definicion anterior se puede deducir que los momentos truncados de
orden superior son nulos (ver [7]).

Teniendo en cuenta la definicion dada, en ocasiones puede ser complicado comprobar
que un proceso sea de difusién. Las siguientes condiciones, (ver [15]), son suficientes para
que un proceso de Markov en tiempo continuo, con espacio de estados continuo y con
trayectorias continuas casi seguro sea de difusion:

1
1. Existe 0 > 0 tal que Vz se tiene 1}%1 7 / ly — x> F(dy,t + h|z,t) = 0.
2. Existen funciones A;(z,t) y Aa(x,t) tales que Va se cumple

l]ggl h/ —z)F(dy,t + hl|z,t) = Ay (z,t)

1

P Y _
b) 1}1%1 - (y —x)°F(dy,t + hlz,t) = As(z,1).

Nota 2.

1. Las funciones Ai(z,t) y As(z,t) ahora son los momentos, por unidad de tiempo, de
los incrementos condicionados, mientras que el haber usado de nuevo la notacion
Ai(z,t), i = 1,2 se debe al hecho de que se puede comprobar (ver [15]) que las
condiciones anteriores implican que para k = 0,1,2 se tiene

] — 2)"F(dy,t + hlz,t) = 0.
,ggh/W 2)FE(dy, t + hle,t) =

Para k = 0 se tiene la primera condicion de la definicion mientras que para k = 1,2
se deduce que dichos momentos coinciden con los truncados.

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusién lognormal...
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2. Las funciones A;(x,t), i = 1,2, son conocidas como los momentos infinitesimales del
proceso. En efecto, puesto que paran = 1,2,

Aul, 1) =lim T B[X(E+ ) — X(0)"X (1) = a],

en particular, para un incremento de tiempo pequeno, h, se tiene

B[X(t+h) — X(O|X(2) = 2] ~ Ay(a, )
B[(X(t+h) - X(0)*1X(t) = 2] ~ Ag(a, D)h

por lo que
Var [ X(t+h) — X(t)|X(t) = 2] = Ay(z,t)h — [Al(:r,t)]2 h?
y con ello
}Lli% Var [X(t+ h) —hX(t)]X(t) = 1] — Ay(at).

Asi pues, es habitual llamar a Ai(z,t) la media infinitesimal del proceso y a As(z,t)
la varianza infinitesimal.

3. Si asumimos las condiciones suficientes anteriores, no podemos asegqurar ahora que,
de existir, los momentos infinitesimales de orden superior a dos sean nulos (como
st ocurre con los momentos infinitesimales truncados). Lo que si es cierto es, que
del hecho anterior, se deduce que los momentos infinitesimales de orden 1 y 2 (de
existir y con las condiciones anteriores) coinciden con los truncados. De esta forma
se justifica el haber usado la misma notacion en ambos casos.

La funcién de densidad de transicién de los procesos de difusién, f(z,t|y, s), verifica, bajo
ciertas condiciones de regularidad, dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:

» FEcuacion adelantada o de Fokker-Planck

0T 05 20 ) sty )] 4 s An(e Doty s)). (1)

= Ecuacién atrasada o de Kolmogorov

Af (z,tly, s) Af (z,tly, s) L1 P flx,tly,s)

Os _A2<y7 S) ayg

~0. (1.2)

Estas ecuaciones son dos formas diferenciales de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov,

donde s < t, y determinan, bajo ciertas condiciones, la funciéon de densidad de transiciéon
(ver [15]).

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusiéon lognormal...



12 1.1 Definicién de proceso de difusion

Por otra parte, los procesos de difusién pueden estudiarse a partir de las ecuaciones
diferenciales estocasticas del tipo

AX () = Ay (X (1), )dt + /A (X (1), AW () (1.3)

donde W (t) es el proceso Wiener estandar. Este tipo de ecuaciones tiene solucién unica
bajo determinadas condiciones (en general de tipo Lipschitz) sobre las funciones A; y As.
Dicha solucién es, en general, un proceso de Markov, siendo una difusién bajo imposiciones
adicionales de continuidad sobre las citadas funciones, (ver, por ejemplo los textos de
Gikhman [15] o Arnold [4]).

1.1.1. Proceso de difusién lognormal no homogéneo o con facto-
res exogenos

El proceso lognormal, o logaritmico-normal, no homogéneo (o con factores exdgenos)
se define como un proceso de difusion {X(t); to <t < T} con valores en R y momentos
infinitesimales

Ay(z,t) =h()z y
Ay(x,t) =c%2*, 0 >0 (1.4)

donde h es una funcién continua del tiempo!.

Nota 3. La introduccion de la funcion h en la media infinitesimal del proceso obedece a la
1dea de incluir posibles influencias externas que alteren su comportamiento, siendo ésta la
razon de la terminologia factores exégenos.

En la definicion anterior se ha incluido una funcion h genérica, sin determinar ninguna
caracteristica especial sobre ella, funcion con la cual, en los apartados siguientes aborda-
remos aspectos generales sobre la obtencion del proceso. No obstante, con posterioridad,
impondremos alguna condicion mds sobre dicha funcion. En concreto, a lo largo de esta
memoria, y puesto que pueden ser multiples las influencias externas que pueden afectar al
comportamiento de la variable que modeliza el proceso, abordaremos el caso

n(t) = o+ 3 BE()

donde B; € R, j=0,...,q y F; son funciones continuas, j =1,...,q.

Como se ha comentado con anterioridad, este proceso puede ser estudiado desde el
punto de vista de las ecuaciones diferenciales estocésticas del tipo (1.3) o bien a partir de

!Esta definicién generaliza a la de proceso lognormal homogéneo, en cuyo caso la funcién h es constante,
esto es, h(t) =m.

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusién lognormal...
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las ecuaciones (1.1) y (1.2). En concreto la ecuacién diferencial estocéstica asociada es

dX(t) = h(t) X (t)dt + o X (t)dW (t) (1.5)

X(to) =

donde c es una variable aleatoria. Con la hipédtesis de continuidad impuesta sobre la funcién
h, esta ecuacion verifica las condiciones de existencia y unicidad de soluciéon asi como se
asegura que tal solucién sea un proceso de difusion.

Por otra parte las ecuaciones en derivadas parciales (1.1) y (1.2) adoptan las siguientes
expresiones:

» Fcuacion adelantada o de Fokker-Planck

of (x,tly,s) Olaf(z,tly,s)] | o® P[*f(z,tly,s)]
ot = —h(t) ox + 2 0x? ’

= Fcuacién atrasada o de Kolmogorov

Of(x,tly, s of(x,tly,s) o? ,0%f(x,tly,s

Flns) |y 08 lys) | o* 00 lys)
ds oy 2 dy

ecuaciones que verifican las condiciones de existencia y unicidad de solucion, con las con-

diciones iniciales respectivas ltlfn flz,tly,s) =d(x —y)y h’%l f(z, tly,s) = d(x —y), donde

d(+) es la funcion delta de Dirac.

1.2. Obtencion del proceso de difusion lognormal

A continuacion se obtiene el proceso de difusién lognormal no homogéneo mediante
tres métodos diferentes: los dos primeros son procedimientos de paso al limite de esquemas
discretos mientras que el tercero consiste en la introduccién de un ruido en el modelo
deterministico de crecimiento correspondiente.

En el primer método se parte de un modelo discreto que modeliza la posiciéon de una
particula que se mueve con saltos de amplitud 0 o 0 entre instantes de tiempo equidistantes,
con probabilidad de cambio dependiente del instante de tiempo y el estado considerados. En
el limite, cuando se toman instantes de tiempo cada vez més cercanos y saltos de amplitud
cada vez menor, este esquema responde a un proceso de difusion lognormal no homogéneo.
Este procedimiento extiende el considerado por Ricciardi [50] para obtener procesos de
difusion homogéneos a partir de recorridos aleatorios. En nuestro caso, al tratarse de un
proceso no homogéneo en el tiempo, el esquema de partida no es un recorrido aleatorio
ya que, al ser las probabilidades de transicion dependientes del tiempo, no se consideran
variables aleatorias idénticamente distribuidas.

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusiéon lognormal...



14 1.2 Obtencién del proceso de difusién lognormal

En el segundo método se toma otro esquema de partida, el de un modelo de crecimiento
no homogéneo que generaliza el esquema malthusiano considerando una fecundidad dife-
rencial por unidad de tiempo dependiente de éste. De este esquema es posible derivar dos
modelos de crecimiento a los cuales se les introduce ambiente aleatorio considerando que
la fecundidad en cada instante de tiempo es aleatoria y de aqui se llega a dos procesos de
difusion cuyos momentos infinitesimales se comprueba que son los del proceso de difusiéon
lognormal no homogéneo.

De nuevo, este procedimiento extiende a otro conocido para el caso homogéneo, en
concreto el considerado por Ricciardi en [50] para obtener el proceso de difusién lognormal
homogéneo, para el que se considera una fecundidad diferencial por unidad de tiempo
constante.

Por 1ltimo, con el tercer método se obtiene el proceso de difusion lognormal no ho-
mogéneo generalizando el procedimiento seguido por Capocelli y Ricciardi en [9] para
el caso homogéneo. Para ello, partiendo de la generalizacion del esquema de crecimiento
malthusiano y considerando la razén de crecimiento dependiente del tiempo, se aleatoriza
ésta mediante la introduccion de un ruido blanco, dando lugar a una ecuacion diferencial
estocdstica cuya solucién es el proceso lognormal no homogéneo.

1.2.1. Obtencién a partir de esquemas discretos

La obtencion de un proceso de difusion como limite de un recorrido aleatorio parte de la
idea de considerar un esquema de crecimiento aleatorio discreto y deducir las ecuaciones de
difusion a partir de este esquema mediante la particion sucesiva de los espacios de tiempo
y estados. El desarrollo de esta idea puede verse en los trabajos de Cox y Miller [11] y
Ricciardi [50]. Partiendo de un recorrido aleatorio simple cuyas probabilidades de paso son
independientes del espacio de estados, las ecuaciones de la difusion limite tendran media y
varianza infinitesimales constantes. Considerando recorridos aleatorios cuya probabilidad
de paso dependa del estado se obtendran, en el limite, procesos de difusiéon cuyos momentos
infinitesimales dependen de la variable de estado.

En el caso de la obtencién del proceso de difusién lognormal no homogéneo, y en general
para la obtencion de una difusiéon no homogénea, se parte de un esquema discreto donde
las probabilidades de transicion dependen tanto del estado como del tiempo. Esta idea
aparece desarrollada en los trabajos de Gutiérrez, Rico y otros [28] y Rico [51] para el caso
general no homogéneo.

En el caso de un proceso de difusion no homogéneo el modelo discreto de partida
considerado es

X(n+1)7' :XnT+Z(n+1)T; n=0,12,...
Xo =9
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donde Z,,, son variables aleatorias independientes verificando

P[Z(n—i—l)r = (5’Xm- = k’(S] = 9(1{35, m’),
P[Z(n+1)7_ = —(S‘Xm- = ké] = ¢(k5, nT) y
PZpi1yr = 0|1 Xy = k6] = 1 — O(kd,nT) — ¢(kd,nT).

Se trata por tanto de un esquema discreto que se puede entender como la posicion de una
particula en un instante de tiempo n7, donde en cada instante de tiempo la posiciéon puede
experimentar un cambio positivo o negativo de amplitud 0 o un cambio de amplitud cero
con respecto al instante de tiempo anterior, siendo los saltos entre instantes de tiempo de
amplitud 7. La probabilidad de cambio en la posicion de la particula depende no sélo del
estado en que se encuentra la particula sino también del instante de tiempo considerado.

Para obtener el proceso de difusién lognormal no homogéneo, las funciones 6 y ¢ deben
tener la siguiente forma:

Lo%z*r  1h(t)xr

Vb= Tmte s Y
Lo%z?r  1h(t)zr
B R S

y por lo tanto, el esquema de partida, que no sera un recorrido aleatorio puesto que las
variables aleatorias Z,,, no estan idénticamente distribuidas, se puede reescribir como

X(n+1)7 =X+ 2y, n=0,1,2,...
Xo = xo

donde

o’k* | h(n7)k
P(Zns1yr = 6| X = k6] = { L <2) }T’

o?k?  h(nt)k
Pl Zni1yr = —0| X = o] = { L (2) }T ,

PlZmi1yr = 01X, = k6] = 1 — 0(kS,n7) — ¢p(kd,n7) = 1 — 0*k°T.

Se han de cumplir adicionalmente las hipétesis |h(t)] < jo?, Vj € N para que las
1

funciones 0(z,t) y ¢(z,t) estén bien definidas y 02§ < = para asegurar que 0(z,t) +
T

o(x,t) < 1.
Para obtener, a partir de este esquema discreto, las ecuaciones de difusién del proceso
de difusién lognormal, se toma la siguiente notacion

P = P [Xupmyr = k6| Xonr = 56
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16 1.2 Obtencién del proceso de difusién lognormal

de forma que se tiene la igualdad

[t 1
pipm = plmnl) {-0—2(/«& — 1)+ 5h((n+m—=1)7) (k- 1)} T

2
i P(m,n—l) |:lo_2(k + 1)2 _ lh ((TL +m — 1)7‘) (k} —+ 1):| T
J,k+1 2 2

+ PJ-(’ZL’"_I) (1—o%k*7)

la cual expresa la probabilidad de que la particula se encuentre en el estado kd después de
transcurrir n instantes de tiempo partiendo del estado j en el tiempo m7, considerando
las tres posibles posiciones de la particula transcurridos n — 1 instantes de tiempo ((k—1)J,
(k+1)0 y kd) y la probabilidad del correspondiente ultimo salto (de amplitudes 6, —d y
0, respectivamente).

Sea f(x,t|y, s)d la probabilidad de que el proceso tome un valor en el intervalo (:c + 3

en el instante de tiempo ¢ si parte del estado y en el instante de tiempo s. Teniendo entonces
en cuenta la igualdad anterior, se tiene

f (ko, (n +m)7|jo,mt)d

= F((k = 1), (n+m — 1)7]j&, mr) 6 Ba?(k 1)y %h (n+m—1)7) (k- 1)} .
4 F((k+ 16, (n+ m — V)76, mr) 6 Bo—?(k +1)2 - %h (n+m—1)7) (k + 1)] .
+ f (K6, (n+m — 1)7|j6,m7)§ (1 — 0?k*T) .

Tomando = = kd, t = (m+n)7, y = jd, s = m7 y sustituyendo en la expresién anterior,
se tiene

1

[z, tly,s)=f(x—906t—"Tly,s) [2—5202(% -0+ 21—5h (t—71)(x— 5)} T

b @46t —1lys) {%6202(354—5)2 - 2—16h(t—7) (a:—i—é)} ;
+ f(x,t —Tly,s)0 (1 — a2x27') )

Desarrollando por Taylor en = y ¢ cada uno de los sumandos del lado derecho de la

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusién lognormal...
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igualdad anterior:

L,
o f(z—0,t—7ly,s) {WJ (x —6)* + %h(t—T)(I—T)}T
; 1 n—k—m | o2x> h(t)z
Z yroird i i i i\ O f(, ty, 5) ok [ 552 T (212 ] T
N z‘j' k) \m oxkotm Oxi=koti—m
i+j=n k=0 m=0
1
o f(x+0,t—7ly,s) {252 >(z +9)? —%h(t—7>($+5):|7'
; n—k—m | o2z h(t)z
Z 1)7§%77 iz 8k+mf(:v tly, s) on—k= [262 — (212 } T
N BT oxkotm Oxi=koti—m
i+j=n k=0 m=0
. <_1)j7—j 8jf($, t|y> 5)
i f(x,t_T‘y,S)—Z j atj .

J

Sumando apropiadamente y dividiendo entre 7 se llega a la siguiente expresion, una
vez que hacemos 7 — 0y 6 — 0

9 0 P
% =~ [h(t)f(z,tly, 5)] + %@[ozﬁf@%tl% s)l:

que es la ecuacién adelantada o de Fokker- Planck de un proceso de difusién con momentos
infinitesimales A;(z,t) = h(t)z y As(z,t) = 0?22, esto es, la ecuacién adelantada asociada
al proceso de difusién lognormal no homogéneo.

Para obtener la ecuacién atrasada o de Kolmogorov del proceso limite, se sigue un
desarrollo anélogo al anterior partiendo de la igualdad

m,n m+ ,N— ]- 1
P](k ) = PJ( 17k1 b [—2023 2h(m7')]} T
+ P 1 b {—20%72 - —2h(m7')J] T

+ P(T’hL1 n-1) ( 02]27')

en la que ahora se expresa la probabilidad de que la particula se encuentre en el estado
ko después de transcurrir n instantes de tiempo partiendo del estado j0 en el tiempo mr,
considerando las tres posibles posiciones de la particula en el primer instante de tiempo
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18 1.2 Obtencién del proceso de difusién lognormal

(7 —1)d, (j+1)0 y j6), llegando a la ecuacién

f(x,tly,s) = f(x tly+0,s+7) [lg2y2 N lh(s)y} _

2 62 2 9
1o%y?> 1h(s
+ f(z, tly — 6,5+ 7) {5 53 -3 (5)%7

+ f(z, tly,s + 1) (1 — 023/27')

de la que se obtiene
of (x,tly, s of (x,tly, s
fla,tly.s) | Of(x,tly )h(s)y 2
ds dy 2 dy
que es la ecuacion atrasada o de Kolmogorov de un proceso de difusién con momentos

infinitesimales A;(x,t) = h(t)x y As(z,t) = 0222, esto es, la ecuacién atrasada asociada al
proceso de difusién lognormal no homogéneo.

10%f(x,t
4= f(xu |y7 8)0_23/2 — O,

1.2.2. Obtencién a partir de modelos discretos de crecimiento

A continuacion se lleva a cabo la obtencién del proceso partiendo de esquemas discretos
de crecimiento de poblaciones que generalizan el esquema propuesto por Malthus en [45],
mediante un procedimiento de paso al limite posterior a la aleatorizaciéon de los modelos
considerados. Un desarrollo analogo al propuesto en este apartado, pero referido a un
proceso de difusiéon no homogéneo de naturaleza distinta, se puede encontrar en el trabajo
de Gutiérrez, Rico y otros [29]. Ademds, este esquema para la obtencién de un proceso
general no homogéneo se desarrolla en el trabajo de Rico [51].

Supongamos una poblacién de tamano Y, en el instante n que crece (o decrece) segin
la siguiente relacién:

Yv(nJrl)T — Y = g(?’LT)TYm-; n=0,1,...

lo cual significa que el tamano de la poblacion inicial es xg y la fecundidad diferencial por
unidad de tiempo es de la forma

1 Yv(nJrl)‘r — Yy,
T Y-
la cual se modelizara posteriormente, paran = 1,2, ..., mediante una sucesion de variables
aleatorias independientes y no idénticamente distribuidas.

Este procedimiento extiende el considerado por Ricciardi en [50], el cual partia del
modelo

= g(nT1).

Y’(n—i—l)T - Ym— = rTYnT; n = 07 17 SR

Yo =g
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esto es, considerando la fertilidad diferencial por unidad de tiempo constante, para obtener
el proceso lognormal homogéneo.

El modelo de crecimiento (1.6) se citara en lo siguiente como Modelo I.

Resolviendo la ecuacién por induccion se tiene

n

Yotyr =2 H (Ir)r+1).

=0

Por otra parte, a partir de (1.6), tomando limites cuando n — oo y 7 — 0, bajo la
condicién nT =t constante, se obtiene la ecuacion diferencial

0 _ gwx)
X(0) = (1.7)

en la cual se ha denotado por X () al proceso que resulta en el limite. La solucién de esta
ecuacion diferencial viene dada por

X(t) = 20e%?  con G(t) = /tg(s)ds.
0
A partir de esta solucién se tiene que
X(t+7) = X(t) = 2geW (eCUH=CH 1)
expresion que podemos discretizar, obteniendo el que llamaremos Modelo IT
Xinriyr — Xor = Xpr (7 — 1) nr <A, < (n+ D)7 (1.8)

Nétese que en la obtencién de la expresion (1.8), se ha utilizado que Vn € N, 3\, en el
intervalo(nt, (n + 1)7) tal que

(n+1)T
[ ats)ds = g0

T

A partir del Modelo I y del Modelo II, dados en (1.6) y (1.8) respectivamente,
se obtienen en el limite dos procesos de difusion diferentes, con una relacion entre sus
momentos infinitesimales, referidos al mismo modelo de crecimiento y que se unifican en el
proceso de difusién lognormal no homogéneo. A continuacion se desarrollan ambos modelos,
introduciendo ambiente aleatorio en cada uno de ellos, obteniendo el proceso limite citado.

En el grafico 1.1 se tiene un esquema de la obtencion de los modelos I y IT con ambiente
aleatorio, de los cuales se parte para obtener el proceso de difusién lognormal no homogéneo.
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20 1.2 Obtencién del proceso de difusién lognormal

Grdfico 1.1: Esquema de obtencién del Modelo I y el Modelo 11

P = g()X (1)

X(t47) = X(t) = 20eC® (eCET-CG®) _ 1)

X(0) = 24 resolviendo
h’rr%) discretizando
Modelo I Modelo II

Yr(nJrl)T - YnT = g(nT)TYnT
X(n+1)r - Xpr = (eg(kn)T - 1))(n‘r

YO =X
aleatorizando aleatorizando
Modelo I con ambiente aleatorio Modelo II con ambiente aleatorio

Yr(n—o—l)q— - YnT = ZnYnT *
X(n+l)T — Xpr = (eZ"T - I)Xm—

Yo =29

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusién lognormal...



El proceso de difusién lognormal 21

Modelo I con ambiente aleatorio

Para introducir ambiente aleatorio en el Modelo I definimos la siguiente sucesion de
variables aleatorias e independientes {Z,,,}, no idénticamente distribuidas, tales que:

PlZ,. =o\/T| = % + g(n;'iﬁ
PlZns = —oy/7] = % % (1.9)

cuyos momentos no centrados son

ElZ,;] = g(nT)T,
E[ZW2] =o'ty
E[Z,,*"] = o(1), VpeN.

Incluiremos la sucesién de variables aleatorias definida en (1.9) en el Modelo I sus-
tituyendo la fecundidad g(n7)r por Z,,, de forma que la fecundidad en promedio es la
misma en ambos modelos. De esta forma se obtiene el modelo de crecimiento siguiente

Y(n+1)7’ Yo =ZnYor; n=01,...

a partir del cual

1
;ED/(n+1 YnT|YnT - ] g(n7)$a

1 2
;E[(Yin+1)7 - YnT) |Yn7— = .T] = O'2ZE2 y

1 z?o(T
;E{(Y'(n—ﬁ—l)T - YnT) e |Yn7— - IL’] - 7_( )7 vp S Na

de forma que cuando se hace tender el valor de 7 a cero y el valor de n a oo, bajo la
condicion de nT = t constante, se tiene que Y, converge a un proceso de difusién no
homogéneo con momentos infinitesimales

Ai(z,t) = g(t)r y
Ay(x,t) = o%2?,

el cual es un proceso de difusién lognormal, definido en (1.4), donde h(t) = g(t).

Modelo ITI con ambiente aleatorio

Para aleatorizar el crecimiento de la ecuacion del Modelo II se procede de la misma
forma que en el caso anterior, definiéndose una sucesién de variables aleatorias indepen-
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22 1.2 Obtencién del proceso de difusién lognormal

dientes {Z*_}, no idénticamente distribuidas, tales que

Pz = ov7] = 5+ S0nlT
PIZ;, = ~ovi] = 5 - L00VT, (110

cuyos momentos no centrados son
ElZ5,] = g(Aa)T,
Bz, =0T y
E[Z;, ") = o(r), VYpeN.
Sustituyendo el crecimiento deterministico que viene dado por la funcién g por el creci-

miento aleatorio que viene dado por (1.10), se tiene que el modelo de partida en este caso,
con ambiente aleatorio, puede escribirse como

X(n+1)7— — Xpr = Xopr (eZ;;T - 1) .

A partir de esta expresion, teniendo en cuenta que los valores de Z*_ son independientes
de los valores X,,,,

El(Xtniyr — Xnr) " [Xor = 2] = 2" E[(e%r — 1)¥] = N ( ) ) B[P — 1.

J=1

Teniendo ahora en cuenta el siguiente desarrollo

B[] = Mg, (I) = V7 (1 + M) FenoT (1 N M)

2 20 2 20

= cosh (loy/T) + M sinh (lo/7) =1+ 120227 +o(7) + 9(nT)VT (lov/To(T))

202 i
=147 (T + lg(m')) +o(7),

la expresién anterior puede escribirse como

B [(X(n+1)7' — X)Xy = x] = z" i (I;) (—1)k (7’ <g + lg(m’)) + 0(7))

y tomando limites cuando 7 — 0, n — oo, bajo la condicién de que nT = t constante, se
llega a
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l22

lim %E[(X(nﬂ Xor)" [ X = ]z zi:(l;) 1)’““—1( 5+t ))
(3 Qe g (o)

(nT=t)
J=1

de tal forma que se pueden obtener las expresiones de los momentos siguientes

1 t)+o°
lim =F [Xiy, — Xor | Xopr = 2] =2 (M) ,
T

"y 2

(nT=t)

lim —F | (X1 = Xor)” [ Xor = 2| = 2%%,
o

(nT=t)

1
lim —F |:(X(n+1)7 — XnT)Zer |Xn7' = ,I‘:| =0.

n—oo
T—0

(nT=t)

Esto es, en el limite, X, converge a un proceso de difusién no homogéneo X (t) con
momentos infinitesimales

Bi(z,t) =x (g(t) + %2)
By(x,t) = o%2?

por lo que se concluye que X () es un proceso de difusién lognormal con momentos infini-
. . . . , 2
tesimales equivalentes a los definidos en (1.4) sin mas que tomar h(t) = g(t) + .

1.2.3. Obtencién a partir de modelos continuos de crecimiento

En este apartado se supone la ecuacién de crecimiento dada en (1.7), que responde al
esquema de crecimiento continuo de poblaciones malthusianas, con fecundidad dependiente
del tiempo. En esta ocasién se introduce ambiente aleatorio sumando a la funcién de
fecundidad un ruido blanco.

El punto de partida es la ecuacién diferencial

dx(t)
dt

la cual se modifica sustituyendo r(t) por r(t) + A(t) donde A(¢) es un ruido blanco con
densidad espectral o2. De esta forma se tiene la ecuacién
dx(t)
dt

=r(t)xz(t) con r(t) continua

=r(t)x(t) + At)x(t)
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24 1.3 Caracteristicas del proceso

y, a partir de ella, la ecuacion diferencial estocastica
dX(t) =r(t)X(t)dt + o X (t)dW ()

donde W (t) es el proceso Wiener estdndar.
La soluciéon de ésta es un proceso de difusion con momentos infinitesimales

Ay(x,t) = o’2?
donde o
r(t
ht) = { r(t) + %

segtin se haya utilizado en la resolucion de la ecuacion diferencial estocastica, la integral
de It6 o Stratonovich, respectivamente.
De nuevo, este método extiende al utilizado por Capocceli y Ricciardi en [9], quienes
partiendo de la ecuacion
dx(t)
dt

y cambiando r por r + A(t), obtienen el proceso lognormal homogéneo.

= rz(t)

1.3. Caracteristicas del proceso

En este apartado nos centraremos en la obtencion de las caracteristicas del proceso
lognormal no homogéneo tales como la densidad de transicién, las distribuciones finito-
dimensionales, momentos y las funciones media, moda y de cuantiles (y sus versiones
condicionadas), asi como la funcién covarianza.

1.3.1. Obtencion de la funcion de densidad de transicion

Para la obtencién de la funcién de densidad de transicion del proceso vamos a considerar
la ecuacién atrasada o de Kolmogorov (1.2) y vamos a utilizar un resultado debido a
Ricciardi, [49], donde se especifica bajo qué condiciones existe una transformacién del tipo

o =z, t), ¥ =1(y,s)
t'=0o@1), s =q¢(s)

que transforme la ecuacion (1.6) en

Of (', s) | 1P E Y

=0
s’ 2 oy’
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que se corresponde con la ecuacion adelantada o de Kolmogorov del proceso Wiener
estandar, cuya funcion de densidad de transicién es conocida:

El resultado al que nos referimos es el siguiente:

Teorema 4. Una condicion necesaria y suficiente para que un proceso de difusion con
funcion de densidad de transicion f(x,tly, s) y momentos infinitesimales Ay (x,t) y As(z,t)
pueda transformarse al proceso Wiener estindar es que existan funciones arbitrarias C(t)
y Cs(t) que verifiquen

0Az(yt)

T o(z, 1/2 T ) 5 (y, o0A2(y,t)
f%@¢>=iaA§;w*jA(gw] {Oﬂﬂ+/fcwwééég;wat @}' (1.11)

En tal caso la transformacion es

o= 0l ) = () e (-~ / cx9as) [ ot

_ (k' /t Ci(s) exp (—%/8 C(0) d@) ds + ks

2 to to

t = (b(t) = kl/ exp <— /S Cg(e) de) ds + kg,

siendo z un valor del intervalo de definicion del proceso, t; € [0,00) y k; constantes arbi-
trarias con la restriccion ki > 0.

D=

> 0, la transformacion x' =

Nota 5. Puesto que, para cada t,

3%%&_{¢%)}
or | Ax(z,1)
Y(x,t) es biyectiva y la relacion entre las densidades de transicion del proceso Wiener y el
transformado serd

o(z,t)

ox

S, tly, s) = f@ Y, ). (1.12)

Aplicando dicho resultado en nuestro caso, la condicién (1.11) queda

1 9[22 [02x2]1/2 T Cy(t)oy? + dlo?y?]
h(t)l‘ = Z or + 5 Cl (t) —|—/2 (02y2)3/2 ot dy

:[i+%0ﬁﬂx+ﬂ%?ﬂ

5 Cs(t)
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26 1.3 Caracteristicas del proceso

que se verifica para, por ejemplo,

Por tanto, la transformacion que lleva al proceso lognormal no homogéneo en el proceso
Wiener viene dada por

1/2 ¢ o2
W(x,t) = Uﬁ; <1n(3:/z) - /t h(s)ds + 5 (t — t2)) + ko
O(t) = ki (t —t1) + ks .

Con ello, y utilizando la relacién (1.12), se obtiene que la funcién de densidad de transicién
del proceso considerado es

2

1 [ln:c/y JERN) AN+ Z(t — )

f(xvt‘ya 8) = x\/mexp 20’2(t _ 8) )

es decir, para t > s

XX (s) =y~ N\ <ln(y) +/ h(N)d\ — %(t —s), o2t — s)) :

A partir de la expresion anterior se puede calcular la funcién de distribuciéon de transicién

Lt By (ln x/y) — f h(X)dA + ”2 (t — s))]

202%(t — s)

F(z,tly,s) = =

donde Erf(z \/_ /

1.3.2. Distribuciones finito-dimensionales

Puesto que el proceso que estamos considerando es markoviano, el calculo de las distri-
buciones finito-dimensionales depende solo de la distribucion inicial y de las transiciones.
Conocidas estas tltimas, para obtener las distribuciones finito-dimensionales habra que im-
poner cudl es la distribucion inicial. En nuestro caso nos centraremos en el caso degenerado,
o sea, P[X(ty) = xo] = 1.
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Distribuciones unidimensionales

A partir de la funcién de densidad de transicion del proceso se tiene que la distribucién
de X ()| X (ty) = xo es lognormal univariante, esto es

X(t)|X(t()) = T ~~ Al (ID(ZL'()) + /t h()\)d}\ - %(t - t()), 0-2(t — t0)> s

distribucién que coincide con la de X (¢) debido a la elecciéon que se ha hecho de la distri-
bucién inicial. Por tanto

f(l‘,t) = f(x7t|x07t0>
) [m(x) —In(x) — [ RN+ L (¢ — to)
- L 202(t — to)

x\/2m0?(t — to)

2

Distribuciones bidimensionales

Para obtener la distribucién conjunta de X (¢) y X(s) consideremos en primer lugar el
caso s < t. Asi se tiene

[ ty,8) = [y, s)f(,tly, s)

_ 1 (ln<y> —In(ao) — f2 BAYAA + % (s t0>>2
B y+/2mo2(s — o) LT 20%(s — o)

1 (1n(9€) —In(y) — [, h(\)dA + % (t S>)2
% exp | —

20%(t — s)

x\/2mo?(t — s)
- e (500 — )55 () - )

ex
T2 |5 |2 2

donde

2

_( In(x) | I(wo) + [ h(AN)AX — % (t — to)
tniex) = ( In(y) ) e ( In(wo) + [} h(A)dA — % (s — to) )

t—ty s—t
— 52 0 0
y 21—0' <S—t0 S—to)’

esto es, la distribucién conjunta de X (¢) y X(s) es lognormal bidimensional Ag(p; , ).
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28 1.3 Caracteristicas del proceso

En el caso t < s se tiene, de forma andloga, que la distribucién conjunta es lognormal
bidimensional Ay(us ,¥9) con

2

In(wo) + [ h(A)AX — G- (t — to) o ([t—ty t—tg
= 2 E = .
= ( In(zg) + ftz h(A)dA — % (s — to) Ym0\t -ty s—to

En general, para t y s cualesquiera, la funcién de densidad bidimensional f(z,t;y, s)
sera la densidad de una distribucién lognormal bidimensional As(p , ) donde

2

Y ( In(z0) + [, R(\)dA — Z(t — to) ) ,

2

In(zg) + ftz h(A)dA — % (s — to)
(tAs—tg) >

_ 2 t—to
Z”’((mts:—to) s —tg

denotando con ¢ A s al minimo entre ¢ y s.

Notemos que mediante el uso de la propiedad de Markov se obtendrian de forma analoga
las distribuciones de cualquier dimensién, siendo en cualquier caso distribuciones lognor-
males 2.

1.3.3. Momentos

Una vez obtenidas las distribuciones finito-dimensionales se pueden calcular los mo-
mentos de cualquier orden ya que se conocen las densidades implicadas en su célculo (en
este caso lognormales). No obstante, en este apartado se calculardn haciendo uso de las
transiciones.

Para ello, definamos la variable Z(t) = In(X (¢)) y, dado que la distribucién de X ()| X (s)
x5 es lognormal, se tiene que Z(t)|X(s) = x5 es una variable aleatoria normal univariante

t 2
Z)|X(s) =xs ~ N (ln(ms) + / h(N)dA — %(t — ), 02(75 — 5)) .
El momento condicionado no centrado de orden k se calcula:

E[X(1)*|X(s)] = E[e* "X X (s)]
= exp (k: [ln(X(s)) + /St h(A)dX — %2(15 — s)] + %/{:202(75 — s))
= X(s)*Fexp (k: /: h(X\)dX + W(/@ - 1)) :

2La eleccién de la distribucién inicial garantiza que las distribuciones finito-dimensionales sean lognor-
males, si bien no es el unico caso en el que eso ocurre. En efecto, siguiendo a Arnold en [4], el proceso In X (t)
es gaussiano si la distribucién inicial es degenerada o normal. De esta forma, considerando una distribu-
cién degenerada (como ha sido el caso) o lognormal, nos aseguramos la lognormalidad de las distribuciones
finito-dimensionales.
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expresion que, para s = tg, queda

E[X(#)*1X (t)] = X (to)* exp (/f/t h(N\)dA + w(/ﬂ - 1)) .

Por tanto, el momento no centrado de orden k de X (t) vendra dado por
E[X(t)"] = E[E[X(1)*|X (to)]
t 204 _
=F {X(to)kexp (k:/ h(X)d\ + M(/ﬂ - 1))}

to

= E[X(to)"] exp (k /t: h(\)dA + w(k — 1))

y junto con la distribucién inicial P[X (ty) = zo| = 1,

E[X (t)*] = 2k exp (k’ /t h(N)d\ + M(lﬁ - 1)) :

to

Para obtener una expresion de los momentos cruzados, supongamos s < t. Entonces
EIX ()" X (s)"] = BIE[X ()" X(5)"2[X (s)]] = E[X (s) E[X (t)**| X (s)]]

. {X(S>k1X(S)k2 exp (/a /: h(A)dA + W(lﬁ - 1))]

t 204 _
= B[X(s)"**2] exp (k:l/ h(\)dA + W(kl - 1>> .
De la misma forma, cuando t < s se llega a la expresion

E[X ()" X (s)*] = B[X(t)" ] exp (k2 /t h(N\)dX + w(’@ — 1)> :

En general, la expresion de los momentos cruzados de 6rdenes ki y ko seré
B[X(tV )" X(tAs)2] = B[X(t A s)fF2]x

tVs k 2 t —¢
X exp (/ﬁ/ Bdx + B v; NS (g — 1)) .
tAs

1.3.4. Funciones media y covarianza

La funciéon media se calcula como el momento no centrado de orden k = 1,

m(t) = B[X(8)] = E[X (to)] exp ( /t t h(A)d)\) >
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y en particular, tomando la distribucién inicial P[X (tg) = xo] = 1,

m(t) = zoexp (/t:h()\)d)\> >t

Por otra parte, considerando k = 2 se obtiene

¢
E[X ()% = E[X (ty)?] exp (2/ h(\)dA + o*(t — to)) :
to
La funcién varianza del proceso sera, por tanto

Var[X (8)] = E[X (t)?] exp (2 / t RN + o (t — t0)> — (E[X(ty)])? exp (2 / t h()\)d)\)

to to

exp (2 [ OV [ELX (76 — (BLX )]

to

ox ! [ )2 — Mk oo (t—t0) Mk oo (t—t0) _
p (2] i) [(BLX (0]~ (BLX @) 4 (ELX (1) 1]

to

= exp (2 / th(A)dA) :Var[X(to)]eaz(t_tO) 4 (BX (t)])2(e7" 1) — 1)} >t

to

y si se tiene en cuenta la distribucién inicial, queda

Var[X (t)] = 22 exp (2 / th(A)dA) (e‘ﬂ(t*tw . 1) 1> to.

to

Por 1ltimo, dado que

la funcién covarianza se puede expresar, cuando s < t como

R(t,s) = Cov[X(t), X(s)] = E[X(t)X(s)] — E[X()]E[X(s)]
— B[X(s)2] exp ( / t h(A)dA) _ BIX(s)|E[X (s)] exp ( / t h(A)dA)
- (BX () - EX ) [ 0]
— Var[X(s)] exp ( / t h()\)d)\) |

Si t < s se obtiene una expresion analoga a la anterior

R(t, s) = Var[X(t)] exp ( /t s h(/\)d)\) |
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En general, la expresion de la covarianza es la siguiente
tVs
R(t,s) = Var[X(t A s)]exp (/ h()\)d)\> , 1,8 > t.
tAs

Suponiendo la distribucién inicial P[X (tg) = o] = 1, se puede expresar la funcién
covarianza de la siguiente forma

tAs tVs )
R(t,s) = x(z) exp (2/ h(A\)dA +/ h()\)d)\) (e" (ths—to) _ 1)

to tAs
B xz o tAs h tVs 0'2(tA5—t0) B
— 22 exp Ndr+ [ h(dN) (e 1
to to
t s
— 2Zexp ( / h(A)dA + / h(A)dA) (eﬂm%w - 1) s > to.
to to

1.3.5. Otras funciones de interés

Dado que las distribuciones de X (t) y de X (¢)|X(s) = z, son lognormales, se pueden
calcular algunas medidas usuales como son los cuantiles y la moda, asi como las versiones
condicionadas de éstas y de la media.

e Funcién media condicionada. Dados s y xs,

t
m(t|s) = E[X(t)|X(s) = xs] = zsexp (/ h(/\)d)\) , > s> 1.
e Funciéon moda

M, () = Moda[X (1)] = E[X (to)] exp ( /t h(A)dA — (t — to)‘%‘Z> >t

y, en el caso de distribucion inicial degenerada
! 302
Mo(t) = T €XpP (/ h()\)d)\ — (t — to)T) s t Z to.
to

e Funcién moda condicionada. Dados s y x4,

2

¢
M,(t|s) = Moda|X (t)| X (s) = xs] = xsexp </ h(N)d\ — (t — 5)3%) , > s> 1.
e Funcion de cuantiles

Ca(t) = Cuantil a de[X (¢)] = E[X (to)] exp (/t h(N)d\ — (t — to)072 + 240/t — t0>

to
t Z t07
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donde z, es el cuantil de orden o de una distribucién normal estdndar. En el caso de
distribucion inicial degenerada

2

Co(t) = zoexp (/t h(N)dA — (t — to)%

to

+Za0'\/t—t0) s t> to.

e Funcién de cuantiles condicionada. Dados s y xg,

Cy(t|s) = Cuantil a de[X (t)| X (s) = x5] = z5exp (/ h(A)dA — (t — s) 22 + 2oVt — s) :

t> s>t

1.4. Estimacion de los parametros y funciones para-
métricas

En este apartado se resumen resultados referidos a la inferencia sobre los parametros
y sobre algunas funciones paramétricas de interés partiendo de un muestreo discreto del
proceso de difusién, esto es, de los valores observados del proceso en ciertos instantes de
tiempo t1,%9,...,t,.

1.4.1. Planteamiento del problema. Notacién

Sea {X(t);to < t < T} el proceso de difusién lognormal no homogéneo, del cual se
han obtenido, en el apartado anterior, la funcién de densidad de transicién, distribuciones
finito-dimensionales y algunas funciones de interés tales como la media, covarianza, moda
y cuantiles.

En este apartado se supondra que la funcién del tiempo h(t) que aparece en la definicién

q

del proceso (1.4) es una combinacién lineal de la forma [y + Zlﬁij(t) donde F; son
funciones continuas que representan las influencias externas al p]roceso, llamadas factores
ex6genos, que actian de forma simultanea sobre la variable en estudio o enddgena. Dichas
funciones deben ser parcialmente conocidas (al menos debemos tener informacién suficiente
para calcular su integral entre dos instantes cualesquiera de tiempo) y, en cualquier caso,
deben ser independientes de parametros desconocidos.

Usando la siguiente notacién

0.2 .
mag=0—%Fya=0,j=1...,¢q

» a=(ag,a,...,a,)";

(t, 5) (t—s / Ri(r ,/:FC,(T)dT>/;
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= u(t, to) = u(t),

y, considerando la distribucion inicial P[X (ty) = x¢] = 1, las funciones de interés se pueden
expresar como

Funcién media

m(t) = xzgexp (ﬁ(t)’a + %(72(25 — to)) .

= Funciéon media condicionada. Dados s y x,
— I 1 2
m(t]s) = zsexp | (t, s)a+ 50 (t—ys)].

» Funcién covarianza

2 2

R(t,s) = 22 exp (ﬁ(t)’a +1(s)a+ %(t — 1) + %(s — to)) <e"2(t/\8_t°) — 1) :

» Funcién moda
M,(t) = zoexp ((t)a— (t —to)o?).

= Funciéon moda condicionada. Dados s y x,

M,(t|s) = zyexp (u(t, s)a— (t — s)o?) .
= Funcién de cuantiles
Ca(t) = zoexp (U(t)a+ zaoVt — 1) .
= Funcion de cuantiles condicionada. Dados s y x4

Calt]s) = zyexp (U(t, s)a+ zao Vit — 5) .

El estudio de estas funciones puede hacerse conjuntamente si se estudian funciones mas
generales de las cuales éstas son casos particulares. En concreto,

0(C,A(t,s),B(t,s),k) = Cexp (A(t,s)a+ B(t,s)") 'y
6*(C,A(t,s), B(t,s), D(t,s)) = 0(C,A(t,s), B(t,s),2) — 0(C, A(t, s), D(t,s),2),

con C>0,keN, A(t,s) e R y B(t,s), D(t,s) € R.
Las funciones media, moda y cuantiles, y sus versiones condicionadas, se pueden expre-
sar en términos de la funcion @, con la siguiente eleccién de los argumentos
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N

Funcién C  A(t,s)  B(t,s)
m(t) oz )

m(tls) x5 u(t,s)
M,(t|s) x5 Tu(t,s) —(t—s) 2

Coltls) x5 U(t,s) zaVt—s 1

La funcién covarianza se expresa como una funcion del tipo 6* como

t t
R(t,s) = 0" (xg,ﬁ(t) +(s), ;3 A s — 2t ;3 - to) .

Las funciones del tipo 6(C, A(t,s), B(t,s),k) y 0*(C,A(t,s), B(t,s), D(t,s)) son fun-
ciones dependientes del tiempo. La inferencia sobre ellas se realizara para valores fijos del
tiempo, es decir, para las correspondientes funciones paramétricas. A partir de ahora, para
valores fijos de t y s, denotaremos a tales funciones 6(C, At 5, Bi s, k) y 6*(C, At s, Bi s, Dy s).

1.4.2. Estimacién maximo verosimil de a y o2

Debido a la naturaleza de los datos que aparecen en las aplicaciones que trataremos, nos
limitamos a considerar el caso de disponer de una unica trayectoria de observaciones del
proceso, pudiendo extenderse el estudio realizado de forma inmediata al caso de considerar
mas de una trayectoria.

Sea ty,ts,...,t,, un conjunto de instantes de tiempo donde el proceso va a ser observado,
esto es, se observaran las variables X (t1), X(¢2),..., X (t,) cuyos valores constituiran la
muestra base del estudio inferencial, xq,xs, ..., z,. Supongamos ademés que P[X(t;) =
1’1] =1.

La funcién de verosimilitud asociada a x1, 9, ...,x, €s

n
Luyrgya(,0%) = H [ ti|vioa, tioa)

1=2

- exp (2_012 [(ti — ti1) "2 [In(a;) — In(;1)] — u;a]2>

1 1
(n—1) tz_l)f

(2m)" (02) 7 iy wilti —
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con u; = u(t;,t; 1) = (t; — ti_l)_%ﬁ(ti,ti_l). Consideraremos que u;, ¢ = 2,...,n son
linealmente independientes.

Se transforma la muestra obtenida en la forma vy = =1 y v; = (t; — ti_l)’% ln(wj’jl),
1=2,...,n, con lo que la funcién de verosimilitud para la muestra transformada, teniendo

en cuenta que v; tiene densidad delta de Dirac, es

1 R~
va,vg,...,vn(a7 02) = n—1 w1 SXP <_T‘2 Z(Uz - u;a)Q) :

(2m)72 (0%) 2 i=2

Si notamos por

v =(vg,... 7Un)/(n71)><1 y
U = (ug,...,Wn)(g4+1)x(n-1)

y suponemos que n > ¢+ 2, con lo que rango(U) = ¢+ 1, se deduce que la distribucién de
v es normal (n — 1)-dimensional

A2 nfl(U/aa JQITZ*l)?

y de ello, que vs, ..., v, son independientes.
Los estimadores méaximo verosimiles (EMV) de a y o2, cuya obtencién puede verse en
[20], son

a=(UU)'Uv vy
o 1

— V' (L, — U'(UU)"'U) v,

(n—1)52

= ~xX(n—g-2)

De la distribucion de a se deduce que el estimador a es insesgado para a. Por otra
parte, definiendo

¢ _ (n —1)52
Cn—q—2
se tiene que S? es un estimador insesgado de o2 con
(n—q—2)52
B E— ~x*(n—q—2).

Ademss, los estimadores a y 62 son independientes y son conjuntamente suficientes y
completos para (a,o?) (ver [27]).
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36 1.4 Estimacion de los parametros y funciones paramétricas

1.4.3. Estimacién maximo verosimil (EMYV) de ciertas funciones
paramétricas

Gutiérrez y otros en [22] realizan un estudio sobre la estimacion de la funcién media del
proceso de difusion lognormal con factores exdgenos, desde el punto de vista de la estima-
cién maximo verosimil e insesgada y obteniendo la eficiencia relativa del EMV con respecto
al UMVUE. Un caso més general, que contempla el estudio de las funciones paramétricas 6
y 0%, aparece en [25], articulo en el cual se trata la funcién 6(C, A(t, s), B(t,s), k) con k = 2
y la funcién 0*(C, A(t, s), B(t, s), D(t, s)) desde el punto de vista de su estimacién maximo
verosimil e insesgada y se calcula la eficiencia relativa del EMV con respecto al UMVUE
de dichas funciones. El estudio de estas funciones contempla como casos particulares a la
funcién media del proceso, funcién moda y funcién covarianza.

Generalizando las funciones 6 al caso en que k toma cualquier valor, Gutiérrez y otros en
[31], dan las expresiones del EMV y del UMVUE de estas funciones paramétricas, asi como
el UMVUE y la eficiencia relativa en los casos en que £k = 1 y k = 2, esto es, para las
funciones media, moda y cuantiles. Ademas se tiene la expresién del EMV, el UMVUE y la
eficiencia relativa del primero con respecto al segundo en el caso de la funcién paramétrica
0*, utilizada para la estimacién de la funcién covarianza.

En esta seccién se estudian las funciones paramétricas 6 y 6* siguiendo las ideas ex-
puestas en [25] y [31], obteniéndose las expresiones del EMV y el UMVUE de las funciones
paramétricas, asi como realizandose el estudio de la eficiencia relativa del EMV respecto
al UMVUE para este tipo de funciones.

El EMV de 0(C, A5, B s, k) es

0(C, Ay s, B k) = Cexp (A} &+ B, 6%,

donde a y 62 son los estimadores maximo verosimiles de a y o2
Teniendo en cuenta que las funciones 6* se expresan como combinacién lineal de fun-
ciones del tipo #, el EMV de este tipo de funciones, es

é* (C7 At,s; Bt,m Dt,s) = é <C7 At,s; Bt,Sa 2) - é (Cy At,87 Dt,SJ 2) .

1.4.4. Distribucion del EMYV de las funciones ¢

Para obtener la distribucién de é(C, A, Big, k), se debe tener en cuenta que a y 62
son independientes y tienen distribuciones conocidas. De ello se deduce en primer lugar la
independencia de A, ay Btvs&k y, en segundo lugar, las distribuciones asociadas a A, ay
Btvs&k. La distribucién de A, a+ Bt,sff’“ se calculara como convolucién y de aqui se deduce
la distribucién de 6 (C, Ay, By, k).

En la obtencién de las distribuciones asociadas a A} &y a B, sc*, por una parte se
tiene

A a~N (A 0?AL (UU)'A,,) =N (A} ,a,0%Af)
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donde se ha denotado como AY, a A} (UU')'A,,.

Por otra parte, la distribucién de B, ;6% se puede calcular a partir de la distribucién de
62 tomando

(n —1)5?

U= 2

g

1 n—q—2 —u
fU(u) = n—qg—2 n—qg—2 Uu 2 7167 Y U > 07
r(==)2

y realizando el cambio de variable dado por

k
E Uo? 2
V = B,.6* = B, [6*]* :Bts( 7 )

“A\n—1
y_ VEn-1
BEUQ
AU 2ViTi(n —1)

la funcién de densidad de V' se obtiene como

—q—2 (n— 1)v2/k
2’Un 13 -1 - 2 2/k
fV (U) = 7€ B

n—g—2
() (2557)

La distribuciéon de W = A’ .a+ B, ,6" se calcula como la convolucién siguiente
t,s t,s

w- | Z Fo (0) forlw — v)do

obteniéndose
w—A’ al?
eXp <_[ t,s ]
t,s

— 202AU7 > - l l+j 2]<'LU A:fs ) 21—j
W= o, >3 () Gy

=0 j=0

La esperanza E[V?~7] se puede calcular, obteniéndose a partir de ella

[w_A{‘, 58]2
CXp <_ 357AU ) © —1)H+d n—q—2+2kl—kj
fw(w) = - Z Z (- ( 2 )
o4/2mAY, 3 1=0 j= =7 7)!
l :
k132 211" [(w — A a)(n—1)%2]
(n— 1)FAY, 2k2-1B, (?)/2 :
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En términos de polinomios de Hermite, esta expresién se puede reescribir, para k € N
como sigue

[w—A} .a)? l
exp( 2a2AU> | B.27 okt n—qg—2+kl|1 w—A'a
)= I S| Do p g Ly A
oy/2mALD [2==2) 150 | (n— 1)z, /A, o4/ 2A7,
con

donde [a] denota la parte entera de a.
La funcién de densidad de 6 = Cexp(A} ja+ B, ,6") se puede expresar por tanto como

f3(0) =

h i
In % Aj l
exp T T og2AU o
2 Ags Z Bt52 kl P|:7’L—q—2+kl:|]_
b0 [2mAVD (=2) 155 \ (n— 1)5,/14?,5 2 .
1n( ) Al a
X Hl
o4/ 2A7,

1.4.5. Error cuadratico medio del EMV de las funciones pa-
rameétricas

Teniendo en cuenta la independencia entre a y 62, para m € N se puede calcular
E[(0(C Ave B )] = €7 [exp (mA7&)] B [exp (mB,6")]
= CmMAQ,Sé(m)MBt,Sa'k (m)
Por una parte, la funcién generatriz de momentos de A, ;a, evaluada en m, es

1

m 2 mAgS k—2
MA/t’sé(m) = m[@ (CyAs, Brs, k)" exp | mo 5 — By so ,

y por otra parte, la funcién generatriz de momentos de B, ;6*, evaluada en m es

kl

° T n—q—2+kl 20'2771%3%8 2
MBt,sa'k (m) - Z l'; (n2q 2)) n — 1 L - Qk(th,S)
=0
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donde 3

o] n—q—2+kl 0_2 % 2
Qk(v)—zF< : )[2 7]

T (=2)
y por lo tanto
mAY,

2

E [(é(c, Ass, By, k;))m} = [0(C, Ay, Buy, k)™ exp (mOQ

El ECM sera entonces

= — Bt750'k_2]> Qk(th,s)-

~ ~ 2
EOM[Q (C, At,57Bt,sa k)] = |:(9 (C At saBt S k:) - 9 (07 At,saBt,wk)) :|

—E {(9 (C, Ay, By, k)ﬂ

+[0(C, A, Buos K = 20/(C, Ave, Bu, K) E [0(C, Ay, B, )|
= [0 (C, At )89 Bt ED k)]Q []- +exp (202 [Ags - Bt,so-k_Z]) Qk<23t,s>

2 AU
—2 exp [T — Bt SO' ] Qk(Bt,s)

Obtenemos los momentos de las funciones 8* usando

(0(07 At,su Bt,87 2))k1 (0(07 At,su Dt,S) 2))k2 - 0 (Ck1+k27 (kl + k?)At,Sa let,S + kQDt,S7 2)

en el desarrollo de

E[(0(C, A Bos2) = 0(C A, D)

Asi,
E[(0°(C, Ay Bis D)) |
exp (mQO.Z A;s)
:9*0A57BS7DSm m
( ( 5 £t t, t, )) (exp (Bt,302> — exp (Dt,sUZ))
XZ ( ) 1)Qy ((m — §)Bis + jDis) .
3Para k=2 9 1
n—q-— n—
Bt gO' ~ G ( 2 2Bt7502>
202 _n—q—2 n— 1
Qz(v)=(1—n17> VS o2
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A partir de aqui se tienen los valores de la esperanza y la varianza siguientes

B [0°(C, Avs, Bus, D)

exp( 2448 )
20*(07 At,sa Bt,57 Dt,s)

Qo (Bis) — Q2 (D
exp (Bys02) — exp (D 02) (22 (Bts) 2 (Dys))

y

exp (OQAgS)
(eXp (Bt,502> — exp (Dt,302>)2
X [eXp (U2AtU75) (QQ (2Bt75> — 292 (an + Dt,s) + QQ <2Dt75>> — (QQ (Bt,s> — QQ (Dt,s))2:| .

VaT |:é* (Ca At,sa Bt,sa Dt,s):| - (0*(07 At,sa Bt,sa Dt,s))2

Finalmente, el error cuadratico medio de las funciones 6* es

exp (20214%{5)
(exp (B s0?) — exp (Dt’30'2))2

ECM [0°(C, Ay, Bis Dis)| = (6°(C, A, Bus, i)’

X [Q2B:,) — 2Q(Bis + Dy ) + Q(2D, )]

AU
2. s
exp <U - >

2
* exXp (Bt,sgz) — €Xp (Dt,so-z)

(Q2<Bt,8) - Q2(Dt78)) +1

1.4.6. Estimacién insesgada (UMVUE) de las funciones paramétri-
cas

Para obtener la expresién del UMVUE de la funcién 6(C, A; s, B s, k) se busca una
funcién de a y 6% que sea insesgada en 6(C, A, By s, k).
Teniendo en cuenta la distribucién de A} &, se tiene

1
Elexp(A} ,a)] = exp (A;}Sa + 502Ag5)
que se puede expresar como el producto

1
exp (A;Sa + Bmak) exp (02 [5/158 — BLSUI“_Q]) )

Como a y 6% son independientes, se debe encontrar una funcién 1(&) verificando

)"~ JBis(A?s)

Z Z T | h2-i)
—Jj)

=0 3=0
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Dicha funcién 1(5) es
) BL(AL) T 0 = 1)F T (22

i i 2 )&kj+2(l—j)

= = ]'l_]'r(nq2+kj+l )22+2(l 7)

y con ello, el estimador insesgado de minima varianza (UMVUE) viene dado por
é](ca At,87 Bt,sa k) =C eXp (A;‘,sé) l(a-)

Para la estimacién de la funcién media o moda se utiliza la funcién 0(C, A, B s, k)
con k = 2, mientras que para la de la funcién de cuantiles, se toma k = 1. Para obtener
el UMVUE de 6 (C, A, 5, B, 5, k) en estos dos casos particulares de especial interés, 1() se
puede expresar de forma particular, en términos de polinomios de Hermite cuando k£ = 1
o de una funcién hipergeométrica generalizada cuando k = 2.

El procedimiento que se sigue para expresar esta funcién en los casos particulares citados
puede verse los trabajos de Gutiérrez y otros [31] y Rico [51] y consiste en separar los
términos pares e impares de la suma, obteniendo la expresion de la suma de los términos
por separado, de forma que se obtienen las siguientes particularizaciones:

l
—qg—-2 o <6 (TL - 1)14%{5) B,
ok=1= 1(6)=T (%) A |
! I (=4575) 2 \/ 247,

g — —-1 BS_lAU
oek=2= 1(6)20F1<n d 2.(n )[t 2 t,s}q)

2 2 4

y por lo tanto

!
o (o —1)AY
R . n—q—2 (U (n ¢ S) B s
01(C, At s, B s, 1) =Cexp (A;Sa) r (—) - H, 2 y
) POy ==l oy

R —q—2 —1)[By, — $AY,
0,(C, Ay, By, 2) =C exp (A} &) o Fy (” g ;(n )| ; 2 t’}c?Q).

Para la estimacion de la funcién covarianza se utiliza la funcién 6*(C, Ay, By s, Dys),

que es combinacion lineal de funciones del tipo anterior con £ = 2. Aplicando la propiedad
de linealidad, su UMVUE es

~

é;(cv At,sa Bt,sv Dt,s) = 0[ (Oa At,s7 Bt,sa 2) - éI (C, At,sa Dt,s7 2) .
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42 1.4 Estimacion de los parametros y funciones paramétricas

1.4.7. Eficiencia relativa del EMYV respecto al UMVUE para las
funciones 0

El estudio de la eficiencia del EMV respecto al UMVUE de las funciones paramétricas
estudiadas 0(C, A, s, Bts, k) se realizard para los casos particulares en que k =1y k = 2.

Eficiencia relativa del EMV respecto al UMVUE en el caso particular k£ =1

La expresién del EMV de las funciones # cuando k =1 es
0(C, Ay, By, 1) = Cexp (A} a+ B, 5) .
El error cuadratico medio del estimador maximo verosimil en este caso particular es

ECM[é(Ca At,87 Bt,sa 1)] = [9(07 At,sa Bt,sa 1)]2

U UA?S
x| 1+ eXp (20-[O-At,s - Bt,s]) Ql<23t,s) —2 eXp U[ 2 - = Bt,s] Ql(Bt,s)

con

1 © T nfq;2+z 5 !
N(y) = F(n_q_g) Z ( i ) [ n_lafy] .

2 =0

Por otra parte, dado que 6;(C,A;s, B;s,1) es insesgado, el error cuadratico medio
coincide con la varianza, siendo

Varlfi(C, Ay, B )] = B[(01(C, Ar By 1))2] ~ (21(1(C. A, B, 1))])2

~ 00 A B e (20fof, — ) 1 (22

2
© F(n—q—§+l+m) Ltm B, B,

X —— ————— (A/,0%) * H, | H, Sl -1
2 2 i () (g (o) | R | |

Una vez calculado el error cuadratico medio del EMV y la varianza del UMVUE;, se
calcula la eficiencia relativa como el cociente

Var[é;(c, A, Bis, 1))

e By (0(C Ay, By, 1),01(CL Ay 4, By, 1)) = L
ffoc.Acs,Be..1) (0 t.ss Brs, 1), 01( t.ss Bis, 1)) ECM(C. Ay Bo 1)
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exp (QJ[UAgS — Bm]) r (”_TH)

oA

1+ exp (20[0AY, — B,]) Q(2B,.) — 2exp (0[ he _ Bw]) 01 (Bys)

o T ("*Q*3+l+m) o B, B,
X — ——— (A{,0%) * H, = _ | H, .5
;mzzo“mlr( TE T (5 )( ) \J24Y, \J2A4Y,

1
g v ’
1+ exp (20[0AY, — By.]) Q(2B,.) — 2exp (a[ frs _ Bt,s]> 01 (B,)

Eficiencia relativa del EMV respecto al UMVUE en el caso particular k = 2

Cuando k£ = 2 el EMV tiene la expresion siguiente
0(C, Ay, Bis,2) = Cexp (A] a4+ By 5%
El error cuadratico medio del EMV en este caso particular es

ECMI[A(C, A, B;,2)] = [0(C, Ay, Bis, 2)]?
U

2 U 2 At s
X |1+ exXp (20_ [At,g - Bt,s]) 92(2Bt,5) - 2€Xp o [ 2’ - Bt,s] QQ(Bt,s)

La varianza del UMVUE es
ECM (él(c, A, By, 2)) = Varl0,(C, Ay, By, 2)] =

— _2 1 2
= (0(C. Avs, Bis,2))” exp (0°A,) o Fy (% [Bt,sﬁAi{s] 04) —1].

Una vez obtenidos el error cuadratico medio del EMV y del UMVUE, la eficiencia
relativa se puede expresar como

X R Var(0;(C, Ay, By, 2)]
(& t,s,Dt,s ecyA’SaB,$72a0 C’A757B73’2 = %) ) 7
flocaB..2)(0(C, Avs, Bis, 2),01(C, Ay, Bys, 2)) ECMO(C, Asys, By s, 2)]
exp (02AY) o Fy ("*;”2 ; [Bis — %AtU,s}Z U4> -1

B 1+ exp (20’2[147{{8 - Bt,s]) QQ(2Bt,s> - 26Xp (02[%14%{3 — Bt,s]) QQ(Bt’s)'
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1.4.8. Eficiencia relativa del EMYV respecto al UMVUE para las
funciones 6*

El error cuadratico medio de 67 coincide con su varianza, siendo

Var[é?(ca At,s7 B<t7 S)u D(t7 S))] = (9*(07 At,s; Bt,sa Dt,s>)2

exp (AY o2 —qg—2 1
% ( P b8 ) 5 [exp (20°Bys) o F4 (—n d ; (Bs — _Ags)2o-4)
(exp (B, .02) — exp (Dy02)) 2 2
g2 1
+ exp (202Dt,s) 0F1 (% ; (Dt,s - §A1{,{s>204>
—g—2 1 1
_ 2€Xp (0'2<Bt75 —+ Dt,s)) oF1 (% ) {Bt,s - §A£{8:| |:Dt,s - §A£{3:| 04> i| - 1)'

La eficiencia relativa del EMV con respecto al UMVUE para las funciones 6* se calcula
como el cociente entre la varianza del UMVUE y el error cuadratico medio del EMV
obtenido anteriormente. Obsérvese que el término

(0°(C, A, Bis, Diy))?

es comun en el numerador y el denominador, por lo que se puede simplificar la expresién
de la eficiencia de forma que sélo depende de 02 y no de a, como ocurre también en la
eficiencia para las funciones 6.

1.5. Bandas de confianza para las funciones media y
moda

En esta seccion presentamos el calculo de bandas de confianzas para el caso particular
de las funciones 0(C, A, B s, 2), que incluyen, como se ha comentado anteriormente, a las
funciones media, moda y sus versiones condicionadas. Dichas bandas se basan en el calculo
de intervalos de confianza para valores fijos de ¢, haciendo luego variar éste en el tiempo.
En el caso de las versiones condicionadas se fijan los instantes de tiempo t y s y luego se
hace variar .

Para la obtencion y estudio de estas bandas de confianza expresaremos las funciones me-
dia y moda y sus versiones condicionadas como funciones del tipo exp (u(t, s) + A\o?(t, s)),
siendo los valores de u(t, s), A y 0%(t, s), para las funciones de interés, las siguientes:

Funcién u(t, s) A o(t, s)

m(t) In(zg) +W(t)a 1/2 (t—ty)o?
m(tls) In(z,) +W(t,s)a 1/2 (t—s)o?
M,(t) In(zo) +W(t)a -1 (t—ty)o?
M,(t|s) In(zs)+W(t,s)a -1 (t—s)o?
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Este problema, con u(t,s) = u y o(t,s) = o2 constantes, ha sido tratado por Land

en [38] y [41], obteniendo intervalos de confianza para funciones del tipo exp (u + Ao?),
las cuales incluyen como caso particular la media y la moda de la distribucién lognormal
A(u,0?) tomando A = 1/2 y A = —1 respectivamente.

El procedimiento seguido para el proceso lognormal con factores exégenos que mostra-
mos aqui extiende el anterior y puede verse en los trabajos de Gutiérrez y otros [24] y [31].
Consideraremos el caso mas general para las versiones condicionadas ya que el otro es un
caso particular para s = t;.

A partir del problema de contraste dado por

Hy : p(t, s) + Ao?(t,s) = by
Hy :u(t, s) + Ao?(t, s) # 0

o equivalentemente,

Ho: b = =)
s)—0
H, - #;2’(1)57 )0 7£ _>‘7

se puede construir un intervalo de confianza para pu(t,s) + Ao*(t,s) y, tomando exponen-
ciales, para las funciones tendencia y moda y sus versiones condicionadas.
Los estimadores

B(t,s) = In(z,) +W'(t,s)a y S%(t,s) = (t —s)S?
son conjuntamente suficientes y completos para (u(t,s), o%(t, s)). Ademds,
B(t,s) ~ N (u(t,s), Ct,s)a>(t,s)),
donde

w'(t, s)(UU)tu(t, s)
t—s

C(t,s) =

y, por otra parte,
(TL —q— 2>Sz<t’ S)
o%(t, s)

~x3(n—q—2).
A partir de la independencia de B(t,s) y S%(t, s) se deduce su densidad conjunta
[B(t,5),5(,5) (b(t, ), s(¢,5))
exp (el ) (e2) sy ep (Fegpses)
== 2

- /27C(t, 5)0(t, 5) [ (n=g=2) 275"

2

Y

con b(t,s) € Ry s(t,s) > 0.
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Expresandola en forma exponencial

.}B(t,s),S(t,s) (b(t7 S)’ S(t7 ‘S))
b(t,s)—0o+00—pu(t,s 2 2 2 t. s
( ( ) C(t,s) ( )) (n q ) ( ? )

202(t, s)

o s(t,s)"1 DL exp

(0(:5)=00)*~2(b(1:9)~0)(ut:5)=00) +(t:9)=00)° | 1y 0 9y 2 S>]

= s(t,s)"1 D Lexp [

C(t,s)
202(t, s)
(b(t,5)—60)* 2
(1 5)" D exp | M+ (== 2)5%(19) . (ult, ) = 00) (b1, 5) — 60)
x s(t, ex
’ P 202(t, s) C(t, s)o(t, s) ’
se deduce que B(t,s) — 0y y V3(t,s) = % + (n — ¢ — 2)S?(t, s) son suficientes y
completos para los parametros naturales
wu(t,s) — 0y -1
§=—5 5 V(=555
o?(t, s) 202(t, s)
Notando ahora W (t,s) = —2LI=% _ 14 transformacion (W(t,s),V(t,s)) conserva

C(t,8)S2(t,s)
las propiedades de completitud y suficiencia, y su densidad conjunta es proporcional a la
expresion

—v2(t,s) + v(t,s)w(t,s) p(t,s)—0o
n—g—2+1 202(t,s) C(t,s) a2(t,s)

f(w(t> 8)7 U(t’ 5)) X Un_q_z(wz(t’ 5) tn—q-— 2)_ 2 exp \/wQ(t’ S) +n—q-— 2

con v(t,s) >0y —oo < w(t,s) < oo.
Ademés, la densidad de W (t, s) condicionada a V' (¢, s) = v(t, s) cumple

Eu(t, s)w(t, s)—=

n—q—2+1 C(t,s)

Flwlt 9ol s)) o (Wit s) +n—g =977 e | —mreeee s

Y

con —oo < w(t,s) < oco. Esta funcién no depende de ¢ aunque si de v(t,s) y tiene verosi-
militud monétona en £.
Dado que el problema de contraste planteado se puede expresar en términos de &, como

{H():f:—)\
Hlif%—A
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y, cuando es cierta la hipotesis nula Hy, se tiene

o —u(t, s)w(t, s)\/m

Flwlt ot 8)) o (Wit s) +n =g =97 exp |~

- Av(t,s)/+/C(t,s)

n—q—1

Y

con —oo < w(t,s) < oo, denotando por z = , una regién critica UMP

insesgada al nivel de significacion « viene dada por

B(t,s) — bo
t73 S(t S)

¢ [t1.a(00), t2.0(00)]

con t1,,(0y) y t2.(6p) verificando

t2,0(00) 00
/t fn—q—27Z|V(w(tv S))dw(ta S) = (1 - a) / fn—q—Q,ZlV(w(t7 8)>dw<t7 3)

l,a(OO)
Y t2,a(00)
2,00 w(t, s)
fr—g—2.v(w(t,s))dw(t, s)
/ma(eo \/w2 t,s)+n—q—2 =24
w(t, s)
(1-a) n—a—22v(w(t,s))dw(t,s
[ v%2t5+n_q_2fqgﬁw (1. 5))dut, )

donde

Vw(t,s)+n—q—2

hwazwwm$>awﬂu$+n—q—m7ﬂ1ep< Lo ),

con —oo < w(t,s) < co. De esta forma, se obtiene un intervalo de confianza para pu(t, s) +
Ao?(t, s), para cada (t, s) fijo, resolviendo en 6

(B(t,s) = 00)/vC(t,s) _

S0 ialfo), i=1,2 (1.13)
con
A(n—q—2)S%(t,s) + (B(tCLZt 890 1/2/m
2(0) = = n—q—1

Finalmente, tomando exponenciales en los extremos obtenidos, se tiene para cada (t, s) un
intervalo de confianza para exp (u(t, s) + A\a?(t, s)).

Nota 6. El cdlculo de bandas de confianza para funciones del tipo exp (u(t, s) + Ao?(t,s)) a
partir de valores observados de una trayectoria de un proceso lognormal con factores exdge-
nos conlleva en primer lugar el cdlculo de a y S?. A continuacion para cadat y s fijos, hay
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48 1.5 Bandas de confianza para las funciones media y moda

que calcular los valores de 1/C(t,s), B(t,s) y S(t,s) y resolver las ecuaciones (1.13) para
obtener un intervalo de confianza para pu(t, s) + \o*(t, s). Finalmente, las exponenciales de
los limites de cada intervalo definen un intervalo de confianza para exp (u(t, s) + Ao?(t, s)).
Repitiendo este proceso para cada valor de t con el mismo nivel de confianza, para s fijo, se
obtiene la banda de confianza buscada. Para resolver las ecuaciones (1.13), se puede usar
un programa debido a Lyon y Land [43] para obtener intervalos de confianza para funciones
lineales de la media y la varianza de una distribucion normal, con la siguiente modificacion
en la entrada de datos:

Degrees of freedom — n—q—2
Gamma® — 1/C(t,s)
Sample mean — B(t,s)

Sample standard deviation — S(t,s).
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Capitulo 2

Bandas de confianza aproximadas y
generalizada para las funciones media
y moda del proceso lognormal

2.1. Introduccion

Como ya se ha comentado en la introduccion de esta memoria, el uso de la funcién
media y moda del proceso lognormal (asi como de sus versiones condicionadas) es de
gran utilidad, tanto desde el punto de vista del ajuste como con fines predictivos, en
una gran variedad de aplicaciones en las que aparecen series de datos, correspondientes a
variables aleatorias continuas, que evolucionan en el tiempo también de forma continua,
con tendencia exponencial.

Por ello, la inferencia sobre ambas funciones ha sido un tema ampliamente estudiado
tanto desde el punto de vista de la estimacién puntual como de la estimacién por bandas
de confianza.

En el capitulo anterior se han presentado resultados, existentes en la literatura, relativos
a estimacién puntual considerando ambas funciones como caso particular de una funcién
paramétrica mas general, asi como relativos a la estimacién por bandas de confianza,
expresando tales funciones en la forma general exp(u(t, s) + Ao?(t, s)).

En concreto, Gutiérrez et al. en [31] extienden los resultados de Land dados en [38] y
[41] sobre intervalos de confianza exactos, basados en tests de hip6tesis uniformemente mas
potentes insesgados, para la media de una distribucién lognormal (y, en general, para una
combinacién lineal de la media y varianza de una distribucién normal) para obtener bandas
de confianza para las funciones del tipo exp(u(t, s) + Ao?(t, s)) en el proceso lognormal con
factores exdgenos. Estas bandas presentan, para su cdlculo, los mismos inconvenientes que
presentaban los intervalos de confianza exactos obtenidos por Land. Esto es, estan basados
en estadisticos pivotes condicionados y su cédlculo es bastante complejo ya que involucra el
calculo de cuantiles a través de integrales que deben ser resueltas numéricamente. Por ello,
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50 2.1 Introduccién

es necesario acudir a tablas de cuantiles ([40]), con las restricciones de valores disponibles
que esto supone, o a programas de ordenador, como el dado por Lyon y Land en [43],
basados en algoritmos numéricos que son inestables para ciertos rangos de valores de los
estadisticos media y cuasivarianza muestral de la variable aleatoria con distribucién lognor-
mal considerada (o sus correspondientes en el caso del proceso). Ademads en los trabajos de
Singh, Singh y Engelhardt [54], se sugiere que los limites de confianza superiores basados
en el método de Land pueden ser demasiado grandes y conducir a conclusiones incorrectas.

Por esta razon, diversos autores han desarrollado intervalos de confianza aproximados
para la media de la distribucion lognormal y existen trabajos dedicados tanto a su obtencién
como a su comparacién en términos de probabilidad de cobertura, amplitud media, etc,
mediante estudios de simulacién, como puede verse en los trabajos de Zhou y Gao [61] y
de Lefante y Shah [42].

En 1972, Land [39] hace una primera revision de algunos métodos de construccién de
intervalos de confianza aproximados, clasificindolos en métodos de transformacion, entre
los que destacamos el método naive o simplista y la transformacion de Patterson, y métodos
directos, entre los que destacamos el método de Cox.

En 1988, Angus [2] propone un método conocido en la literatura como método conser-
vativo de Angus y, posteriormente, en 1994, [3], un método bootstrap paramétrico. Ambos
los englobaremos dentro de la categoria de métodos basados en estadisticos pivote.

En esta memoria presentamos un método alternativo para calcular un intervalo de
confianza aproximado para la media de una distribuciéon lognormal que extenderemos,
junto con el resto, al caso del proceso lognormal. A partir de ahora nos referiremos a él
como método propuesto.

Por otra parte, en el afio 2003, Krishnamoorthy y Mathew, [37], obtienen un intervalo
de confianza generalizado para la media de la distribucion lognormal basado en los con-
ceptos de cantidad pivotal generalizada e intervalo de confianza generalizado, debidos a
Weerahandi ([60]).

El objetivo de este segundo capitulo es la obtenciéon de bandas de confianza aproxi-
madas y generalizada para las funciones media y moda del proceso lognormal, mediante
la conveniente adaptacién de los correspondientes métodos disponibles para la media de
una distribucion lognormal. Como ya se coment6 en el apartado correspondiente a bandas
de confianza exactas, en el Capitulo 1, el cédlculo de éstas se basa en el de intervalos de
confianza para valores fijos de t, haciendo luego variar éste en el tiempo (en el caso de las
versiones condicionadas se fijan los instantes de tiempo t v s y luego se hace variar ¢t con
t>s).

Comenzamos con un breve resumen de los métodos que consideraremos?, en el contexto

'Nos limitamos a comentar aquellos métodos de construccién de intervalos de confianza para la distri-
bucién lognormal que pueden ser adaptados al caso del proceso lognormal y, dentro de ellos, a los mas
utilizados. Notemos que en el caso de la distribucién, la inferencia se realiza basdndose en la informacion
proporcionada por muestras aleatorias simples de la variable bajo estudio, mientras que en el caso del
proceso, en trayectorias muestrales basadas en observaciones no necesariamente independientes. Por ello,
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de la distribucién.

A continuacién, trataremos por separado los casos homogéneo y no homogéneo del
proceso lognormal debido a las particularidades que presentan cada uno de ellos como
veremos posteriormente.

2.1.1. Caso de la distribucion lognormal

Sea X una variable aleatoria con distribucién A;(u, 0?), es decir Y = In(X) ~ N (i, 0?)
y sea Yi,...,Y, una muestra aleatoria simple de Y. Notemos por Y y S? su media y
cuasivarianza muestrales, respectivamente.

Intervalos de confianza aproximados

Dentro de los métodos de construccion de intervalos de confianza aproximados para
E[X] = exp (p + 30?) distinguimos entre métodos de transformacion, directos, basados en
estadisticos pivote y propuesto.

e Métodos de transformacion

Estos métodos parten de un intervalo de confianza para p = E[In(X)] que luego trans-
forman mediante algunas funciones apropiadas para dar lugar a un intervalo de confianza
para E[X].

La diferencia entre los distintos métodos consiste en la transformacion considerada en
cada caso. Destacamos entre ellos:

= El método naive, o simplista, que considera la transformacién exponencial, para
obtener el siguiente intervalo de confianza al nivel 1 — «

— S
exp (Y + Zl_a/2%>

[N

— S
exXp (Y + tn—l,l—a/Q%) )

con 2, Y tp o los cuantiles de orden av de una normal estandar y una ¢ de Student con

n grados de libertad, respectivamente.

Este método es sesgado porque calcula realmente un intervalo de confianza para
exp(h).

no consideremos algunos métodos, como por ejemplo aquellos basados en el Teorema Central del Limite,
que no son aplicables a nuestros datos.
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52 2.1 Introduccién

» La transformacién de Patterson, propuesta por el autor en [48] con el objeto
de eliminar el sesgo que proporciona el método anterior, considera la transformacion
exponencial después de haber sumado la estimacién insesgada de 0?/2, dando lugar

a
— 5 S
exp (Y + > + Zl—a/Q%)

- S? S
exp (Y + > + tn—l,l—a/Q%) :

e Métodos directos

Estos métodos se basan en distribuciones aproximadas de estimadores de E[X] o de
alguna funcién de E[X]. Suponen que tales estimadores se distribuyen normalmente con
varianza conocida o estimada y se calculan intervalos de confianza consistentes con dichas
suposiciones.

Los métodos directos ofrecen la ventaja, frente a los métodos de transformacién, de que
los intervalos de confianza se obtienen para E[X]| o para alguna funcién de ella y, por tanto,
es poco probable que fallen debido a la dependencia de tal esperanza en los parametros
desconocidos. Sin embargo, presentan el inconveniente de que al suponer la normalidad de
estimadores de funciones paramétricas con rango restringido (valores positivos en nuestro
caso), pueden dar lugar a intervalos de confianza inadmisibles.

El método directo mas utilizado en la literatura para calcular intervalos de confianza
aproximados para la media de una distribucién lognormal es el método de Cox, pro-
puesto por él mismo en una comunicacién personal a Land, que aparece en [39]. Para su
construccién parte de Y + 52/2 (UMVUE de In(E[X])) y, teniendo en cuenta que

S? S
W Tamr
es el UMVUE de & ) )
— o o
Var |Y + —| = —+ —
ar{ +2] n T am—1)
propone como intervalo de confianza para E[X], al nivel 1 — «,

_ g2 S2 S4
g A =
eXp( T Ay +2(n+1)>

Existe una version de este método, la considerada por Zhou y Gao en [61], en el que
simplemente se estima

52 o? o?
vy =4 -
Var[ —1—2] n+2(n—1)
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por
S? S
n o 2n—1)
obteniendo
52 S2 g4
Y+ —+2_. —+—1].
exp( + 5 21-a)2 n+2(n—1)>

e Métodos basados en estadisticos pivote

Entre ellos se pueden citar el método conservativo de Angus y el método bootstrap

paramétrico.

= Método conservativo de Angus. Angus [2] propone el estadistico pivote aproxi-

mado

Alrg (o3

52
2 I
S(HQ)

el cual es asintéticamente equivalente al estadistico del test de razon de verosimi-
litudes para contrastes sobre u + 02/2, cuya funcién de distribucién es mondétona
creciente en o y tiende a la de una ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, cuando

oc—0yalade
n 1
1= =
V3 (=)

con (n — )W ~ x?(n — 1), cuando ¢ — oo. A partir de este resultado, deduce un
intervalo de confianza conservativo, al nivel de confianza 1 — «a, para exp(u + 02/2)
como

92 1
(exp (Y + 5 tn—l;l—a/Q% [52(1 + 52/2)} 1/2) ’

I 1
exp <Y + 7 + qn_m/gﬁ [S2<1 + 52/2)} 1/2>> ,

n n—1 1
n-1,0/2=\/5 | 5 —
2 X?Lfl,oz/Q

con x; ,, el cuantil de orden a de una distribucién x?*(n).

donde

Este intervalo se llama conservativo ya que proviene de limites de confianza con-
servativos en el sentido de que la probabilidad de contener al verdadero valor de
exp(i + 0%/2) es mayor o igual que el nivel de confianza especificado. Consecuente-
mente, suelen dar lugar a intervalos de confianza méas amplios.
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= Método bootstrap paramétrico. Angus en [3]| desarrolla un procedimiento boots-
trap para calcular intervalos de confianza para la media de una distribucién lognormal
y un algoritmo Monte Carlo para su implementacion. Los intervalos de confianza ob-
tenidos mediante este método son bastante proximos a los exactos de Land, por lo
que se proponen como una buena alternativa a éstos y al método conservativo.

Partiendo del estadistico pivote aproximado del método anterior y, dado que su dis-
tribucién puede obtenerse en términos del pardmetro desconocido o2 y de variables
aleatorias con distribuciones normal estdndar y x*(n — 1), se aplica el método de
los percentiles descrito por Hall en [34] para la obtencién de intervalos de confianza
bootstrap. Para ello, se obtienen valores del estadistico pivote a partir de la esti-
macién de o2 por S? y de la generacién de valores independientes de distribuciones
N(0,1) y x*(n—1), independientes a su vez. La expresién resultante es igual a la que
proporciona el método conservativo, sustituyendo los valores ¢, 11 /2 ¥ —Gn-1,a/2
por los correspondientes cuantiles de los valores obtenidos.

Método propuesto

Tomando como punto de partida los métodos de transformacion, se puede observar
que en la construccién de los intervalos de confianza se ha tenido en cuenta solamente
la variabilidad de g en ambos métodos. El método que proponemos tiene en cuenta la
variabilidad de 02, construyéndose un intervalo de confianza para exp(u+0?/2) combinando
los extremos de los correspondientes intervalos de confianza 6ptimos para cada uno de los
parametros y tomando exponenciales. Se obtiene asi

S 1(n-1)8

; N S 1(n—1)52
n-lil-a/2—F— T 55— —
/ vn 2X%—1,1—a/2

, € ?—i_tnf —« — + =
Xp 1,1 /Qﬁ 5 Xi—l,a/2

exp (Y —

Intervalo de confianza generalizado

Krishnamoorthy y Mathew en [37] obtienen un intervalo de confianza generalizado
para la media de la distribucion lognormal basado en los conceptos de cantidad pivotal
generalizada ? e intervalo de confianza generalizado 3, debidos a Weerahandi ([60]).

2Sea X un vector aleatorio con funcién de distribucién F(z|v) donde v = (6, §) es un vector de parame-
tros desconocidos con 6 el pardmetro de interés y § un pardmetro de ruido. Sea R = r(X;x,v) una funcién
de X, x y v (pero no necesariamente funcién de todos). Se dice que R es una cantidad pivotal generalizada
si cumple

a) La distribucién de R es independiente de pardmetros desconocidos.

b) El valor observado del pivote, r = r(z;z,v), no depende del parametro de ruido 4.

obs

3En las condiciones de la definicién anterior, sea © el espacio paramétrico de #. Si un subconjunto
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La cantidad pivotal considerada es

Y—pus 1lo?
f=y- %M%W@SQ
que tiene la misma distribucion que
g 2 & ,1&
'r(;[—l \/ﬁ - nUfl

con Z ~N(0,1) y U?> ~ x*(n—1). Observemos que en el caso que nos ocupa, la obtencién
de un intervalo de confianza generalizado para la media de una distribucién lognormal y, en
primera instancia para su logaritmo, el parametro de interés es § = u + 0%/2 y no existen
parametros de ruido.

Dado que 7, = p+ 02/2, un intervalo de confianza generalizado para In(E[X]) =
p+ 02/2, al nivel de confianza 1 — «, viene dado por (R(a/2), R(1 — «/2)), con R(«) el
cuantil de orden « de R, los cuales pueden ser obtenidos mediante simulacion de valores de
su distribucién. Finalmente, el intervalo de confianza generalizado para E[X]| viene dado
por

(exp (R(/2)) , exp (R(1 — 0/2))

2.2. Caso del proceso de difusién lognormal homogéneo

Sea {X(t);to <t < T} el proceso de difusién lognormal homogéneo, con momentos
infinitesimales A;(z) = mz y As(z) = %2 con ¢ > 0, m € R y distribucién inicial
P[X(ty) = xo] = 1. Tomando a = m — %2, las funciones media, moda y sus versiones
condicionadas se pueden escribir en la forma exp(u(t, s) + Ao?(t,s)) con

Funcién u(t, s) A o2(t,s)
m(t) In(zg) +
m(t|s)  In(xs)+
M,(t) In(xg) +
My(tls) In(zy)+a(t—s) -1 (t—s)o?

Antes de estudiar el problema de la obtenciéon de bandas de confianza aproximadas y
generalizada para tales funciones, exponemos brevemente la particularizacion en este caso
de algunos resultados de inferencia, que se deducen de los presentados en el Capitulo 1.

Sea tq,...,t, un conjunto de instantes de tiempo en los cuales se realiza un muestreo
discreto del proceso, obteniéndose las observaciones x1, ..., T,.
C_, del espacio muestral de R verifica que P[R € Ci_,] = 1 — «a, entonces al subconjunto O¢ del

espacio paramétrico dado por O¢(1 — ) = {0 € O|r € Ci_q} se le denomina intervalo de confianza

generalizado para 6 al nivel de confianza 1 — «.

obs
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56 2.2 Caso del proceso de difusion lognormal homogéneo

Suponiendo que P[X (t;) = z;] = 1, los estimadores de méxima verosimilitud de los
pardmetros a y o2 son
. 1 Tn
a= In{—
tn — tl T
' 1
~2 ~ ’ N
= v —au)'(v—au
7= L (v auy(v - au)
donde la notacién usada es v=(vy,...,v,), con v; = (t; — t;_1)"Y3(In(z;) — In(z;_1)),

1= 2,...,77,, y u:(\/tg _tla---7\/tn _tn—l)/-

Dichos estimadores son conjuntamente suficientes y completos para (a,o?) con distri-

buciones asociadas
o2
a~N|a, ——
t, —t

n—1)62
%NXQ(”—Q)

Por tltimo, notando por B(t, s) al estimador maximo verosimil de p(t, s) y por S*(t, s)
al estimador insesgado de o(t, s), para valores fijos de t y s

In(xy) + (t —t1)a  para la versién sin condicionar
B(t,s) =
In(z,) + (t — s)a para versién condicionada

(t —t;)S*  para la versién sin condicionar
S2(t,s) =
(t—s)S?  para la versién condicionada

. —1)62 . . . . .
siendo S? = % el estimador insesgado de o2. Dichos estimadores son conjuntamente

suficientes y completos para (u(t, s), 0%(t, s)) con distribuciones asociadas

B(t,s) ~ N(u(t,s), C(t, s)o’(t, s))

o2(t, ) XA
con
t—1 C . ..
P— para la version sin condicionar
n — Ul
C(t,s) =
t —
i para la versién condicionada
t, — 11
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2.2.1. Bandas de confianza aproximadas

A continuacién se trata el problema de construccion de bandas de confianza para las
funciones exp(u(t, s)+Ao?(t, s)), considerando el caso general de las versiones condicionadas
yva que el caso de las versiones sin condicionar es un caso particular del primero.

Métodos de transformacién

Consisten en la consideraciéon, para cada t y s, de intervalos de confianza para la espe-
ranza de alguna funcién de X (¢)|X(s) = x, y posteriormente, su transformaciéon median-
te alguna funcién apropiada para dar lugar a intervalos de confianza aproximados para
BIX(8)] X (s) = x].

» Método naive. Se construye un intervalo de confianza para E[In(X(t))| X (s) = x4
para cada t y s, es decir, para u(t,s), al cual notamos como (uf(t,s),us(t,s)) en
general y, posteriormente, se transforma tomando exponenciales. Este método es
sesgado, ya que realmente calcula bandas de confianza para exp(u(t, s)), pero puede
ser adecuado para valores pequeiios de (¢, s) = (t — s)o?. La banda obtenida es

exp <B(t, s) £ tn,g;l,a/ng(t, s)) :

= Transformacion de Patterson. Para eliminar el sesgo que proporciona el méto-
do anterior, Patterson propuso una transformacion, que en el caso del proceso es
exp(pia(t, s) + AS?(t, s)), donde por . (t,s) se entiende el extremo inferior o el su-
perior del intervalo obtenido en el primer paso del método naive. La banda obtenida
mediante esta transformacion es

exp (B(t, $) + AS(t, 5) £ ty_21-a/2/C(t, 5)S(, 3)) .

Métodos directos

Estos métodos se basan en estimadores de E[X (¢)| X (s)] o de alguna funcién de ella. Su-
ponen que tales estimadores se distribuyen normalmente con varianza conocida o estimada,
y se calculan intervalos de confianza consistentes con dichas suposiciones.

Generalizando el método de Cox, se considera la funcién In(E[X (t)| X (s) = z4]) =
u(t,s) + Ao?(t,s) y como estimador, su UMVUE

B(t,s) + AS?(t, ).

A continuacién, después de estimar Var[B(t, s) + AS?(t, s)] por su UMVUE

2

UMVUE[Var(B(t,s) + AS%(t,s))] = C(t,s)S*(t, s) + %S‘*(t, s)
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58 2.2 Caso del proceso de difusion lognormal homogéneo

se supone que
2 2 2 2>‘2 4
B(t,s) + AS*(t,s) ~ N | u(t,s) + Ao*(t,s), C(t,s)S*(t, s) + 75 (t,s) ],

a partir de lo cual se deduce la banda de confianza aproximada

2)\2
exp (B(t, s) 4+ AS%(t,s) £ 21_0/2\/0(75, $)S2%(t,s) + %5’4(25, s)) :

El método de Cox considerado aqui es la adaptacién del método de Cox que aparece en
[39] v que fue el que originalmente Cox le sugirié a Land. Existen otras versiones de este
método y, siguiendo a otros autores (Zhou and Gao en [61] y Lefante and Shah en [42]), se
podria considerar la estimacion de

Var(B(t,s) + AS?(t,s)) = C(t,s)a>(t, s) +

p— 204(15, s)

sin mds que sustituir o%(¢, s) por S(t,s), con lo cual se supone

2

tsis)

n —

B(t,s) + AS%(t,s) ~ N (u(t, s) + Ao?(t, s), O(t, s)S%(t, s) +

a partir de lo cual se deduce la banda de confianza aproximada

2
exp (B(t, s) 4+ AS%(t,s) + Zla/z\/C(t, s)S%(t,s) + nzi 254(t, s)) :

Métodos basados en estadisticos pivote
= Método conservativo de Angus
La adaptacién del método de Angus nos conduce al estadistico pivote
B(t,s) + AS%(t, s) — (u(t, s) + Ao?(t, s))
\/52(15, $)C(t,5) + 22 84(t, 5)

que es asintoticamente equivalente al estadistico del test de razén de verosimilitudes
para contrastes sobre u(t, s) + Ao?(t, s). Dicho pivote se distribuye como

A _
N —es(ts) (W — 1)

202W
\/W (1 + WUZ('[I, S))
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donde W y N son independientes, N ~ N(0,1) y (n —2)W ~ x*(n — 2). Para cada
(t,s) fijos, la funcién de distribucién del estadistico pivote es monétona creciente en

o(t,s)y
_|_

o(t,s)(W —1)

C’(t s) N
lim

ts—>0\/W 2/\2W) 2t s)) :\/W

C(t s) o(t,s)(W 1) n—2 1
lim =V U w
ts —>oo
¢W (1+ aigo(t.9))

a partir de lo cual se obtiene una banda de confianza conservativa para exp(u(t, s) +
Ao?(t,s)) como

—t(n—2)

n —

exp (B(t, s) + AS?(t,s) + 1/ z ; 2 (XZL _‘2/ - 1) \/C(t, $)S%(t,s) + n2i2284(t’8)>> :

= Método bootstrap paramétrico

9\2
<exp (B(t, s) + AS%(t, s) — tn_g;l_a/z\/C'(t, 5)S%(t,s) + A 254(75, s)) ,

Se trata de calcular un intervalo bootstrap aplicando el método de t-percentiles al
estadistico pivote usado en el método de Angus. Para ello, condicionada a la ob-
servacién de (B(t,s), S%(t,s)), sean X7,..., X}, k trayectorias independientes del
proceso de difusién lognormal con valores comunes (B(t,s) y S*(t,s)). Si P* denota
la probabilidad condicionada a la observacién (B(t, s), S%(t, s)), sean t = t(1 — a/2)
y ¢ = q(«/2), las soluciones a

B*(t,s) + A\S¥(t,s) — B(t,s) — AS%(t, s)
* * 22 527 (t,5)
\/c (t, )57 (t,s) (14 25502

P <t|=1-0a/2

B*(t,s) + AS¥(t,s) — B(t,s) — AS%(t, s)

Ot 95z @) (1+ 25556)

P > —q| =1-a/2.

Entonces un intervalo de confianza bootstrap, al nivel de confianza 1 — «, para la
funcién exp(u(t, s) + Ao?(t, s)) es
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(exp (B(t, s) 4+ AS?(t,s) — t(1 — a/2)\/C(t, s)S2%(t,s) + n2i2254(t’ 5)) :

exp (B(t, )+ AS%(t,s) + q(a/2)\/C(t, s)S%(t,s) + n2i2254(t, s))) :

Sin embargo, la distribucién de
B*(t,s) + AS¥(t,s) — B(t,s) — A\S%(t, s)

* * SQ* ’s
\/C (t,)S?"(t,s) (1 + 2 c*<(tt,s>)>

conduce a que la resolucién de las ecuaciones anteriores involucre complejas inte-
graciones numéricas. Por ello dado que, a partir del resultado proporcionado por el
método anterior, tal distribucién puede expresarse en términos de o(t, s) y de varia-
bles con distribuciones conocidas, se propone, siguiendo la idea de Angus en [3], el
siguiente procedimiento alternativo:

- Se generan k valores, Ny, ..., N}, de una distribucién N/ (0, 1) y k valores, x3*, ..., x3*,
de una distribucién x?(n — 2), de forma independiente.

- Para cada t y s, se calculan los valores T} (t,s), i =1,...,k, como

N+ —2_8(t,s) (;{2 )

C(t,s)
X3 22 2
\/n—2 (1 + C(t,s)(n—2) 2 Xi SQ(t S>)

Tr(t,s) =

)

- Para cada t y s, los valores T;(t, s) se ordenan en T(},(t,s) < ... <Tj,(t s) y se
calcula tl{‘ﬁ’i/z(t,.s) = Tl oy (t:8) ¥ 15 (t,8) = T, o (t: s) donde [a] denota el
entero menor o igual a a.

- Con estos valores se construye la banda de confianza bootstrap, después de tomar
exponenciales, para exp(u(t, s) + Aa(t, s)) como

(eXp (B(t,s) TSt s) — 179, s)\/ C(t, $)S2(t, 5) + ”2254@, 5)) ,

n —

exp <B(t s) + ASP(t, s) — tWF(t, s )\/C(t, $)S2(t, s) + n2i225'4(t,s)>> :
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Método propuesto

A partir de la consideracién de intervalos de confianza para u(t,s) y de o?(t, s)

(B(t, $) = tnni1apS(t, $)\/C(t, 5), Bt s) + ty_si—apS(t, )V/C(t, s))

2 , 2
Xn—2;a/2 Xn—2:1—a/2

<<n —2)S2(t,s) (n—2)S2(t, 3))

respectivamente, se combinan adecuadamente los extremos de estos intervalos y se toman
exponenciales, dando lugar a

(exp <B(t, 8) — tp_21-as2S(t,5)/C(t,s) + )\n—_25’2(t, s))

2
Xn—2:1—a/2

Xn—2;o¢/2

exp (B(t, $) + to_si_ajaS(t, s)V/C(E,5) + A2 82, s))) |

2.2.2. Banda de confianza generalizada

Para el caso del proceso lognormal homogéneo proponemos, para cada t y s, la siguiente
cantidad pivotal

02(t7 S) 2

s°(t, s)

B(t,s) — u(t,s) C(t,s)s(t,s) + A

R(t,s) = blt, s) - C(t,s)S(t,s) 53t )

que tiene la misma distribucion que

Z 2(¢
b(t, s) — ——/Ct, 9)s(t, 5) + A (U_;S)
n—2 n—2

con Z y U independientes, Z ~ N(0,1) y U% ~ x*(n — 2).

Dado que 7},4(t,5) = pu(t, s) + 0°(t, s)/2, basta obtener los cuantiles correspondientes
para construir la banda de confianza deseada. Para ello seguimos el siguiente procedimiento:
- A partir de una trayectoria del proceso se obtienen los valores de b(t, s) y s*(t, s).

- A continuacién, se generan k valores de las variables Z ~ N (0,1) y U? ~ x*(n — 2),
valores llamados Z; y U?, i=1,... k.
- Se calculan

Z; s%(t, s)

U: C(t,s)s(t,s) + A i

n—2 n—2

Ri(t,s) =b(t,s) — ,i=1,2,...,k
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y a partir de dichos valores, los cuantiles de orden /2 y 1—a/2, denotados como Ry, 5)(a/2)
v Rt.s)(1 — a/2), respectivamente.

La banda de confianza generalizada, al nivel de confianza 1 — «, para exp(u(t,s) +
Ao%(t,s)) se obtiene finalmente como

(exp (Rt (/2)) s exp (R (1 — /2))) .

Notemos que esta banda obedece a un esquema tipo Monte Carlo de la banda obtenida
mediante el método propuesto.

2.2.3. Estudio comparativo

A continuacién se va a realizar un estudio comparativo de las bandas de confianza
obtenidas para el caso homogéneo mediante la aplicacion a trayectorias simuladas. Este
estudio es similar al realizado por Zhou y Gao en [61] en el caso de la distribucién lognormal
basado en observaciones simuladas de ella. Dicha comparacion se realizara en términos de
errores de cobertura (diferencia en valor absoluto entre el nivel de confianza considerado
en la construccién del intervalo de confianza y la probabilidad de cobertura obtenida) y
amplitudes medias.

Para ello hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones previas:

= Independencia del pardametro m. Dado que, para cada valor de (¢, s), un cambio en la
estimacion de m, my por mas, solo afecta en un cambio de escala en la estimacién del
correspondiente intervalo de confianza para u(t,s) + Ao?(t,s) supuesto que n y S?
permanecen invariantes, consideraremos por simplicidad en nuestro estudio el caso
m = 0.

= La probabilidad de cobertura permanece constante a lo largo del tiempo en los in-
tervalos de confianza que constituyen la banda. Notemos que para cada (t,s), los
intervalos de confianza obtenidos se pueden expresar en la forma general

t—s
Zfn_tl

(xsexp (d(t —5) + KG\S? (t — 5) — Kg\/ L= i S2(t — s) + K3A\254(t — 3)2))
n — Ul

2
= (:L‘s exXp ((& + Kl)\SQ - KQ\/t S ; + K3A2S4> (t - S)) s
n Ul
S2
Ts €XP &—FKl)\Sz —K; ﬁ +K3)\2S4 (t—S)
n — Ul

con K;, 1 =1,2,3y KJ constantes e independientes del tiempo.

(9:5 exp (d(t —8) + K{\S%(t — 5) — KQ\/ S2(t — 5) + K3 \254(t — s)2> :
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El verdadero valor de las funciones para las que calculamos dichos intervalos es igual
a
zsexp (a(t — s) + Ao?(t — s)) = zsexp ((a + Ao?) (t — s))

y, por tanto, cada intervalo de confianza contendra al verdadero valor si y sélo si

5’2

n 1

S2

+ K3)\254
n tl

&+K1ASQ—K2\/t +K3)\QS4§a+)\02§d+Kl)\Sz+K§\/t

condicién independiente de los valores de (t, s).

= La amplitud de los intervalos aumenta, en general, con el valor de ¢, en el caso de
las versiones sin condicionar y con el valor de ¢t para cada s fijo en las versiones
condicionadas. Sin embargo, en el caso particular en el que s y ¢ varian pero t — s es
constante, la amplitud no varia. Por ello compararemos los valores de las amplitudes
medias para los instantes de tiempo comunes en las simulaciones.

Estudio de simulacién

Para realizar nuestro estudio se han simulado los valores de 1000 trayectorias en ins-
tantes de tiempo t; = 0 a t, = n — 1 de procesos de difusion lognormales homogéneos
con momentos infinitesimales A;(z) = 0y Ay(z) = 0?22, con n = 11, 51 y 101 y ¢? igual
a 0.0000001, 0.000001, 0.00001, 0.0001, 0.001, 0.01 y 0.1 (notemos que valores superiores
de o? disparan la varianza del proceso ya que es de tipo exponencial). A partir de ta-
les trayectorias se han calculado las bandas de confianza aproximadas y generalizada que
aparecen en esta memoria (no se incluyen los resultados para la banda obtenida mediante
la adaptacion de la version de Zhou y Gao del método de Cox ya que los resultados son
similares a dicho método) para un nivel de confianza de 0.9 y en el caso concreto de la
funcién media, asi como sus probabilidades de cobertura, errores de cobertura y rango de
variacién de la amplitud media en los instantes de tiempo comunes a todas ellas (de t; = 1
a t1; = 10), mostrandose estos tltimos en las tablas 2.1 a 2.3.
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Tabla 2.1: Probabilidades de cobertura, errores de cobertura y rango de variacion de las amplitudes medias
(del instante to = 1 a t;; = 10) para los intervalos de confianza aproximados, al nivel de confianza 0.90,
para la media del proceso lognormal homogéneo con m = 0 y ntimero de datos en la trayectoria n = 11.

o? Métodos Probabilidad  Error de Amplitud
de cobertura cobertura media
0.0000001 Naive 0.913 0.013 0.0003564-0.0035640
Patterson 0.913 0.013 0.0003564-0.0035640
Cox 0.872 0.028 0.0003198-0.0031980
Conservativo 0.958 0.058 0.0005302-0.0053063
Bootstrap 0.906 0.006 0.0000356-0.0035564
Propuesto 0.914 0.014 0.0003565-0.0035651
Generalizado 0.902 0.002 0.0003562-0.0035619
0.000001 Naive 0.913 0.013 0.0011270-0.0112708
Patterson 0.913 0.013 0.0011270-0.0112708
Cox 0.872 0.028 0.0010113-0.0101133
Conservativo 0.958 0.058 0.0016769-0.0168141
Bootstrap 0.895 0.005 0.0011293-0.0112957
Propuesto 0.915 0.015 0.0011281-0.0112817
Generalizado 0.909 0.009 0.0011275-0.0112739
0.00001 Naive 0.913 0.013 0.0035640-0.0356462
Patterson 0.913 0.013 0.0035640-0.0356481
Cox 0.873 0.027 0.0031980-0.0319868
Conservativo 0.958 0.058 0.0053064-0.0535184
Bootstrap 0.909 0.009 0.0035575-0.0356060
Propuesto 0.915 0.015 0.0035749-0.0357576
Generalizado 0.904 0.004 0.0035705-0.0357025
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Tabla 2.1. (Continuacion)

o? Métodos Probabilidad  Error de Amplitud
de cobertura cobertura media

0.0001 Naive 0.908 0.008 0.0112703-0.1128133
Patterson 0.912 0.012 0.0112709-0.1128755
Cox 0.873 0.027 0.0101137-0.1012736
Conservativo 0.958 0.058 0.0168147-0.1729746
Bootstrap 0.9 0 0.0112324-0.1127104
Propuesto 0.916 0.016 0.0113795-0.1140008
Generalizado 0.908 0.008 0.0112854-0.1129605
0.001 Naive 0.903 0.003 0.0356301-0.3589797
Patterson 0.907 0.007 0.0356498-0.3609727
Cox 0.87 0.03 0.0319979-0.3235931
Conservativo 0.959 0.059 0.0535372-0.5934041
Bootstrap 0.905 0.005 0.0359096-0.3663855
Propuesto 0.917 0.017 0.0367452-0.3734176
Generalizado 0.907 0.007 0.0356949-0.3615229
0.01 Naive 0.899 0.001 0.1123068-1.2022780
Patterson 0.903 0.003 0.1129275-1.2727249
Cox 0.86 0.04 0.1016279-1.1314999
Conservativo 0.963 0.063 0.1736008-2.7675592
Bootstrap 0.899 0.001 0.1145303-1.3489968
Propuesto 0.938 0.038 0.1242309-1.4695335
Generalizado 0.9 0 0.1133606-1.3042131
0.1 Naive 0.852 0.048 0.3431827-6.5378620
Patterson 0.833 0.017 0.3628282-12.810234
Cox 0.859 0.041 0.3352252-10.909627
Conservativo 0.972 0.072 0.6175711-145.65238
Bootstrap 0.89 0.01 0.3863324-20.831938
Propuesto 0.962 0.062 0.4936840-49.981146
Generalizado 0.9 0 0.3910155-24.972282
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Tabla 2.2: Probabilidades de cobertura, errores de cobertura y rango de variacion de las amplitudes medias
(del instante to = 1 a t;; = 10) para los intervalos de confianza aproximados, al nivel de confianza 0.90,
para la media del proceso lognormal homogéneo con m = 0 y ntimero de datos en la trayectoria n = 51.

o? Métodos Probabilidad  Error de Amplitud
de cobertura cobertura media
0.0000001 Naive 0.902 0.002 0.0001485-0.0014851
Patterson 0.902 0.002 0.0001485-0.0014851
Cox 0.895 0.005 0.0001457-0.0014570
Conservativo 0.937 0.037 0.0001716-0.0017164
Bootstrap 0.893 0.007 0.0001484-0.0014845
Propuesto 0.902 0.002 0.0001485-0.0014855
Generalizado 0.896 0.004 0.0001483-0.0014830
0.000001 Naive 0.902 0.002 0.0004696-0.0046964
Patterson 0.902 0.002 0.0004696-0.0046964
Cox 0.895 0.005 0.0004608-0.0046076
Conservativo 0.937 0.037 0.0005427-0.0054293
Bootstrap 0.891 0.009 0.0004689-0.0046891
Propuesto 0.902 0.002 0.0004700-0.0046999
Generalizado 0.897 0.003 0.0004675-0.0046752
0.00001 Naive 0.902 0.002 0.0014851-0.0148514
Patterson 0.902 0.002 0.0014851-0.0148521
Cox 0.895 0.005 0.0014570-0.0145714
Conservativo 0.937 0.037 0.0017164-0.0171836
Bootstrap 0.891 0.009 0.0014844-0.0148480
Propuesto 0.902 0.002 0.0014886-0.0148871
Generalizado 0.887 0.013 0.0014841-0.0148403
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Tabla 2.2. (Continuacion)

o? Métodos Probabilidad  Error de Amplitud
de cobertura cobertura media

0.0001 Naive 0.902 0.002 0.0046962-0.0469560
Patterson 0.902 0.002 0.0046964-0.0469797
Cox 0.895 0.005 0.0046078-0.0460925
Conservativo 0.937 0.037 0.0054294-0.0544946
Bootstrap 0.889 0.011 0.0047011-0.0470565
Propuesto 0.902 0.002 0.0047314-0.0473315
Generalizado 0.89 0.01 0.0046943-0.0469475
0.001 Naive 0.894 0.006 0.0148447-0.1481270
Patterson 0.901 0.001 0.0148522-0.1488774
Cox 0.895 0.005 0.0145751-0.1460938
Conservativo 0.937 0.037 0.0171880-0.1741673
Bootstrap 0.902 0.002 0.0148056-0.1487085
Propuesto 0.905 0.005 0.0152023-0.1524592
Generalizado 0.896 0.004 0.0148439-0.1487008
0.01 Naive 0.881 0.019 0.0467452-0.4561909
Patterson 0.898 0.002 0.0469817-0.4799223
Cox 0.891 0.009 0.0462119-0.4718736
Conservativo 0.933 0.033 0.0546364-0.5789422
Bootstrap 0.895 0.005 0.0469288-0.4836606
Propuesto 0.923 0.023 0.0505015-0.5189044
Generalizado 0.895 0.005 0.0470348-0.4803992
0.1 Naive 0.689 0.211 0.1416091-1.0997731
Patterson 0.887 0.013 0.1489545-1.8442148
Cox 0.887 0.013 0.1498652-1.8573884
Conservativo 0.932 0.032 0.1787217-2.5674450
Bootstrap 0.891 0.009 0.1535661-2.0236103
Propuesto 0.942 0.042 0.1849976-2.5237803
Generalizado 0.89 0.01 0.1530534-1.9617903
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Tabla 2.3: Probabilidades de cobertura, errores de cobertura y rango de variacion de las amplitudes medias
(del instante to = 1 a t;; = 10) para los intervalos de confianza aproximados, al nivel de confianza 0.90,
para la media del proceso lognormal homogéneo con m = 0 y nimero de datos en la trayectoria n = 101.

o? Métodos Probabilidad  Error de Amplitud
de cobertura cobertura media
0.0000001 Naive 0.904 0.004 0.0001044-0.0010439
Patterson 0.903 0.003 0.0001044-0.0010439
Cox 0.896 0.004 0.0001034-0.0010342
Conservativo 0.936 0.036 0.0001152-0.0011522
Bootstrap 0.894 0.006 0.0001043-0.0010427
Propuesto 0.903 0.003 0.0001044-0.0010442
Generalizado 0.893 0.007 0.0001046-0.001046
0.000001 Naive 0.903 0.003 0.0003301-0.0033011
Patterson 0.904 0.004 0.0003301-0.0033012
Cox 0.896 0.004 0.0003270-0.0032703
Conservativo 0.937 0.037 0.0003644-0.0036441
Bootstrap 0.885 0.015 0.0003290-0.0032897
Propuesto 0.904 0.004 0.0003304-0.0033035
Generalizado 0.887 0.013 0.0003301-0.0033011
0.00001 Naive 0.899 0.001 0.0010439-0.0104382
Patterson 0.904 0.004 0.0010439-0.0104387
Cox 0.896 0.004 0.0010342-0.0103410
Conservativo 0.937 0.037 0.0011522-0.0115275
Bootstrap 0.889 0.011 0.0010399-0.0103999
Propuesto 0.904 0.004 0.0010463-0.0104626
Generalizado 0.897 0.003 0.0010411-0.0104092
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Tabla 2.3. (Continuacion)

o? M¢étodos Probabilidad  Error de Amplitud
de cobertura cobertura media

0.0001 Naive 0.894 0.006 0.0033010-0.0329909
Patterson 0.903 0.003 0.0033012-0.0330075
Cox 0.896 0.004 0.0032703-0.0326994
Conservativo 0.937 0.037 0.0036442-0.0364942
Bootstrap 0.889 0.011 0.0033000-0.0330119
Propuesto 0.904 0.004 0.0033251-0.0332474
Generalizado 0.888 0.012 0.0032915-0.0329057
0.001 Naive 0.883 0.017 0.0104335-0.1038929
Patterson 0.898 0.002 0.0104387-0.1044156
Cox 0.896 0.004 0.0103437-0.1034634
Conservativo 0.934 0.034 0.0115304-0.1159130
Bootstrap 0.884 0.016 0.0103886-0.1040943
Propuesto 0.91 0.01 0.0106781-0.1068343
Generalizado 0.883 0.017 0.0103982-0.1039628
0.01 Naive 0.834 0.066 0.0328428-0.3162741
Patterson 0.896 0.004 0.0330080-0.3325816
Cox 0.894 0.006 0.0327818-0.3302680
Conservativo 0.932 0.032 0.0365864-0.3747990
Bootstrap 0.899 0.001 0.0331478-0.3361306
Propuesto 0.919 0.019 0.0354075-0.3577523
Generalizado 0.889 0.011 0.0331653-0.3340895
0.1 Naive 0.552 0.378 0.0993213-0.6913130
Patterson 0.879 0.021 0.1044358-1.1481913
Cox 0.882 0.018 0.1060520-1.1675100
Conservativo 0.924 0.024 0.1188299-1.3926257
Bootstrap 0.879 0.021 0.1072681-1.2167276
Propuesto 0.942 0.042 0.1286942-1.4806681
Generalizado 0.889 0.011 0.1072597-1.1961074

De los resultados anteriores, se deduce que el método naive no es apropiado. Ya se
habia comentado que este método proporcionaba realmente intervalos de confianza para
exp(ju(t, s)) y no para exp(u(t, s)+Ac?(t, s)). Ahora se comprueba que su error de cobertura
crece tanto con o2 como con n, llegando a valores inaceptables.

Cuando el tamano muestral es pequeno, se comportan bien el método bootstrap, Pat-
terson y propuesto, excepto este 1ltimo cuando aumenta o?.
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El método conservativo, por la forma como se calcula, tiene probabilidades de cobertura
grandes, superiores al nivel de confianza considerado y, por tanto, errores de cobertura
grandes.

El método de Cox se comporta mejor a medida que aumenta el tamano muestral,
llegando a tener un comportamiento muy parecido al de Patterson.

El comportamiento de la banda de confianza generalizada, al ser un esquema Monte
Carlo de la banda propuesta, serd similar al de ésta cuando se genere un niimero suficien-
temente grande de datos en la aplicacién de dicho esquema (en el estudio realizado se han
considerado 100 valores, por lo que se observan ciertas diferencias).

En resumen, elegiremos el método bootstrap para muestras pequenas y el de Patterson
o Cox para muestras pequenas y grandes. Ademas, estos métodos son los que proporcionan
amplitudes medias menores en todos los casos considerados.

2.3. Caso del proceso lognormal no homogéneo

Sea {X(t),to <t < T} el proceso de difusiéon lognormal no homogéneo o con factores
exdgenos, definido en el capitulo anterior, con momentos infinitesimales

q
Ay(z,t) = (50 + Z@ﬂ(ﬂ) x
=1
Ay(w,t) = 0?2, JU >0
y distribucién inicial P[X (ty) = ] = 1. Considerando
sag=F-%yai=0,7=1....¢q

= a=(ag,a,-..,a,);

t t /
= U(t,s) = (t — s,/ Fi(r)rdr, .. .,/ Fq(T)dT> ;
= UL, 1) = T(t),
las funciones media, moda y sus versiones condicionadas se pueden escribir en la forma
exp (u(t, s) + Ao*(t, s))

con
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.,t, un conjunto de instantes de tiempo en los cuales se realiza un muestreo
T

Sea tq, ..
discreto del proceso y para los cuales se obtienen las observaciones x,

Bajo la suposicién P[X (t1) = x1] = 1, se tiene la siguiente expresion de los estimadores
méximo verosimiles de a y o2
a=(Uu)'Uv y
1
52 v (I, — U'(UU)"'U) v

_n—l

donde

ww; =u(ty, tiog) = (6 — ti—1>_%ﬁ(tiati—1);

— i) In(=E);

Ti—1

= v = (t
= V= (V2,0 Un) ()

» U= (u2> e aun>(q+1)><(n71)-
Estos estimadores son conjuntamente suficientes y completos para (a, c?) y tienen distri-

buciones asociadas
+1(a, 2(UU)T)

an~
(n —1)52
T~ Xnge2

o2

Notando por B(t, s) al estimador méaximo verosimil de yu(t, s) y por S?(t, s) al estimador

insesgado de 0?(t, s), para valores fijos de t y s
In(z,) + W (t)a para la version sin condicionar

B (tv 5) =
In(zs) +0'(t,s)a  para la versién condicionada
(t —t1)S?*  para la versién sin condicionar
S2(t,s) =
(t — )52 para la version condicionada

~2
n—1 . . . . .
( ) el estimador insesgado de o2, dichos estimadores son conjuntamente

siendo S? =
n—q-—
suficientes y completos para (ju(t, s),%(t, s)) con distribuciones asociadas

B(t,s) ~ N(u(t,s), C(t,s)a*(t, s))

= qU;(E)SQ(t, ?) o }(n—q—2)

Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusién lognormal

Nuria Rico Castro
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con

u'(t)(UU)""u(t)

- para la versiéon sin condicionar
— U

C(t,s) =
w'(t,s)(UU")1u(t, s)
t—s

La obtencion de las bandas de confianza, tanto aproximadas como generalizadas, en este
caso, es totalmente analoga al caso homogéneo, debido a la unificacién en la notacién. Sin
embargo, dado que las estimaciones de los pardmetros son distintas (més complejas en este
caso), las expresiones resultantes tienen variaciones en lo que respecta a las distribuciones
que aparecen, presentan otro tipo de planteamiento en su calculo y, como se vera en un
estudio posterior, tienen un comportamiento diferente en cuanto a sus probabilidades de
cobertura a lo largo del tiempo, a diferencia de lo que ocurria en el caso homogéneo, en el
que las probabilidades de cobertura asociadas a cada uno de los intervalos que constituyen
la banda de confianza se mantenian constantes. Esta dependencia viene motivada por la
inclusién de los factores exdgenos y su comportamiento vendra influenciado por el de ellos.

para la versién condicionada.

2.3.1. Bandas aproximadas
Métodos de transformacion

» Método naive

(exp <B(t, S) £ ty_g-21-a/2 VO(t,$)S(t, s))) :

» Transformacién de Patterson

(exp (B(t, §) + AS%(t,8) £ty g 2102V C(t,5)S(t, s))) .

Método directo: Método de Cox

Dado que ahora

UMVUE [Var (B(t,s) + AS2(t,5))]

_UMVUE |C(t, 5)0%(t, 5) + 2222 1%)_
n—q—2
4
—C(t, 5)2(t, 5) + 2A2%
—q
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la banda de confianza adopta la forma

(exp (B(t, ) + AS?(t,8) £ 21_a2 \/C(t, $)S2(t, 5) + 2)@%))

n—q

y la adaptacién de la version de Zhou y Gao da lugar a

(exp (B(t, s) 4+ AS%(t,s) + zl_a/g\/C(t, $)S2%(t,s) + 2)\2M)> :

n—q—2

Métodos basados en estadisticos pivote

= Método conservativo de Angus

2 54(t7 S)
exp | B(t,s) + AS*(t,8) = ty—g—2;1-ay21/ C(t; 8)S%(t, 8) + 2N2———"— |,

n—q—2

g —_ g — 4
exp B(t,s>+A52<t,s>+Jm g \/C(t,s)52(t,s)+2)\25(t’s) .
2 Xn—q—2:a/2 n—q—2

= Método bootstrap paramétrico

En este caso, se generan k valores N de una distribuciéon N'(0,1) y x?* de una thqu

cont=1,...,k deforma independiente, calculando, a partir de los valores simulados,
N+ (2 )
T (t,s) = -

[ _xi 282t X3\
n—q—2 <1 + 2A C(t,s) (n—q—2)2>
Los valores T7(t, s) se ordenan en T{})(¢,s) < Ty (t,s) < ... <T{; (L, s) y se calculan
ki(t,s) y ka(t,s) como
kll)wt(t7 S) = T[?lfa)k] (t’ 8) y - kgOOt(t7 S) = T[Zk] (ta S)

donde [a] denota el entero menor o igual a a. El intervalo para cada (t,s) tiene la
forma siguiente

(exp <B(t, )+ AS%(t, s) — kbt s)\/C(t, 5)S%(t,s) + n—2—()]\2—284<t’ s)) :

exp (B(t, s) + AS2(t, s) + k5o (t, s)\/C(t, s)S%(t,s) + n_2—22_254(t, s))) :
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Método propuesto

Xn—q—2;1—a/2

<exp <B<t’ 8) B tn—q—Q;a/QS(tv S)\/m + A <n _2q _ 2>52(t7 S)) 7

exp (B(t, $) + tn—g-2.0/25(t, S)W " )\(n - q2— 2)52(t, 5))) |

n—q—2;a/2

2.3.2. Banda generalizada

Este método es andlogo al caso homogéneo, salvo que los valores U se generan a partir
de una distribucién x?(n — ¢ — 2).
2.3.3. Estudio comparativo. Consideraciones generales

En este caso, las bandas de confianza que se han obtenido se pueden expresar en la
forma general

(xs exp (ﬁ’(t, $)a + KNS (t — ) — Kor/W(E, ) (UU)Ta(t, 5)92 + Ka\254(t — 5)2) ,

T eXp (ﬁ’(t, $)a -+ KOASA(t — s) — K3/t s)(UU)Ta(t, 5)5% + Ko 2S5t — 3>2))

y para realizar un estudio en términos de probabilidades y errores de cobertura y amplitudes
medias hay que tener en cuenta, en este caso, las siguientes consideraciones previas:

» Independencia de los pardametros ;, j = 0,1,...,q. Para cada valor de (t,s) fi-
jo, un cambio en las estimaciones de los coeficientes 3;, 7 = 0,1,...,¢, afecta a
la estimacion del vector de pardmetros a y s6lo en un cambio de escala en la esti-
macién del correspondiente intervalo de confianza para u(t,s) + Ao?(t, s), supuesto
que n y S? permanecen invariantes, dado que el vector u(t, s) y la forma cuadratica
w(t,s)(UU")"'u(t, s) dependen de los factores exégenos pero son independientes de
los parametros desconocidos.

= Dependencia de la probabilidad de cobertura en el tiempo. A partir de la expresién
general que adoptan los intervalos de confianza que constituyen las bandas, se deduce
que la influencia o no en el tiempo de la probabilidad de cobertura va a depender de
la forma que adopten el vector u(t, s) y la forma cuadritica w (¢, s)(UU’)tu(t, s) que
dependen, a su vez, de los factores exdgenos incluidos en el modelo. Asi, en general,
y a diferencia con el caso homogéneo, no se tiene garantizada la independencia de
la probabilidad de cobertura a lo largo del tiempo. A modo ilustrativo, en el Anexo
1 se presenta un estudio para el caso h(t) = m + bt y el intervalo de confianza més
simple, el naive, particularizado en el caso de la funcion media sin condicionar.
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La dependencia en el tiempo viene, por tanto, determinada por el comportamiento de
los factores exégenos incluidos en el modelo. Asi pues, el estudio comparativo de los
distintos intervalos de confianza aproximados debe hacerse para un modelo concreto,
esto es, para funciones F; fijadas de antemano.

= Dependencia de la amplitud de los intervalos en el tiempo. En este caso hay una
dependencia en el tiempo de la amplitud de los intervalos que viene determinada
también por el comportamiento de los factores exdgenos. Por ello tampoco puede
hacerse un estudio general.

A continuacién vamos a considerar dos estudios comparativos concretos para diferentes
elecciones de los factores exégenos. En el primero de ellos se considera un modelo tedrico
con factores exdgenos funcionalmente conocidos, mientras que en el segundo se trata un
modelo de difusién lognormal que permite modelizar la evolucion del Producto Interior
Bruto en Espana, modelo introducido por Gutiérrez et al. en [23].

Estudio de simulacién para el proceso lognormal con factores exégenos F;(t) = ti,
i=1,23

Para realizar el estudio se han simulado los valores de 1000 trayectorias en instantes de
tiempo t; = 0 a t, = n—1 de procesos de difusién lognormales homogéneos con momentos
infinitesimales

Ay(z,t) =z (B + but + Bat® + Bst)
Ay(x,t) = 2%0? (2.1)

con By = B1 = [ = 3 = 10~". Tales valores se han considerado con objeto de no obtener
valores excesivamente grandes en las trayectorias y evitar con ello errores de desbordamien-
to y/o truncamiento computacionales que pudieran provocar sesgos en las conclusiones
posteriores (recordemos que el estudio es independiente de los valores de los pardmetros
f3;). Asimismo, se han tomado para ¢ y n los mismos valores que en el caso homogéneo.

A partir de tales trayectorias se han calculado las bandas de confianza aproximadas y
generalizada que aparecen en esta memoria (no se incluyen los resultados para la banda
obtenida mediante la adaptacién de la versién de Zhou y Gao del método de Cox) para
un nivel de confianza de 0.9 y en el caso concreto de la funcion media, asi como la media
y el rango de variacion, a lo largo del tiempo, de sus probabilidades de cobertura, errores
de cobertura y rango de variacion de sus amplitudes medias en los instantes de tiempo
comunes a todas ellas (de t; = 1 a t;; = 10), mostrando estos ultimos en las tablas 2.4 a
2.6.
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2.3 Caso del proceso lognormal no homogéneo

Tabla 2.4: Rango de variacién de la probabilidad de cobertura, probabilidad de cobertura media, rango de
variacién del error de cobertura, error de cobertura medio y rango de variacion de las amplitudes medias
para las bandas de confianza aproximadas y generalizada, al nivel de confianza 0.9, para la media del
proceso lognormal con factores exégenos Fj(t) = t', i = 1,2,3. Caso n = 11.

Prob. cob.  Prob. cob. Error cob. Error cob.  Ampl. media

o2 Métodos variacion media variacion media variacion
0.0000001 Naive 0.895-0.906 0.9016 0.001-0.006 0.0036 0.001-0.0037
Patterson 0.895-0.906 0.9017 0.001-0.006 0.0035 0.001-0.0037
Cox 0.847-0.865 0.8547 0.035-0.053 0.0453 0.0009-0.0031
Conservativo  0.945-0.958 0.95 0.0449-0.0579 0.0499 0.0026-0.0093
Bootstrap 0.889-0.899 0.8925 0.001-0.011 0.0075 0.001-0.0037
Propuesto  0.895-0.906 0.9017 0.001-0.006 0.0035 0.001-0.0037
Generalizado  0.887-0.899 0.8943 0.001-0.013 0.0057 0.001-0.0037
0.000001 Naive 0.895-0.906 0.9016 0.001-0.006 0.0036 0.0033-0.0117
Patterson 0.895-0.906 0.9017 0.001-0.006 0.0035 0.0033-0.0117
Cox 0.847-0.865 0.8546 0.035-0.053 0.0454 0.0028-0.0099
Conservativo  0.945-0.958 0.95 0.0449-0.0579 0.0499 0.0084-0.0297
Bootstrap 0.891-0.904 0.8972 0-0.009 0.004 0.0033-0.0118
Propuesto  0.895-0.906 0.9019 0.001-0.006 0.0037 0.0033-0.0117
Generalizado  0.89 -0.903 0.8952 0.001-0.01 0.0054 0.0033-0.0117
0.00001 Naive 0.894-0.906 0.9014 0.001-0.006 0.0036 0.0106-0.0371
Patterson 0.895-0.906 0.9017 0.001-0.006 0.0035 0.0106-0.0371
Cox 0.848-0.865 0.8547 0.035-0.052 0.0453 0.009-0.0314
Conservativo  0.945-0.958 0.95 0.0449-0.0579 0.0499 0.0269-0.0961
Bootstrap 0.887-0.9 0.8924 0-0.013 0.0076 0.0107-0.0374
Propuesto  0.895-0.906 0.902 0-0.006 0.0036 0.0106-0.0373
Generalizado  0.885-0.896 0.8897 0.004-0.015 0.0103 0.0107-0.0373
0.0001 Naive 0.894-0.906 0.9012 0-0.006 0.0032 0.0337-0.1177
Patterson 0.894-0.907 0.9014 0-0.007 0.0034 0.0337-0.1178
Cox 0.848-0.864 0.8549 0.036-0.052 0.0451 0.0285-0.0997
Conservativo  0.945-0.959 0.9502 0.0449-0.0589 0.0501 0.0869-0.3266
Bootstrap 0.877-0.898 0.8869 0.002-0.023 0.0131 0.0339-0.1187
Propuesto  0.896-0.908 0.9033 0.002-0.008 0.0045 0.0338-0.1194
Generalizado 0.878-0.896 0.8853 0.004-0.022 0.0147 0.0338-0.1179
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Tabla 2.4. (Continuacidn)

Prob. cob.  Prob. cob. Error cob. Error cob. Ampl. media
o? Métodos variacion media variacion media variacion
0.001 Naive 0.898-0.907 0.9026 0-0.007 0.0032 0.1066-0.3758
Patterson 0.898-0.907 0.9026 0-0.007 0.0032 0.1066-0.3758
Cox 0.842-0.866 0.8543 0.034-0.058 0.0457 0.0903-0.3194
Conservativo  0.947-0.96 0.9507 0.0469-0.0599 0.0506 0.293-1.346
Bootstrap  0.882-0.904 0.8936 0-0.018 0.0072 0.1072-0.3839
Propuesto  0.903-0.911 0.9068 0.003-0.011 0.0068 0.1083-0.3971
Generalizado  0.881-0.903 0.8938 0.0010.019 0.0068 0.1068-0.378
0.01 Naive 0.893-0.912 0.902 0-0.012 0.0046 0.3385-1.2833
Patterson 0.896-0.907 0.9016 0.001-0.007 0.0026 0.3405-1.3637
Cox 0.844-0.86 0.8518 0.04-0.056 0.0482 0.2878-1.1351
Conservativo 0.949-0.962 0.9545 0.0489-0.0619 0.0544 1.1686-14.9864
Bootstrap ~ 0.881-0.898 0.8913 0.002-0.019 0.0087 0.3438-1.4657
Propuesto 0.907-0.92 0.9157 0.007-0.02 0.0157 0.359 -1.7067
Generalizado  0.886-0.895 0.8899 0.005-0.014 0.0101 0.3399-1.4306
0.1 Naive 0.866-0.898 0.8814 0.002-0.034 0.0186 1.1166-8.2549
Patterson 0.885-0.907 0.8937 0-0.015 0.0077 1.1853-19.0751
Cox 0.844-0.859 0.8479 0.041-0.056 0.0521 0.9912-14.6259
Conservativo  0.955-0.971 0.9627 0.0549-0.0709 0.0626 10.739-1.25x 106
Bootstrap ~ 0.881-0.896 0.8879 0.004-0.019 0.0121 1.2793-132.6722
Propuesto  0.921-0.945 0.938 0.021-0.0449 0.03794 1.4941-467.6995
Generalizado  0.879-0.895 0.8881 0.005-0.021 0.0119 1.2698-412.0306
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2.3 Caso del proceso lognormal no homogéneo

Tabla 2.5: Rango de variacién de la probabilidad de cobertura, probabilidad de cobertura media, rango de
variacién del error de cobertura, error de cobertura medio y rango de variacion de las amplitudes medias
para las bandas de confianza aproximadas y generalizada, al nivel de confianza 0.9, para la media del
proceso lognormal con factores exégenos Fj(t) = t', i = 1,2,3. Caso n = 51.

Prob. cob.  Prob. cob. Error cob. Error cob.  Ampl. media

o2 Métodos variacion media variacion media variacion
0.0000001 Naive 0.897-0.907 0.9036 0.001-0.007 0.0042 0.0005-0.003
Patterson 0.897-0.907 0.9035 0.001-0.007 0.0041 0.0005-0.003
Cox 0.891-0.905 0.898 0-0.009 0.0032 0.0005-0.003
Conservativo  0.944-0.952 0.9477 0.0439-0.0519 0.0476 0.0007-0.004
Bootstrap 0.885-0.9 0.8902 0-0.015 0.0098 0.0005-0.003
Propuesto  0.897-0.907 0.9035 0.001-0.007 0.0041 0.0005-0.003
Generalizado  0.886-0.898 0.8923 0.002-0.014 0.0077 0.0005-0.003
0.000001 Naive 0.898-0.907 0.9037 0.001-0.007 0.0041 0.0017-0.0097
Patterson 0.897-0.907 0.9035 0.001-0.007 0.0041 0.0017-0.0097
Cox 0.891-0.905 0.898 0-0.009 0.0032 0.0017-0.0095
Conservativo  0.944-0.952 0.9477 0.0439-0.0519 0.0476 0.0022-0.0126
Bootstrap 0.893-0.903 0.8965 0-0.007 0.0041 0.0017-0.0096
Propuesto  0.893-0.907 0.9027 0.001-0.007 0.0045 0.0017-0.0097
Generalizado  0.891-0.898 0.8951 0.002-0.009 0.0049 0.0017-0.0096
0.00001 Naive 0.897-0.906 0.9037 0.001-0.006 0.0043 0.0055-0.0308
Patterson 0.898-0.907 0.9036 0.001-0.007 0.004 0.0055-0.0308
Cox 0.891-0.905 0.8981 0-0.009 0.0033 0.0054-0.0302
Conservativo  0.945-0.952 0.9479 0.0449-0.0519 0.0478 0.0072-0.0402
Bootstrap 0.892-0.903 0.8987 0.001-0.008 0.0027 0.0055-0.0307
Propuesto  0.898-0.907 0.9039 0.001-0.007 0.0043 0.0055-0.0308
Generalizado  0.898-0.91 0.9017 0-0.01 0.0023 0.0055-0.0308
0.0001 Naive 0.895-0.907 0.9035 0.001-0.007 0.0045 0.0175-0.0976
Patterson 0.898-0.907 0.9037 0.001-0.007 0.0041 0.0175-0.0976
Cox 0.891-0.904 0.8979 0-0.009 0.0033 0.0172-0.0956
Conservativo  0.945-0.952 0.9479 0.0449-0.0519 0.0478 0.0228-0.1286
Bootstrap 0.887-0.901 0.8941 0.001-0.013 0.0061 0.0175-0.0976
Propuesto  0.898-0.908 0.9043 0.001-0.008 0.0047 0.0176-0.098
Generalizado 0.887-0.896 0.8913 0.004-0.013 0.0087 0.0175-0.0973
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Tabla 2.5. (Continuacidn)

Prob. cob.  Prob. cob. Error cob. Error cob.  Ampl. media

o? Métodos variacién media variacion media variacion
0.001 Naive 0.899-0.906 0.9031 0.001-0.006 0.0033 0.0555-0.3098
Patterson 0.895-0.907 0.9037 0.001-0.007 0.0047 0.0555-0.3114
Cox 0.891-0.904 0.8975 0-0.009 0.0035 0.0544-0.3051
Conservativo 0.945-0.951 0.9481 0.0449-0.0509 0.048 0.0727-0.4246
Bootstrap 0.893-0.906 0.9015 0.002-0.007 0.0043 0.0554-0.3116
Propuesto 0.9-0.911 0.906 0-0.011 0.006 0.0559-0.3153
Generalizado  0.894-0.907 0.9012 0.001-0.007 0.004 0.0553-0.309
0.01 Naive 0.896-0.906 0.901 0.001-0.006 0.0026 0.1754-1.0112
Patterson 0.897-0.907 0.9037 0.001-0.007 0.0043 0.1763-1.0646
Cox 0.891-0.902 0.8978 0-0.009 0.003 0.1728-1.0421
Conservativo 0.946-0.953 0.9488 0.0459-0.0529 0.0487 0.2353-1.6474
Bootstrap 0.895-0.904 0.8991 0-0.005 0.0027 0.177 -1.0868
Propuesto 0.904-0.917 0.9104 0.004-0.017 0.0104 0.1801-1.1137
Generalizado  0.889-0.906 0.8977 0-0.011 0.0049 0.1762-1.0561
0.1 Naive 0.856-0.903 0.8732 0.003-0.044 0.0274 0.5444-4.2309
Patterson 0.898-0.905 0.9023 0-0.005 0.0027 0.573 -7.1821
Cox 0.892-0.902 0.8963 0-0.008 0.0041 0.5623-7.0135
Conservativo  0.948-0.952 0.95 0.0479-0.0519 0.0499 0.818 -19.4914
Bootstrap 0.889-0.899 0.8937 0.001-0.011 0.0063 0.5802-8.1338
Propuesto 0.92-0.931 0.9267 0.02-0.031 0.0267 0.615 -9.3355
Generalizado  0.89-0.899 0.8947 0.001-0.01 0.0053 0.5702-7.4266
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Tabla 2.6: Rango de variacién de la probabilidad de cobertura, probabilidad de cobertura media, rango de
variacién del error de cobertura, error de cobertura medio y rango de variacion de las amplitudes medias
para las bandas de confianza aproximadas y generalizada, al nivel de confianza 0.9, para la media del
proceso lognormal con factores exégenos Fj(t) = t*, i = 1,2,3. Caso n = 101.

Prob. cob.  Prob. cob. Error cob. Error cob. Ampl. media

o2 Métodos variacién media variacién media variacién
0.0000001 Naive 0.906-0.914 0.9094 0.006-0.014 0.0094 0.0004-0.0029
Patterson 0.906-0.914 0.9096 0.006-0.014 0.0096 0.0004-0.0029
Cox 0.901-0.912 0.9062 0.001-0.012 0.0062 0.0003-0.0028
Conservativo  0.938-0.943 0.9411 0.0379-0.0429 0.041 0.0004-0.0034
Bootstrap 0.894-0.9 0.8967 0-0.006 0.0033 0.0004-0.0029

Propuesto  0.906-0.914 0.9096 0.006-0.014 0.0096 0.0004-0.0029
Generalizado 0.893-0.901 0.8969 0.001-0.007 0.0033 0.0004-0.0029

0.000001 Naive 0.905-0.914 0.9093 0.005-0.014 0.0093 0.0012-0.0092
Patterson 0.906-0.914 0.9096 0.006-0.014 0.0096 0.0012-0.0092

Cox 0.901-0.912 0.9061 0.001-0.012 0.0061 0.0012-0.0091

Conservativo 0.938-0.943 0.9413 0.0379-0.0429 0.0412 0.0015-0.0109

Bootstrap ~ 0.892-0.903 0.897 0.001-0.008 0.0042 0.0012-0.0091

Propuesto  0.893-0.914 0.9081 0.006-0.014 0.0095 0.0012-0.0092
Generalizado 0.898-0.904 0.9018 0.001-0.004 0.0024 0.0012-0.0091

0.00001 Naive 0.905-0.914 0.909 0.005-0.014 0.009 0.004-0.0291
Patterson 0.906-0.914 0.9095 0.006-0.014 0.0095 0.004-0.0291

Cox 0.901-0.911 0.906 0.001-0.011 0.006 0.0039-0.0288

Conservativo 0.938-0.943 0.9412 0.0379-0.0429 0.0411 0.0048-0.0347

Bootstrap ~ 0.896-0.903 0.8992 0-0.004 0.002 0.0039-0.0288

Propuesto  0.906-0.914 0.9096 0.006-0.014 0.0096 0.004-0.0291
Generalizado 0.898-0.905 0.9021 0.001-0.005 0.0029 0.0039-0.0288

0.0001 Naive 0.904-0.913 0.9089 0.004-0.013 0.0089 0.0127-0.0922
Patterson 0.906-0.914 0.9094 0.006-0.014 0.0094 0.0127-0.0922

Cox 0.902-0.911 0.906 0.002-0.011 0.006 0.0126-0.0913

Conservativo  0.938-0.943 0.9412 0.0379-0.0429 0.0411 0.0152-0.1107

Bootstrap ~ 0.897-0.902 0.8992 0-0.003 0.0014 0.0127-0.0919

Propuesto  0.907-0.915 0.9102 0.007-0.015 0.0102 0.0127-0.0925
Generalizado  0.894-0.9 0.8976 0-0.006 0.0024 0.0126-0.0915
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Tabla 2.6. (Continuacidn)

Prob. cob.  Prob. cob. Error cob. Error cob.  Ampl. media
o? Métodos variacion media variacion media variacion
0.001 Naive 0.905-0.911 0.9079 0.005-0.011 0.0079 0.0403-0.2923
Patterson 0.906-0.914 0.9093 0.006-0.014 0.0093 0.0403-0.2937
Cox 0.903-0.911 0.9062 0.003-0.011 0.0062 0.0399-0.2909
Conservativo 0.938-0.943 0.9412 0.0379-0.0429 0.0411 0.0482-0.3598
Bootstrap 0.892-0.899 0.8964 0.001-0.008 0.0036 0.0401-0.2933
Propuesto  0.909-0.917 0.9124 0.009-0.017 0.0124 0.0406-0.2963
Generalizado 0.893-0.899 0.8962 0.001-0.007 0.0038 0.04-0.2904
0.01 Naive 0.899-0.904 0.9014 0.001-0.004 0.0018 0.1271-0.9444
Patterson 0.905-0.914 0.9088 0.005-0.014 0.0088 0.1278-0.9935
Cox 0.901-0.912 0.9058 0.001-0.012 0.0058 0.1266-0.9836
Conservativo  0.939-0.943 0.941 0.0389-0.0429 0.0409 0.154-1.3104
Bootstrap 0.899-0.906 0.9035 0-0.006 0.0037 0.1276-1.0091
Propuesto  0.915-0.919 0.9168 0.015-0.019 0.0168 0.1303-1.0243
Generalizado  0.895-0.899 0.8975 0.001-0.005 0.0025 0.1272-0.9827
0.1 Naive 0.854-0.874 0.8632 0.026-0.046 0.0368 0.3892-3.6497
Patterson 0.905-0.911 0.9078 0.005-0.011 0.0078 0.4094-6.115
Cox 0.902-0.91 0.9059 0.002-0.01 0.0059 0.4061-6.0524
Conservativo  0.938-0.944 0.9415 0.0379-0.0439 0.0414 0.5086-11.0824
Bootstrap 0.895-0.899 0.8968 0.001-0.005 0.0032 0.4126-6.6533
Propuesto  0.924-0.931 0.9281 0.024-0.031 0.0281 0.4357-7.196
Generalizado  0.893-0.898 0.8954 0.002-0.007 0.0046 0.4075-6.1082

Dichas tablas permiten, en la aplicaciéon practica de este modelo tedrico a datos con-
cretos, la eleccién de la mejor banda de confianza aproximada, o generalizada, en funcién
del tamafio muestral n y el valor de la estimacién de o2 en tal caso.

Estudio de simulacion en un proceso lognormal con factores exégenos que mo-
deliza el P.I.B. en Espana

El modelo. Consideraciones sobre los factores exégenos

Gutiérrez y otros en [23], plantearon un modelo que ajusta el comportamiento del P.I.B.
en Espana mediante un proceso de difusién lognormal con factores exdgenos.

La primera cuestion de interés en dicho estudio fue la de decidir cudl era la informacién
externa que habia de incluirse en el modelo y que constituye, en esencia, la que proporcionan
los factores exdgenos asi como la forma de incorporar dicha informacién. En ese sentido, y
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puesto que el P.I.B. depende fundamentalmente de la Demanda Nacional?, la bisqueda de
los factores exégenos se restringié a sus componentes®. En cuanto a la forma de introducir
la informacion, en estudios de este tipo (ver Tintner y Sengupta [57], Gutiérrez y otros [20])
habitualmente se ha considerado que las variables exdgenas son constantes entre cada dos
instantes de observacién del proceso (usualmente igualmente espaciados). Esta suposicién
no respeta la hipétesis de continuidad que se ha establecido en la definicién del proceso v,
ademas, es discutible en el sentido de que las variables econémicas, en esencia, evolucionan
de forma continua y no a saltos.

Atendiendo a las dos cuestiones planteadas, Gutiérrez y otros en [23]| propusieron dos
procedimientos que salvan ambas problematicas:

1. En cuanto a la seleccion de los factores exdgenos, se planteé un estudio de regresion
de la demanda frente a sus componentes.

2. Seleccionados los factores, se construye una funcién de ellos, mediante poligonales,
de tal forma que la integral entre dos instantes de tiempo consecutivos coincida con
el valor observado de las variables exdgenas. Esto es, los factores exdgenos realmente,
son funciones no directamente observables pero cuya influencia en el proceso viene
dada por los valores observados de las variables consideradas.

A continuacion describimos con més detalle, ambas cuestiones, considerando, como se
ha hecho a lo largo de esta memoria, el caso de un muestreo discreto del proceso en instantes
de tiempo t1,...,t, y P[X(t1) = x1] = 1, siendo z1,...,x, los valores observados de la
variable endégena.

Teniendo en cuenta que

podemos escribir,

1%%) :/t;ilh(f)df, i=2,...,n

La idea es, primeramente, seleccionar de entre las variables externas Y7,..., Yy que se
observan en los mismos instantes de tiempo que la endégena, aquellas con mayor influencia
sobre ella. Asi pues se plantea el modelo

X(ti)) .
In| ——|=a+aYi(t;) +... +aYi(t;) , 1=2,...,n
(70 ) = a0+ artife) Yt

4El P.I.B. se calcula como la Demanda Nacional més el Saldo Neto Exterior, entendiendo por esto
dltimo la diferencia entre la exportacion e importacién de bienes y servicios.

5Las componentes de la Demanda Nacional son, segiin las bases de la Contabilidad Nacional: el Consumo
Privado, el Consumo Publico, la Formacién Interior Bruta de Capital Fijo y la Variacion de Existencias.
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mediante el cual, y a través de técnicas de seleccion de regresores, se eligen cuales son las
variables realmente influyentes, Y;,,...,Y; donde {i1,..., i} C{1,...,k}.

Una vez establecido el subconjunto 6ptimo de regresores, el siguiente paso es determinar
la forma funcional de los factores que se construyen a partir de ellos. Para ello, y teniendo
en cuenta que la influencia real de los factores exdgenos sobre la variable enddgena se
expresa a partir de las integrales entre dos instantes consecutivos de tiempo, se consideran
las funciones Fj}, asociadas a cada Y seleccionada, como las poligonales que verifican

ti
/ Fi(r)dr =Y;(t;), i=2,...,n, Fj(t1) fijo, j=11,...,19
¢

esto es
tio1 <t<t
2 Y (¢ ==
F}(t):F}<t171>+ j(Z) —F}(tzfl) (t—tlfl), 222,...,7’L . (22)
i —tiq [t —tia j=i ;
=11,.-.,1

Siguiendo las pautas comentadas, presentamos los resultados referentes a la seleccion
de los factores y estimacion del modelo, una vez completada y actualizada hasta el ano
2002.

= Seleccién de los factores: a partir de la tabla 2.7, se ha realizado una regresion

stepwise de la variable logaritmos de los incrementos de la Demanda Nacional® frente
a

e Yy: Incrementos’ del Consumo Privado.

o Y5: Incrementos del Consumo Publico.

o Y3: Incrementos de la Formacion Bruta de Capital Fijo.

e Y,: Incrementos de la Variacion de Existencias.
resultando seleccionadas las variables Y] e Y3, las cuales, ademéds explican el 98.37 %

de la variabilidad de la variable dependiente. Por tanto, seleccionamos como factores
exdgenos las funciones poligonales I y F, tales que

ti t;
/ Fi(m)dr =Yi(t;), / Fy(r)dr =Ys(t;), i=2,...n, Yi(t1) =Y3(t1) = 1.
t; t;

i—1 i—1

5Puesto que la Demanda Nacional es la principal componente del P.I.B., se ha considerado ésta como
variable dependiente en la regresion realizada.

"El considerar los incrementos de las variables exégenas es habitual ya que més que el valor concreto de
las mismas, es mas informativo tener en cuenta la variacién de los mismos entre dos intervalos de tiempo
consecutivos, o sea la tasa de variacién.
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= Estimacién del modelo: a partir de la seleccién anterior y teniendo en cuenta los
datos de la tabla 2.7, las estimaciones de los parametros del modelo, calculadas segin
lo determinado en el Capitulo 1, son:

Bo = —0.7146756702074915
B, = 0.6297030524705661

By = 0.09370917397490128

o2 = 0.00003799426796598253

Estudio de las bandas aproximadas y generalizada

Con objeto de decidir qué banda de confianza aproximada o generalizada seria la dptima
con respecto al modelo considerado, y con los datos disponibles, se han simulado 1000
trayectorias del proceso de difusion con momentos infinitesimales

Ay (z,t) = [~0.7146756702074915 + 0.6297030524705661 F} () -+ 0.09370917397490128 Fy(t)]
As(z,t) = 0.000037994267965982532.

Cada trayectoria consta de 32 datos entre los anos 1971 y 2002 partiendo del ano
t, = 1970 y valor inicial x; = 213032.

A partir de tales trayectorias se han calculado las bandas de confianza aproximadas y
generalizada que aparecen en esta memoria (no se incluyen los resultados para la banda
obtenida mediante la adaptacién de la versién de Zhou y Gao del método de Cox) para
un nivel de confianza de 0.9 y en el caso concreto de la funcién media, asi como la media
y el rango de variacion, a lo largo del tiempo, de sus probabilidades de cobertura, errores
de cobertura y rango de variacién de las amplitudes medias en los instantes de tiempo de
observacion de las trayectorias.

Los resultados para todos los instantes de tiempo se muestran en la tabla 2.8 y permiten
la comparacion de los métodos de forma global.

A la vista de los resultados obtenidos, la banda de confianza generalizada es la que
presenta un rango de variacién de las probabilidades de cobertura menor, conteniendo al
nivel de confianza impuesto. Dado que esta banda corresponde a un esquema Monte Carlo
de la banda obtenida por el método propuesto, y sus variaciones son debidas al niimero de
valores generados para su calculo, podemos seleccionar cualquiera de ellas.

En este caso, la banda naive es similar, en cuanto a error de cobertura, a la propor-
cionada por el método propuesto pero con menor rango para las amplitudes medias (la
optimalidad en este caso de esta banda es debida a un valor muy pequeno en la estimaciéon
de 0?).

Si nuestro interés se centra prioritariamente en la amplitud de las bandas conseguidas
siempre que el error de cobertura sea aceptable, elegiremos la banda proporcionada por el
método de Cox.
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Tabla 2.7: Valores del P.I.B. (millones de euros constantes de 1995) y de los incrementos de las componentes

de la Demanda Nacional entre los anos 1971 y 2002. Fuente: BBVA.

Incr. Gasto  Incr. Gasto Incr. Incr. Var. Ln(Incr.

Ano P.IB. Privado Publico F.B.C.F. existencias Demanda)

1971 222299 1.05100587  1.042984855 0.96999327  1.169094923  0.031475266
1972 241525 1.082994443 1.052015656  1.14200302  1.199018127  0.089870585
1973 261070 1.078003866 1.063990476 1.129991959  0.926299213  0.083053662
1974 276858 1.050997581 1.093010245 1.062001898  2.035362122  0.067173864
1975 278385 1.018000197 1.051985028 0.955003648  0.946207818  0.005010991
1976 288514 1.056000318 1.069000122 0.992001746  0.96345339  0.040108967
1977 294720 1.015000942 1.039000939 0.990994248  0.584570277  0.004536543
1978 298043 1.009001129 1.053991896 0.973006836 0.313793103 -0.000758669
1979 299791 1.012997725 1.042004364 0.955990937  2.536463536  0.010008506
1980 304227 1.006000571 1.042006332 1.007007553  1.533280819  0.01554237

1981 303814 0.989998556 1.040623953 0.983474992 -0.14153609 -0.019135815
1982 307606 1.000406182 1.047820489 1.010122921 0.542649728  0.010177911
1983 313054 1.003904013 1.032495173 0.987626547  2.879598662  0.003180093
1984 318635 0.998014103 1.018594471 0.952181266 -1.067363531 -0.001681525
1985 326033 1.022823506 1.043290495 1.067002555 0.116430903  0.03105686

1986 336642 1.034027531 1.046513488 1.104613242 10.02803738  0.051455448
1987 355316 1.059517903 1.091663004  1.1219996  1.550792171  0.076032867
1988 373415 1.048913925 1.036460704 1.135527019 1.712740385  0.066007814
1989 391444 1.054271001 1.083309408 1.120099932  0.979298246  0.070480455
1990 406250 1.03511339  1.062700714  1.06451022  0.99605876  0.045101012
1991 416585 1.02886329  1.060350898 1.016620443  0.93381295  0.030022658
1992 420461 1.021742896 1.034960294 0.958690111  1.149460709  0.00994046

1993 416124 0.980973811 1.026574343 0.910901783 0.031836461 -0.033815908
1994 426037 1.010824866 1.005351772 1.018515985 16 0.014719416
1995 437788 1.017151406 1.02436276 1.077452649 0.985526316  0.030538633
1996 448456 1.021545714 1.012656627 1.020747836  0.834445928  0.018948087
1997 466513  1.03164067  1.028730179 1.049548082 0.9648 0.034274117
1998 486783 1.043549498 1.036593803 1.100110555 1.654228856  0.054971913
1999 507219 1.047460088  1.04153104 1.087456695 1.177443609  0.054713809
2000 528442 1.039473117 1.050419885 1.056720169 0.805023414  0.043456136
2001 542569 1.02518424  1.030629936 1.032219213 0.875727129  0.026938672
2002 553477 1.018830288 1.038182762 1.014283909  1.47826087  0.022215677

Las bandas conservativas y bootstrap presentan los mayores errores de cobertura, sien-
do, ademas, la conservativa la de mayor amplitud.

Para mostrar las posibilidades de las bandas a la hora de futuras predicciones, se mues-
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86 2.3 Caso del proceso lognormal no homogéneo

tran los resultados en el ultimo ano en la tabla 2.9, siendo las conclusiones similares a las
anteriormente establecidas.

Tabla 2.8: Rango de variacién de la probabilidad de cobertura, probabilidad de cobertura media, rango de
variacion del error de cobertura, error de cobertura medio y rango de variacion de las amplitudes medias
para las bandas de confianza aproximadas y generalizada, al nivel de confianza 0.9, para la funciéon media
que modeliza el P.I.B.

Prob. cob.  Prob. cob.  Error cob.  Error cob. Amplitud media

Métodos variacion media variacion media variacién

Naive 0.882-0.909 0.89178125 0-0.018 0.00946875 2417.9491-65302.5648
Patterson 0.881-0.907  0.8913125 0-0.019 0.0096875  2417.9968-65343.8726
Cox 0.87-0.9 0.88125 0-0.03 0.01875 2340.7633-63254.8897
Conservativo 0.938-0.955 0.94453125 0.017-0.055 0.04378125 3248.8546-89484.6992
Bootstrap 0.872-0.952  0.8881875  0.001-0.052 0.016 2421.0044-65539.2623
Propuesto 0.882-0.908 0.89209375 0-0.018 0.00909375  2422.0445-65675.1914
Generalizado  0.884-0.911 0.89646875 0-0.016 0.00540625 2489.6651-67243.7583

Tabla 2.9: Probabilidad de cobertura, error de cobertura y amplitud media para las bandas de confianza
aproximadas y generalizado, al nivel de confianza 0.90, para la media estimada del P.I.B. en el instante de
tiempo t = 2002.

Probabilidad de Error de Amplitud
Métodos cobertura (t = 2002) cobertura (¢t = 2002) media (¢ = 2002)
Naive 0.89 0.01 65302.5648
Patterson 0.888 0.012 65343.8726
Cox 0.877 0.023 63254.8897
Conservativa 0.939 0.039 89484.6992
Bootstrap 0.878 0.022 65539.2623
Propuesto 0.89 0.01 65675.1914
Generalizado 0.894 0.006 67243.7583
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Capitulo 3

Proceso lognormal con factores
exogenos de tipo polinémico

En este capitulo realizamos un estudio sobre el proceso de difusién lognormal con fac-
tores exdgenos polindémicos.

La consideracion de este modelo plantea una solucién al problema que se presenta
cuando no hay disponible informacién muestral sobre las influencias externas (factores
exdgenos) en el estudio del proceso lognormal no homogéneo con momentos infinitesimales

donde o > 0, y lleva implicito una hipétesis de regularidad sobre la funcion i que le permite
ser desarrollada en serie.

A continuacion vamos a profundizar, en primer lugar, en la estimacién maximo verosimil
de los parametros del modelo. Si bien este problema estd resuelto en el Capitulo 1, ya
que el modelo aqui planteado es una caso particular del alli expuesto, la forma funcional
de los factores exdgenos considerados permiten plantear procedimientos secuenciales (tipo
forward) de introduccién sucesiva de polinomios que ayuden a aproximar mejor el fenémeno
en estudio. Ello conducira a la obtencién de expresiones recursivas para los estimadores
maximo verosimiles de los pardametros que permitiran actualizar la estimaciéon en cada
etapa del procedimiento iterativo en funcion de los estimadores de etapas precedentes.

A partir de tales expresiones recursivas se obtendran otras para los estimadores maximo
verosimiles de las funciones paramétricas introducidas en el Capitulo 1. En el caso de los
estimadores insesgados de minima varianza y del calculo de bandas de confianza, dada su
complejidad, no se conseguira tal fin, pero si se podran obtener formulas de este tipo para
algunos de los argumentos de las funciones involucradas en sus expresiones.
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88 3.1 Planteamiento del modelo

3.1. Planteamiento del modelo

Sea {X¥(t);ty <t < T} el proceso de difusién lognormal no homogéneo con momentos
infinitesimales

k
A (@, t) = x (Z 5]]?)13]@(15))
=0
Ag)(x,t) =oi2®, 0 >0

donde Pf) es un polinomio de grado k para j=1,...,ky P(f) (t) =1, Vt € [to, T).
Teniendo en cuenta la notacion que se ha seguido hasta ahora, consideremos

1
k k
ao) = ﬁo) - 5012

/
a = (ag)vﬁf)7 te 75]]:))

t t !
ﬁk)(t, s) = (t — s,/ Plk)(T)dT, . ,/ P:)(T)dT)

a(t) = (t,t).

Como se comenté en el Capitulo 1, las principales caracteristicas del proceso se pueden
expresar como casos particulares de las funciones

0 (C, AP(t, 5), B(t, s),1) = C'exp (Ak>’(t, s)ay + B(t, s)a,g) (3.1)

y

0; (C,AP(t,5), B(t,s), D(t,s)) = 0 (C, A" (t, ), B(t, ), 2) — 01 (C, AV (t, 5), D(t, 5),2)
(3.2)
con C > 0,1 €N, AP(t,s) € R*! y B(t,s) € R, donde hemos adaptado la notacién al
caso concreto que nos ocupa.
Puesto que algunas de esas caracteristicas seran utilizadas con posterioridad, recor-

demos las expresiones que adoptan. Concretamente, considerando la distribucién inicial
P[X®(ty) = 0] = 1, se tiene

mb) (t) = O, (:co,ﬁ’“>(t),%(t—to),2) Lt >t
MP(t) = 0y (w0, W (t), —(t — t9),2) , t >ty
CH(t) = Op (20,07 (1), 20V — 10, 1) , t > to,
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mientras que para las versiones condicionadas, dados s y x4,

1
F(t)s) = 6y (ms,ﬁk)(t,s), —(t —s), 2) L t> 5>t

MP(t]s) = 6y, (ms,uk)(t —(t—35),2) , t>s>t
CP(t|s) = 6, (s, 0" (¢, ) zZaVt—s,1) | t> s>t

N}

Por 1ltimo, la funcién covarianza se expresa como

t t
RM(t,s) = 0 (wo, () + T (s), %—Qtoﬂ/\s, ;S—t()).

Por otra parte, para el desarrollo de bandas de confianza para las funciones media y
moda, asi como para sus versiones condicionadas, estas funciones se notaran en la forma

eXp(:uk(tv S) + )‘O-lz(ta S)): con

‘ Media Media condicionada Moda Moda condicionada
pe(t,s) | In(zo) + 0 (t)ar,  In(z,) + 0 (¢, s)ar  In(zo) + T (H)ay In(z,) + 0 (L, s)ay,
1/2 1/2 ~1 ~1
2 . 2 . 2 _ 2 _ 2
o, (t,s) (t —to)oy, (t —s)oy; (t —to)oy, (t —s)oy

3.2. Estimacién MV de los parametros del modelo.
Expresiones recursivas

Consideremos x1, xs, . . ., T, las observaciones obtenidas a partir de un muestreo discreto
en los instantes de tiempo 1, to, . . ., t,, siendon > k+2, y supongamos P[ X" (t) = z1] = 1.

Teniendo en cuenta que el modelo planteado es un caso particular del estudiado en el
Capitulo 1, a partir de los estimadores maximo verosimiles alli obtenidos, se tienen las
siguientes expresiones para los correspondientes estimadores de los pardmetros ay, y o3

1
67 = — 1V/Hkv (3.4)

donde se ha mantenido la notacién del Capitulo 1, siendo ahora

Vv (U27 . ’Un),
uf) = (ti —ti-1)” %ﬁk)(tmtz 1)
Uk — (ug)a ’u:,)>

vV, = (U, U,) U,
H, =1, ,— UV,
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90 3.2 Estimacién MV de los parametros del modelo. Expresiones recursivas

Una vez obtenidas las expresiones de los estimadores, nos planteamos qué tipo de cam-
bios se producirian en ellas si modificasemos la expresion de la funcion h mediante la
. - I k+1) pk+1) k+1) . .
inclusién de un nuevo término, 8,/ " P, /,’, donde P, ;” es ahora un polinomio de grado

k+1.
k

Sumando este término a la funcién Z 65 )Pf) (t) que interviene en la media infinite-
=0
simal del proceso, se tiene un nuevo proceso {X**V(t);ty < t < T} cuyos momentos
infinitesimales seran ahora

k+1
A7 () = (Z ﬁf*”%“”(t))

=0
k+1) 2 2
Ay (x,t) = 0jqx, opgr > 0.

La informacién muestral asociada a este dltimo término, en cada intervalo [t;_1,t;], se
k+1)

incorpora a ui)7 dando origen al vector u; "/, cuyas primeras k£ + 1 componentes coinciden

1 )

t;
con las de u”, siendo la tltima igual a f; = (t; — ti,l)_% / P:Ll)(T)dT. De esta forma
1—1

podemos expresar la matriz U1, que contiene la informacién global de todos los factores
exdgenos, en la forma

donde dgy1 = (fa, ..., fn)'. Asi, pues
U, U, U, Updips )
U U/ — !/ d — k +
F L ( ;c—i—l ) ( k| kH) ( ;:+1U2: d§c+1dk+1

de donde, teniendo en cuenta la expresion de la inversa de una matriz por cajas y notando
ept1 = djHpdgy1, se obtiene

(U1 Upyy) ™' = ! < [ex1 + (UpUL) 1 Urdyyady U] (URUR) ™ —(URU) " Updii )

€ht1 —d; ., U (U:U}) 7 1
(3.5)
’ Hdy d), H
_ U
Hiy =1L, — (Uplden) (UL U™ ( g >:Hk— Bmak S (3.6)
k+1 Chk+1

A partir de las expresiones anteriores, teniendo en cuenta (3.3) y (3.4), se obtienen las
siguientes formulas recursivas para los estimadores maximo verosimiles de los parametros

A ! -1
ap1 = Vi v= (Uk+1Uk+1) Uppv

1 / / —
_ l(6k+11k+1dek%T1dk+lUk) ék + ( V]idk-i-l) ;€+1V:| (37)
k+1~k

€r+1
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y
V/dek+1d;€+1HkV

(n—1)ext1

A2 A2
Ogt1 = O —

(3.8)

3.3. Estimacion de funciones paramétricas. Expresio-
nes recursivas

A continuacion vamos a profundizar en el calculo de los estimadores maximo verosimiles
e insesgados de minima varianza para las funciones paramétricas (3.1) y (3.2). Puesto que
dichas funciones vienen expresadas en términos de los parametros del modelo, y para
ellos hay férmulas recursivas para sus estimadores maximo verosimiles, la cuestién que
nos planteamos es si esa propiedad de recursividad es transmitida a los estimadores de las
funciones paramétricas consideradas. En lo que sigue, y al igual que se hizo en el Capitulo
1, para t y s fijos, notaremos A,’f)s y B, a AP(t,s) y B(t,s), respectivamente.

Los estimadores maximo verosimiles de las funciones (3.1) y (3.2) se obtienen a partir
de los correspondientes de aj y o} via el teorema de Zehna. Asf se tiene

0u(C, AL B ) = Cexp (Al ay + By61 )

Por otra parte, como se mostré en el Capitulo 1 de esta memoria, el UMVUE de las
funciones 6, se expresa de forma diferente cuando [ = 1 y | = 2, mientras que el de las
funciones 5 se obtiene a partir de ellas gracias a la propiedad de linealidad. A partir de
los resultados obtenidos en el Capitulo 1,

n_k—2 (n=1)|Bi - 3A%]
2 ' 2

oy

t,s9

01(C, A" B,,,1) = Cexp (Aﬁ@’ak> oF)

(&k (n— 1),4,{{1;) .
t,s

)

k) A n—k—2 >
ta)r () L arremm ot
v= t,s

é,ﬁ(C’, Aii)s, By s,2) = Cexp (

respectivamente, con Ag k= Ai Z(UkUﬁc)’lAi l, siendo H; el polinomio de Hermite definido
por

3
H(y) =1 W(QV)Z_QQ7
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92 3.3 Estimacién de funciones paramétricas. Expresiones recursivas

donde [a] denota la parte entera de a.

Puesto que los estimadores maximo verosimiles de las funciones # viene dado en términos
de una funcién exponencial, cuyos argumentos son los estimadores maximo verosimiles
de los parametros, para los cuales hay expresiones recursivas aditivas, es posible obtener
expresiones recursivas para ellos. Para ello tengamos en cuenta que, a partir de (3.8), se
puede escribir

/ /
\% dek+1dk+1HkV

(n—1)exs

1

2
1 — 6t (3.9)
Ademas, podemos expresar el vector Af’; jl) en funcién de A,I; l en la forma

0
Aﬁ”z(A“) (3.10)

' Okt1

donde d,y1 € R. Observemos que, en sentido estricto, a partir de la definicién de las
funciones paramétricas, el vector Aﬁ )S es, simplemente, un vector £ + 1 dimensional, por
lo que en principio, no tiene por qué existir esa forma recursiva anteriormente expuesta
para él. Lo que ocurre es que, en el caso que nos ocupa del proceso lognormal con factores
exdgenos polindmicos, dicho vector contiene la informacién muestral, en el intervalo s, t],
sobre los factores exdgenos. De esta forma, con el planteamiento que estamos tratando de
inclusién sucesiva de funciones polinémicas, tiene pleno sentido la particiéon que se ha hecho
para Af; ;Ll) en funcion de Af; )s

Asi pues, a partir de (3.7), (3.8), (3.9) y (3.10), se tiene:

Ouia (C. ALY, Busl) = 0 (C. AL Bl

t,s)

Ak‘+1)' ' / _
X exp b {(VkiikjldﬁflUk) ay + ( V]idkﬂ) %HV}
Ck41 E+1VYE

l
/ / 5
v dek+1dk+lHij| Y

By | |62 — — 11
+ t7 |:0-k‘ (n — 1)ek+1 Uk (3 )

y puesto que las funciones del tipo 6} son combinaciones lineales de las de tipo 6 para
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[ =2, se deduce

%) Ak+1)l / /
k1 <C Ak+1 , By s, Dt,s) — 0, (C’, AP By, 2> exp [ =22 [(V’fdk+1dk+,1Uk) A

_dek+1 / Bts / /
— ———— Vv Hidg,1d,  H
+ ( 1 ) k+1V (n—l)ekHV kAk+10g 1 HEV

) AR’ —
— Oy, (C, Af)s, D, ,, 2) exp | —2— {(dek—s—ldk_;_/lUk) A

dek—H Dts / /
—— v'H;d;.1d; . H
+ ( 1 ) K1V } (n—l)ekHV kApy1dy  Hyv
(3.12)

Tomando los valores apropiados en la expresién (3.11) se tiene que los EMV de las
funciones media, moda y de cuantiles, asi como sus versiones condicionadas, pueden calcu-
larse de forma recursiva. Otro tanto ocurre con la funcién de covarianza a partir de (3.12).
Veamos las expresiones recursivas que se obtienen:

e Expresion recursiva para el EMV de la funcion media

—k+1)/ I

_dek+1 I . L —1o v
+ ( 1 ) k:+1V —2(n — 1)ek+1 dek+1dk+1HkV .

¢ Expresion recursiva para el EMV de la funcion moda

. . —=k+1)/ /
0, ) = 18,7 (1) exp (u . Kvkdﬁfldﬁfm) é"“
k+1

Cr+1
~Vv.d t— 1o
n ( 1{ k+1) 2+1V] + (—V dek+1dk+1HkV> :

n—1)egs

e Expresion recursiva para el EMYV de la funcion de cuantiles
—=k+1)’ / /
5 kt1) ~ k u t Vidid, U\ . V,d
Ca (t) _ Ca (t) exp ( ( ) |:( k k+1 ]Ic}-/l k> ay + < l{ k+1) k+1 :|
ft1

€L+1
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94 3.3 Estimacién de funciones paramétricas. Expresiones recursivas

e Expresion recursiva para el EMV de la funcion media condicionada

—k+1)’ t / /
FF(E]s) = 9 (t]3) exp (—“ il [(V’f‘gji"f}f’c) &
+

€r+1

_dek 1 t—s
*( 1 ) ]‘WH‘“‘H)

e Expresiéon recursiva para el EMV de la funcién moda condicionada

—k+1) /

k+1) Vidiid, Uy

0, t]s) = Mo<|>exp( e ){(U )ak
€k+1 k+1

dek+1 l— / /
———— v Hdyd, (H .
+ ( ) k+1V:| + (n— 1)ek+1v kg1 HeV

e Expresién recursiva para el EMV de la funciéon de cuantiles condicionada

K K ut (e, Vidiid), Uy | ~-V,d
Gtk = sy (T (Vi B Uy (Ve ) g ]
k+1>~k

Cr+1
1
'Hidjd) . H 2
¥ 2, T [6,3—‘/ EQg+1Ag g k;V} . .
(n = 1)exs1

e Expresion recursiva para el EMV de la funcion covarianza s < t
Operando, a partir de (3.12) y para s < ¢ (el caso s > t es andlogo), se tiene

® —k+1 —k+1 /
R ( s) = B9, SA) exp (@ () —at(s)) dek+1d2+/1U§c o
exp ((s —to)o7) — 1 Chi1 o1 U%

—Vidig1 Hs —t
+ ( 1 ;H—lv — (nz_mlekkorld;c—i-lHkv

vH.d...d. -H
X (exp ((3 —to) { k- (kn ]C—Jrll)::il kVD B 1> |

Sin embargo, este tipo de expresiones recursivas no pueden ser obtenidas para los UM-
VUE en los casos particulares aqui considerados (I = 1 y [ = 2), puesto que tanto la
funcién hipergeométrica generalizada como los polinomios de Hermite que aparecen en sus
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expresiones no permiten hacer recursivo su calculo. Sin embargo existen expresiones que

son utilizadas en el calculo del UMVUE de las funciones paramétricas 6y y que si pueden
U,

expresarse de forma recursiva. En concreto nos referimos a los argumentos At)sak y Aps.

Considerando ya el caso concreto que estamos tratando, At,s = T"(t, s), se tiene
utt (T, s)ak+1
s 1 ' .
="' (t, s)ay, + . [(ﬁk)/(t, $)Vidgy1 — / P:f:ll)(T)dT> w1 (U, — v)] (3.13)
k+1 s
y
U 1 e ’
Astt = Aij’; + P~ [ﬁk)/(t,S)dek+1 —/ Pkil)(T)dT:| . (3.14)
k+1 S

3.4. Bandas de confianza

Dado que la obtencién de bandas de confianza involucra en el caso de las exactas el
célculo de cuantiles a través de la resolucién numérica de integrales y, tanto en éstas como
en las aproximadas, las distribuciones asociadas dependen del ntimero de factores exégenos
considerados, en este caso nimero de polinomios incluidos, no es posible proporcionar
expresiones recursivas para su calculo.

Sin embargo si es posible dar férmulas recursivas para ciertas expresiones involucradas
en su desarrollo. En concreto,

B(t,s) = In(z,) +W(t, s)a

) _(n— 1)62
S2(t,s) = n——q—Q(t — 5)
Ot s) = w'(t, s)(UU")tu(t, s)

t—s ’

que en el modelo considerado en este capitulo dan origen a

BM(t,s) = In(x,) + T (t, 5)a,

2 oy (R 1o
Silts) = g o) (3.15)
AU
k) _ t,s
CY(t, s) PR
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96 3.5 Aplicacién: Emisiones de metano

e Expresiones recursivas para el calculo de bandas de confianza exactas, apro-
ximadas y generalizada

1 t
B*V(t,s) = BM(t, ) + — [ﬁ’“’(t, $)Vidist — / P,fjﬁde] d,.,,(Ukay —v)

€k+1
n—=~k—2
n—k—3

(t — 8) V,dek+1d;€+1HkV
n—k—3 €kl

t 2
- _|@(t.s)V,d —/ P
i [ Vide - [ D]

Slerl(t? S) = Slg(tv‘S) -

CHO(t, 5) = CP(t, 5) +

3.5. Aplicacién: Emisiones de metano

En 1998 Stern y Kaufmann, [55], publicaron un estudio sobre las emisiones globales
de metano producidas por el hombre desde 1860 hasta 1994. En este estudio los autores
proporcionaron la estimacion, en el periodo de tiempo mencionado, de las emisiones totales
teniendo en cuenta cada una de las siete componentes que las conforman. La emisiéon
global de metano es la suma de cada componente, donde las emisiones de cada una se
estiman a partir de otras variables tales como la poblacién o la produccién de carbén. El
objeto final del estudio fue obtener una aproximacién al valor de las emisiones actuales
de metano y otros combustibles fésiles que fueran consistentes con las estimaciones del
Intergovernmental Panel on Climate Change.

El gréfico 3.1 representa los datos de las emisiones entre 1860 y 1994 (que estén dis-
ponibles en la pagina web http://cdiac.esd.ornl.gov/trends/trends.htm), mostrando una
tendencia exponencial. Por este motivo, a la hora de ajustar estos datos, el proceso de
difusion lognormal parece un modelo valido para tal fin.

Talores
250
200
250
Zan
150

100

Tiempo
1550 1300 1320 1340 13&0 1350

Grdfico 3.1: Emisiones globales de metano en teragramos (1 Tg=10'2 gr.) en el periodo 1860-1994.

Sin embargo, cuando se ajusta un modelo de difusion lognormal homogéneo a estos
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datos (m =0.0115561 y 6% =0.000082932), se observa que la tendencia estimada muestra
desviaciones con respecto a los datos observados. Este hecho se pone de manifiesto en el
grafico 3.2. Es por ello por lo que se puede pensar en la existencia de algunas influencias
externas al proceso y que el modelo homogéneo no considera. Estas influencias deben ser
variables dependientes del tiempo que afectan a la tendencia y que son, sin embargo,
desconocidas.

Walores

Tienpo

15480 1300 1320 1340 1360 1350

Grdfico 3.2: Emisiones globales de metano y tendencia del proceso de difusién lognormal homogéneo
ajustado.

En [32], Gutiérrez, Rico y otros realizan, para estos datos, una estimacién recursiva
del proceso de difusion lognormal con factores exdgenos de tipo polindomico basandose en
los resultados expuestos anteriormente. El estudio contiene tanto la estimacién recursiva
de los modelos resultantes de la introduccién sucesiva de los polinomios como la seleccion
del modelo 6ptimo. El criterio de optimalidad se baso en el poder predictivo del modelo.
Esto es debido a que el criterio que se emplee no debe basarse solamente en la bondad del
ajuste del modelo a los datos ya que esta propiedad puede desaparecer cuando se emplee el
modelo con fines predictivos. Por tanto, necesitamos encontrar una solucién que abarque
los dos aspectos mencionados: ajuste y prediccion.

A continuacién presentamos este estudio y lo completamos con otro sobre bandas de
confianza aproximadas y generalizada, en la linea que se ha establecido en esta memoria.

Metodologia. Consideraciones previas a la estimacién del modelo

Partiendo del hecho de que P[X (t;) = x1] =1 (t; = 1860, x; = 79.3), y puesto que

Bx(0)] = mve ([ his)as).

1

In <M) _ /tlth(s)ds — H()

X1

se tiene
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por lo que se pueden considerar los valores

como una aproximacién de H (t;). Con estos valores, se ajusta un polinomio de grado k+1,
k41

M (t) = Z%Qz(t) (siendo {Q;(t),7 = 1,...,k + 1} una base del espacio de polinomios
i=1

de grado k + 1) y se aproxima el proceso observado mediante el proceso no homogéneo

{X®(t);ty <t < T} con momentos infinitesimales

A1) = a (Z 3P <t>)

Ag)(x,t) =o72%, 0 >0

k
tomando Pf) (t) =9n1Q5 (), i =1,2... ky P(f) (t) = 1. El hecho de no tomar Z Pl-k) (t)
como un unico factor se debe a que es posible que, en un estudio posterior, alguln; de las
funciones Pik) no sean relevantes.

Observemos que, como f; = H(t;) = 0, hemos tomado Q;(t) = (t — 1860)", 1 = 1,2, ...
como los generadores de los polinomios que vamos a considerar (evidentemente, el polinomio
Mj, no tendra término constante en cada iteracién del procedimiento). Por otra parte, para
tener una idea a priori del méaximo grado del polinomio que se debe tomar en el factor
ex6geno, se realiza el ajuste de una recta de regresién a los valores f; y se contabiliza el
numero de puntos de corte que existen entre esta recta y los datos (ver gréfico 3.3). En
nuestro caso se observan 4 6 5 puntos de corte, lo que indica que el grado maximo de los
polinomios que actiian como factores exdgenos en el proceso debe ser 3 6 4 (posteriormente
veremos que nuestra intuicién estd préxima a la solucién que se adoptard).

Con esta idea en mente, para cada modelo con k factores exdgenos polindémicos, se
k41

ajusta, a los datos f;, un polinomio de la forma My (t) = Z%Qi(t), k=1,...,5. Las
1

derivadas de cada sumando de la expresion de My, salvo el del primero, proporcionaran
los factores exégenos para los procesos {X®(t);tg <t < T}, k =1,...,5. Estos célculos
se resumen en la tabla 3.1.

Estimacion de los parametros. Seleccién del modelo

Una vez establecidos los modelos que van a ser objeto de estudio, la tabla 3.2 contiene
las estimaciones méaximo verosimiles de los parametros, obtenidas haciendo uso de las
expresiones recursivas que se han calculado con anterioridad. Hay que tener en cuenta que
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Tabla 3.1: Polinomios ajustados y factores exégenos para los modelos Xk)(t), k=1,...,5.

Modelo | Polinomio ajustado Factor exégeno
XV(t) | My(t) = 6.45906 x 10~3(t — 1860)
+3.99983 x 1075(¢ — 1860)2 PL(t) = 7.99966 x 10~5(t — 1860)
X2(t) | Ms(t) = 9.23765 x 10~3(t — 1860)
—2.93828 x 1075(t — 1860)? PE(t) = —5.87655 x 107°(t — 1860)
+3.89796 x 1077 (¢t — 1860)3 P2(t) = 1.16939 x 10~5(¢ — 1860)?
X3 (t) | My(t) =1.05839 x 10~2(t — 1860)
—8.98972 x 107°(t — 1860) P3(t) = —1.79794 x 10~*(t — 1860)

+1.18312 x 1079(¢ — 1860)3 P3(t) = 3.54935 x 1075(¢ — 1860)?

—3.16954 x 1079 (¢t — 1860)* P(t) = —1.26782 x 10~8(¢ — 1860)>
XY(t) | Ms(t) = —9.10199 x 10~*(t — 1860)
+7.13793 x 10~4(t — 1860)2 Pt
—1.68795 x 107°(t — 1860)* Py(t
+1.5921 x 1077 (¢ — 1860)* Py
—5.0686 x 10~19(¢ — 1860)° P}
XO(t) | Mg(t) = 2.07132 x 10~3(t — 1860)
+4.15959 x 10~4(t — 1860)? Pp(t
—6.83841 x 1075(¢ — 1860)* Py(t
+8.75547 x 10~9(¢ — 1860)* Py
+5.26399 x 10710(t — 1860)°> | P}
—2.64407 x 10712(t — 1860)% | P?

) = 1.42759 x 1073(t — 1860)

) = —5.06386 x 107°(t — 1860)?
) = 6.36841 x 1077 (t — 1860)3

) = —2.5343 x 1072(t — 1860)*

) = 8.31918 x 10~*(¢ — 1860)

) = —2.05152 x 1073(¢ — 1860)?
) = 3.50219 x 1078(t — 1860)3

) = 2.632 x 1072(t — 1860)*

) = —1.59244 x 10~ (¢ — 1860)°
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O_|‘.‘|...|.‘.\."l‘.‘|...|...\_
1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000

Grdfico 3.3: Recta de regresion calculada sobre los valores f;.

para la estimacion de los parametros no se ha considerado el ano 1994, ultimo ano de la
serie, con el fin de utilizarlo posteriormente para validar el poder predictivo de los modelos
y, con ello, ayudar a resolver el problema de determinar cuél de ellos es el éptimo.

A partir de las estimaciones recogidas en la tabla 3.2 se pueden calcular las estimaciones
correspondientes a funciones media, moda y de cuantiles (« =0.025 y o =0.975), tanto
maximo verosimiles como insesgadas de minima varianza, asi como para sus versiones
condicionadas. De igual manera, y a partir de los resultados del Capitulo 1, se pueden
obtener las bandas de confianza exactas (al 95%) para las funciones media y moda y
sus versiones condicionadas. A modo de ilustracién, los graficos 3.4 a 3.8 representan las
estimaciones para el caso de la estimacion maximo verosimil de la funciéon media asi como
las bandas de confianza exactas para tal funcion.
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Tabla 3.2: Estimacién de los pardmetros para los modelos X*)(t), k =1,...,5.
Modelo | Estimaciones maximo verosimiles de los parametros
XV(t) | a; =(0.00714207,0.82367279)'
6% =7.71453 x 107°
X2 (t) | az = (0.0066739, —1.48065522, —0.13579797)’
63 =7.71015 x 107°
X3) (t) | as = (0.01088491, 1.62914569, 1.9672737, 2.82345218)’
63 = 7.45705 x 107°
X9 (t) | a4 = (0.00209052,0.72100098, 0.74549215,0.7653233, 0.77609665)’
62 = 6.59965 x 107°
X% (t) | as = (0.00329596,0.91058355,1.14307731, 5.73050219, 0.17406284, 0.45798983)’
62 = 6.5865 x 107°
SDD __I T T T T T T T T T T T T T I__
400 f— —f
200 f— —f
200 f— —f
100 f— —f
I:I :_I 1 1 1 1 1 1 P 1 1 1 1 1 1 I_:
—_ —_ —_ —_ = —_ —_ —_ [} —_ —_ —_ —_ —_ [}
EEEBE55E8588888§5

— “Walores observados

— Tendencia MY
Limite inferior banda exacta para la tendencia
Limite superior banda exacta para la tendencia

Grdfico 3.4: Valores observados, estimacion méximo verosimil y bandas de confianzas exactas de la funcion
media. Modelo XY,

En primera instancia, parece légico que el ajuste mediante las versiones condicionadas
debe ser mejor que el que se obtiene con las funciones anteriores sin condicionar ya que
la estimacién en cada instante recoge la informacion contenida en el valor observado en el
instante anterior (ver, por ejemplo, el grafico 3.9).

Asimismo, podemos observar como, para las funciones no condicionadas, tanto la esti-
macién puntual como por intervalos va mejorando conforme aumenta el grado del polino-
mio, lo cual es légico ya que se va aprozimando més el factor exégeno h(t) desconocido.
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Grdfico 3.5: Valores observados, estimacién maximo verosimil y bandas de confianzas exactas de la funcién
media. Modelo X2,
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Grdfico 3.6: Valores observados, estimacién maximo verosimil y bandas de confianzas exactas de la funcién
media. Modelo X?).

No obstante, para las versiones condicionadas tal diferencia no es ya tan evidente, aunque
la hay.

Segtn lo dicho, parece que deberiamos considerar como vélido el modelo para k = 5. Sin
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Grdfico 3.7: Valores observados, estimacién maximo verosimil y bandas de confianzas exactas de la funcién
media. Modelo X%,
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Grdfico 3.8: Valores observados, estimacién maximo verosimil y bandas de confianzas exactas de la funcién
media. Modelo X,

embargo, como comentabamos anteriormente, la calidad de ajuste que posee dicho modelo
no tiene por qué mantenerse al pasar a la fase de prediccién. Por ello, a continuacién se
calculan las estimaciones puntuales y por bandas de confianza exactas para la predicciéon
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Grdfico 3.9: Valores observados, estimacién maximo verosimil y bandas de confianzas exactas de la funcién
media condicionada. Modelo XY,

en el instante de tiempo ¢t = 1994 de las funciones media, moda y versiones condiciona-
das, asi como la estimacion de las funciones de cuantiles para o« =0.025 y o =0.975. Los
resultados obtenidos se resumen en las tablas 3.3 y 3.4.

Tabla 3.3: Prediccién de la emisién de metano para t=1994 a partir de la estimaciéon maximo verosimil
e insesgada de minima varianza de las funciones media, media condicionada, moda y moda condicionada
para los modelos { X" (¢)}, con k=1,...,5.

X)) X9 XV X9 XV

Media MV 375.033 374.852 373.142 369.413 368.912
Media cond. MV 373.114  372.935 371.296 367.795 367.300
Moda MV 369.262  369.088 367.591 364.545 364.061
Moda cond. MV 373.071 372.892 371.255 367.759 367.264
Media UMVU 373.084 372905 371.266 367.768 367.271
Media cond. UMVU 373.114 372.935 371.295 367.793 367.297
Moda UMVU 367.256  367.039 365.572 362.733 362.214

Moda cond. UMVU  373.070 372.890 371.252 367.755 367.259
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Tabla 3.4 : Prediccién de la emisién de metano para t=1994 a partir de la estimacién maximo verosimil e
insesgada de minima varianza de las funciones de cuantiles (o« =0.025 y o =0.975), y bandas exactas (nivel
de confianza del 95 %) para la media, media condicionada, moda y moda condicionada para los modelos
{X® ()}, con k =1,...,5.

XU X0 xU@) XV XV
Cuantiles MV 305.689 305.560 305.222 305.875 305.520
455.375 455.131 451.640 442.220 441.544
Cuantiles MV 366.732 366.558 365.051 361.973 361.492
condicionados 379.578 379.394 377.619 373.686 373.177
Cuantiles UMVU 303.474 303.099 302.584 303.243 302.657
453.803 453.893 450.799 441.882 441.518
Cuantiles UMVU 366.671 366.472 364.942 361.848 361.342
condicionados 379.639 379.481 377.729 373.810 373.323

Banda para 306.052 305.683 305.074 305.410 304.811
la media 459.737 459.887 456.641 446.692 446.772
Banda para 371.863 371.037 368.777 364.800 363.625
la media cond. 374.176  374.429 373.281 370.158 370.204
Banda para 301.140 300.741 300.265 301.112 300.495
la moda 452.368 452.462 449.452 440.788 440.453
Banda para 371.932 371.164 368.962 365.032 363.918

la moda cond. 374.210 374.625 373.558 370.502 370.635

Una vez calculadas las predicciones para ¢t = 1994, pasamos a decidir cudl es el modelo
que adoptaremos como 6ptimo. Evidentemente, como se conoce el valor real para ese ano,
371 Tg, a partir de las tablas para la prediccién, podemos observar que las versiones
condicionadas de las funciones consideradas proporcionan una mejor aproximacion al valor
real, siendo, en general, mas evidente tal cuestion para k =1, 2, 3.

Las diferentes estimaciones consideradas hacen posible adoptar varias posibilidades para
solventar el problema de selecciéon. Una de ellas se deduce del grafico 3.10 que representa,
para 1994, la prediccion de la emisién global de metano en dicho ano con los diferentes
modelos, usando la estimaciéon maximo verosimil de la funcién media condicionada junto
con la de las funciones de cuantiles condicionados (o =0.025 y o =0.975) y la banda de
confianza exacta (al 95 %) para la media condicionada. A la vista de dicho gréfico podemos
determinar que el modelo 6ptimo es el que corresponde a k = 3 ya que es el que muestra
una mayor coincidencia con las predicciones. De hecho, en el resto de modelos se puede
observar, por ejemplo, como la banda exacta no contiene al valor observado. Si tomésemos,
por ejemplo, la moda condicionada como funcién mediante la cual predecir, se obtendrian
iguales conclusiones (gréfico 3.11).
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Grdfico 3.10: Prediccién en el ano 1994 usando la media condicionada en cada modelo
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Grdfico 3.11: Prediccién en el ano 1994 usando la moda condicionada en cada modelo

Asf pues, adoptamos como éptimo el modelo X*(t), el cual viene determinado por los

momentos infinitesimales

Aq(z,t) = [0,0109222 — 0,000292911¢ + 6,982539013 x 105 — 3,579618802 x 10_8t3} x

Ay(x,t) = 0,000074570512826387272>.

Ademas, se puede confirmar la adecuacién del modelo escogido realizando, por una parte
simulaciones de trayectorias y por otra parte simulaciones de los valores en 1994 condiciona-
dos a la observacién en el instante anterior. Por una parte, se han simulado 100 trayectorias
de los modelos X*) (t) con k = 1,...,5 y se ha observado el valor obtenido en el instante
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t=1994. Por otra parte, se han simulado 100 valores de X* (1994)| X*(1993) =367.2, y se
han estudiado los valores medio, la media truncada y el error cuadratico medio cometido
para todos los modelos. Los resultados obtenidos pueden verse en las tablas 3.5 y 3.6, a
partir de las cuales se confirma la conclusion anterior.

Tabla 3.5: Media y media truncada obtenidas para X*)(1994) a partir de la simulacién de las trayectorias.

Modelo Media Media truncada

XU(t) 374.252 373.010
X2(t)  380.240 379.413
X3(t)  373.758 372.449
XY(t)  366.368 365.702
X9(t)  363.933 362.987

Tabla 3.6: Media, media truncada y error cuadratico medio obtenidos para X*)(1994) en la simulacién de
los valores condicionados.

Modelo Media Media truncada ECM

XY(t) 373175 373.121 16.780
X2(t) 372974 373.002 13.754
X3(t)  371.221 371.237 9.958
XH(t)  367.644 367.601 21.138
X2)(t)  367.229 367.255 21.074

Bandas de confianza aproximadas. Estudio de simulacion

Una vez seleccionado el modelo, y con el objeto de decidir qué banda de confianza apro-
ximada o generalizada seria la dptima, se puede realizar un estudio similar al establecido
en el Capitulo 2 para el proceso que modeliza la evolucién del P.I.B. en Espana.

Para ello se han simulado 1000 trayectorias del proceso de difusién X®(¢), cada una de
las cuales consta de 135 valores entre los anos 1860 y 1994, partiendo del ano ¢; = 1860 y
valor inicial z; =79.3.

A partir de tales trayectorias se han calculado las bandas de confianza aproximadas y
generalizada que aparecen en esta memoria (no se incluyen los resultados para la banda
obtenida mediante la adaptacién de la versién de Zhou y Gao del método de Cox) para
un nivel de confianza de 0.9 y en el caso concreto de la funcion media, asi como la media
y el rango de variacion, a lo largo del tiempo, de sus probabilidades de cobertura, errores

Nuria Rico Castro Tesis Doctoral: Aportaciones al estudio del proceso de difusiéon lognormal...



108 3.5 Aplicacién: Emisiones de metano

Tabla 3.7: Rango de variacién de la probabilidad de cobertura, probabilidad de cobertura media, rango de
variacion del error de cobertura, error de cobertura medio y rango de variaciéon de las amplitudes medias

para las bandas de confianza aproximadas y generalizada, al nivel de confianza 0.9, para la funcién media
del proceso X3 (t).

Prob. cob. Prob. cob. Error cob. Error cob.  Amplitud media
Métodos variacion media variacién media variacién
Naive 0.872-0.906  0.89191791 0-0.028 0.00891791  0.7691-124.0001
Patterson 0.87-0.904  0.891768657 0-0.03 0.008723881  0.7692-124.6266
Cox 0.867-0.901 0.889134328 0-0.033 0.010880597  0.7637-123.7328
Conservativo 0.904-0.938 0.928156716 0.004-0.0379 0.028152985  0.892-148.5159
Bootstrap 0.86-0.897  0.880970149  0.003-0.04  0.019029851 0.7636-124.3261
Propuesto 0.871-0.906  0.893492537 0-0.029 0.008059701  0.7704-125.4415
Generalizado 0.867-0.905  0.88541791 0-0.033 0.015149254  0.7715-124.4133

de cobertura y rango de variacién de las amplitudes medias en los instantes de tiempo de
observacion de las trayectorias.

Los resultados para todos los instantes de tiempo se muestran en la tabla 3.7 y permiten
la comparacion de los métodos de forma global.

Los errores de cobertura obtenidos son muy parecidos en todas las bandas, siendo
los mayores los correspondientes a las bandas conservativa y bootstrap y presentando,
ademas, esta ultima la mayor amplitud. Por tanto, a excepcién de estas dos serian validas
cualesquiera de las otras.
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Anexo 1

Estudio de la dependencia de la probabilidad de cober-
tura en el tiempo para las bandas de confianza en el
proceso lognormal no homogéneo. Un caso particular.

Como se comenta en el Capitulo 2, donde se realiza el estudio comparativo de las bandas
de confianza aproximadas y generalizada en el proceso lognormal con factores exdgenos,
existe una dependencia de la probabilidad de cobertura en relacion con el tiempo. Dicha
dependencia se expresa en términos de la forma que adopten el vector Uu(t, s) y la forma
cuadratica W(t, s)(UU’)"11u(t, s) que dependen, a su vez, de los factores exdgenos incluidos
en el modelo.

A modo ilustrativo, en este apéndice se presenta un estudio particular para el caso del
factor exdgeno h(t) = m + bt considerando la banda de confianza naive para la funcién
media sin condicionar cuya expresién, llamando a = m — 1/202, es

m(#) = 2o exp < /t: h(s)ds) — 2y exp (m(t 4+ - - tgb)

= 29 exp <(t—t0) (a+ tztob))

Recordemos que la expresion de los intervalos, para cada ¢, que dan origen a la banda
naive es

(exp (B(t, to) £ th—g—21-a/2V/ C(t, 1) S(1, t0)>>

donde

B(t,s) = In(xg) + W (t)a

/() (UU) ()
t— to

C(t,s) =

109
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En nuestro caso particular,

WO=G—%A%®“y:G_mﬁ;%)

con lo cual, se verifica

t+to
B(t, to) = (t — to) (d+ zob),

y, por otra parte, suponiendo que la diferencia entre los instantes de tiempo observados es
constantemente igual a d, la matriz UU’ se puede escribir como

-1 2 72
/ (n—1)d w
UuU’ =
n—1)>%d* &
% = 1)(2n - 1)(2n - 3)
cuya inversa tiene la forma
d? —1)2d?
~ dBn(n—1)(n —2) _(n— 1)%d? )
2

Por tanto, la expresion de w'(¢)(UU’)"1u(t) es

W (V) ) = o (%@n L e ) |

La condicién para que la banda cubra al verdadero valor de la funcién media sin con-
dicionar en el instante de tiempo ¢ es

. t4+ty, '
Ty exp ((t—to) (a—i— 5 Ob> ln—q—2;1— a/2S\/ (Uu’)- (t))

<zp exp ((t —to) ( + 2))

1
2
< zgexp ((t—to (A t+tob) + th—g—2.1— a/QS\/ t)(uu’)-! ())
)

¢
Etto,, 1

(t - tO) (d + t —;to l;) - tn—q—?;l—a/25\/ﬁ/(t) (UU,)_lﬁ(t>

1
<(t — to) (a+t+t°b+—02)

2 2
t+ty,

b)-l—tanla/QS\/ )(UU')~u(?)

<(t — to) (a+
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y usando las expresiones anteriores, se puede escribir que el limite inferior de la banda
naive es menor que la funcién media tedrica si se cumple la desigualdad

t+ty - 1
(t—t0)<d—a—|— +2°<b—b)—-o—2>

12(t — ty)2 d2 t4t t41\ 2
<tn—g-21-a/25 (t=to) (—(Qn —1)(2n —3) — (n —1)d? + o + ( + 0) )

dBnn—1)(n—2) \ 12 2 2

0

A 1, t4+to,; 12
(@a—a)— 50"+ ——(b-b) - tn—q—2?1‘a/25\/d3n(n —1)(n-2)

2 t+ty  (t+t)”
—(2n—-1)2n —3) — (n — 2)d? <0.
><\/12( n—1)2n—3) —(n—2)d 5 —i—( 5 ) <0

De la misma forma, se obtiene que el valor tedrico de la tendencia es menor que el limite
superior de la banda aproximada naive cuando ocurre

A 1, t+to,; 12
(@—a)= 50"+ ——=(b-b)+ 7fnq??l“/25\/(1371(71 —1)(n—-2)

X\/d—2(2n— 1)(2n —3) — (n—2) 1y (Hto)z > 0.

12 2 2

Notando los términos que intervienen en las desigualdades anteriores como

A) = (a—a) — 202 1 (b — b)tzto

12 1 t+ to t+t)>
B(t) tw,mms\/dgn(n_l)(n_m = D@0 -3) - (o) (150

se tiene que, para que en un instante de tiempo ¢ la banda cubra el valor de la tendencia,
ha de ocurrir

—B(t) < A(t) < B(t)

Observemos que \A(t) es una recta en t y que B(t) es una transformacién creciente de una
pardbola convexa en ¢, cuyo punto de inflexién se encuentra en t = d?(n — 1) — to. Esto
indica que la cobertura puede variar a lo largo de ¢ de distintas formas, esto es, se pueden
plantear los siguientes casos
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= Caso 1. No hay puntos de corte de A(t) con —B(t) ni con B(t) de forma que la recta

siempre se encuentra entre —B(t) y B(t) o fuera de estos limites. En esta situacién
la cobertura no cambia a lo largo de ¢.

Caso 2. Existe un tnico punto de corte de A(t) con —B(t) o con B(t). En este caso
la cobertura cambia a partir del punto de corte, bien porque la banda no cubre al
valor de la tendencia hasta este punto y a partir de él si cubre al valor de la tendencia
o bien porque la banda cubre al valor de la tendencia hasta el punto de corte y a
partir de éste no.

Caso 3. Existen dos puntos de corte de A(t) con —B(t) y B(t) (ambos puntos de
corte con la misma funcién o uno con cada una de las funciones). En esta situacién
la cobertura cambia dos veces; puede ser que la banda cubra al verdadero valor hasta
el primer punto de corte y no lo cubra a partir del segundo punto de corte o podria
ocurrir que la banda no cubra al verdadero valor de la tendencia hasta el primer
punto de corte, a partir del cual si lo cubre hasta el segundo punto de corte y a partir
de éste no cubre al verdadero valor de la tendencia.

Este desarrollo, para la funcién concreta h(t) = m + bt y para la banda aproximada

naive, pone de manifiesto el hecho de la variabilidad a lo largo de t de la cobertura. Tomando
otro método de construccion de la banda aproximada, la conclusion es equivalente, dado
que la forma de la funcién @' (¢)(UU’)"'u(t) es la misma. La discusién final varfa cuando
la forma de h(t) es diferente.
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