


‘ Introduccion I

Interpolar (D.R.A.E.): Averiguar el valor aproximado de una magnitud
en un intervalo cuando se conocen algunos de los valores que toma
a uno y otro lado de dicho intervalo, y no se conoce la ley de variacion

de la magnitud.
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‘ Introduccion I

ventas
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‘ Introduccion I
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Interpolacion Lagrangiana

Problema de Interpolacion Lagrangiana (version previa):
“Dados los nodos { X,, X;,..., X} Y sus valores respectivos { Y,, Y;,---: Yn},

obténgase una funcion p(X) “sencilla” que verifique p(x)=1Y.,1 =01,...,n.”

10 |
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‘ Interpolacion La_qmﬂg/'anal

P: funcidn interpoladora o interpolante

“Sencilla” = hay que fijar un espacio de funciones F.
Problema bien planteado << dimF = n+1= n° de datos.

Problema de Interpolacion Lagrangiana (P.I.L.):

“Dados los nodos { X,, X;,..., X} Y sus valores respectivos { Y,, Y;,---: Yn},

y dado (o fijado) un espacio de funciones F con dmF =n+1,
obténgase una funcion p € F que verifiqgue p(x) =Y., 1 =01...,n.”

Problema de Interpolacion Polinomial Lagrangiana (P.I.P.L.):

“Dados los nodos { X,, X;,..., X} Y sus valores respectivos { Yy, ¥1,---; Yn},
obténgase un polinomio p € % talque p(x.)=VY.,1=01,...,n.
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‘ Interpolacion Lagmﬂg/'anal

Resolucion del P.I.L.:

n
Se escoge una base {@,,®;,...,,} de F ysebusca p = Zajgoj que cumpla las
-0

condiciones de interpolacion

P(%) = Yo < @9@5(Xo) + a0, (%) + -+ 8,0, (%) = Yo |
P(X) = V1 © ayp (%) + ae, (%) +--+a,9,(%) = Y,
p(xn) = Yo~ ao(”o(xn) + a1¢1(xn) Tt an¢n(xn) — yn,

'

(Sistema lineal (N +1) x (N+1) con incégnitas a,.)

El P.1.L. es unisolvente| (solucion Unica) < el sistema es C.D.

Solucion = coeficientes de la funcion interpoladora.
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‘ Interpolacion Lagmﬂg/'anal

x‘ O 1 3

1
y| 0 1 -2 4 F=%=Lxx ),

Eiemplo:

Polinomio buscado: p(X) =a, +a,X+ a,x’ +a,x".

Sistema:
a, - a + a - a, = 0
a, = 1
a, + a + a, + a, = —2 >
a, + 3 + 9a, + 2/a, = 4

= p(x)=x°> —2x* - 2x+1.
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‘ Interpolacion La_qmﬂg/'anal
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‘ Interpolacion Lagmﬂg/'anal

Unisolvencia del P.I.P.L.: Usando la base {1, X,...,X"}, el
determinante de la matriz de coeficientes es el det. de Vandermonde

/]_ X, XS Xg\
1 x, X° - X
detf T PP THI=TT(6 = %))
. . . . . i>j
L X, X X))

det = 0 < las abscisas X; no se repiten (no hay dos iguales).

Demostracion: restando a cada columna la anterior X X,

1 0 - 0 ) 1 a1
1 X =% - XX - oo T
et T K70 0 XX el st T (- %),
1 ) SEEETTIND i=1

n-1
n

1 X, =% o X (X, — X)),
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‘ Interpolacion Lagmﬂg/'anal

Para no tener que resolver s.e.l. se emplean formulas de interpolacion, que dan
directamente el polinomio de interpolacion|.

Formulas clasicas: la Formula de Lagrange y la Formula de Newton.
Diferentes expresiones, pero el mismo objetivo: el polinomio de interpolacion.
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‘ Formula de Lagrangel

FORMULA DE LAGRANGE
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‘ Formula de Lagrangel

Dados los nodos {XO, X,,..., X}, los polinomios fundamentales de Lagrange
oy ly,..., 0 €F sonaquellos que verifican

lo(X) =1, £4(%) =0, ... £o(x,)=0]
1(Xo) 0, &(xl) L ... 1(><n) 0

> es.decir,éj()(i):é‘ij :{1 S| i.:j.
K(Xo) Of(Xl) 0, . f(Xn) 1)

Osil#]

(delta de Kronecker). Una vez obtenidos, la solucion del P.I.P.L. es la

Formula de Lagrange

p(X) = yogo(x) + ylgl(x) Tt yngn(x) :iyjfj(x)'

En efecto, p(X )= Zng (X.)= ZyJ i =V
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‘ Formula de Lagrangel

Construccion de los polinomios fundamentales de Lagrange:

l,seanulaen X;,..., X,
= es divisible por (X — X,),(X = X,),...,(X—=X,)
=0, =K(X—X%X)(Xx=X,):--(Xx—=X_), con K = cte.

1
(Xo o Xl)(XO o Xz)"'(xo — X,

X=X X=X X=X _
X=X X=X X— on X

Se escoge K paraque /,(X,)=1 = K=

por tanto /,(X) =

n X_)(I

i=0 Xj o

En general £(X) = (hay un error).

Ejercicio: demostrar que {/,,/,,...,£ } es unabase de 7.
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‘ Formula de Lagrangel

X ‘ -1 0 1 3
Ejemplo , unisolvente en Z%.
y\ 0O 1 -
0= 0 x=1 x=3 :—1(x3—4x2+3x)
~1-0 -1-1 -1-3 8
= x+1x 1x 3 :1(x3—2x2—x+4)
0+1 0-1 0-3
= x+1x O X—3 :—1(x _ 2% — 3%)
1+1 1-0 1-3 4
X+1 x-0 x-1 1
= : : =~ (X’ =X)
3+1 3+0 3-1 24
p=00,+10, - 20, + 40, = x> —2x° - 2x+1
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Formula de Lagrange

Interpolacion 16/90



‘ Formula de Lagrangel

Ventaja de la formula de Lagrange: Los polinomios fundamentales solo dependen
de los nodos { X,, X;,..., X, }; varios P.I.P.L. con el mismo conjunto de abscisas

comparten los mismos polinomios fundamentales.

000 1 crédito o _

500 | T -—

400 A .

300 Contado e N )

200 |

100 Gastos e— — e e
1 2 3 4

Inconveniente de la formula de Lagrange: Si se afiade nueva informacion (un
nuevo punto), hay gque reconstruir casi todo.
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‘ Formula de Newfonl

FORMULA DE NEWTON
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‘ Formula de Newfonl

Objetivo: construir el pol. de interp. p(X) gradualmente, partiendo de un solo dato
(X,,Y,) e ir afiadiendo datos progresivamente.

P, € Z: polin. que interpola en { X,},
P, € %: polin. que interpola en { X,, X, },
p2 3. polin. que interpola en { X,, X;, X, },

pn = p €.Z: polin. que interpola en { Xy, X;,..., X, }.

Se trata de obtener p, conocido p,_,, k=1...,n
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Formula de Newton

:
3 ¢ =
2t o .
1r .
1 o 2 3 4 5
21 L

‘ Interpolacion 20/90 I



‘ Formula de Newfonl

:
3 [
2 ® ®
1 ®
1 2 3 4 5
-1 L
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‘ Formula de Newfonl

:
3 [
2+ o
1
1 2 3 4 5
-1 L
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‘ Formula de Newfonl

:
3 [
2 s
1
1 2 3 4 5
-1V
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‘ Formula de Newfonl

4

-1 v

‘ Interpolacion 24/90 I




‘ Formula de Newfonl

Construccion progresiva

e P,(X)=1Y, €.Z interpola en X, (cumple P,(X,) = Yo)-

e P,(X)e.Z interpolaen{X,,X}; QG = P,— P, €Z se anulaen X,
= 0,(X) = A (X—X,), con A adecuado para que

Y1~ pO(Xl)
X, — X,

e P, =P, +0, € interpola en X,, X, X,; 0, €4 se anulaen X,y X,
= 0,(X)=A,(X—=X,)(X—X;) con A, adecuado para que

pl(xl) = pO(Xl) + Ch(xl) =y, > A=

— X
P, (X;) = P(X;) + 0 (X)) =Y, = A, = Y2 = Pu(X2) .
(Xz o Xo)(xz B X1)
e engeneral p, =P, + G, €Z, q, seanulaen X,,..., X, ;
Y = P (%)

= g, (X) = A (X=X) - (X=X, ;) ConAk:(X 2% ) (X — X )
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‘ Formula de Newfonl

Conviniendo A, =Y, se tiene

P(X) = P (X) = Ay + A (X = Xp) + Ay (X = Xp)(X = X,)
bt AL (X Xg) e (X = X, )

es decir

P = ATT(x-%)

que es la féormula de Newton (preliminar).
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‘ Formula de Newfonl

X ‘ -1 0 1 3 0 () =0

Eiemplo:

_yl_po(xl)_l_O_ _ _ .
A= — —O+1—1:>p1(x)—0+1(x+1)_x+1
Az: yz_pl(xz) _ —2-2 _

(X = %) (%, — %) (1+1)(1-0)
P.(X) = pu(X) - 2(x+ (X - 0) = (X+1) - 2(x+1)X;

A = Yz — Py(Xs) :4+ZO:1:>
(X3—X0)(X3—X1)(X3—X2) 4-3-2
Ps(X) = P, (X) + L x+1)x(x - 1)

= x> —2x° —2x+1.
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‘ Diferencias divididas I

Notacion: A, = f[X,,..., X, ] diferencia dividida de f en X,,..., X,.

Formula de Newton: (definitiva)

p(x>=if[xo,...,xk]mx—xi).
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Diferencias a’/w‘a’/’a’asl

Propiedad de las diferencias divididas:

f[xo,...,xn]— -

Consecuencia: f[X,,...,X,] es simétrica respecto de X,,...,X. .

Demostracion: identificando coef. de gr. N en las formulas de Lagrange y Newton:

p(X) = Zf[xo xk]H(x X ) = Zy,H

— IOX_'

‘ Interpolacion 29/90 I



Diferencias a’/w‘a’/’a’asl

Propiedad de las diferencias divididas:

_ FIX,. o X 1= F[ X0y X 4]
)§1__Xb |

F[Xgyeer X ]

Demostracion: identificando coef. de gr. N—1 en las formulas de Newton directa e
Inversa de gr. N:

(9 =3 {1 X[ = X) = 2 F D6, I T (6= %)

i=k+1

f [Xgrees Xy o] — f[xo,...,xn]_”Zx = F[Xyoeenr ] - f[xo,...,xn]ix.
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‘ Diferencias divididas I

Tabla de diferencias divididas

X f[xo] = Yo
F[%, %]

x | fIxl=w F[%00 % %]
F X, %] i

x, | flxl=y, f D]
f[Xn—l’Xn]

X LTI ]I=V,
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‘ Diferencias divididas I

x‘—l 0 1 3

-1 0
1
0 1 —2
-3 1
1 —2 2
3
3 4

P(X)=0+1(Xx+1D) —-2(X+D)x+Ux+Dx(x-1).
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‘ E/ error de in fe/"po/ac/a’nl

EL ERROR DE INTERPOLACION EN EL P.I.P.L.
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‘ E/ error de in fe/"po/ac/a’nl

Sean zZ = f(X) los datos de un P.I.P.L., provenientes de una funcién f (X).

Definicidn: Error de interpolacion E(X) = f (X) — p(X).

Teorema: E(X)= f[X,,X,..., X, X]I1(X), donde H(X):f[(x—xi).

Demostracion: Ampliando la formula de Newton con X ., se tiene

F[Xgsen s %] = y:*l_ POa) F[Xgre s Xou JTI(X,,1) = E(X000)

]:[(Xn+l_xi)

vélido VX__,.
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E/ error de in fe/"po/ac/a’nl

Teorema: Sea f e @"[a,b] y X,,...,X, €[@,b]. Entonces 3¢& €[a,b] tal que

NG)

n!

f[ Xy, X ] =

Demostracion: E(X) € #"[a,b] yseanulaen X,,...,X, > Nn+1 veces;

aplicando el T. de Rolle E'(X) e #"*[a,b] se anula n veces;

= E™(x) e #°[a,b] se anula 1 vez.

Consecuencia: Si f € #™'[a,b] entonces

- f(n+1)(§)
E(X) = (h+ D) T1(X).
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‘ Interpolacion por recurrencial

INTERPOLACION POR RECURRENCIA
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‘ Interpolacion por /"ecur/"encial

Interpolacidn por recurrencia:

VC c{X,,X;s..., X}, sea P (X) el interpolante en los puntos de C.

Teorema (Lema de Aitken): Sean X, X & C. Entonces

(X— Xj) pCU{xi}(x) _(X_ Xi) pCU{xj}(X)

pCU{Xi,Xj}(X) — XI —Xj

Demostracion: basta comprobar.

Principal aplicacion: evaluacion del interpolante sin construirlo.
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‘ Interpolacion por /"ecur/"encial

Método de Neville:

X=X p{xo}(x) = Yo
Prx,.x (X)

X=X p{xl}(x) =Y p{xo,xl,xz}(x)
Py (X)

X=X p{xz}(x) =Y> E p{xo,...,xn}(x)
Pix, ;% (X)

X=X, p{xn}(X) = Yn
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‘ Interpolacion por /"ecur/"encial

| | X ‘ — O 1 3
Eiemplo del método de Neville:

1
en X=2
y\ 0O 1 -2
3 0
3
2 1 -9
-5 -3 = p(2)=-3
1 -2 -1
1
-1 4
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‘ Interpolacion por /"ecur/"encial

Método de Aitken:

X=X p{xo} (X) =Y
X=X p{xl}(x) =Y p{xo,xl}(x)
X= ).(2 p{xz}().() - y2 p{XOax.z}(X) p{XOaxl’Xz}(X)

X— Xn p{xn}(x) — yn p{xo,xn}(x) p{xo,xl,xn}(x) p{xo,_,,,xn}(x)

Eiemplo del método de Aitken:

= p(2) =-3

-1 4 3 3 -3
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‘ Resumen de soluciones para e/ PIP.L. I

RESUMEN DE SOLUCIONES PARA EL P.I.P.L.

‘ Interpolacion 41/90 I



Resumen de soluciones para e/ PIP.L. I

Con la base canénica {1, X, X*,..., X"}

n
Solucion: (sistema de ecuaciones lineales) p(X) = Zaj X
=0

Con la base de Lagrange {/,,/,,...,¢}
n

Solucién: férmula de Lagrange p(X) = Z Yl (X)
=0

Con base de Newton {1,(X — X5), (X — X, )(X = X),..., (X = X5 ) =< (X — X,_,)}

Solucion: formula de Newton

P =Y F g, % [T (= %).
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‘ Evaluacion de pa/inom/asl

EVALUACION DE POLINOMIOS
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‘ Evaluacion de pa/inom/asl

Para evaluar p(x) =a x" +a__, X" " +---+a,X+ a, se requieren:

n(n-1)

multiplicaciones para potencias

n multiplicaciones por coeficientes
n sumas de monomios
n°+3n

operaciones

2

...y los errores de redondeo se amplifican.
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‘ Evaluacion de pa/inom/asl

Expresion equivalente:

P(X) = 8 + x(a, + X(& + X(---(a, , + X(&,)-))).

Algoritmo de Horner para evaluar pP(X) en el punto X =1

s = a[[n]];
For[i=n-1, i>=0, i--, s = s*r+a[[i]] ];

Algoritmo de Horner para la formula de Newton

p(x) — Ab + (X - XO)(Al + (X - xl)(' ) '(Ah—l + (X - Xn—l)(Ah)' ) )))

s = Al[n]];
For[i=n-1, i>=0, i--, s =s*(r-x[[1]]) + Al[i]] 1;
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‘ Oftros Problemas de In ferpo/aa’o’nl

OTROS PROBLEMAS DE INTERPOLACION
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‘ Oftros Problemas de In fe/"po/ac/o’nl

Problema de Interpolacion de Taylor

Obténgase p € .7 conocidos los valores de p(a), p'(a), p"(a),..., p"”(a).

Solucion 1: Con la base canonica Solucion 2: Con la base de Newton
{1,X,X°,...,X"} resulta el sistema {1,(x-a),(x—a)%,....(x—a)"
triangular superior: resulta el sistema diagonal:
/1 a a2 a" p(a) ) a0 --- 0 p(a) A
0 1 2a --- na"* | p(a) o1 .. 0] pfa
00 0 « n |p”a), 0 0 - n|p”(a)

Solucion: el desarrollo polinomial de Taylor.
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Oftros Problemas de In fe/"po/ac/a’nl

Problema de Interpolacion de Hermite clasico

Obténgase P €% ., conocidos los valores de

P(X), P'(X), P(X), P'(X),-.., P(X,), P'(X,).

Solucion: Con la base de Newton
{(X= %), (X= %)%, (X = %) (X = %), (X = %) * (X = %,)%,...
e (X=X) P (X = %)+ (X = %)}

X 1 2 3
Eiemplo: VY 1 2 3
y'i1-1 -1 -1

unisolvente en %.
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‘ Oftros Problemas de In fe/"po/ac/o’nl

Enfoque de Langrange en el caso polinomial con datos tipo Hermite clasico:

/ /

Datos: 2,,7,...,2,,2,,2,...,2,; espacio interpolador: V = % ,.

Base de Lagrange: { Ay, A,..., A, B,,B,,...,B.} cumpliendo
A(X)=6,, A(x)=0,
B;(x)=0, Bj(x)=9.

n
X— :
Sean Zj (X) = H X los polinomios fundamentales del problema clasico;

k=0 Xj — X
A = (1-2(x=x,) (%)) £3 (%),
B. = (x—x;)05(X).

Formula de Lagrange: P(X) = Z Z; A (X) + z Z,B, (X).
J J

Ejercicio: comprobar.

‘ Interpolacion 49/90 I




‘ Oftros Problemas de In fe/"po/ac/o’nl

Diferencia dividida generalizada: sup. f e Z"[a,b] y X, <X <--- <X ;

X X = F[ %o X 0]
si Xy < X
f[X,....,x ]=1 X0 = %o
\ 2 1(x,) si %, = X,

Enfoque de Newton: cada serie f(x), f'(X),..., f(x) genera el fragmento

 [f[x]=f(x) |
FIx,x]= (%)

X (F[x]=f(x) FIx, %, x]=21"(x)
FIx,x]= (%) -

XXI=f0) f 19)

FIx,x]=1'(x)

X [T[x]=1(x)
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‘ Oftros Problemas de In ferpo/aa’o’nl

X 1 2 3
Eiemplo: VY 1 2 3 unisolvente en Z.
y|1-1 -1 -1

Base: {1, (x—1),(x=1)%,(x=1)*(x—2),(x=1D*(x—2)*,(x=1)*(x-2)*(x—-3)}

Tabla de diferencias divididas generalizadas:

111
-1
111 2
1 -4
2 |2 —2 3
-1 2 -3
2 |2 2 -3
1 —4
3 |3 —2
-1
3 |3
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‘ E/ Problema General de In ferpo/aab’nl

EL PROBLEMA GENERAL DE INTERPOLACION
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E/ Problema General de In ferpo/aab’nl

Definicion: Dado V espacio vectorial sobre R, una forma lineal sobre V es
L:V — R verificando

L(af + Bg) =aL(f)+ AL(g) Ya,BeR Vi ,geV.

Ejemplos: (V = espacio de funciones R — R)

L,(f)=1(7),
L,(f)=1(x),
Ls(f) = 1'(-2),

L (f) :_[:f(x)dx,
L.(f)= f"(0).
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E/ Problema General de In ferpo/ac/o’nl

Problema General de Interpolacion (P.G.1.):

“Sea V un espacio vectorial real de dimension finita N. Dadas las formas
lineales {L,,L,,...,L.} sobreV y los valores reales{z,z2,,...,Z.},

obténgase p eV que verifique L (p)=2z, 1=12,...,n.”

Teorema: “Sea{V,,V,,...,V.} una base de V. El P.G.l. es unisolvente siy s6lo
si el [determinante de Gram

det(L, (v,))

es no nulo.”

Demostracion: Si p = Zajvj :
j

entonces Zaj L (Vj) =z,1=12,...,nesun
j
sistema de ecuaciones lineales cuyo determinante es el de Gram.
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‘ E/ Problema General de In ferpo/aab’nl

Casos particulares usuales:

V =% — interpolacion polinomial
V = <1, COS X, Sen X, CoS2X, sen 2X,...> — interpolacién trigonométrica

L (f)= f(X) — datos lagrangianos
L. (f)="f(x), L,,(f)=f'(X) — datos tipo Hermite clasico
L (f)=f"(x,) — datos tipo Taylor

Caracteristicas del P.G.I.:
e el n° de datos es finito

e |las condiciones de interpolacion son lineales
¢ |a dimension del espacio interpolador es igual al n° de datos.
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‘ E/ Problema General de In ferpo/aab’nl

Construccion de la solucion del P.G.I.

e Enfoque directo: con el sistema de Gram Z:ajl_i (Vj) =z,1=12,...,n.
j

e Enfoque de Lagrange: sea unabase {/,,/,,...,/ } deV tal que L, (/;) = 0;;
entonces P = Z Z;(; (formula de Lagrange).
J

e Enfoque de Newton: sea una base {W,,W,,...,W,} de V con L;j(w;)=0VIi <]

y L;(w;)=0V];entonces p= Zaj W, (férmula de Newton), donde
j

k-1
Z — Lk( ajwjj
4 j-1

_ a = k=2,...n.
Lw) "

L (W)
Ejercicio: Comprobar todo.
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‘ Interpolacion mediante sp//'ﬂesl

INTERPOLACION MEDIANTE FUNCIONES SPLINE
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‘ Interpolacion mediante sp//'ﬂesl

Los polinomios de alto grado interpolacion adoptan comportamientos anémalos.
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‘ Interpolacion mediante sp//'nesl

Los polinomios de alto grado interpolacion adoptan comportamientos anémalos.

20; ®

) 1t

10 |

5 .+

5 10 15 20

‘ Interpolacion 59/90 I




‘ Interpolacion mediante sp//'nesl

Los polinomios de alto grado interpolacion adoptan comportamientos anémalos.

20 ©

10 |

5 10 15 20
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Funciones spline I

Definicion: Un spling de grado N y clase M con nodos { X, ..., Xy} €s una funcién
S(x) definida en [&,b] =[X,, X, ] verificando:

1. §= Si[x__l’x_] es un polinomio de grado < n (i =1,2,...,N)
2. seC™a,b].

Convenio: salvo indicacion expresa, se sobreentiende m=n-1.

Espacios de splines en los nodos { X,,..., X\ }
o de grado Ny clase M: & " (X,,..., Xy ).
e de grado N (y clase M= nN—-1): &7 (Xy,..., Xy )-

Casos usuales:
N =1: grado 1 (clase 0 = continua) —>poligonal spline lineal

N = 2: grado 2 (clase 1 = derivable) spline cuadratico
N = 3: grado 3 (clase 2 = derivable 2 veces)  spline ctbico
N = 3,M=1: spline cubico de clase 1 (caso especial).
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2 4 6 8

‘ Interpolacion 64/90 I




‘ Funciones spline I
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‘ Construccion de splines por frozosl

CONSTRUCCION DE SPLINES POR TROZOS
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‘ Construccion de splines por frozosl

Expresion atrozos:
5() e sixe[xy,x]

S(X) = 4 SZ(X):E‘@n Si Xe:[Xl,Xz]

Sn(X) e R sixe[Xyq, Xy]
Restricciones de suavidad:

s9(x)=599(%) i=1...,N-1 k=0,...,m
por tanto

dmao”™(%,,....,X ) =(N+D)N - (m+2)(N - 1)
=N(nh-m)+m+1
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Construccion de splines por frozosl

Caso lineal (n=1): Cada trozo S(X) = a X+ b aporta dos incégnitas;
dos ecuaciones: S(X_,) = Y._, (extremo izdo.) y S(X ) =Y. (extremo dcho.)
— subproblema 2 x 2.

Construccion directa:

5(X) =, hx' Ty

ho 1=1...,N

conh =x—-x_,,1=1...,N.

x‘—l O 1 3
y 0 1 -2 4

s(-D= 0, 5(0=1 =5(x)= x+1
(0= 1 s50=-2 =5(x)=-3x+1
s(D=-2 s(d= 4 =s(x)= 3x-5
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‘ Construccion de splines por f/"ozosl

Caso cuadratico (N = 2): Cada trozo S (X) = a X° + b X+ C aporta tres incognitas
— total 3N ;

Ecuaciones:
e Interpolacioén (clase 0): 2 por trozo (extremos izdo. y dcho.)
e Clase 1: §(x)=95,(x) 1=1,...,N—-1son N —1ecuaciones.

— total 2N + N —1= 3N —1 ecuaciones — jfalta una ecuacion!.

—> Se afade una ecuacion adicional para cuadrar el problema.

Construccidn directa con S(X,) = d,:

W _di—l

h
con W = Y _y“l,di =2w —d._,,i=1...,N,d, = V;.

S(X):yi—l—l—di—l(x_xi—l)—l_ (X_Xi—l)z! 1=1...,N
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‘ Construccion de splines por f/"ozosl

Caso clbico (N = 3): Cada trozo §(X) =a X’ +bx* + ¢ X+ d. aporta cuatro
incognitas — total 4N ;

Ecuaciones:
e Interpolacioén (clase 0): 2 por trozo (extremos izdo. y dcho.)
e Clase 1: §(x)=95,(x) 1=1,...,N—-1son N —1ecuaciones.

e Clase 2: S(%)=9",(x) 1=1,...,N —1son N —1 ecuaciones.

— total 2N + 2(N —1) = 4N — 2 ecuaciones —> jfaltan dos ecuaciones!.

Ecuaciones adicionales tipicas:

e S'(a)=9'(b)=0 spline natural
prolongable mediante rectas — de clase 2 en todo R.

e S(a)=Yy,, S(b)=y, spline de extremo sujeto
pendientes fijas de entrada y salida.

e S(a)=¢5(b),s(a)=5"(b) spline periddico
prolongable por periodicidad — de clase 2 en todo R.
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‘ Construccion de splines por frozosl

Construccion directa del spline cubico natural o sujeto:

S (X) =Yt di—l(x_ Xi—l) + b _hdil (X_ Xi—1)2

dI L +d —2w
hZ

siendo d. la solucién del s.e.l. tridiagonal simétrico

d,1+2[1 jd +*d {,+1 j =1, N-1
h h h h

con las ecuaciones adicionales

(X—%_)%(x=%), i=1..,N

e natural: d, = y;, d = Yy
e sujeto: 2d, +d, = 3w, d,_, + 2d, = 3w,.
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‘ Construccion de splines por f/"ozosl

Caso especial:
N = 3,m=1 para datos tipo Hermite clasico (valor y derivada en cada punto).

Para cada trozo S (X) se tienen 4 incognitas y 4 ecuaciones
(2 valores y 2 derivadas), formando un subproblema 4 x 4.

Caso general (P.I.L. en &/ "(X,,...,Xy)): Hay N(n+1) incognitas;

Ecuaciones:

e Interpolacion+continuidad: 2N (= N + 1 interpolacion + N — 1 clase 0).
e Suavidad de clase 1: N —1

e Suavidad de clase 2: N -1

. Sliavidad declase m: N -1

Total ecuaciones: 2N + m(N —1) = (m+2)N —m;
si M= n—1 entonces siempre faltan M ecuaciones adicionales.

Se obtiene un sistema N(N+1) x N(n+1).

‘ Interpolacion 72/90 I




‘ Construccion de splines por frozosl

Teoremas de unisolvencia:

o P.LL.en & (Xys...s Xy)

e P.ILL.en &/ (X,,...,Xy) con S(X) =d. paraalginie{01,...,N}
o P.IL. en &F5(X,,..., Xy ) Natural

o P.IL. en &/5(Xg,..., Xy ) SUjeto

e P.I.L. en &/(Xy,..., Xy ) periddico

Hermite clasico en &7, (X,,..., Xy )
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‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncaa’asl

CONSTRUCCION DE SPLINES POR POTENCIAS TRUNCADAS
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Construccion de splines mediante Potencias truncadas

Potencia truncada

n X" six=0
(X)+_{O six<O0

Eiemplos: (X)., (X—2)7, (X" =2),,(2-X°),, (x=3), (x-4);

> f

41
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‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncaa’asl

Ejercicios: X =(X), +(—=X),, X=(X), — (—X),.

Propiedad: (X—Tr) es un spline de grado N con un nodo en T .

Bases de splines:

@%(Xov ’XN) <11X (X X1)+’(X X2)+, "’(X_XN—1)+>

@%(Xov ’XN) <:LXX (X X1)+,(X X2)-2H°"1(X_XN—1)i>
@%,(Xo’ ’XN) <11X X’ X (X X1)+1(X Xz)i""’(X_XN—l)?:>
o O Xy ) = (L XX X (X = 3) T, (X = %) (X = X))

S (Xgsever Xy) :<Lx,x2,x3,(x— X2 (X= %)%, (X = Xy 1),
(x=%)3,(x= %)%, (x=%;)? )
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‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncaa’asl

x‘—lO 1 3
yl 0 1 -2 4

Ejemplo: Spline cubico natural para

S(X) = a+bx + cx® + dx® + A(X)? + B(x—1)°

sistema lineal

(1 -1 1 -1 0 0] 0
1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 0 -2
1 3 9 27 271 8 4
0 0 2 -6 0 0| O

L0 0 2 18 18 12| O,

Solucion: S(X) = 213(23— 37x—90x? — 30x° +88(x)° — 72(x—1)° )
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‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncaa’asl

x‘—l O 1 3
y| 0 1 -2 4

Eiemplo: Spline cubico sujeto horizontal para

S(X) = a+bx + cx® + dx® + A(X)? + B(x—1)°

sistema lineal

(1 -1 1 -1 0 0] 0
1 0 0 0 0 0] 1
1 1 1 1 1 0|-2
1 3 9 27 27 8 4
0 1 -2 3 0 0 O

0 1 6 27 27 12| O,

Solucién: s(X) = 212(22 — 27x—120x% - 71x° +152(x)° —120(x—1)° )
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‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncaa’asl
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‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncadasl

4 L

‘ Interpolacion 80/90 I



‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncaa’asl
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‘ Construccion de splines mediante Potencias fruncadasl
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‘ Interpolacion de Hermite con Sp//'ﬂesl

INTERPOLACION DE HERMITE CON SPLINES
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‘ Interpolacion de Hermite con Sp//'nesl

X 0O 1 2 4
Eiemplo: vy |05 1 2 15 en @9';1(0,1,2,4)
y 10 0 0 O
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Propiedades extremales de los splines cubicos

PROPIEDADES EXTREMALES DE LOS SPLINES CUBICOS
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Propiedades extremales de los splines cubicos

Condiciones comunes:

“Sean los nodos &= X, < X, <---< X, = D. Sea S(X) el spline cubico
natural o sujeto que interpola los nodos con datos Y,,..., Y, Y adicionales
S'(a) =S"(b) =0 obien S(a)=Y,,S(b)=yy,.

Sea f € #°[a,b] cualquier otra funcién que interpole los mismos datos,
incluyendo los adicionales. Sea E(x) = f (X) — $(X).”

Lema;

j:’s"(x) E"(x)dx = 0.
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Propiedades extremales de los splines cubicos

Demostracion:

Ny
[SE"(dx=>[" S(XE"(x)dx = [u R gj‘iesé),,dx}
i=1 ’

N

= z(s"(x)E'(x)\ﬁgl - j s”’(X)E’(X)dX)

— &'(b)E'(b) - §'(a)E'(a) - zN: K, [" E(x)dx

X

si es natural: S"(a) = S"(b) =0, si es sujeto: E'(a) = E'(b) =0, y ademas

j E'(x)dx=E(x)* =0,
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Propiedades extremales de los splines cubicos

Teorema (propiedad extremal):

[0k [ £7(x)%x

Demostracion:
[T£7(0%dx = [ (E"(x) + $'(x) VX

= ["E"(0%dx+ [ $'(xdx+0

vV

b
S'(x)%dx
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Propiedades extremales de los splines cubicos

Teorema (estudio del error):

E(x)| < hg([:f "(t)dt)E vxe[a,b],

donde h =max(x — X._,) es el diametro de la particién.
1<i<N

Demostracion:

E(x)=0Vi=3c €[x_.,x] / E(c)=0,i=1...,N,
luego

j E"(t)dt = E'(x) Vxe[a,b].
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Propiedades extremales de los splines cubicos

Por otro lado (abreviando) se tiene
"2 "2 " " "2 = "2 b ne—n b ne .
jE <_[E j(f —s)_jf -] s —ZLSESLf ,

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (U, V)| < |ulv| — U fg‘ < \/j f 2J‘ 92

E'(x)|< J [ Eyt- [t < J [ E(t)?t < J IREOR

y COmo jx E'(t)dt = E(X) — E(X_,) = E(X), entonces se tiene

EC) = [ Ed <[ [E®d< - ([bf ”(t)zdt)%(x— X_)
< hg([:f ”(t)zdt)%.
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