EJERCICIOS RESUELTOS. DERIVADAS

En los siguientes ejercicios se trata de calcular la tasa de variacién de una magnitud cuando se conoce la tasa de variaciéon
de otra magnitud relacionada con ella. En este tipo de ejercicios la “tasa de variacién” se interpreta como una derivada y, en la
mayoria de los casos, basta usar la regla de la cadena para obtener lo que se pide. Hay que elegir las unidades de acuerdo con
los datos del problema; por ejemplo, si un volumen se mide en litros tendremos que medir longitudes con decimetros.

Ejercicio 1. ;Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en un depésito cilindrico si estamos vacidndolo a razén de
3000 litros por minuto?

Solucién

Sea r el radio del cilindro y / la altura medidos en decimetros. Sea V (t) el volumen de agua, medido en litros (=dcm?), que
hay en el cilindro en el tiempo t medido en minutos. La informacién que nos dan es una tasa de variaciéon

V(t+1)—V(t) = —3000 litros por minuto

En este tipo de ejercicios la tasa de variacion se interpreta como una derivada: V/(t) = —3000. Fijate que V(¢ +t,) — V (t,) &
V'(t,)t, por lo que la interpretacion es razonable. El signo negativo de la derivada es obligado ya que el volumen disminuye
con el tiempo. Como el radio es constante pero la altura del agua depende del tiempo, tenemos

V(t) = mtr2h(t)

y deducimos
V/(t) = —3000 = 7t r2h'(t)

Por tanto
, 3000 . .
h'(t) = — decimetros por minuto
wr?
. . / 3 :
Si expresamos las medidas en metros, entonces h'(t) = ——— metros por minuto.
r

Ejercicio 2. Un punto P se mueve sobre la parte de la pardbola x = y? situada en el primer cuadrante de forma que su
coordenada x estd aumentando a razén de 5 cm/sg. Calcular la velocidad a la que el punto P se aleja del origen cuando x = 9.
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Solucién

Sean (x(f),y(t)) las coordenadas, medidas en centimetros, del punto P en el instante t medido en segundos. Nos dicen que
y(t) > 0y que x(t) = y(t)?. La distancia del punto P al origen viene dada por f(t) = v/x(t)2 + y(t)2, por lo que

£(8) = x(6)x' (1) +y(£)y'(1)

NOEESTOE
Lo que nos piden es f'(t,) sabiendo que x(t,) = 9. En tal caso ha de ser y(#,) = 3. También conocemos x’(t) = 5 (cm/sg). Con
, ) x'(ty) 5 .

ello es facil deducir el valor de y/(t,) = = —. Finalmente,

y ( O) Zy(to) 6

/ /
(k) = x(to)x"(to) +y(to)y'(to) _ 45+3(5/6) _ 95 cm/sg
VX(to)? 4 y(to)? 81+9 6v/10

Ejercicio 3. Se esta llenando un depésito cénico apoyado en su vértice a razén de 9 litros por segundo. Sabiendo que la
altura del depésito es de 10 metros y el radio de la tapadera de 5 metros, jcon qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando ha
alcanzado una profundidad de 6 metros?

Solucién

Expresaremos todas las medidas en metros. Si V(t) es el volumen de agua que hay en el

9
depésito en el tiempo t medido en segundos, nos dicen que V'(t) = 108 m?>/sg. Sabemos

que V(t) = %nr(t)zh(t) donde h(t) es la altura, medida desde el vértice, alcanzada por el
agua en el tiempo f y r(t) es el radio de la seccién transversal del cono a la distancia h(f)

h
desde el vértice. Por semejanza de tridngulos deducimos que % = de donde, r = r(t) =

Ry =1 L v v = 2 = Tnew

Hh(t) = 2h(t). Luego V(;) = 127‘Ch(t) L,y VI(t) = 15 = 14h(t) h'(t). Luego, cuando
_ : — E / / — ~

h(t,) = 6, deducimos que 108 436h (to), estoes, h'(t,) 105 m/sg = 1,146 m/h.

Ejercicio 4. El volumen de un cubo estd aumentando a razén de 70 cm® por minuto. ;Con qué rapidez estd aumentando el
drea cuando la longitud del lado es de 12 cm?

Solucion



Ejercicios resueltos capitulo 2 3

Sea V(t) el volumen del cubo, medido en centimetros ctbicos, en el tiempo ¢, medido en minutos. Si L(¢) es la longitud en
V()

centimetros del lado en el tiempo ¢, tenemos que V(t) = L(t)3, de donde, L'(t) = 3L(E2 Como nos dicen que V'(t) = 70
7!

cm/min, deducimos que cuando L(t,) = 12, L'(t,) = 3 1(2))2. El 4rea del cubo viene dada por S(t) = 6L(t)?, deducimos que

S'(ty) = 12L(t,)L'(t,) = ? cm? /min.

Ejercicio 5. Un barco A se desplaza hacia el oeste con una velocidad de 20 millas por hora y otro barco B avanza hacia el
norte a 15 millas por hora. Ambos se dirigen hacia un punto O del océano en el cual sus rutas se cruzan. Sabiendo que las
distancias iniciales de los barcos A y B al punto O son, respectivamente, de 15 y de 60 millas, se pregunta: ;A qué velocidad
se acercan (o se alejan) los barcos entre si cuando ha transcurrido una hora? ;Y cuando han transcurrido 2 horas? ;En qué
momento estdn mds proximos uno de otro?

Solucién

Tomamos el punto O como origen de coordenadas, tal como se indica en la figura. Lla-
memos x(f) a la distancia, medida en millas, que separa el barco A de O. Nos dicen que =
x(0) = 15y x’/(t) = —20 millas por hora. Observa que como la funcién x(t) es decreciente y
su derivada debe ser negativa. Andlogamente, sea y(t) la distancia que separa al barco B de /
O. Nos dicen que y(0) = 60y y'(t) = —15 millas por hora. La distancia entre los dos barcos \

viene dada por f(t) = \/x(¢)? + y(t)?. Tenemos y

/
oty = XX +y By () )
x(t)> +y(t)> /
Cuando ha pasado una hora x(1) = 15— 20 = —5, y(1) = 60 — 15 = 45. Deducimos que ) p
_ (=5)(~20) +45(~15) 115 /

f'(1) = /)t () = NG millas/h X

Donde el sigo negativo indica que se estdn acercando (la distancia entre ellos estd disminu-
yendo).
Cuando han pasado dos horas x(2) = 15 — 40 = —25, y(2) = 60 — 30 = 30. Deducimos que
, (—25)(—20) +30(—15) 10
f'(2) = JEILD)
v/ (—25)2 4 (30) V61

millas/h
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Donde el sigo positivo indica que se estdn alejando (la distancia entre ellos esta aumentando).

La distancia entre los dos barcos es minima cuando la derivada es nula (ffjate que la derivada pasa de negativa a positiva).
La condicién f'(t,) = 0equivalea —20x(t,) — 15y(t,) = 0. Sustituyendo en esta igualdad x(t,) = 15—20+t,, y(t,) = 60 —15t¢,,

156
obtenemos t, = %. x(%) = y(52) = = La distancia minima a que se cruzan los barcos es f(3%) = 39 millas.

Ejercicio 6. Una bola esférica de hielo se estd derritiendo de forma uniforme en toda la superficie, a razén de 50 cm?® por
minuto. ;Con qué velocidad estd disminuyendo el radio de la bola cuando este mide 15cm?

Solucién
4
El volumen de la bola en el instante  minutos viene dado por V(t) = 37 r(t)? centimetros ctbicos. Nos dicen que V' (t) =
—50. Deducimos que —50 = 4 7t r(t)?r/(t). Si r(t,) = 15, se sigue que

-50

"(t,) = = — i
) = TrAsE ~ T1gg /i

La derivada es negativa, como debe ser, ya que el radio estd disminuyendo.

Una de las aplicaciones mas ttiles de las derivadas es a los problemas de optimizacién. En dichos problemas se trata, por lo
general, de calcular el méximo o el minimo absolutos de una magnitud. Hay una gran variedad de problemas que responden a
este esquema y con frecuencia tienen contenido geométrico o econémico o fisico. Por ello cada uno de estos ejercicios requiere
un estudio particular. Los siguientes consejos pueden ser ttiles:

a) Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo o un esquema.

b) Elige las variables y la magnitud, Q, que tienes que optimizar.

c) Estudia las relaciones entre las variables para expresar la magnitud Q como funcién de una sola de ellas, Q = f(x).
d) Las condiciones del problema deben permitir establecer el dominio de f.

e) Estudia la variacién del signo de la derivada de f en su dominio para calcular méximos y minimos absolutos.

Ejercicio 7. Dado un punto P = (a, b) situado en el primer cuadrante del plano, determinar el segmento con extremos en los
ejes coordenados y que pasa por P que tiene longitud minima.

Soluciéon

En un ejercicio como este lo primero que hay que hacer es elegir la variable en funcion de la cual vamos a calcular la longitud
del segmento AB. Tomando como variable ¢, es decir, la medida en radianes del angulo indicado en la figura, la longitud del
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segmento AB viene dada por
b
fle) = +— (0< @ <m/2)

~seng oS Q

Debemos calcular el minimo absoluto de f. Tenemos que:

_ —bcosg aseng

/
fle)= senZ2¢p  cos?g

Se obtiene enseguida que f’(¢) se anula en un tnico punto ¢, €0, 71/2[ que viene dado por la condicién tg(¢,) = V/b/a.

Se justifica facilmente que f tiene en ¢, un minimo absoluto. En efecto, como
B=(0,b+y) chig%f/((f’) = =% nggl/zf/((P) = oo se sigue que:
¢ €10, 9,[= f'(9) <0, ¢ €lg, m/2[= f'(9) >0
b j P=(a.b) por tanto, f es estrictamente decreciente en |0, ¢, ] y estrictamente creciente en
[¢,, 71/2[, 1o que implica que f(¢,) < f(¢) para todo ¢ €0, 7r/2].

j Para calcular la longitud minima f(¢,), basta tener en cuenta que:
a A=(a+x,0)

1 b\ 2 a 1/2
2 _ _ JNEY _ 2/3(,2/3 | 1,2/3
1187(00) = 5200, HVQ):wWJa(a+b)

= p?2/3 (02/3 + b2/3) 2 conlo que la longitud minima buscada viene dada por:

Facilmente se obtiene ahora que

sen(g, )

o) = (@2 +2/%)"

Otra forma de calcular la longitud del segmento AB consiste en considerar la ecuacién general de las rectas que pasan
por el punto P = (a,b): y = A(x —a) + b. Las intersecciones de dicha recta con los ejes son los puntos A = (a —b/A,0) y
B = (0, —aA + b). Por tanto, la longitud del segmento AB viene dada por:

g()\):\/<a—§)2+(b—a/\)2 (A <0)
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Otra forma de calcular la longitud del segmento AB consiste en introducir las variables x e y tales que A = (a + x,0),
B = (0,b +y), como se indica en la figura. La longitud del segmento AB viene dada por H(x,y) = /(a + x)2 + (b + y)2. Esta
funcién, aparentemente, depende de dos variables, pero dichas variables no son independientes, pues los puntos A, Py B estan
alineados. Por semejanza de tridngulos se obtiene que x/b = a/y, por lo que y = (ab)/x. En consecuencia, la longitud del
segmento AB viene dada por: h(x) = \/(a+x)2+ (b+ (ab)/x)2 (x> 0).

Tanto si se usa la funcién g como la h, debemos obtener un minimo absoluto y, como son raices cuadradas, es suficiente
que calculemos el minimo absoluto de la funcién radicando (las raices respetan el orden en R{). Es decir, las funciones ¢ y h
alcanzan su minimo absoluto en el mismo punto en que lo alcanzan las funciones:

2

G(A)z(g—;)2+(b—a2\)2 (A < 0); H(x):(a+x)2+(b+%) (x> 0)

Comprueba que, de cualquier forma que lo hagas, vuelves a obtener la solucién anterior.

Ejercicio 8. Demuestra que entre todos los rectangulos con un perimetro dado, el que tiene mayor drea es un cuadrado.
Solucién

Llamando P, el valor del perimetro del rectdngulo, y x e y las longitudes de sus lados. Tenemos que 2x + 2y = P,. El 4rea

1
viene dada por xy = x(P, —2x) /2. Se trata, pues, de hacer maxima la funcién f(x) = EPOX —x2,donde 0 < x < P,. Derivando

1 P
fl(x) = EPO — 2x, por lo que el tnico cero de la derivada es x, = Zo' en cuyo caso ¥, = (P —2%,)/2 = x,, por lo que el

rectdngulo es, de hecho, un cuadrado. Es inmediato que el valor obtenido es un méaximo absoluto de f en [0, P,].
2 .2
e e . < . . . . X
Ejercicio 9. Determinar el rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados, inscrito en la elipse de ecuacién — + % =1,
a
y que tenga area maxima.

Solucion

Por razones de simetria, es suficiente determinar el vértice del rectdngulo situado en el primer cuadrante. Si las coordenadas

de dicho vértice son (x,y), entonces el drea del rectdngulo serd igual a 4xy.
x2  y?
Como el vértice debe estar en la elipse, sus coordenadas x e y deberan satisfacer la igualdad — + 2

= 1. Deducimos que
a

/ 2 2
y=>by/1— x_z Por tanto, se trata de calcular el maximo absoluto de la funcién f(x) = xby/1 — x—z, donde 0 < x < a.
a a
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Como se trata de una funcién positiva, para calcular el valor en que alcanza su méximo podemos elevarla al cuadrado. En
2

c . - .y X .
definitiva, nuestro problema es calcular el maximo absoluto de la funcién h(x) = x2 <1 — —2> en el intervalo [0, a]. Tenemos
a

2 27 V2

a a 2
corresponde a un maximo absoluto (justificacion: la funcién h(x) se anula en los extremos del intervalo [0, 4] y es positiva por
lo que su maximo absoluto tiene que alcanzarse en un punto del intervalo abierto |0, 4| en el cual debe anularse su derivada.

Pero el tinico punto que cumple estas condiciones es a/v/2).

p x2 ,—2X x3 . o a
que h'(x) =2x|1—— | +x°— = 2x — cuyas soluciones son x = 0 que corresponde a un minimo y x = — que
a

El rectangulo pedido es el que tiene de vértices ( ), y su drea vale 2ab.

a b
T—, t—
v2' V2
b Ejercicio 10. Calcular el drea méxima de un rectdngulo que tiene dos vértices sobre una
circunferencia y su base estd sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.

x| a Solucién

P Sea p el radio del circulo. El punto A = (p cosa, psena) es conocido. Obser-
/ va que —7t/2 < a < 0. Hay que calcular P = (pcos 3, psen ) por la con-
dicién de que el rectangulo tenga mdaxima area. La altura, /i, del rectangulo
viene dada por i = p(senp — sena), y la base, b, por b = 2p cos . Debe-
o&,['\b mos calcular el méximo absoluto de 2p? cos f(sen B — sena) a < B < 71/2.
Pongamos, por comodidad, B = x y prescindamos del factor 20%. Sea
f(x) = cosx(senx — sena).

2x = —2sen® x + sena sen x + 1. Haciendo t = sen x tenemos que f’(x) = 0

sena + v/ sen?a + 8 (
4

Entonces f’(x) = —senx(senx —sena) + cos

equivale a que 2t — t sena — 1 = 0. De aqui se obtiene que t = la otra raiz no es vélida por ser negativa).

Deshaciendo los cambios, hemos obtenido que

senx + v sen?a + 8
4

senf =

senw + V/ sen®a + 8
de donde P = arcsen 1
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Observa que & < B < 71/2. Como f(«) = f(71/2) = 0, un razonamiento analogo al del ejercicio namero 9 justifica que el valor
obtenido para f corresponde a un maximo absoluto del drea. Ahora, si quieres, puedes calcular dicho valor médximo aunque
resulta una expresion complicada en funcién de a.

Observa que si & = 0, entonces B = arcsen(v/2/2) = 71/4, es decir, en este caso el rectangulo es la mitad del cuadrado
inscrito en la circunferencia.

Ejercicio 11. Encontrar un punto P de la circunferencia x> + y? = 1 con coordenadas positivas y tal que el tridngulo cuyos
vértices son (0,0) y las intersecciones de la tangente a la circunferencia en P con los ejes coordenados tenga drea minima.

Solucién
Sean (s, t) las coordenadas de P. La ecuacién de la recta tangente a la circunferencia x? +
y> = 1 en P es xs+yt = 1, cuyos cortes con los ejes son los puntos A = (0,1/t), B =

(1/s,0). Por tanto el area del tridngulo AOB es igual a

1 1
2st 551/1_52

Para calcular su valor minimo, como se trata de una funcién positiva, podemos elevarla al

cuadrado para simplificar los cdlculos. En definitiva, nuestro problema se reduce a calcular
2

21-57) en el intervalo ]0, 1[. Derivando tenemos f'(s) = Zﬁ. Por tanto el tnico

cero de la derivada en el intervalo ]0,1[ es s = 1/+/2. Como para 0 < s < 1/+/2 se tiene que f’(s) < 0,y paral/v2 <s < 1

es f'(s) > 0, deducimos que en el punto 1/+/2 hay un minimo absoluto de f. El punto P = (1/+/2,1/+/2) es, por tanto, el que

proporciona el tridngulo de minima 4rea.

el minimo de la funcién f(s) =

Ejercicio 12. Se quiere construir una caja sin tapa con una lamina metélica rectangular cortando cuadrados iguales en cada
esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimensiones de la caja de mayor volumen que puede construirse de tal
modo si los lados de la ldmina rectangular miden: a) 10cm. y 10cm. b) 12cm. y 18 cm.

Solucion



Ejercicios resueltos capitulo 2 9

Sean a y b las longitudes de los lados de la ldmina y x la longitud del
X lado del cuadrado que se cortara en cada esquina. El volumen de la caja
resultante es f(x) = (a — 2x)(b — 2x)x. Definamos v = min{a/2,b/2}. Se
a-9x trata de calcular el maximo absoluto de la funcién f en el intervalo [0, y].
Derivando resulta f'(x) = 12x2 —4(a+ b)x + ab. Los ceros de la derivada
son

b-2x

(x:1<a—|—b—\/a2—|—b2—ab>, ﬁz%(a—kb-i—\/az-i—lﬂ—ab)

6

. ) . .. ) 1
Fijate que, como a 24 b2—ab>0,(esta desigualdad es consecuencia de una vieja amiga nuestra, a saber, u v < 5 (u 24 vz)) las

raices de f’ son reales. Observa también que, al ser f(0) = f(y) = 0, en virtud del teorema de Rolle, al menos una de ellas tiene
que estar en el intervalo |0, y[. Ademds, f tiene que alcanzar en un punto de [0, y] un maximo absoluto y como, evidentemente,
dicho punto tiene que estar en |0, [, deducimos que ese punto o bien es « o es B. El criterio de la derivada segunda nos permite
salir de dudas. Tenemos que f”(x) = —4(a + b — 6x). Con ello,

f"(a) = —4(a+b—6a)=—4va?>+b%>—ab, f"(B)=—4(a+b—6B)=4va’>+b%>—ab

Por tanto, f(a) < 0y f(B) > 0. Deducimos asi que el punto « esta en el intervalo |0, y[ y en él la funcién f alcanza su maximo
absoluto en [0, y]. Con unos sencillos célculos se obtiene

fla) = 5%(—203 + 3a%b 4 3ab® — 2b° + 2(a® — ab + 1*)%/?)

Comentario. Este sencillo ejercicio es bastante instructivo y, a pesar de su apariencia, no es del todo trivial. La dificultad est4
en que, una vez calculados, & y B no es fécil saber cudl de ellos estd en el intervalo [0, ]. Incluso, podria sospecharse que una
veces esté a, otras 3, o que estén los dos o que no esté ninguno. Todo ello, dependiendo de los valores de a y de b. El teorema de
Rolle nos dice que al menos uno de los ntimeros «, B esté en |0, 7| (pudieran estar los dos). El criterio de la derivada segunda
nos dice que el punto B es un minimo relativo de f por lo que no puede ser el punto que buscamos. Dicho criterio también
nos dice que f alcanza en # un méximo relativo. Si a esto le afiadimos que, en virtud del teorema de Weierstrass, sabemos que f
alcanza un méximo absoluto en [0, ], deducimos que es « el punto que buscamos. Como propina obtenemos que « estd en |0, |
cualesquiera sean a y b.
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Alternativamente, puedes estudiar el signo de la primera derivada. Escribiendo f’(x) = 12(x — a)(x — B), se sigue que
f'(x) < O0sixda,Bly f'(x) >0six < aosix > B. Deducimos que f es creciente en el intervalo | — oo, &, decreciente en el
intervalo [«, B] y creciente en [B, +oo[. Luego en & hay un méximo relativo. Para justificar que « estd en [0, y] y que es el punto
donde f alcanza su maximo absoluto en dicho intervalo, hay que razonar como antes.

Ejercicio 13. Calcular las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica de un litro de capacidad cuya superficie total
sea minima.

Solucién

1
Sea r elradio y h la altura medidos en decimetros. Como el volumen es 1 decm3, tenemos que r?h =1,dedonde h = —

5
Y
2
La superficie total de la lata es f(r) = 2mr? + 27rh = 27tr? + pt Se trata, por tanto, de calcular el mdximo absoluto de f(r)

. 2 277 — 1 . . . .
cuando r > 0. Derivando, f'(r) = 4nr — — = 2=————. Deducimos que la derivada tiene un tnico cero real & =

1
2 2 V21
para0 < r < aes f'(r) <0, se sigue que f es decreciente en el intervalo |0, «]; y como paraa < res f'(r) > 0, se sigue que f
es creciente en el intervalo [«, +0o[. En consecuencia f(a) < f(r) para todo r > 0. Asi, las dimensiones de la lata con minima

1
3 ~ 0,542dem,y h = 1,1dcm.
27T

.Como

superficie lateral son r =

Ejercicio 14. Calcular las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica de un litro de capacidad cuyo costo de produc-
cién sea minimo. Se supone que no se desperdicia aluminio al cortar los lados de la lata, pero las tapas de radio r se cortan de
cuadrados de lado 27 por lo que se produce una pérdida de metal.

Solucién

Es casi igual que el ejercicio anterior con la salvedad de que ahora la funcién que hay que minimizar es f(r) = 8r2 + 27rh.

Ejercicio 15. Calcula la longitud de la escalera més larga que llevada en posicién horizontal puede pasar por la esquina que
forman dos corredores de anchuras respectivas a y b.

Solucion
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Es evidente que la longitud de la escalera tiene que ser menor o igual que la lon-
A gitud de cualquier segmento AB como el de la figura. Por tanto, la longitud de
h la escalera mds larga que puede pasar es igual a la longitud minima del seg-
mento AB. En consecuencia, la solucién de este ejercicio es la misma que la
del ejercicio nimero 7.

B

Ejercicio 16. Calcular las dimensiones del rectingulo de drea maxima que puede inscribirse dentro de un semicirculo de
radio 2.

Solucién

Este ejercicio es un caso particular del ejercicio nimero 10. Para hacerlo directamente, sea (x,y) el vértice superior derecho

del rectangulo. Entonces, el drea es igual a 2xy = 2x1/4 — x 2, funcién de la que hay que calcular su méximo absoluto cuando
0 < x < 2.Para ahorrarte un poco de trabajo, puedes elevar al cuadrado y calcular el punto en que la funcién f(x) = 4x2(4 — x2)
alcanza su maximo.

Ejercicio 17. Se necesita construir un depésito de acero de 500 m3, de forma rectangular con base cuadrada y sin tapa. Tu
trabajo, como ingeniero de produccién, es hallar las dimensiones del depésito para que su costo de produccién sea minimo.

Solucién
Sea x ellado de labase y & la altura, medidos en metros. Nos dicen que x2h = 500, y la funcién que hay que hacer minima

2
es f(x) = x?+4xh = x>+ ?, para x > 0. Si has llegado hasta aqui, seguro que sabes hacerlo.

Ejercicio 18. Hallar el volumen del cilindro circular recto mds grande que puede inscribirse en una esfera de radio (a > 0).

Solucion
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La relacion entre el radio de la esfera a, el radio de la base del cilindro, 7, y
la altura del cilindro, h, viene dada, como se deduce de la figura, por a? =
h? 432 — 12
r2 + T El volumen del cilindro viene dado por 7ir2h = naTh. El
problema se reduce a calcular el maximo absoluto de f(h) = 4a%h — h® en
el intervalo [0,2a]. Tenemos que f'(h) = 4a? — 3h?. Como la funcién f es
positiva en ]0,24[ y se anula en los extremos del intervalo, deducimos, por
un razonamiento ya varias veces repetido, que el tinico cero que tiene la
derivada en el intervalo |0, 2a[, es decir, el punto, & = 2a/+/3, corresponde a

un maximo absoluto de f en [0, 24].

Ejercicio 19. Hallar el volumen del cilindro circular recto mas grande que puede inscribirse en un cono circular recto de
altura H y radio R conocidos.

Solucion

Sean r y h el radio y la altura del cilindro. Por ser los triangulos OAB y DCB

H—h
semejantes, tenemos que % =~ de donde, h = H(1 — r/R). El volu-

men del cilindro viene dado por 7tr?h = tHr? (1 — %) El problema se re-

duce a calcular el maximo absoluto de f(r) = tHr? (1 — 1) en el intervalo

R
Hrr(2R -3
[0, R]. Tenemos que f'(r) = ror r). De donde se deduce enseguida
que el cilindro de mayor volumen que puede inscribirse en el cono dado es

47R*H
el de radio r = 2R /3 y altura h = H/3; y su volumen es igual a 7T27 .

Ejercicio 20. Hallar el volumen del cono circular recto mds grande que puede inscribirse en una esfera de radio (a > 0).
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Solucién

Sean r y h el radio y la altura del cono. Tenemos que

(h—a)?>+r2=a?

es decir, r2 = a2 — (h — a)?. El volumen del cilindro viene dado por

1
—ntr’h = gn(az — (h — a)?)h. El problema se reduce a calcular el maximo

absoluto de .
f(h) = 37 = (h—a))h = th(za )

en el intervalo [0, 2a]. Tenemos que f'(h) = g(4a — 3h)h. De donde se dedu-

ce enseguida que el cilindro de mayor volumen que puede inscribirse en la
2

esfera dada es el de altura i = 4a/3 y radio r = % ; y su volumen es igual
32’7
81 °

Ejercicio 21. La resistencia de una viga de madera de seccion rectangular es proporcional a su anchura y al cuadrado de su
altura. Calcular las dimensiones de la viga més resistente que puede cortarse de un tronco de madera de radio R.

Solucién

Sean x e y las coordenadas del vértice superior derecho de la viga. Serd x2 +y? = R2.
Nos dicen que la resistencia de la viga viene dada por una funcién de la forma kxy?
\ donde k es una constante. El problema consiste en calcular el maximo absoluto de f(x) =
x| r kx(R? — x?) en el intervalo [0, R]. Tenemos que f'(x) = k(R? — 3x2). De donde se deduce

| 2
; enseguida que la viga mas resistente se obtiene para x = R/+/3,e y = \/;R.

Ejercicio 22. Calcular la distancia minima del punto (6,3) a la pardbola de ecuacién y = x2.
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Solucién

La distancia del punto (6,3) a un punto de la parabola (x, x?) viene dada por \/ (x —6)2+ (x2 — 3)2. Como se trata de una

funcién positiva, calcularemos el punto donde el cuadrado de la distancia alcanza su minimo absoluto. Sea f(x) = (x —6)? +
(x2 —3)% = 45 — 12x — 5x2 + x*. Se trata de calcular el minimo absoluto de f cuando x € R. Observa que, en general, una
funcién continua en IR no tiene por qué alcanzar un minimo absoluto, pero f es una funcién polinémica de grado par con coeficiente
lider positivo, por lo que la existencia de un valor minimo absoluto de f en R estd garantizada de antemano, aunque no vamos
a usar este resultado.

Tenemos que f'(x) = —12 — 10x + 4x> = 2(x — 2)(3 + 4x + 2x?), que tiene una tnica raiz real x = 2. Como para x < 2 se
tiene que f/(x) < Oy parax > 2es f'(x) > 0, deducimos que en el punto x = 2 la funcién f alcanza un minimo absoluto en R.
Por tanto, el punto de la pardbola y = x? cuya distancia al punto (6,3) es minima es el punto (2, 4).

Ejercicio 23. Una empresa tiene 100 casas para alquilar. Cuando la renta es de 80 euros al mes, todas las casas estan ocupadas.
Por cada 4 euros de incremento de la renta una casa queda deshabitada. Cada casa alquilada supone a la empresa un coste de 8
euros para reparaciones diversas. ;Cudl es la renta mensual que permite obtener mayor beneficio?

Solucion

Todo lo que hay que hacer es calcular la funcién de beneficio. Sea 80 + x el precio del alquiler expresado en euros. Como es
evidente que no interesa bajar la renta de 80 euros, se considera que x > 0. El beneficio mensual viene dado por

2

f(x) = (100—2) (80 + x — 8) :72OO+82x—xZ

Tenemos que f'(x) = 82 — g Deducimos facilmente que para x = 164 obtenemos al méximo beneficio. Es decir, cobrando un

164
alquiler de 244 euros, lo que supone alquilar un total de 100 — = 59 casas y dejar sin alquilar 41, la empresa obtiene el

maximo beneficio f(164) = 13.924 euros (asi es la economia capitalista. . .) .

Ejercicio 24. Se proyecta un jardin en forma de sector circular de radio r y &ngulo central 0. El drea del jardin ha de ser A fija.
¢Qué valores de r y 8 hacen minimo el perimetro del jardin?.

Solucién
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. . . . . 0
El 4rea de un sector circular de amplitud § medida en radianes y radio r es igual a ~72,

y su longitud viene dada por 0r. El perimetro del jardin es igual a 87 + 2r. Como debe

. 2A . .
‘ r ser 51’2 = A, es decir, 0 = — la funcién cuyo minimo absoluto debemos obtener es
r

2A 2A 2—A
f(r) = -+ 2r,donde r > 0. Como f'(r) = ——% +2 = 27—2, se deduce facilmente
r r

queenr = A f alcanza un minimo absoluto. El valor minimo del perimetro es igual a

44/ A.

Ejercicio 25. Se corta un alambre de longitud L formando un circulo con uno de los trozos y un cuadrado con el otro. Calcular
por dénde se debe cortar para que la suma de las areas de las dos figuras sea méxima o sea minima.

Solucién

Supongamos que partimos el alambre en dos trozos de longitud x y L — x. Con el trozo de longitud x formamos un
cuadrado cuya area serd x2/16, con el otro trozo formamos un circulo cuyo radio, r, vendra dado por 27tr = L — x, y su area

L — 2 2 L — 2
2 = % El problema consiste en calcular los puntos donde la funcién f(x) = Ty (L=x)

16 47
y su minimo absolutos en el intervalo [0, L]. Tenemos que f'(x) = . Deducimos, estudiando el signo de la

sera rtr alcanza su maximo
—4L + (4+ m)x
8t

hay un minimo absoluto. Como la derivada tiene un tinico cero en |0, L[, deducimos que el

derivada, que en el punto x =

4L
4+
méximo absoluto de f en [0, L] tiene que alcanzarse en uno de los extremos y, como f(L) = 0, concluimos que el valor maximo
2

de f se alcanza para x = 0 y vale f(0) = e

Ejercicio 26. Dados dos puntos A y B situados en el primer cuadrante del plano, digase cudl es el camino més corto para ir
de A a B pasando por un punto del eje de abscisas.

Solucién
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/B=(sY Podemos situar los puntos A y B de forma que A = (0,7) y B = (s,t)

A=(Or) T con r,s,t positivos. La longitud del camino APB viene dada por f(x) =

A 7 x2 472 + /(s — x)2 + t2. Debemos calcular el minimo absoluto de f(x)
S5 Pe0) en el intervalo [0, s]. Tenemos que

x—s _ x
VE+(s—x)2 V242

) F(x) =

rs
Resolviendo f’(x) =0 obtenemos la solucién a = . (si ha-

ces los cdlculos encontraras que

rs . : rs
; es también una posible solucion, pero f’ <:> # 0).

Es inmediato que « esta en el intervalo [0, s]. Por tanto, los valores candidatos para ser minimo absoluto de f en [0, s] son
£(0), f(s)y f(a). Como f'(0) < 0y f’ es continua, se sigue que f'(x) < 0 en un intervalo abierto que contiene a 0. En dicho
intervalo abierto la funcion f es decreciente, por lo que f(0) no puede ser el valor minimo de f en [0, s]. Andlogamente, como
f'(s) > 0y f' es continua, se sigue que f’(x) > 0 en un intervalo abierto que contiene a s, por lo que f(s) tampoco puede ser

el valor minimo de f en [0, s]. Por exclusién, concluimos que f (&) = 1/s2 + (r + )2 es el valor minimo de f en [0, s].

Comentarios. No es del todo inmediato comparar directamente los valores f(0), f(s) y f(«) para ver cudl de ellos es el
menor. Para salvar esta dificultad lo mas cémodo es razonar como lo hemos hecho.

Alternativamente, puedes calcular la derivada segunda
12 2
572 T 3/2
(24 (s — x)?) (12 + x2)

Como f”(x) > 0, se sigue que ' es estrictamente creciente. Luego si x < aes f'(x) < 0,ysia < xes f'(x) > 0; de donde se
deduce que f tiene un minimo absoluto en a.

1/

(x) =

En la figura sugiero una elegante y sencilla solucién geométrica del problema. El punto D es el que proporciona el camino
més corto AD + DB. Cualquier otro camino AP + PB es més  largo porque un lado de un triangulo CB=CD+DB=AD+DB
es siempre més pequefio que la suma de los otros dos CP + PB = AP + PB.

Es interesante advertir que Mathematica, al calcular las soluciones de la ecuacién f’(x) = 0, proporciona, ademas de la
solucion verdadera, una falsa solucion. Esto puede ocurrir al usar el comando "Solve" cuando en la ecuacion hay radicales.
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Ejercicio 27. Se desea construir una ventana con forma de rectdngulo coronado de un semicirculo de didmetro igual a la
base del rectdngulo. Pondremos cristal blanco en la parte rectangular y cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal
coloreado deja pasar la mitad de luz (por unidad de superficie) que el blanco, calcular las dimensiones de la ventana para
conseguir la maxima luminosidad si se ha de mantener un perimetro constante dado.

Solucién

Sea x lalongitud delabase dela ventanay h su altura. El perimetro es igual a una cantidad dada, A; es decir, 2x +h + ng =

A. La luminosidad viene dada por

x?2 X x?2 1 )
flx)=2xh+n—=x(A—x—n=)+m1—=Ax—-(8+3m)x
8 2 8 8
1 1
La derivada f'(x) = A — 1(8 + 37)x se anula en 81 3, Vv Como f(x) = —1(8 +37) < 0, concluimos que f alcanza un
4A
méximo absoluto en el punto . Las dimensiones de la ventana con mayor luminosidad son por tanto x = ,
8 +3m 8 +3m
_4A+4Am
- l6+6m

Ejercicio 28. Se desea confeccionar una tienda de campafia cénica de un volumen determinado. Calcular sus dimensiones
para que la cantidad de lona necesaria sea minima.

Solucién
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Para hacer la tienda necesitamos cortar un sector circular de lona como se indica en la figura. Sea ¢ la medida en radianes del
angulo central del sector y x la medida del radio. La cantidad de lona que necesitamos es igual al 4rea del sector y viene dada

por Exz (si el volumen se expresa en m>, las deméas medidas se expresardn en metros). Sea r el radio de la base de la tienda y

1
h su altura. Nos dicen que el volumen de la tienda debe ser igual a una cantidad prefijada, V, es decir, V = gnrzh. Nuestro

(% : 1 : o
problema es calcular el minimo absoluto de Exz sabiendo que la cantidad V = gﬂi’zh es conocida. Veamos que esta condicién

nos permite expresar x en funcién de ¢.
Observa que la longitud de la base de la tienda, 277, debe ser igual a la longitud, ¢ x, del arco circular que abarca el sector:

U x = 2mntr, de donde, r = % Ademés, es evidente que x2 = h? + r2, y deducimos que

2,.2 2 /1,2 _ 92
hzzxz—rzzxz—ﬁx —xz(l— 0 >:>h_x 4ms -9

4772 472 271
Por tanto
1, 1 8%x2xVAn?2—092 392/ 4n? — 92
V=c-nr<h=—-m —
3 3 472 27 2472
2(32V)1/3

Despejando x, obtenemos que x = La funcién de la que tenemos que calcular su minimo absoluto es

92/3(472 — 92)1/6°

8 9tV 2)1/3
f(8) = 2x2 = (4< - 1;3)1/3 (0 < 8 < 27)
7‘[ J—

392 — 47?2
3 (429 — 93)*%
tacilmente estudiando el signo de la derivada, a un minimo absoluto de f. El correspondiente valor del radio del sector es

x={ V2 el 4rea, 3¢ 32V
e 271-2 y ’ 4 .

.y 7T . .
Tenemos que f/(89) = (974 2)1/3 ue tiene un tnico cero positivo 8 = — que corresponde, como se justifica
9 q P /3 q P )

Para un volumen V = 5m3, la cantidad de lona necesaria es & 12,25 mZ; el radio del sector x & 2,6m, la altura de la tienda
h = 2,12m y el radio de la tienda r = 1,5m.
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Ejercicio 29. Se desea construir un silo, con un volumen V determinado, que tenga la forma de un cilindro rematado por
una semiesfera. El costo de construccion (por unidad de superficie) es doble para la semiesfera que para el cilindro (la base es
gratis). Calctlense las dimensiones 6ptimas para minimizar el costo de construccién.

Solucién

3

2
Sea r el radio de la base y h la altura del cilindro. Nos dicen que el volumen del silo, ir2h 4+ gnr , es un valor conocido, V,

que podemos suponer expresado en m>. Si el coste de construccién de 1 m? de superficie del cilindro es a euros, la funcién de

2 2 14
coste viene dada por a(27rh) + 2a(27r2). De la condicion V = 7tr2h + 57‘(}’3, se sigue que h = —g + —. Sustituyendo este
T
valor en la funcién de coste, resulta que la funcién que debemos minimizar es
8 2V
f(r)= Crrtn+ 2 (r>0)
3 r
20(87r> — 3V [3V
Tenemos f'(r) = “( ﬂ; 7 ) que se anula parar = 5 \ — en donde, como se comprueba facilmente estudiando el signo
r

. : |3V
de f'(r), la funcién f alcanza un minimo absoluto. La altura correspondiente es 1 = §{ — Para un volumen V = 100m?,
tenemosr £ 2,3myh £ 4,6m.

Ejercicio 30. Demostrar que de todos los tridngulos is6sceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r, el
de 4rea minima es el equildtero de altura 3r.

Solucién
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Sea « la medida en radianes de los angulos Z CAB = Z ABC. El tridangulo
AONC es rectangulo y ZCON = Z ABC por ser dngulos con lados perpen-

diculares. Obtenemos asi que cos(a) = L, esto es, OC = . Conside-
oC cosa
: ¢ . OM r
rando el tridngulo rectdngulo AOMB, obtenemos tg(a/2) = — = —,
MB _MB

donde MB = r cotg(a/2). El 4rea del tridngulo viene dada por MB(OC + r)
y, sustituyendo los valores anteriores, resulta la funcion

5 1+ cosa
fla)=r cotg(oc/Z)—COS“ 0<a<m/2)

Como
5 (1 —2cosa)cos®(a/2)

flla)=r cos?(a) sen?(a/2)

A

deducimos que la derivada, f’(a), tiene un tnico cero que se obtiene cuando 1 —2cosa = 0, lo que implica que & = 77/3.
Se comprueba facilmente, estudiando el signo de la derivada, que dicho valor corresponde a un minimo absoluto del drea del
tridangulo. Por tanto, de todos los tridngulos isésceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r, el de area

minima es el equildtero; su altura es iguala OC +r = +7 = 2r +r = 3r y su drea vale 3r2/3.

cos«
Ejercicio 31. Con una cuerda de longitud L, en la que en uno de sus extremos hemos hecho un nudo corredizo, rodeamos
una columna circular de radio R haciendo pasar el otro extremo por el nudo. Calcular la maxima distancia posible del extremo
libre al centro de la columna.

Solucién
c Para hacer este ejercicio debes tener en cuenta que en los puntos
donde la cuerda se separa de la columna lo hace en la direccién
o : A s de la tangente a la circunferencia. En la figura se han represen-
tado los radios OC y OB que unen el centro de la circunferencia
B

con los puntos de tangencia. Lo que nos piden es calcu-

lar la longitud maxima del segmento OP conociendo la longitud de la cuerda y el radio de la columna. Tenemos que OP =
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OA + AP, como el tridngulo AOCA es rectangulo, se verifica que OA = se%’ donde ¢ es la medida en radianes del dngulo

ZOAC. La longitud del arco de circunferencia desde C hasta B en sentido contrario a las agujas del reloj, es igual a R(7t + 28);

R
ademas se verifica que tg ¢ = O:E === Deducimos asi que

AP:L—Z_C—C/EzL—ZRCOSi—R(nJrZﬁ)

sen

Por tanto

£(8) = 4 1_2R

= — <
pp— " R(mt +20) 0<d< /2

cos¥(2cos¥ — 1)

sen? ¢
que se anula solamente cuando 2cos ¢ — 1 = 0, es decir, ¢ = 77/3. Se comprueba facilmente, por ejemplo estudiando el signo

de f'(¥), que dicho valor corresponde a un méximo absoluto de f en ]0, 7r/2]. La longitud maxima del segmento OP es igual a
57R

Comentario. Es claro que la longitud de la cuerda debe ser suficiente para rodear la columna, es decir, L > 27R. Pero

observa que si L = 271R no podemos separarnos de la columna. Para que el ejercicio tenga sentido es necesario que podamos

alejarnos méds o menos de la columna, dependiendo de la posicién del nudo corredizo, y para eso es preciso que L > 27tR.

es la funcién que nos da la longitud del segmento OP. Calculando su derivada y simplificando resulta f'(¢) = R

4

Fijate también en que 1191r_r(1) f(9) = —oo, por lo que f(?) toma valores negativos cuando ¢ es suficientemente pequeio. Esto
—
9>0

S R
nos dice que la funcién f (@) no siempre representa la longitud del segmento OP. De hecho, como sen ¢ = oA y, OA < L — 7R,

. Estas consideraciones no afectan

se sigue que sen® > , lo que implica que & > 9, donde ¢, = arcsen (

L —nR L —nR

a la solucién obtenida porque hemos calculado el maximo absoluto de f en todo el intervalo |0, 7t/2], salvo por un detalle:
debemos asegurarnos de que es posible separar el nudo de la columna hasta que ¢ < 71/3. Para eso es suficiente que la longitud
de la cuerda sea mayor o igual que R(7t + 27t/3) +2R/+/3 (la longitud del arco CB mas dos veces la longitud del segmento AC
2v/3R +57R

correspondientes a ® = 71/3). Observa que R(7r 4+ 271/3) +2R/+/3 = — 3 > 27R.
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Ejercicio 32. Calcular el limite en el punto a que en cada caso se indica de las siguientes funciones:

f(x) = (senx +cosx)V*, a=0; f(x)=(1 —|—tgx)1/x2, a=0

xz 1/x2
f(x) = (cotx)*"¥, a=0, /2 f(x) = (coszx+ ?) ,a=0
log(sen x)
— cotg x — . — —
f(x) = (1+senx) , a=0,71/2;, f(x) (r— 2 a=r7/2
_ x—arctgx _ (tgx)(arctgx) — x?
f(x)_ Sen?’x\/_ a_ol f(x)— x? | , a=20
e* —cosvV2x —x sen x\ 1/(1—cosx
[ = =0 f0= () , =0

Solucién
(mite 1 1/x { 8(x) { = i =
e El limite chg%(senx + cosx) /¥ es de la forma chgr}l f(x)8¥) cuando 31613}1 flx)=1y 31613}1 |g(x)|= +o0. Se trata, por tanto,

de una indeterminacién del tipo 1%°. Estos limites suelen poderse calcular haciendo uso del criterio de equivalencia logaritmica
que, en las condiciones anteriores para f y g, nos dice que

lim ()0 =el = limg(x)(f(x) -1) =L
lim f(x)$) =0 = limg(x)(f(x) —1) = —oo
i 8(x) — i 1) =
lim f(x)5) = too <= lim g(x)(f(x) ~ 1) = +oo
1 -1 -1
En nuestro caso, lim —(senx + cosx — 1)=1lim SENYHCOSX 7 1y SY i SSX T 1 ¢
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
Donde hemos usado que
. senx . senx —sen(0
lim =lim — X =cos0 =1
x—0 X x—0 x—0
lim 5272 1xO = lim S8 T 0% cos0 _ sen0 =0
X =0  x—0

sin méas que recordar la definicién de derivada de una funcién en un punto. Concluimos asi que

1
lim —(senx +cosx —1) =e
x—0 X
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) . ) . . .. tex ., senx 1 . )
e Ellimite lim (1 + tg x)!/ * es del mismo tipo anterior. Ahora, el limite lim g—2:11m no existe, pues lim
x—0 x—0 x x—0 X XCOSX x—>8 X COS X
x>
+ooy lim L _ —o0. Luego lim (1 + tg x)l/"2 = +ooy lim(1+tg x)l/x2 =0.
x—0 X COS x x—0 x—0
x<0 x>0 x<0
X 2 1/x2
e Ellimite lirrcl) (C052 X+ ?) es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos ahora que
xX—
o cos?x+x%2/2—1 . —sen’x+x2%/2 o /senx\2 1 1
lim 3 = lim 5 = —lim ( ) +-=—z
x—0 X x—0 X x—0\ X 2

x? 1/ 1
Luego, lim (c052 x + —) = —.
x—0 2

<senx> 1/(1—cos x)
X

e FEllimite lim

1 es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos ahora que
X—

lim — =lim———
1—cosx x—0x(1—cosx)

x—0

<senx 1) 1 ; senx — x
x

Este tdltimo limite no tiene dificultad y puedes hacerlo por L'Hopital. Como yo no tengo ganas de derivar, voy a aprovechar
este limite para presentarte otros dos que debes recordar porque aparecen con frecuencia:

. osenx —Xx 1 . 1—cosx 1
lim ——— = ——, lim —— = -
x—0 X 6 x—0 X 2
ambos resultados son casos particulares del teorema de Taylor-Young o bien, puedes obtenerlos facilmente por L'Hopital. Si
conoces estos limites, el anterior es inmediato, pues basta escribir:

senx —x _ senx—x x>
x(1—cosx)  x3 1-—cosx
bt 1 senx — x -1 S ” <senx>1/(1—COSX) 1
ara obtener que lim ————— = ——2 = — . Luego lim = .
P qHe 0 x(1—cosx) 6 3 80 I\ % Ve
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e’ — 2x —x 0
e El limite lirrb Cotsg3x es una indeterminacién del tipo oY puede hacerse por L'Hopital. El problema esta en
X—r

que vamos a tener que derivar por lo menos dos veces y las derivadas de la tangente se van complicando. Para evitarlo podemos
sustituir tg x por x pues

lim tgx _ m tgx —tg0

=1
x—0 X =0 x—0

sin méas que recordar la definicién de derivada de una funcién en un punto. Escribiendo

e* —cosV2x—x x> e"—cosV2x—x
tgdx o tgdx x3
x3 ) x\? e —cosv2x—x .
y teniendo en cuenta que lim —— = lim | — | = 1, basta calcular lim 3 lo que puedes hacer por L’'Hopital
=0 tg3x  x—0 \ tgx x—0 X

muy facilmente (aunque es un caso particular del teorema de Taylor-Young).

log(sen x)

. . . L .0 o A
e Ellimite lim 5 es también una indeterminaci6n del tipo g Y- en principio, puede hacerse por L'Hopital.

x—m/2 (7‘[ — Zx)

Las reglas de L'Hopital son muy ttiles, es verdad, pero yo pienso que se abusa de ellas. Las aplicamos sin pensar dos veces

lo que hacemos, nos dejamos llevar por la comodidad que proporcionan (aunque no siempre) y acabamos calculando limites

de forma mecénica sin saber muy bien qué es lo que hacemos. Por eso, voy a hacer este limite a mi manera. Lo primero que voy
a hacer es convertir el limite para x — 77/2 en un limite para x — 0. Para ello basta sustituir x por 77/2 — x como sigue

z

. log(senx) log(sen(rr/2—x)) .. log(cosx)
xggl/z (m—2x)2 x50 (m—2(m/2 —x))? —Jlgrb 4x?

log(cosx)  log(cosx)cosx —1

Asi estd mejor. Ahora, la presencia de x? y de cos x me sugiere escribir = . En este producto
4x2 o losx 1 x? |
t
conozco el limite para x — 0 del segundo factor. Estudiemos el primero. La funcién % es de la forma o_g 7 donde se
1 logt —log1
ha sustituido ¢ por cos x. Esto lleva a considerar la funcién ¢(t) = og . Observa que 11m @(t) = lim 08081 _ g jes la

t— t—1 t—1
definicién de derivada del logaritmo en el punto ¢t = 1! Por tanto, deﬁmmos p(1) =1y de esta forma, ¢ es continua en t = 1.
Como la funcién cos x es continua en todo x € IR, en particular, para x = 0, y ¢ es continua en cos0 = 1, deducimos que la

1
funcién compuesta ¢(cos x) es continua en x = 0, es decir, l1m p(cosx) = 111’]?(1) % =¢(1) =1.
x—
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Puede que esto te parezca mds complicado que aplicar la regla de L'Hopital sin pensarlo dos veces y es verdad: es mds
complicado. Pero de esta forma yo entiendo mejor lo que hago. El limite que me piden lo he reducido a otros dos bien cono-

. log t cosx — 1 : . : .
cidos }11’1’11 % y lirr(l) — 5 Para ello he tenido que hacer algunos ajustes pero eso lo he ido aprendiendo, como todo en
-1t — x— X

matematicas, con la préctica.

Los restantes limites de este ejercicio te los dejo para que los hagas tt. Creo que es buena ocasién para darte algunos consejos
para calcular limites

Consejos para calcular limites

Cuando en un ejercicio te piden calcular un limite, es casi seguro que se trata de una “indeterminacion”. Te recuerdo que
aquellos limites de sumas, productos, cocientes o potencias de funciones en los que el resultado no estd predeterminado por el
comportamiento particular de cada una de las funciones se llaman “limites indeterminados”. La palabra “indeterminado” quiere

"z

decir simplemente que se trata de limites cuyo cédlculo no puedes hacerlo aplicando las reglas basicas del “dlgebra de limites” y
tienes que usar alguna técnica apropiada para calcularlos. Los limites interesantes son casi siempre de este tipo.

Voy a contarte las estrategias que suelo usar para calcular limites. Esencialmente, puedo resumirlas en dos:
e Trato de reducir el limite a otros bien conocidos.
e Siempre que puedo sustituyo funciones por otras mds sencillas.

Vayamos con la primera. Si te preguntas qué entiendo por limites bien conocidos, la respuesta es bien fécil: los que siguen a
continuacion.

lim SE0F _ g gy ACSenX Hml—c;sle limarcztgle limtg—le
x—0 X x—0 X x—0  x 2 x—0 X x—0 X
-1 — 1 1 -1 log(1 1
tim & o gim TSN L gy UEDEL g [0BUED) gy JoBX
x—0 X x—0 x3 6 x—0 X x—0 X x—1x—1
tgx—x 1 log(1+x)—x -1
lim =——=- I = —
xli% x3 3 xlir(l) x?2 2

Observa que todos ellos, con la excepcion de cuatro, son derivadas en el punto x = 0 de las respectivas funciones. Por ello no son
dificiles de recordar. Ahora bien, estos limites suelen aparecer algo disfrazados. Realmente, mas que como limites concretos,

1
debes considerarlos como modelos. Por ejemplo, el limite lim log(cos x)

x—0 cosx — 1
. . . logx
lista anterior, pero responde al modelo lim
x—1x—1

, que hemos estudiado un poco mds arriba, no estd en la

en el que la variable x se ha sustituido por la funcién cos x y el punto 1 por el



Ejercicios resueltos capitulo 2 26

— 1
punto 0. Ahora te toca a ti. Elige uno cualquiera de los limites anteriores, por ejemplo, lirrtl) tg);_3x =3 Elige ahora cualquier
x—
funcion continua ¢ que se anule en algin punto ¢, por ejemplo g(x) = e*—1 (c = 0) 0 g(x) = logx (c =1),0g(x) = J/x -1
(c =1),...Entodos los casos se verifica que

1im 88(0) —g(x) 1
xwe o g(x)° 3
tg(e*—1) —e*+1 1 tg(l —1 1
Tenemos asi que lim gle )=+ = -, lim gllogx) — log x = — etc. ;Entiendes lo que pasa? Esto puede hacerse con
x—+0 (ex —1)3 3" x>1 (log x)3 3
cualquiera de los limites. La justificacién de estos resultados es totalmente andloga a la que hicimos para el caso del limite

log(cos x
x—0 cosx — 1 ) _ }
los limites de la lista anterior son muchos mds de los que aparecen en ella. Si te acostumbras a reconocerlos cuando vengan

disfrazados podréas ahorrarte mucho trabajo innecesario.

y, esencialmente, es consecuencia de que la composiciéon de funciones continuas es continua. Como consecuencia,

Vamos a la segunda estrategia. Sustituir funciones por otras mds sencillas. Esto se basa en la idea siguiente. Sup6n que estds

calculando un limite de la forma liin f(x)g(x) y ta conoces otra funcién h(x) tal que liin % = 1; entonces puedes sustituir
X—a X—a
en el limite liin f(x)g(x) la funcién f(x) por h(x) sin que ello afecte para nada al valor del limite.
X—a
Cuando chlg}l % = 1, se dice que las funciones f y I son asint6ticamente equivalentes en el punto a y se escribe f(x) ~

g(x) (x — a). Para calcular un limite de un producto o de un cociente puedes sustituir cualquiera de los factores por otro asintéticamente
equivalente a él. jOjo! En una suma no puedes, en genera, hacer eso. La lista de los limites bien conocidos es, de hecho, una lista de
equivalencias asintéticas y eso la hace mas ttil todavia.

Si te preguntas qué pasa con las reglas de L'Hopital, te diré que yo también las uso. No tengo nada en contra de ellas, tan
s6lo me parece que su uso casi exclusivo y de forma mecénica es empobrecedor. Por el contrario, pienso que cada limite debe
intentarse de la forma mas adecuada a su caso. Para eso tienes que fijarte en como es la funcién, relacionarla con otras parecidas,
tratar de relacionar el limite que te piden con otros bien conocidos, . ..

Las estrategias anteriores son las més bésicas, pero tengo otras un poco més elaboradas. Esencialmente consisten en aplicar
el teorema de Taylor-Young (o, si lo prefieres, el teorema de Taylor con resto infinitesimal, que de las dos formas se llama) para
tratar de reducir ciertos limites al limite de un cociente de dos polinomios. Ahora después te pondré algunos ejemplos de esta
forma de proceder. Pero, para que puedas usar con comodidad este método, tienes que saberte de memoria, o ser capaz de
deducirlos en poco tiempo, los polinomios de Taylor de las funciones elementales. Ademas, esta forma de proceder se adapta
mads a unos casos que a otros y tan sélo con la practica se aprende cudndo conviene usarla. Te recuerdo, para tu comodidad, el
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fundamento tedrico.

Teorema de Taylor-Young (o teorema de Taylor con resto infinitesimal)

i /O =Tnlf ) _ o g FE - Tlfa)@) _ S @)

x=a (x —a)r = (x—a)"tl T (n+1)!

Donde, como recordaras, notamos por Ty, (f,a)(x) el polinomio de Taylor de orden n de f en el punto a.

Bueno, sorpresa, todos los limites de la lista de limites bien conocidos son, sin excepcién, casos particulares del resultado
anterior.

Te recuerdo también una notacién extraordinariamente ttil, me refiero a la notacién de Landau. Si f(x) y g(x) son funciones

tales que chlir}l (]g‘% = 0, se escribe f(x) = o(g(x)) cuando x — ay se lee f(x) es un infinitésimo de orden superior que g(x)

en el punto a . La idea es que f(x) tiene a cero mas rdpidamente que g(x) cuando x — a. Con esta notacion, el teorema de
Taylor-Young puede expresarse simplemente por f(x) — T, (f,x,a) = o(x — a)" cuando x — a. Lo que suele escribirse f(x) =
Tu(f,x,a) 4+ o(x — a)". Si no hay lugar a confusion, omitimos la precision “cuando x — a”. Lo interesante de esta notacién es

que si, por ejemplo, ¢(x) = o(x —a)P y p(x) = o(x — a)1, entonces ¢(x)P(x) = o(x —a)PTMy,sip > g, % =o(x—a) vy
(¢(x) +P(x)) = o(x —a)i. Ademads, si H(x) es una funcién acotada en un intervalo abierto que contenga al punto a y sabemos
que ¢(x) = o(x — a)? entonces también H(x)¢(x) = o(x — a)P. Veamos los ejemplos prometidos.

.2
o Si tratas de calcular por L'Hopital el limite lin}) (tg ) (ar; Zg x) =%
x—

lo menos cinco veces y en el numerador hay un producto cuyas derivadas se van haciendo cada vez méas complicadas. Ahora,
si calculas los polinomios de Taylor de orden 5 de tg x y arctg x en a = 0, obtendrés que

tendrés que ser paciente porque necesitards derivar por

1 2 1 1
tgx =x+ §x3 + EXS +0(x°), arctgx =x — §x3 + 5x5 +0(x°)
observa que como se trata de funciones impares sus derivadas de orden par en x = 0 son nulas, por eso los polinomios
anteriores son, de hecho, los polinomios de Taylor de orden 6 y eso explica que aparezca el término o(x®). Deducimos que

2
tgx arctgx = x2 + §x6 +o(x7)y

. (tgx)(arctgx) —x2  2/9x%+0(x7)
31(12% x6 _alclg(l) x6

2
9
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2 2

Observa que aunque tgx ~ x y arctgx ~ x para x — 0, se tiene que tg x arctgx — x“ ~ §x6 para x — 0. Fijate que al calcular

el producto

1 2 1 1
tgx arctgx = (x + gxe‘ + EXS +0(x%)) (x — §x3 + ng + 0(x%))

tan s6lo nos interesan las potencias de x hasta la de orden 6 inclusive, las deméas potencias y los términos de la forma x o(x°),
x20(x®), 0(x%)o(x%), etc. son todos ellos funciones de la forma o(x”) y su suma también es una funcién de la forma o(x”) por lo
que no es preciso calcularlos para hacer el limite. Observa que, al proceder de esta manera, tienes que calcular las 5 primeras
derivadas en x = 0 de las funciones tg(x) y arctg(x) pero te ahorras el trabajo de derivar su producto. Si atn tienes dudas,

calcula el limite por L'Hopital y compara.

(cosx —1)(log(1+ x) — x) — jIx‘L

e Otro ejemplo. Se trata de calcular lim

1 5 . Tenemos que
x— X

1 1
cosx =1— Exz +o(x%), log(1+x)=x— Exz + o(x%)

luego (cosx —1)(log(1+x) —1) = %x‘l + 0(x%), de donde se sigue que

1
(cosx —1)(log(1 + x) — x) — ~x*
lim z 4 _ 0
x—0 X

Ejercicio 32. Calcular el limite en el punto 2 que en cada caso se indica de las funciones f:R* — R.

2senl/x

X
log x

f(x) = , 4= 4o00; f(x):sen\/1+x—sen\/§, a= +oo

3

X
) o

1
— —y = 0, = ; =
f(x) = senxsen o a=+oo; f(x) (cos o

Solucién

Los consejos que te he dado para calcular limites se aplican a limites ordinarios en un punto 4 € IR. Ahora bien, los limites
en 400 y en —oo pueden convertirse en limites por la derecha o por la izquierda en 0 sin mds que cambiar x por 1/x.
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Quiero recordarte algunos limites frecuentes en este contexto. Se trata de resultados que debes usar sin necesidad de justifi-
carlos cada vez que los uses. Son los siguientes.

Para todo r € R y para todo s > 0 se verifica que

1 r r
lim m =0, I =0, limx°®|logx|" =

x—+o0 XS x—+o0 5% x—0

x>0

T do tambié lim f(x) = 0ssi, y s6lo si li ! = 4o
e recuerdo también que xlir}lf x) = 0si, y sélosi lim Foo]
, x?>senl/x . . 0o . :
El limite 1—1>T Tlogx es, de hecho, una indeterminacién del tipo <7 puedes intentar hacerlo por L'Hopital. Prueba a
X [e<]

ver qué pasa. En este caso el marqués de L'Hopital no resuelve el limite. Pero es facil ver que lirf xsen(1/x) log x = +oo,
X—r 100

sen x

=1y lim AR 400
x—+oo log x

orque lim xsen(l/x) = lim

porque lim xsen(1/x) = lim

x>0

El limite lirf (senv/1+ x —sen+/x) no entra dentro de ninguna de las indeterminaciones usuales. De hecho, el limite
X—r+00

HT sen y/x no existe (;sabes probarlo?). Esta claro que el limite que nos piden calcular requiere un tratamiento particular.
X—+00

Después de pensarlo un rato, a la vista de como es la funcién, se me ocurre usar el teorema del valor medio. Dicho teorema,

aplicado a la funcion sen \/x en el intervalo [x, x + 1], me dice que hay algtin punto z €x, x + 1| tal que senv/x +1 —sen \/x =

cosz .
——=,y tomando valores absolutos deducimos
2\/z

COsz

|senvx +1—seny/x| =

de donde se deduce que lirf (senv1+x —seny/x) = 0.

xX—
2

7T
x—>+00 x+2

X
El limite lim <cos > es una indeterminacion 1% y aplicaremos el criterio de equivalencia logaritmica. Para ello,
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calculamos
Ccos x —1 cos X -1 mx )’
o . 1+2x 1+2x 1+2x —?
lim x<|{ cos P —1) =1 5 = lim 5 5 = >
e t = S (m :
1+ 2x
s o 2
Luego lim (cos ) =e /2
X——+00 x+2

Ejercicio 34. Sea ¢: R — R derivable en R y dos veces derivable en 0 siendo, ademads, g(0) = 0. Definamos f: R — R por
flx) = g(Tx) si x #0, f(0) = ¢’(0). Estudiese la derivabilidad de f. ;Es f’ continua en 0?.
Solucién

Por la regla de la cadena, f es derivable en todo punto x # 0y, por la regla de derivacién de un cociente, tenemos que

xg'(x) —g(x
ey = 280
que recurriendo a la definicién. Tenemos que

lim M = lim

x—0 x—0 x—0

para x # 0. Para estudiar si f es derivable en x = 0 no hay otra forma de hacerlo (pero lee més abajo)

g(x)—g'(0)x _ g"(0)
x? 2
en virtud del teorema de Taylor-Young (si lo prefieres, puedes aplicar -juna vez solo!- L'Hopital). Por tanto, f es derivable en

x:Oyf’(O):@.

xg'(x) — g(x)
x2
aplicar L'Hopital porque no sabemos si ¢’ es derivable (nos dicen que g es una vez derivable en R). Intentaremos relacionar el

cociente con las hipoétesis que nos dan sobre g. Después de pensarlo un poco, parece conveniente escribir

xg’(x)z—g(x) _xg'(x) —xg’(0)2+xg’(0) —gx) _g'(x)—¢'(0) g(x) —f’(O)x

Estudiemos si f' es continua en x = 0. Tenemos que lima fl(x) = linb y para calcular este limite NO se puede
x— x—

2
y deducimos que lirrbf’(x) =8 2(0), luego f' es continua en x = 0.
x—
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También puedes usar para hacer este ejercicio un resultado de teoria que dice que si una funcién f es continua en un intervalo
I, a es un punto de I, y sabemos que f es derivable en I \ {a} y que lim f’(x) = L, entonces f también es derivable en a con
X—a

f'(a) = L y, por tanto, f’ es continua en 4.
Es evidente (;0 no lo es?) que la funcién f del ejercicio es continua en el intervalo I = R y es derivable en R \ {0}. Como

ey 81(0) g"(0)
lim f'(x) = % ==

, esto prueba de golpe que f es derivable en x = 0, que f/(0) = y que f' es continua en x = 0.

Ejercicio 35. Sean f,g:] —1,4+oo[— R las funciones definidas por
7o) = B2, g 21y g =
Calctlense las derivadas primera y segunda de f y ¢ en 0 y dedtzcase el valor del limite

1+x)/* —et Sx
lim 5 2
x—0 X

Solucién

Observa quesi x > —1yx # 0es g(x) = (1 +x)/* y g(0) = e. Es claro también que f(x) = log ¢(x). El ejercicio consiste
en calcular las dos primeras derivadas de g en x = 0. Por la regla de la cadena es suficiente para ello calcular las dos primeras
derivadas de f en x = 0. Pues entonces g/(x) = ef(¥) f/(x),y ¢"(x) = /) ((f'(x))2+ f"(x)). Fijate en que la funcién f es més

1/x _
sencilla que la g. De hecho, no es nada fécil calcular directamente g’(0) porque el limite lirrg) (1+ ch ¢
X—
si tratas de hacerlo por L'Hopital. Las funciones como la g, esto es, las del tipo u(x)?(*), tienen derivadas muy complicadas.

— log(1 — -1 -1
fX=f0) _ lim o8( +2x) * = - es bien conocido. Deducimos que f'(0) = -
x —log(1+ x) — x log(1+ x)
x2(1+ x) '

se complica mucho

Derivar f es facil. El limite lim
=0  x—0 x—0 X

Ahora, para x # 0, se calcula facilmente por la regla de derivacién de un cociente, que f'(x) =

Tenemos

Flx)—f'(0) ¥ —log(1+x) — x log(1+x) + %xz(l +x)

x—0 x3(1+ x)
Se trata de calcular el limite para x — 0 de este cociente. Lo primero es quitar el factor (1 + x) del denominador (evidentemente,
(14 x) ~ 1 parax — 0). Una vez hecho esto, nos damos cuenta de que se trata de comparar x — log(1 + x) — x log(1 + x) +
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1 1 1 1
Exz + §x3 con x3. Utilizando el teorema de Taylor-Young, tenemos que log(1 + x) = x — Exz + §x3 + 0(x?), y deducimos
1o, 13 23 3
x —log(1+ x) —xlog(1+x)+§x o= 3 +o(x”)
. . 2 o 2
por lo que el limite buscado es igual a 3/ €8 decir, f"(0) = 3
: / — of(0) £/ __ & on — of(0) / 2 " — 1 2y _11
Resulta asf que ¢'(0) = /) f (O)——E,g (0) = /O ((f(0))*+ f"(0)) =e it3) = e
Finalmente, el limite
(1+x>1/x €+§x 11
li = —
x50 x? 24°¢
/
— ¢(0) — 1
como consecuencia del teorema de Taylor-Young (es de la forma lin% g(x) g(Og g(0)x _ 5 £"(0))
X—r X

Ejercicio 36. Estadiese la derivabilidad de las funciones
1. f:RT - R, dadapor f(x) = x//*~10 £(1) = /e
2. f:]—1/2,+00[— R, dada por f(x) = (x +¢e%)/*, f(0) = e

3. f:]0,+00[— R, dada por f(x) = (1+ x logx)'/*, f(0)=0.

4. f:]—m/2,t/2[- R, dada por f(x) = <se3rc1x>1/x , f(0)=e"V6,
5. f:R — R, dada por f(x) = <2+x2>sen(1/X), f(0)=1.

4

En todos los casos nos piden estudiar la derivabilidad de una funcién de la forma F(x) = u(x)?®) en un punto “conflictivo’
en el que no puedes aplicar las reglas de derivacion. En este tipo de ejercicios la mejor forma de proceder consiste en estudiar
la derivabilidad de la funcién ¢(x) = log F(x) = v(x) log u(x) en el punto conflictivo. Para ello debes recurrir a la definicién de
derivada. Observa que como F(x) = e?¥), 1a derivabilidad de ¢ equivale a la derivabilidad de F. Como en el ejercicio anterior
ya hemos usado esta estrategia un ejemplo méas debe ser suficiente para que la comprendas bien.
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loo (SE0¥
8 ( x > —1
4.Sea ¢(x) =log f(x) = 7 ¢(0) =1log f(0) = - Tenemos
sen x 1
_ log + —x?
e —e0) _ 108 (5) g
x—0 x—0 x—0 x3

Podemos aplicar L'Hopital para quitar el logaritmo.

X X COSX — senx 1 1
+ 53X X cosx —senx + —x2senx
. ¢(x) —@0) . senx x? ) 3
Iim X—Fr—12 = lim 5 = lim 3
x—0 x—0 x—0 3x x—0 3x°senx

Sustituimos en el denominador sen x por x y usando que

1 1
senx = x — 6x3 +o(x*), cosx=1-— Exz +o(x?)

. 1
deducimos que x cosx — sen x + §x2 senx = o(x%), por lo que

1
X cosx—senx+§xzsenx

lim =0
X—0 3x3senx

Concluimos que ¢ es derivableen x = 0y ¢'(0) = 0 por lo que también f es derivableen x =0y f'(0) = f(0)¢’(0) = 0.

Ejercicio 37. Calctlense los limites

) 1 1 L (140 —e 1 1
Iim | —— — —= |, lim ; lim —
=0 \sen?x x2)" x=0 x =1 \logx x—1

lim erX_}_xex_zer_}_zex. lim <7T—arct X
x—0 (ex — 1)3 " x5 \ 2 &

)1/logx

Sugerencia: pueden usarse las reglas de L'Hopital pero conviene realizar previamente alguna transformacion.

Solucion
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T 1/logx 1/ log x
El limite lim (5 —arctg x) )

. L . s
m es una indeterminacién del tipo 0°. Sea f(x) = (— —arctgx
X—r+00

> . Tomando loga-

log (g —arctg x>

. . T 1 .
ritmos tenemos que log f(x) = o x . Teniendo en cuenta que para x > 0 es 5 —arctgx = arctg _, se sigue
que &

log (arc tg 1)
1
lim log f(x) = lim X = —limM
x—r00 x—r400 1 1 t—0 log t
—log ; t>0

Este tltimo limite puede calcularse por L'Hopital

lim log f(x) = —lim =
x>0 150 (1+12)arctgt

Deducimos que xl_l)r}_loo f(x) = ~

Los demas limites de este ejercicio ya debes de saberlos hacer.
Ejercicio 38. Explicar si es correcto usar las reglas de L'Hopital para calcular los limites:

. x—senx . x%sen(1/x)
lim ——; lim ———=
x—+o0 X + sen x x—0 sen x

Solucién

f'(x) f(x)

Las reglas de L'Hopital dicen que, bajo ciertas hipétesis, la existencia del limite 1im ~——-—- implica la existencia de lim ——
x—a ¢'(x x—a g(x)

en cuyo caso ambos limites coinciden. Una hipétesis de las reglas de L'Hopital es que la derivada del denominador no se
anule en un intervalo que tenga al punto a por extremo y que el limite chlir}l jg% sea una indeterminacién. Esto no ocurre en el
caso del cociente ~— >~ para x — +oo pues, aunque puede verse como una indeterminacion del tipo f, la derivada del
denominador es 1 iC{——é_ossearc1 glcue se anula en todos los puntos de la forma v + 2k, k = 1,2, ... por lo que no tien;x;entido considerar

. . ) 1—cosx ) ) .. . .
el limite del cociente de las derivadas, hrf T+ cosx’ pues dicho cociente no esta definido en ningtin intervalo de la forma
x—400 COS X
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Jc, +00[. Es claro, sin embargo, que

1 sen x
. Xx—senx ; o
Iim ——— = 1lim T’rclle
x—+o0 X 4 senx x—>—|—ool_|_
X

2
En el caso del limite 1im M
x—0  senx

2x sen(1/x) — cos(1/x)

cos X
merador no tiene limite), luego no es posible aplicar L'Hopital para calcular este limite el cual, por otra parte, es evidentemente

igual a 0, pues

) . .0 . .
, que puede verse como una indeterminacién del tipo il si formamos el cociente de las

derivadas obtenemos la funcién

la cual no tiene limite en 0 (el denominador tiene limite 1, pero el nu-

2
. x“sen(1/x .
lim # = lim
x—0 sen x x—0 sen x

xsen(1l/x) =0

Ejercicio 39. Calcular el nimero de ceros y la imagen de la funcién f: R — R dada por
f(x) =x%—3x2+2

Solucién

Se trata de un polinomio de grado par con coeficiente lider positivo, por tanto, alcanza un minimo absoluto en R, si éste es
igual a m, se tiene que f(IR) = [m, +oo[. El punto (o los puntos) en donde f alcanza su minimo absoluto debe ser un cero de la
derivada. Como

fl(x) =6x° —6x = 6x(x* —1) =6x(x2—1)(x2+1) = 6x(x — 1) (x+1)(x2+1)

se anula en -1, 0 y 1, se sigue que el minimo absoluto de f debe alcanzarse en alguno de estos puntos y, como f(1) = f(—1) =
0 < f(0), deducimos que f(—1) = f(1) = 0 es el minimo absoluto de f en R. Luego f(R) = [0, +oo[. Hemos determinado asi
la imagen de f y también hemos encontrado que -1 y 1 son ceros de f (cosa fécil sin mas que ver como es f). Observa que -1
y 1 son ceros de orden 2 de f (porque son ceros simples de f'). Es claro que f no puede tener mas ceros, porque si f(x,) = 0
entonces en x, la funcién f alcanza un minimo absoluto y, por tanto, f’ debe anularse en x,. En conclusién, f tiene 4 ceros reales
(2 ceros reales dobles).

Ejercicio 40. Calcular el niimero de soluciones de la ecuacién 3logx — x = 0.
Solucién

Sea f(x) = 3logx — x. Observa que lin})f(x) = l_lff f(x) = —oy f(e) = 3—e > 0. Deducimos, por el teorema de
x— x—>+00
x>0
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3
Bolzano, que f tiene por lo menos un cero en cada intervalo |0, e[ y ] e, +oo[. Como la derivada f’(x) = = — 1 tiene un tnico

cero en x = 3, concluimos, por el teorema de Rolle, que f no puede tener mas de dos ceros distintos. En conclusion, la ecuaciéon
3logx — x = 0 tiene una solucién en el intervalo |0,e[ y otra en ] e, +-o0[. Si quieres, puedes precisar mas. Como f(1) < Oy
f(e?)=6—e?<0,sesigue que los dos ceros de f estén en el intervalo |1, e 2|.

Ejercicio 41. Determinar el niimero de raices reales de la ecuacién 2x® —3x? — 12x = m segtn el valor de m.
Solucién

Es muy facil. Hazlo y comprueba tu respuesta con la informacién que encontrards en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 42. Sea f una funcién polinémica y a < b. Justifiquese que, contando cada cero tantas veces como su orden, si
f(a)f(b) < 0 el numero de ceros de f en ]a,b[ es impar; y si f(a)f(b) > 0 dicho namero (caso de que haya algun cero) es
par. Dedtizcase que si f tiene grado 1, es condicién necesaria y suficiente para que f tenga n raices reales distintas que su
derivada tenga n — 1 raices reales distintas c; < ¢x < --- < ¢,_1 y que para a < c; suficientemente pequefio y para f > c,_1
suficientemente grande, los signos de los numeros f(«), f(c1), f(c2),..., f(ch—1), f(B) vayan alternando.

Aplicacion:

1. Determinar para qué valores de a la funcién polinémica 3x* — 8x% — 6x2 + 24x + « tiene cuatro raices reales distintas.

2. Estudiar el ntimero de raices reales de la ecuacién 3x° + 5x3 — 30x = a , segtin los valores de a.

Solucién Si f es un polinomio de grado 7 y ¢ es un cero de orden k de f, entonces f(x) = (x — ¢)*i(x) donde h(x) es un
polinomio de grado n — k con h(c) # 0. Podemos suponer, por comodidad, que h(c) > 0. Por la continuidad de h, hay un
intervalo abierto I que contiene a c tal que para todo x € I se verifica que h(x) > 0.

e Sik es par, tenemos que (x — c)* > 0 para todo x # c y deducimos que f(x) > 0 para todo x € I\ {c}. Por tanto, la
gréfica de f no atraviesa al eje de abscisas en x = c.

e Sik es impar, tenemos que (x — c)¥ > 0 parax > cy (x — c) < 0 para x < c. Deducimos que f(x) > 0 parax > cy
f(x) < 0parax < c. Por tanto, la gréfica de f atraviesa al eje de abscisas en x = c.

En otros términos, en un cero de orden par la funcién f no cambia de signo y en un cero de orden impar si cambia.

Es claro que si f(a) f(b) < 0 el nimero de cambios de signo de f entre a y b tiene que ser impar. Deducimos, por lo antes
visto, que f tiene en |a, b[ un nimero impar de ceros de orden impar, por lo que el niimero total de ceros de f en |4, b[, contando
cada cero tantas veces como su orden, es impar. Andlogamente, si f(a)f(b) > 0 el namero de cambios de signo de f entre a y b
tiene que ser par (o ninguno) y deducimos que el ntimero total de ceros de f en |a, b[ es par.



Ejercicios resueltos capitulo 2 37

Si f tiene n ceros (reales) distintos, a3 < ap < -+ < a,_1 < ay, estos ceros determinan n — 1 intervalos ]zxj, oc]-+1[ y, por
el teorema de Rolle, en cada uno de esos intervalos la derivada tiene que tener algtn cero c¢; €a;, a;,1[. Deducimos asi que la
derivada tiene n — 1 raices (reales) distintas c; < ¢ < - -+ < ¢,,_1. Como en cada intervalo ]ocj, X1 [ la grafica de f atraviesa una

vez el eje de abscisas, deducimos que f(c;)f(cj+1) < 0, es decir, los ntimeros f(c1), f(c2), ..., f(c,—1) van alternando su signo.
Ahora, si a < a1, en el intervalo |a, ¢1] la funcién f tiene un cero simple a5 y, por tanto, su grafica atraviesa una vez al eje de
abscisas, luego f(«)f(c1) < 0. Andlogamente, si a, < B debe ser f(c,—1)f(B) < 0. Hemos probado asi que la condicién del
enunciado es necesaria.

Reciprocamente, la condicién del enunciado implica que f tiene n + 1 cambios de signo, luego tiene 1 raices distintas.

Observa también que, como consecuencia del teorema de Rolle, si la derivada de una funcién tiene k ceros (reales) distintos
entonces la funcién no puede tener mds de k 4 1 ceros (reales) distintos (jpero puede que no tenga ninguno!). Sabemos también,
como consecuencia del teorema de los ceros de Bolzano, que todo polinomio de grado impar tiene por lo menos un cero real, lo
que implica que contando cada cero tantas veces como indica su multiplicidad, todo polinomio de grado impar tiene un niimero impar de
ceros reales.

1.Sea f(x) = 3x* —8x> — 632 +24x +a. Como f/(x) = 1263 —24x2 —12x +24 = 2(x + 1) (x = 1)(x = 2) y Em f(x) =
X —00

liT f(x) = 400, se sigue, en virtud de lo antes visto, que f tiene 4 raices reales distintas si, y s6lo si, f(—1) = =19+« < 0,
X—>—1+00

f(1)=13+a >0, f(2) =8+ a < 0queequivalena —13 < o < —8.

2. Sea f(x) = 3x° + 5x> — 30x — a. Tenemos que f’(x) = 15x* + 15x2 — 30 = 15(x2 +2)(x2 — 1), es decir, f’ tiene dos
ceros reales por lo que f no puede tener mds de tres (pero todavia no sabemos si los tiene). Lo que es seguro es que f tiene por
lo menos un cero real y en el caso de que tenga mds de un cero real debe tener tres (que pueden ser simples o uno simple y
otro doble). Veamos cudndo ocurre una cosa u otra. Tenemos que f es inyectiva en los intervalos | — oo, —1], [-1,1] y [1, 00|
(porque su derivada no se anula en ningtin punto de dichos intervalos excepto en los extremos), ademads lim,_, _ f(x) = —oc0
y limy 1o f(x) = +o0.

Deducimos que para que f tenga tres ceros reales simples, uno en cada intervalo | — co, —1[, | — 1,1[ y |1, 400, es necesario y
suficiente que f(—1) =22 —a >0y f(1) = —22 —a < 0lo que ocurre cuando —22 < a < 22.

Cuando a« = 22 entonces f(—1) = 0y f(1) < 0, por lo que f tiene también tres ceros reales: uno simple en el intervalo
]1, +00[ y otro doble (porque también anula a la derivada) en —1.

Cuando &« = —22 entonces f(—1) > 0y f(1) = 0, por lo que f tiene también tres ceros reales: uno simple en el intervalo
] — 00, —1[ y otro doble (porque también anula a la derivada) en 1.

Cuando & > 22 0 x < —22, f s6lo tiene un cero real (porque no puede tener tres ceros reales simples ni tampoco un cero real
doble).
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La discusion anterior puede hacerse también dibujando la grdfica de la funciébn polinémica
h(x) = 3x° +5x3 — 30x y viendo cudntos cortes tiene dicha grafica con la recta horizontal y = &. Para ello observemos que
hy f tienen la misma derivada, por lo que:

x<-1=h'(x)>0, -1<x<1=h'(x)<0, x>1=h'(x)>0

por lo que  es estrictamente creciente en | — oo, —1], estrictamente decreciente en [—1,1] y estrictamente creciente en [1, +oo|.
Deducimos que & tiene en —1 un maximo relativo y en 1 un minimo relativo. Ademés la derivada segunda 1" (x) = 30x(x2 +1)
se anula en x = 0 siendo 1" (x) < O parax <0y h”(x) > 0 para x > 0, es decir, /1 es concava en | — o0, 0] y convexa en |0, +o|.
Con esta informacién ya podemos dibujar su grafica.

Noétese que como f(x) = h(x) + a, la grafica de f se obtiene

77777777777777777777 2 0 trasladando la de / hacia arriba (« > 0) o hacia abajo (x < 0). Se

ve asi claramente, que cuando & = —22 o « = 22, la gréfica de

7777777777777777777777777777777777777777 f es tangente al eje de abscisas en el punto —1 o en el 1 donde hay
un cero doble.

Ejercicio 43. Dadon €N, sea f(x) = (x> —1)" (x€R). Pruébese que la derivada k-ésima (1 < k < n) de f tiene exactamente
k raices reales distintas en el intervalo | — 1, 1].

Solucién
Observa que f es un polinomio de grado 2n que tiene un cero de orden n en x = —1 y otro cero de orden n en x = 1. La
derivada de orden k de f serd un polinomio de grado 2n — k que tendrd un cero de orden n — k en x = —1 y otro cero de orden

n—kenx = 1, luego debe ser de la forma f*(x) = (x2 —1)"*P,(x) donde P(x) es un polinomio de grado k. Lo que nos piden
es probar que para 1 < k < n el polinomio Pg(x) tiene k raices reales distintas en el intervalo | — 1, 1[. Lo haremos por induccion
(finita). Para k = 1, f/(x) = (x2 — 1)"~12n x que tiene un cero en ] — 1, 1[. Supongamos que 1 < k < n — 1y que P(x) tiene k
raices reales distintas, a1 < a; < --- < ai en el intervalo | — 1, 1[. Tenemos que

FOE () = (x2 = 1) 12(n — K)xPy(x) + (x2 — 1)"*B ()
= (x2 = 1)1 2(n = K)xPe(x) + (x> = )P (x))



Ejercicios resueltos capitulo 2 39

por tanto, Pey1(x) = 2(n — k)xP(x) + (x? — 1) P’ (x). El polinomio P;’(x) tiene un cero en cada uno de los intervalos ], aj,1] y,
como hay en total k — 1 de ellos, deducimos que P;'(x) tiene k — 1 ceros simples ¢; €a;, a;,1[. En cada uno de dichos ceros Py’ (x)
cambia de signo, es decir, P’(4;) P’ (aj41) < 0. Supongamos, por comodidad, que P¢’(a1) > 0. Entonces (—1)/P,/(a;) > 0 para
1 <j <k Como

Pey1(aj) = 2(n — k)a;Pe(aj) + (a;> = 1) P/ (a;) = (a;> — 1) P/ (a))

y 4;2 —1 < 0, deducimos que (—1)/Peyq(a;) < 0 para 1 < j < k. Por tanto Py (x) tiene una raiz en cada uno de los k — 1
intervalos |aj, a;;1].

Probaremos ahora que Py 1(x) tiene una raizen] — 1,41 [ y otra en Jay, 1[. Como (—1)/Pey1(aj) < 0, se sigue que P4 (a1) > 0.
Tenemos también que Py 1(—1) = —2(n — k)P (—1) por lo que, al ser n — k > 0, sera suficiente probar que P,(—1) < 0. Para
ello basta observar que como P;/(x) # 0 para x < ¢ y como P;/(a1) > 0, se sigue que P,'(x) > 0 para todo x < ¢1. Luego Py(x)
es estrictamente creciente en el intervalo | — oo, c1| y como se anula en a; < ¢, concluimos que P(x) < 0 para x < ay y, por
tanto, Px(—1) < 0. Anadlogamente se prueba que Py (x) tiene una raiz en |ay, 1[.

El teorema del valor medio permite acotar el incremento de una funcién por el incremento de la variable y una cota de
la derivada. Esto da lugar a muchas desigualdades interesantes. Por otra parte, algunas de las desigualdades maés ttiles son
consecuencia de la convexidad. Los siguientes ejercicios tratan de ello.

Ejercicio 44. Probar que —a elogx < x™* para todo x > 0y todo a € R.

Solucién

log t

log (x_”) 1
T —. Vemos asi que basta probar que T o para todo

La desigualdad propuesta puede escribirse en la forma
log t
T2
creciente en ]0,e] y f'(t) < 0sit > eporlo que f es decreciente en [e, +oo[. Deducimos que f alcanza en t = e un maximo
absoluto en R™. Luego f(t) < f(e ) =1/e.

lgt

1
t > 0. Sea, pues, f(t) = og donde t > 0. Tenemos que f'(t) = y, por tanto, f'(f) > 0si0 < t < e por lo que f es

Hemos probado que —>— para todo t > 0. Haciendo t = x™%, donde x > 0y a € R, deducimos que la desigualdad

—a elogx < x™*

es Vahda para todo x > 0,y para todo a € R.
Ejercicio 45. Dado « €0, 1] demuéstrese que x* < ax + 1 — a para todo x e R™, x # 1.
Solucién

Sea f(x) =ax+1—a —x* Esclaro que f(1) = 0, por tanto, todo consiste en probar que la funcién f alcanza en x = 1 un
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minimo absoluto estricto. Tenemos que f'(x) = a —ax* ! = a(1 —x*!). Para0 < x < 1 es (a —1)logx > 0y, por tanto,
x*1 =exp ((« —1)logx) > 1, lo que implica, por ser a > 0, que f'(x) < 0. Andlogamente se justifica que f’(x) > 0six > 1.
Por tanto f es estrictamente decreciente en |0, 1] y estrictamente creciente en [1, +-o00[. Concluimos asi que f(x) > f(1) = 0 para
todox >0, x # 1.

Ejercicio 46. Sean 0 < a < b. Pruébese que si b < e entonces a’ < b%, y si e < a entonces b* < a’. ;Qué puede decirse si

a<e<b?
Sugerencia: considérese la funcién x — lo)gc a
Solucién
La funcién lo%x ha sido ya estudiada en el ejercicio 44. Por otra parte, la desigualdad a” < b” es equivalente a loga < #.

Ejercicio 47. ;Hay algtin ntimero a > 0 que verifique que a*/% > x para todo x €R"? ;Cuél es dicho nimero?

Solucion
loga < log x

La desigualdad del enunciado puede escribirse equivalentemente como
X

Ejercicio 48. Pruébese que para todo x €0, 71/2[ se verifica que

‘ x2 L 2x
i) 1—?<cosx; 11)? < senx < x < tgx

Solucién
2
i) Sea f(x) = cosx — 1+ % Tenemos que f'(x) = —senx+x y f”(x) =1 — cosx. Como f"(x) > 0 para todo x €0, 7t/2],
se sigue que f' es estrictamente creciente en [0, 77/2] y, como f’(0) = 0, obtenemos que f'(x) > 0 para todo x €0, 1/2[ y por
tanto f es estrictamente creciente en [0, 77/2]. Puesto que f(0) = 0, concluimos finalmente que f(x) > 0 para todo x €0, 7t/2].

ii) Sea f(x) = senx — 2% Tenemos que f'(x) = cosx — % y f”(x) = —senx. Como f”(x) < 0 para todo x €0, 7t/2], se

sigue que f’ es estrictamente decreciente en [0, 71/2]. Como f’(0) > 0,y f'(7t/2) < 0, deducimos que hay un tnico punto
X, €]0, 71/2[ tal que f'(x,) = 0y en dicho punto la funcién f alcanza un maximo absoluto en [0, 77/2]. Sabemos, por el teorema
de valores maximos y minimos de Weierstrass, que f tiene que alcanzar un valor minimo absoluto en [0, 7t/2]. Dicho minimo
absoluto necesariamente tiene que alcanzarse en los extremos del intervalo ya que si se alcanzara en un punto interior en dicho
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punto habria de anularse la derivada y hemos visto que ésta s6lo se anula en un punto que es de maximo absoluto. Como
f(0) = f(7t/2) = 0 concluimos que f(x) > 0 para todo x €0, 7 /2].

V1+x—o(x)
x5

Ejercicio 49. Calctlese una funcién polinémica ¢ tal que lim = 0.

x—0

Solucién

En virtud del teorema de Taylor-Young, la funcién polinémica ¢(x) no puede ser otra que el polinomio de Taylor de orden

5de f(x) =+v/1+xenx =0.

1 t 1)) —
Ejercicio 50. Calcular una funcién polinémica ¢ tal que lirrb og(arctg (quzt ) — (%) = 0.
X—

Solucion

En virtud del teorema de Taylor-Young, la funcién polinémica ¢(x) no puede ser otra que el polinomio de Taylor de orden
2de f(x) = log(arctg(x+ 1)) enx = 0.

Ejercicio 51. Justifiquese que las tnicas funciones n veces derivables con derivada de orden n constante son las funciones
polinémicas de grado < n.

Solucién

Sea f una funcién n veces derivables con derivada de orden n constante. Naturalmente, dicha funcién tiene derivada de
orden n + 1 idénticamente nula. Dado, x € R, aplicamos el teorema de Taylor con resto de Lagrange a f en el puntoa = 0,y
deducimos que existe un punto c comprendido entre 0 y x tal que

£ = 10 + 0+ L0 w2 g O S i

y como f("*+1(t) = 0 para todo t € R, concluimos que f coincide con su polinomio de Taylor de orden 1 en a = 0y, por tanto, es
una funcién polinémica de grado < n.

Fijate que no cabe esperar que este resultado pueda probarse sin usar algtn resultado tedrico profundo. Recuerda que se
necesita el teorema del valor medio para probar que una funcién con primera derivada nula es constante.

Ejercicio 52. Calctilese, usando un desarrollo de Taylor conveniente, v/2 con nueve cifras decimales exactas.
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14 1\ 12
Sugerencia: téngase en cuenta que V2 = 0 <1 — %) .

Solucién

Si hemos de aceptar la sugerencia, parece conveniente usar un polinomio de Taylor, T, (f,a)(x), de la funcién f(x) =
1—x)""2 en el punto a = 0, cuyo orden determinaremos por la condicién de que el error cometido al aproximar f(1/50
P y P q P

14
por T,(f,0)(1/50) sea menor que 10~ 1° pues entonces, al multiplicar por 10’ el error de aproximar /2 = 10 (1/50) por
14

14
ETn( £,0)(1/50) serd menor que — 10710 < 10~°.

10
La derivada de orden 1 de f(x) = (1 — x)~!/2 viene dada por

f(”(x):1(1+1>... <1+n_1) (1 van_ L35 @),

2\2 2 2n

Sabemos, por el teorema de Taylor con resto de Lagrange, que el error que se comete al aproximar f(1/50) por T, (f,0)(1/50)
es, en valor absoluto, igual a

—‘f(nH(C)"x—a\”H: x—l a=0 = —‘f(nﬂ(c)‘ 1 1135 (2n+1) 1 1
(n+1)! 507 7] (n+1)! \50)  (n+1)12mtl (1 —c)3/24n50n+]
~1.3-5---(2n+1) 1 1 < 1 1
24 (2n+2) (1 —c)3/24n50n+1 = (1 —)3/2+n50n+1

1 49 1
donde ¢ es un punto comprendido entre 4 = 0y x = 1/50. Como 0 < 1 — =0 = 50 < 1 —¢, se sigue que m <
50 3/2+n 50 n+2
(E) < <E) y, por tanto,
(n+1(,
u|x_a|n+1 <20
(n+1)! 49n+2
5
Es suficiente para nuestro propdsito que < . Como esta desigualdad se satisface para n = 5, concluimos final-
P PropOstto queé gwa = 1010 & P

(k
V2 — %T5(f,0)(1/50)‘ < 107°. Calculemos, para acabar, Ts5(f,0)(1/50). Como Ts(f,0)(x) = f(0) + Y3, %xk

mente que
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deducimos que

(ko 1 1-3-5---(2k—1) 1
Ts(£,0)(1/50) =1+y5 L 0L — 1 y®
5(£,0)(1/50) T Lkt T 5ok LT Lk 2-4..-(2k) 50k
11 31 51 35 1 63 1 80812203563
7 250 8502 16508  12850%  25650°  8(1019)
14 808122 424941
Finalmente, v/2 &~ —808 03563 = 265685 = 1,4142135623525 con nueve cifras decimales exactas.

10  8(10%0) 4(1011)
Comentario. Me parece que la sugerencia de este ejercicio en vez de simplificar los célculos los complica. Si calculamos los

polinomios de Taylor de h(x) = y/x en el punto a = 1,96 todo es més facil. Naturalmente, he elegido el punto 1.96 porque en él
puedo calcular de forma exacta el valor de h y de sus derivadas y porque estd muy proximo a 2. Tenemos que

h"(x) = 1 (1_1) (1_2> (1_n+1) L1/2n _ (_1)11711'3'5"'(2(”_1)_1)x1/27n

2\2 2 2 2n

El error de aproximacién viene ahora dado por

|h(”+l(c)‘
(n+1)!

W /4 Y™ 1.3.5...2n-1) 1 4
|x —a|"1=[x =1,96, a =2] = | (©] _1:3-5---(an—1)

(n+1)! 102 (n_|_1)!2n+1 cl/2+n 102n+2
_1-3-5---(2n—-1) 1 4 < 1 1 4
2.4... (2n)(2n +2) ¢1/2411021+2 ~ 2 4 2 ¢1/2+n 1 2n+2

donde 1,96 < ¢ < 2. Deducimos que

1 1 4
2n + 2 (1,4)(1,96)" 1027+2

‘h(”""l(c)}

o n+1
CE lx —a|" <

y es suficiente tomar n = 3 para conseguir que el error sea menor que 10~7.

Ejercicio 53. Calcular, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado del ntiimero real a con un error
menor de 1072 en cada uno de los casos siguientes:

a)a =7, b)a =+, c)a=sen(1/2)

Solucion
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a) Elegimos un punto 4 préximo a x = 7 en el que podamos calcular de forma exacta el valor de f(x) = /x y de sus
derivadas. El punto a = 8 es un buen candidato, pues esta préximo a x = 7y v/8 = 2. El error que se comete al aproximar v/7
por el polinomio de Taylor T, (f,a)(x) viene dado por

‘f(”ﬂ(c)“
(n+1)!

‘f(n—l—l (C) ‘

a"l=a=8x=7= CES

X —

donde 7 < ¢ < 8. Como

f(n(x)=%(%—1> (%—2)--.(%_71_’_1)3(1/3—11:1~2.5~8-..3(3(n_1)_1)\3/_}

xn

deducimos que

| F0+1(c)| _ 1258 (3n-1) V8 _ 2
(n+1)! (n+1)137+1 7+l el

y basta tomar 1 = 2 para que el error cometido en la aproximacién sea menor que 10~2.

Ejercicio 54. Calcular los polinomios de Taylor de orden n en el punto 0 de las funciones exp x, senx, cos x, log(1 + x),
arctgx, (14 x)* (« €R), arcsen x.

Solucién

Los polinomios de Taylor de la funcién exponencial centrados en a2 = 0 son inmediatos pues las derivadas de e* en x = 0
valen todas 1. Luego

n
1
Ta(ex,0)(x) =1+ 1
Como sen’(x) = cos(x) = sen(Z + x), se sigue que sen"(x) = sen("T + x). En particular, sen!"(0) =
= sen(“%). Por tanto
" sen(*X)
Tu(sen, 0)(x) = ) _ k'z xk
k=1 :
Como para k par es sen(*2) = 0y para k impar k = 29 — 1 es sen(@) = (—1)q+1, resulta que
n k—l—l 2 1
Tou_1(sen,0)(x) = Tou(sen,0)(x) = Z 2k— 0

k:l
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Analogamente para la funcién coseno

Ton(cos,0)(x) = Tpp41(cos,0)(x) = i (_1). x %k

Pongamos f(x) = (1 + x)%. Tenemos que f"(x) = a(ax —1)(a —2)--- (a —n 4 1)(1 + x)*". Por lo que

To(f,0)(x) = 1+ i oc(oc—l)(oc—zlz'...(oc—k—i—l)xk
k=1 ’

Cualquiera sea el niimero real « y el namero natural k se define

(a) Ca(e—1)(a—2)- - (a—k+1)

k) k!

Por convenio () = 1. Con ello podemos escribir

0 = 1 (§)

Para obtener los polinomios de Taylor de log(1 + x), arctg x y arc sen x es conveniente usar la siguiente relacién, de comproba-
cién inmediata, entre los polinomios de Taylor de una funcién ¢ y de su derivada ¢’ que se expresa por

A Tialp0)() = e ) () )

Es decir, la derivada del polinomio de Taylor de orden 7 + 1 de ¢ es el polinomio de Taylor de orden n de ¢’. La igualdad (1)
es interesante en los dos sentidos pues permite calcular Ty 41(¢,a)(x) sin mas que calcular la primitiva de T,(¢’,a)(x) que en el
punto a coincida con ¢(a). Los siguientes ejemplos son representativos de esta forma de proceder.

En lo que sigue vamos a usar que Ty (¢, a) es el tinico polinomio de grado < n tal que

o)~ T

xoa (x — a)”

- P
Pues si P(x) es un polinomio de grado < n tal que lim (x) = P(x) 0, entonces, poniendo H(x) =

x—a  (x —a)"
B . H(x)
= Tu(¢,a)(x) — P(x), tendremos que chlg}l G a)

= 0lo que implica que x = a es una raiz de H(x), luego H(x) = (x —a)*Q(x),
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_ \k
donde k es el orden de la raiz. La condicién lim M = lim M
x—a (x — a)” x—a (x — a)”

nomio de grado < 7 esto sélo es posible si H(x) es idénticamente nulo, es decir, P(x) = T, (¢, a)(x).

= 0 implica que k > n y, como H(x) es un poli-

Pongamos f(x) = log(1 + x). Tenemos que

fl(x) = L _ 1—x+x2—x3+---+(—1)”x”+(_1)“+1LJrl
1+x 1+x
De donde se deduce, por lo antes dicho, que
Ta(f,0)(x) =1 —x+x2 =2+ -+ 4+ (=1)"x"
y, por tanto, paran =0,1,2,...
Ta(F 0@ =x -5+ 5 -2 (X
Para el caso de la funcién arc tg x se procede igual teniendo en cuenta que
1 212
arctg'(x) = ke R i (_1)n+11+_x2
de donde se sigue que
2 y7 x2n+1
Ton(arctg, 0)(x) = Ty, y1(arctg, 0)(x) = x — 3 4 5 RS (_1)712” —
Finalmente, como arcsen’(x) = (1 — x2)~1/2 es de la forma (1 +z)* donde z = —x2, « = —1/2, y como el polinomio de

n
Taylor de orden n en a = 0 de (1 + z)* sabemos que es Z (i) z¥, deducimos que
k=0

Ty (arcsen’,0)( i ( 1/2> x2)k = i (_1/2)(—1)kx2k
k=0 ico\ k

y, por tanto,

; 32kt
Tou(arcsen,0)(x) = Tp,41(arcsen, 0)( kzo < ) D 2k +1
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Como

“1/2\ _FF-DEF -2 (F k41 4135 (k1)
( )_ k! =1 2-4-6---(2k)
tenemos que

21-3-5---(2k—1) 1 54

T arcsen,0)(x) = X
2n+1( )(x) kgo 2-4-6---(2k) 2k+1

Ejercicio 55. Dibujar las gréficas de las funciones siguientes:

a)f(x):3x5_5x3—|—2 b)f(x):iii_i C)f(x):xz_—ixl_'_z
D 1) = |+* @ f(x) = Vx2(x=2) P f(x)=x*—4x®+10

Para trazar la grafica de una funcién f se debe tener en cuenta:
1. Propiedades de simetria o de periodicidad de f.
2. Los puntos en que se anula la primera o la segunda derivada de f y los puntos en los que f no es derivable.
3. Los intervalos en que f' tiene signo constante. Lo que nos informa del crecimiento y decrecimiento de f y también de la
naturaleza de los puntos singulares (méximos y minimos locales).
4. Los intervalos en que la derivada segunda tiene signo constante. Lo que nos informa de la convexidad y concavidad, asi
como de los puntos de inflexion.
5. Hallar las asintotas.
Asintota vertical. La recta x = ¢ es una asintota vertical de la grafica de f si alguno de los limites laterales de f en c es infinito.
Asintota horizontal. La recta y = L es una asintota horizontal de la grafica de f si f tiene limite en +-c0 0 en —coiguala L.
Asintota oblicua. Si f es una funcién racional con el grado del numerador una unidad mayor que el grado del denominador,
entonces puede escribirse de la forma f(x) = mx+ b+ g¢(x) donde xl—i>r—§1:1<>o ¢(x) = 0y larecta y = mx+ b es una asintota

oblicua de la grafica de f.
6. Dibujar méximos, minimos, puntos de inflexién, cortes con los ejes y cortes con las asintotas.

Ejercicio 56. La figura muestra la grafica de una funcién f dos veces derivable. Estudiar el signo de la primera y la segunda
derivada de f en cada uno de los seis puntos indicados.
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Solucién
f'(A) >0, f'(B) =0, f'(C) <0, f(D) <0, f'(E) <0,
f'(F) > 0.
f”(A) < O,f”(B) < O,f”(C) < O,f”(D) = O,f”(E) > 0,
f"(F) > 0.

(e}

Ejercicio 57. Una particula se mueve a lo largo de una linea recta. En la siguiente grafica se muestra la distancia s de dicha
particula al origen en el tiempo t.

s Indicar, a la vista de la gréfica y de forma aproximada:

a) Cuando la particula se estd alejando o acercando al origen;

b) Cuéndo la particula esta acelerando y cuando esté frenando.

Solucién

Alejandose para 0 <t <1yt > 2. Acercandose si 1 < t < 2. Frenando para
t 0 <t <3/2. Acelerando para t > 3/2.

1 2

No creo que sea necesario ni conveniente darte las soluciones de los siguientes ejercicios. Son muy féciles.

Ejercicio 58. Traza la grafica de una funcién f dos veces derivable en IR, sabiendo que:
a) La gréfica de f pasa por los puntos (—2,2),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,2);
b) f' es positiva en los intervalos | — oo, —2[ y |0,2[, y es negativaen | —2,0[ y |2, +oo[;
c) f" es negativa en los intervalos | — oo, —1[ y |1, +c0], y es positiva en el intervalo | —1,1].
Ejercicio 59. a) ;Es cierto que los puntos en los que la derivada segunda se anula son puntos de inflexiéon?
b) ;Qué puedes decir de los puntos de inflexiéon de una funcién polinémica de grado 2 o 3?
Justifica tus respuestas.

Ejercicio 60. ;Es cierto que la grafica de toda funcién polinémica de grado par tiene tangente horizontal en algan punto? ;Y
si el grado es impar? Justifica tus respuestas.

Ejercicio 61. Calcular los valores méximo y minimo de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

1. f(x) =x3—x2—-8x+1 enelintervalo [-2,2].
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x+1 )
iy el intervalo [—1,2].
1
3. f(x) = E(sen2 x+cosx)+2senx —x enelintervalo [0,7/2].

4. f(x) = Vx2(5—-2x) enelintervalo [-1,3].
5. f(x) = —x3+12x+5 enelintervalo [-3,3].

En todos estos ejercicios se trata de hallar el mdximo o minimo absolutos de una funcién continua f en un intervalo cerrado
[a, b]. Para ello puede seguirse el siguiente procedimiento:

Paso 1. Hallar todos los puntos x de [, b] que o bien son puntos singulares de f, es decir, son ceros de f’, 0 son puntos en
los que f no es derivable.
Paso 2. Calcular el valor de f en cada uno de los puntos obtenidos en el Paso 1y también en a y en b.
Paso 3. Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor de todos ello serd el maximo absoluto de f en [a,b] y el menor
serd el minimo absoluto de f en [a, b].

Naturalmente, este procedimiento es ttil cuando se aplica a funciones derivables en todo el intervalo salvo quizas en unos
pocos puntos excepcionales. También es necesario que puedan calcularse los ceros de la derivada.

1
3. La funcién f(x) = > (sen? x + cos x) +2sen x — x, tiene como derivada

1 1
f'(x) = cosx senx — Esenx—i—Zcosx— 1= E(_l +2cosx)(2 4+ senx)

Por tanto, el tnico cero de la derivada en el intervalo [0, 77/2] es x = 71/3. Como para 0 < x < 7/3 es f'(x) > 0y para
/3 <x</2es f'(x) <0, sesigue que el valor méximo absoluto de la funcion f en [0, 77/2] se alcanza un en x = 77/3y vale

5 1
f(m/3) = 3 +/3 — % El valor minimo absoluto debe alcanzarse en alguno de los extremos del intervalo. Como f(0) = 5Y
f(m/2) = g - g, se sigue que el valor minimo absoluto de f en [0, 77/2] se alcanza en x = 0.

4. La funcién f(x) = V/x2 (5 — 2x), tiene como derivada

fl(x) = §x2/3_1(5 — 2x) _px2/3 _ 42/3 (% _2> _ 3/—x210(13x— x) X £0
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Claramente, f no es derivable en x = 0. El unico cero de la derivada es x = 1, puesto que f'(x) < 0, para—1 < x <0, f'(x) >0
para0 < x < 1y f’(x) < Oparal < x < 3, se sigue que f es estrictamente decreciente en [—1,0], estrictamente creciente
en [0,1] y estrictamente decreciente en [1,3]. Por tanto x = 0 es un minimo relativo y x = 1 es un méximo relativo. Como
f(=1) =7,f(0) =0, f(1) = 3y f(3) = —V/9, se sigue que, en el intervalo [—1,3], el minimo absoluto de f se alcanza en el
punto x = 3 y el mdximo absoluto se alcanza en x = —1.

Ejercicio 62. Calcular el minimo valor de }}_,(x — a;)?> donde ay,ay, - - - a, son nimeros reales dados.

Solucién
n
Se trata de calcular el minimo absoluto de la funcion f(x) = ) (x — a;)? cuando x € R. Cuando una funcién no esta
k=1
definida en un intervalo cerrado hay que estudiar el signo de la derivada si queremos calcular maximos o minimos absolutos
cuya existencia habrd que justificar. Tenemos

f'(x) :2i(x—ak) :an—Ziak
k=1 k=1

que se anula solamente en ¥ = (}}_; a;)/n. Como f"(x) = 2n > 0, se sigue que f’(x) es creciente y, por tanto, f'(x) < 0 si
x <Xy f'(x) > 0six > X Luego f(X) < f(x) para todo x € R. Es decir, el valor minimo buscado se obtiene cuando x se
sustituye por la media aritmética, X, de ay, ay, ..., a,.

Ejercicio 63. Calcular la imagen de f: Rt — R dada por f(x) = x!/%,

Solucidn.

Como se trata de una funcion continua, definida en un intervalo, su imagen tiene que ser un intervalo. Escribamos f(x) =

1 —logx
2

exp (lo%x) Tenemos que f'(x) = f(x). Es evidente que f(x) > 0 para todo x > 0. La derivada se anula solamente

parax = e,y f'(x) > Opara0 < x < e, f/(x) < 0 para x > e. Deducimos que en x = e la funcién alcanza un maximo
absoluto. Es claro que f no alcanza ningtin minimo absoluto aunque toma valores arbitrariamente préximos a 0, pues como
log x

linb L = oose sigue que HH(I) f(x) = 0. Concluimos que la imagen de f es el intervalo ]0,e!/ ].
X X—
x>0 x>0

2
Ejercicio 64. Sea f: R — R la funcién definida por f(x) =e /%" para x # 0,y f(0) = 0. Estudiar la continuidad y
derivabilidad de f y calcular su imagen.

Solucion
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1/x 1

Consideremos la funcién ¢: R} — R definida para todo x > 0 por g(x) = e /¥ = oY g(0) = 0.

Te recuerdo que para todo niimero r € R se verifica que

N 1
lim — = lim =0
x—to0e¥  x—0 x7el/x
x>0
. ., . + / 1 -1/ 1 2z /
Como lim g(x) = 0, la funcién g es continua en R. Parax > 0es ¢'(x) = e /¥ = , por lo que lim g'(x) = 0y,
x—0 x?2 x2el/x x—0

x>0 x>0
por un resultado de teoria usado ya en varias ocasiones, concluimos que g es derivable en 0 con ¢’(0) = 0 siendo, ademas, ¢’

continua en 0y, por tanto, en R{. Como para x > Oes g”(x) = (—2x 3+ x7*) e /%, se sigue que lim ¢"(x) = 0,luego g
x—
x>0

es dos veces derivable en 0 siendo g”(0) = 0. De esta forma puedes demostrar por induccién que g tiene derivadas de todos

6rdenes en x = 0 siendo ¢("(0) = 0 para todo n € N.

Como f(x) = g(x?) para todo x € R, se sigue que también f tiene derivadas de todos 6rdenes en x = 0 siendo f("(0) = 0
para todo n € N. Por tanto, f tiene derivadas de todos érdenes en IR, es decir, es una funcién de clase C* en IR.
2 2
Sabemos que la imagen de f es un intervalo. El minimo absoluto de f se alcanza en x = 0. Como f'(x) = e e /¥ (x £0),
se tiene que f/(x) < 0six <0y f'(x) > 0six > 0. Luego f es estrictamente decreciente en | — o0, 0] y estrictamente creciente
en [0, +oo[. Ademds como f(—x) = f(x), tenemos que f(R) = f([0, +oo[) = [f(0), 1_1>I_’I_1 f(x)[=10,1].
X o)

Ejercicio 65. Supongamos que f es derivable en a, g es continua en a y f(a) = 0. Pruébese que f¢ es derivable en a.

fe(x) = fg(a) _ f(x)g(x) — fa)g(a) _ f(x)g(x) _ f(x) = f(a) 2(x)

X —a X—a X—a X—a

Soluciéon

Ejercicio 67. Sea f: [a,b] — R derivable y f’ creciente. Probar que la funcién g :]a,b] — R dada para todo x €a, b] por
_ f(x) = f(a)
glx) == —
Solucién

, €s creciente.

Podemos derivar g(x) como se deriva un cociente. Tenemos

o = LRG0 ) (o
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Aplicando el teorema del valor medio a f en el intervalo [4, x|, tenemos f(x) — f(a) = f’(c)(x — a) para algun ¢ €a, x[. Por

tanto
frx)(x—a) = (f(x) = f(a)) = (f"(x) = f(c))(x —a) 2 0

por ser f' creciente. Concluimos que ¢’(x) > 0 para todo x €a, b], lo que implica que g es creciente en dicho intervalo.

Ejercicio 68. Sea f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable dos veces en ]a, b[. Supongamos que el segmento de extremos
(a,f(a)), (b, f(b)) cortaala gréficade f enunpunto (¢, f(c)) con a < ¢ < b. Demuéstrese que existe algan punto d €|a, b[ tal

que f"(d) = 0.

Sugerencia: interpretar graficamente el enunciado.

Solucién
Basta aplicar el teorema del valor medio a f en los intervalos
(B1() [a,c] y [c,b] para obtener que hay puntos u €a, c[, v €c, b] tales
que
a
/ fle)=f@a) f(b) = f(c)
frwy = LI gy - B2 S
. a Como
(@f(an— 3 flo) = fla) _ f0) = F0) _ o
A c v b c—4a b—c 5

se sigue que f'(u) = f'(v).

Aplicamos ahora el teorema de Rolle a f' en [u, v], para concluir que hay algiun z u, v[ tal que f”(z) = 0.

Ejercicio 69. Justifiquese que existe una funcién ¢ : R — R derivable y que verifica que g(x) + e (*) = x para todo x € R.
Calctlese ¢'(1) y ¢'(1+e).

Solucion

Se trata de probar que la funcién f: R — R definida por f(x) = e*+x es una biyeccién de R sobre R, pues entonces
llamando g a la funcién inversa de f, se tendra que f(g(x)) = x, es decir, g(x) + e () = para todo x € R.

Naturalmente, seria una ingenuidad intentar calcular de forma explicita la funcién inversa de f, pues la igualdad x +e* =y
no permite expresar de forma elemental x como funcién de y. Hemos de contentarnos con demostrar que la funcién g existe.

Desde luego, como f'(x) = 1+ e* > 0, se sigue que f es inyectiva, de hecho, estrictamente creciente en R. Ademds como
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Em f(x) = —o0y LHB f(x) = +oo, se sigue que la imagen de f es todo R (porque debe ser un intervalo no minorado ni
X——00 X (o]

mayorado). Luego f es una biyeccién y su funcién inversa, ¢ = f~! verifica que g(x) + e8(*) = x, para todo x €R.
En virtud del teorema de la funcién inversa, sabemos que g es derivable y la relacion entre las respectivas derivadas viene

dada por ¢'(x) = m

.Como g(1) = 0 (porque f(0) =1)y g(1+e) =1 (porque f(1) =1+ e), deducimos que

, 1 1 , 1 1
g(l)_f/(())—il g(1+e)_f’(1)_1+e




