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Espacios afines - v3

1.1. Espacio afin

En matematicas, un espacio afin es una estructura geométrica que permite definir rec-
tas paralelas y nociones de incidencia y que, por tanto, proporciona un buen modelo para
enunciar y demostrar resultados de geometria euclidea. En un espacio afin, a diferencia de
lo que ocurre en espacios vectoriales, no hay un punto distinguido como el origen. Existen
nociones de puntos y de direcciones determinadas por vectores, de manera que podremos
sumar dos vectores y definir una nocién de suma de punto y vector, pero no tendra sentido
sumar dos puntos. Es frecuente leer: “un espacio afin es lo que queda de un espacio vectorial
cuando nos olvidamos del origen”.

Desde un punto de vista mas formal, un espacio afin es un par formado por un conjunto
de puntos y un espacio vectorial de direcciones, relacionados de modo que cada par de puntos
p, q determina un tnico vector pg. Esta asignacion no es arbitraria y debe verificar una serie
de propiedades sencillas, como la igualdad triangular o relacion de Chasles: pg + gF = pr, asi
como ciertas condiciones de existencia y unicidad de vectores. La definiciéon de espacio afin
es la siguiente:

Definicion 1.1. Un conjunto no vacio A es un espacio afin sobre un espacio vectorial V si
existe una aplicacion A X A — V, (p, q) — pq, que verifica las siguientes propiedades:

Al. pg+qf =pr,Vp,q,r € A.

A2. Sipq = pr, entonces q = r.

A3. Sip e Ay v eV, existe q € A tal que pg = v.
Al espacio vectorial V se le denomina el espacio de direcciones de Ay se le suele denotar por
A. Cuando la dimensidon de A es finita, se define como dimensién de A como la dimension
de A y se denotara por dim(A). Al vector pg lo denominaremos el vector determinado por p y
g. El punto p es el origen del vector pq. El punto q es el extremo del vector pqg.

Salvo que se diga otra cosa, el cuerpo sobre el que se construye V sera R o C.

Propiedades 1.2.
1. pp=0, Vp e A
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2.gp=-pq Vp,qeA

3. Sip1,...,px € A conk > 3, entonces Zi.‘:_llp_,-ﬁ,-ﬂ = p1Pk-

4. pq = p1qy implica que ppy = G4y Vp,p1,q. 41 € A.

5. pq = 0 implica que p = q.

6. Sip € A, la aplicacion F, : A — A definida por F,(q) = pq es biyectiva.

Demostracion: 1. Por la propiedad A1, pp = pp + pp, lo que implica pp = 0.

2. De nuevo por la propiedad A1y por la anterior: pg + gp = pp = 0.

3. Si k = 3, laigualdad se sigue de Al. Supongamos que la igualdad se verifica para k — 1
puntos por induccién: Zf;lz Pipi+1 = P1Pk—1- Sumando el vector pr_1px a ambos lados de la
igualdad, tenemos que:

>

-1 k-2
Dibi+1 = ZﬁHl + Dk—1Pk = P1Pk—-1 + Pk—1Pk = PiPk-

i=1 i=1

de nuevo por la propiedad Al.
4. Por la propiedad 3 aplicada a los puntos p, p1, q1, g.

Pp1+P1g1 +qiq +qp = pp = 0.

Por hipétesis gp + p1g; = 0, de modo que pp; + gig = 0.

4. Se sigue de A2y 1: si pg = 0 = pp, entonces p = q.

5. La propiedad A2 es equivalente a que F,, es inyectiva, y la A3 que F), sea sobreyectiva.
O

Ejemplo 1.3 (Estructura afin de un espacio vectorial). Dado un espacio vectorial V, pode-
mos definir sobre V una estructura de espacio afin (sobre el espacio vectorial V) mediante
la aplicacion V X V. — V definida por (u,v) — u9 := v — u. Es trivial comprobar que las
propiedades A1, A2, A3 se verifican. Habitualmente nos referiremos a esta estructura afin de
un espacio vectorial como su estructura canénica.

Es posible definir otras estructuras diferentes, por ejemplo considerando las aplicaciones
V XV — V definidas por (u,v) — A(v — u) para cualquier A € R\ {0}.

En un espacio afin no existe una estructura que permita sumar dos puntos. Sin embargo,
si podemos definir la suma de un punto y un vector. El resultado es otro punto del espacio
afin.

Definicién 1.4 (Suma de un punto y un vector). Sip € Ay v € A, se define la suma de p y
v como el Gnico punto g € A tal que pg = v. Al punto q se le denotara por p + v.

De la definicién obtenemos las dos siguientes propiedades:

a=ro] » [soio=o]

Propiedades 1.5. Lp+0=p VpeA
2.p+u+v)=(p+u)+v VYpeAVuveA.
3. Fijado p € A, la aplicacion g : A — A definida por g(v) := p + v es biyectiva.
4. Dadosp € A, u,v € A, se definen q = p + u, r = p + v. Entonces se tiene gf = v — u.
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Demostracion: 1. p es el unico punto tal que pp = 0.

2.Seaq=p+u,r=q+v.Porlapropiedad A1, pg + g7 = pr. Como pg = u, g7 = v, se
tiene u + v = pr. Por definicién de suma de punto y vector r = p + (u + v). Por tanto: p +
(u+v)=r=q+v=(p+u)+o.

3.Sip+u = p+v, entonces u = pﬁu) = p@v) = v. Esto demuestra que g es inyectiva.
Sig € A, fijado p € A, se tiene que u = pq satisface la igualdad q = p + u. Esto demuestra
que g es sobreyectiva.

4. Tenemos que u = pg, v = pr. Por la propiedad A1, pg + g7 = pr. Por tanto, u + g7 = v.
O

pto

Ficura 1. Representacién grafica de la suma de punto y vector: el punto
p + v se corresponde con el extremo del vector libre v trasladado de modo
que su origen es p.

Definicién 1.6 (Traslacion de vector v). Dado v € A, la traslacién de vector v es la aplica-
cién t, : A — A definida por t,(p) := p + v.

Propiedades 1.7.
1. t() = IdA
2ty oty = tyso =ty o ty, Yu,v € A.
3. t,, es una biyeccion del espacio afin, y (t,)™! = t_o.
4. El conjunto de traslaciones es un grupo conmutativo con respecto a la composicion.

Demostracion: 1.Dado p € A, to(p) =p + 0 =p =1da(p).

2. Dados u,v € Zyp eAtyoty(p) =t,(p+v)=@+v)+u=p+ (v+u)=tyr,p).
La igualdad restante se obtiene por simetria.

3.Dadov € A, t, 0ty = ty_p = to = Id4. Analogamente, t_,, o t, = Id4. Por tanto, t,,
es una biyeccioén de A de inversa t_,,.

4. Las propiedades anteriores nos dicen que el conjunto G = {t, : v € A} es cerrado
para la composicién de aplicaciones. Ademas, admite elemento neutro (f, = Id4), admite
elemento opuesto y la composicién es conmutativa. O

1.2. Subespacios afines

Definicion 1.8. Un subconjunto S C A es un subespacio afin si existen un puntop € Ay
un subespacio vectorial F ¢ A talesque S =p+ F = {p+ v : v € F}. Al subespacio vectorial
F se le llama subespacio de direcciones de S, y lo denotaremos por F = S.

Propiedades 1.9. Sean A un espacio afin y S = p + F un subespacio afin de A.
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{pg:q €S}
qr : q,r € S}.
+ F, para cualquier q € S.

el TS
Il

1
2.
3.

{
q
Demostracion: 1. Por doble inclusién. Siv € F, q:= p+v € S. Entoncesv = pg € {pq: q €
S}. Dado q € S, pg cumple q = p + pq, por tanto pq € F.

2. Se hace practicamente igual que el apartado 1.

3. Teniendo en cuenta que z = p + pz = p+ pq + Gz = q + gz, por doble inclusion se tiene
inmediatamente que p+ F = q¢ + F. O

La propiedad 2. demuestra que el subespacio de direcciones de S es tinico porque es
exactamente el conjunto de vectores que unen pares de puntos de S.

Definicion 1.10. La dimension de un subespacio afin es la dimensioén vectorial de su subes-
pacio de direcciones. Sea S C A un subespacio afin. Diremos que:

1. S es una recta afin si dim(S) = 1.
2. S es un plano afin si dim(S) = 2.
3. Si A tiene dimension finita, S es un hiperplano afin si dim(S) = dim(A) — 1.

Obsérvese que un punto {p} C A es un subespacio afin de dimensién cero, puesto que
F = {0} es subespacio vectorial y {p} = p + F.

Proposicion 1.11. Dados dos puntos p, q € A tales que p # q, existe una unica recta afin R C
Atal quep,q € R.

Demostracion: Consideramos el subespacio afin R := p + L(pq) = {p + Apq : A € R}. Como
p # q, el subespacio vectorial L(pq) tiene dimension 1. Por tanto, R es una recta afin. Es
obvio que contieneapy ag.

Por otra parte, si S es una recta afin que contiene a p y a g, se tiene que pq € S y, por
tanto, L(pg) C S. Como L(pg) y S son subespacios vectoriales de dimension 1, se tiene que
L(pg) = S.Entonces S =p+ S = p + L(pg) = R. Esto demuestra la unicidad. i

Proposicion 1.12. Sea {S;};e; una familia de subespacios afines de un espacio afin A. Entonces
Mier Si es, o bien vacio, o un subespacio afin de A. En el segundo caso su espacio de direcciones

es (Nier Si-

Demostracion: Supongamos que la interseccion no es vacia. Tomamos p € [ S;. Veamos que
Mier Si =P+(ﬂie1§;)- N N

Sea q € (N;er Si- Entonces g € S; = p+ S; Vi. Por tanto, pg € S; Vi. Esto implica que
q=p+pgeEp+ (ﬂiezST)-

Sea ahora g € p + (ﬂiel §:) Entonces g = p+u,conu € (;es S ;. Por tanto q=p+
uep+ S; =85 Vi, yq€ NierSi. m|

Cuando la interseccion es no vacia, ();¢; S; es el mayor subespacio afin contenido en
todos los subespacios S;.
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Definicion 1.13 (Suma afin de subespacios afines). Sean S, T dos subespacios afines. Se
define su suma afin como la interseccién de todos los subespacios afines que contienen a
SUT. Se denota por SV T.

S V T es un subespacio afin por ser una interseccién no vacia de subespacios afines.

Proposicion 1.14. Sean S y T dos subespacios afines de un espacio afin A.

1. S,TcSVT.
2SVT=TVS.
3. SV T es el menor subespacio afin de A que contiene simultaneamentea S yaT.

Demostracion: Los apartados 1. y 2. son evidentes.
3. Sea ¥ la familia de subespacios afines de A que contienen a S U T. Con esta notacion,
setieneque SVT = Nyeg U.SiV € F,entonces SVT C V. O

Teorema 1.15. Se consideran S y T dos subespacios afines de A. Dadosp € S y q € T, se tiene
queSVT =p+ (S +T+L(pg)).

Demostracion: Definamos X := p + (S +T + L(pg)). Por un lado, X =S + T + L(pg). Por
otro, como S C X, se tiene S = p+ S c p+ X =X. Igualmente se demuestra T C X. Sea
ahora V otro subespacio afin tal que SV T C V. En particular, S y T c V.Comop € Sy
g € T, tenemos que pg € V, luego L(pg) C V. Juntando todo, tenemos S + T + L(pg) C V.
Entonces, X = p+ (S + T + L(p§)) C p+ V = V. En definitiva, X estd contenido en todo
subespacio afin que contenga también a S y a T, luego solo puede ser X =SV T. m]

Corolario 1.16. Sean S y T dos subespacios afines de A. Supongamos que existep € SN T.
Entonces, SVT =p+ (S +T).

Corolario 1.17. Sean S y T dos subespacios afines de A.

1. SiSNT # 0, entoncesdim(SVT) + dim(SNT) = dimS + dim T.
2. SiSNT =0, entoncesdim(SVT) +dim(S N T) =dimS +dimT + 1.

Demostracion: 1. Seap € SN T. Sabemos que SV T = p + (S + T). Por la formula de las
dimensiones en un espacio vectorial:

=

dim(S vV T) = dim(S + T) = dim(S) + dim(T) — dim(S n T).

Como dim(S) = dim(S), dlm( ) dim(T) y dim(SNT) = dim(S NT), ya que el subespacio
de direccionesde SNTes S N T, obtenemos la primera férmula.

2. Observamos en primer lugar que pg # 0. En caso contrario p = ¢ y la intersecciéon de S
y T seria no vacia. Veamos ademas que (S + T ) N L(pg) = {0}. En caso contrario, como L(pg)
es un subespacio vectorial de dimension 1, tenemos que L(pg) C S + T . Existen entonces
veS,we T tales que pg = v + w. Por tanto:

g-w=p+pg—-w=p+(@V+w)—w=p+o.
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Comog-weq+T =Typ+vep+ S =S8, deducimos que la interseccién de Sy T es no
vacio, lo que es imposible. En consecuencia:

dim(S v T) = dim((S + T) + L(pg))
= dim(S + T) + dim( (L(pq)) — dim((S + T) N L(pq))
=dim(S +T)+1-0
= dim(S) + dim(T) —dim(S N T) + 1

(

= dim(S) + dim(T) — dim(S N T) + 1.

O

Definicion 1.18. Sea A un espacio afin. Sean S y T dos subespacios afines de A. Se dice que
SesparaleloaT si S C T.Si se da la igualdad, se dice que S y T son paralelos y se escribe
S|IT. En caso de que ni sean paralelos ni sean secantes, se dice que se cruzan.

Proposicion 1.19. Sea A un espacio afin. Sean S y T dos subespacios afines de A.

1. SiS es paralelo a T, entonces o bien S C T obien SNT = 0.
2. SiS||T, entonces o bien S =T obienSNT = .
3. Dado p € A, existe un unico subespacio afin T tal quep € T y que S||T.

Demostracion: Los apartados 1. y 2. son evidentes.
3. Para la existencia, se define T = p + S. _Como T = S, entonces S ||T Para la unicidad,
dado otro subespacio afin T’ talquep € T" y T=S5=T, luego T’ =p + T = p+T =T.0

1.3. Sistemas de referencia afines. Ecuaciones paramétricas e implicitas de
subespacios afines

Definicion 1.20. Sean py, . .., px € A puntos de un espacio afin. Diremos que son afinmente
independientes si los vectores pop1, . . . , poPx son linealmente independientes.

El orden de los puntos no es importante en la definicién de independencia afin: Sea

o una permutacion del conjunto {0,1,...,k}. Si {po,...,px} son afinmente independien-
tes, entonces los puntos ps (o), - - ., Ps(k) también lo son. Para comprobar esto, llamamos
B, = {pg(o)pgg) j=1,..., k}. En primer lugar, si ¢(0) = 0, entonces B, es una reordena-

cion de los vectores anteriores, que ya sabemos que son linealmente independientes. Por tanto,
no hay nada que demostrar. En segundo lugar, supongamos que ¢(0) > 0. Consideramos
una combinacién lineal
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Veamos que todos los coeficientes a; son iguales a cero. Como p,(0)po(j) = Po(0)P0 + PoPo(j)s
tenemos

k k
0= Z ajPo(0)Po () = Z a;(Ps@Po + Pobo))
j=1 j=1
k k
= (Z aj)Paw)Po + > 4piboy = ), @puboi - (Z aj)ﬁp'a(o»
Jj=1 Jj#o(0) Jj#o(0) Jj=1
Recordando que los vectores {pop; : j = 1,.. ., k} son linealmente independientes, entonces
de la expresion anterior obtenemos a; = 0, j # o(0), 25:1 aj = 0. Por tanto, a; = 0 para todo
J.
Definicion 1.21. Sea A un espacio afin de dimension n. Un sistema de referencia afin R en
A es un conjunto {p, p1, - - -, pn} de (n + 1) puntos afinmente independientes. Al punto p, se
le denomina el origen del sistema de referencia. La familia de vectores {pop1, . . ., popn} €s la

base asociada al sistema de referencia R.

Dar un sistema de referencia afin es equivalente dar un punto py € A y una base
{v1,...,v,} del espacio vectorial A. Es inmediato comprobar que {po, po + v1, - .., Po + Un}
es un sistema de referencia afin en A.

Teorema 1.22. Sea A un espacio afin. Consideremos un sistema de referencia afin R = {po, p1,
.., Pn}. Entonces, la aplicacion fg : R* — A definida por

fR(x1’~"’xn) :PO +Zxkﬁk9

k=1
es una biyeccion.

Demostracion: Del punto 6 de la lista de propiedades 1.2, sabemos que la aplicaciéong : A —
A dada por g(p) = pop es biyectiva. Definimos fg como en el enunciado y consideramos la
composicion g o fg : R* — A. Veamos que esta aplicacion es un isomorfismo de espacios
vectoriales. En primer lugar, dados a,b € R, v,w € R", v = (vq,...,0,), w = (wy, ..., Wy),

g(f(av-+bw) = g(po + Y (avk + bwidipe) = D (avk + bwi)Fip
k=1

k=1
= a ) vepopr +b ) wipopk = ag(Po £ Ukﬁﬁk) + bg(Po > Wkﬁk)
k=1 k=1 k=1 k=1
=a(go fr)(v) + b(g o fr)(w).
Por tanto, es una aplicacion lineal. A continuacion, si B, = {ey, ..., e,} es la base usual de

R", dado k € {1,...,n}, g(fr(ex)) = popk- Es decir, g o fg transforma la base usual en la base
asociada al sistema de referencia. Esto demuestra que g o fr es un isomorfismo de espacios
vectoriales, luego es biyectiva. Como g es biyectiva, también lo es fg. O

Definicion 1.23. Dado un sistema de referencia afin R = {py, ..., p,} en un espacio afin A,
las coordenadas de un punto p € A en dicho sistema de referencia son las coordenadas del
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vector pop en la base {poP1, . . ., PoPn}- Sip € A, escribiremos:

pr = (x1,. .., Xp)
para expresar que Xy, . . . , X, son las coordenadas del punto p en el sistema de referencia R.
Por tanto, tenemos
n
(1.1) PR = (X1,...,%p) @p=po+ijp_m§j.
=1

En realidad, estamos usando la inversa de la aplicacion definida en el teorema anterior,
ya que pr = fz ' (p) es la aplicacion que lleva cada punto de A en sus coordenadas respecto
de R.

Propiedades 1.24. Supongamos que B es la base {pop1, .. .,PpoPn} asociada al sistema de
referencia R = {pg,...,pn}. Siv € V, y u1,..., un son las coordenadas de v en la base B,
escribiremos vg = (Uq, - . -, iin). Con esta notacion, se tiene:

1. (p+U)R = pr + UB.
2. (p9)B = qr — Pr-

La segunda propiedad es consecuencia inmediata de la primera y de que q = p + pqg. Para
comprobar la primera, usamos (1.1), es decir, las coordenadas de v respecto de B:

p+v:p0+Z(xj+yj)ﬁaﬁj<:)(p+v)R:(x1+y1,...,xn+yn):pR+vB.
j=1

Sea S = p+ S un subespacio afin y una base B = {v1, ..., v} de S.Dado g € S, existe un
unicov € S tal que g = p+v. Escribiendo este v respecto de B, existen tinicos A, ...,Ax € R
tales que

k
g=p+ Y Awi M. Ak €R,
i=1

Esta esla ecuacion paramétricade S. Es decir, los distintos puntos de S se obtienen haciendo va-
riar los valores Ay, . . ., Ax. Si elegimos un sistema de referencia afin R = {py, . . ., p,} con base

asociada B = {pop1, - - -»Popn}, Y qr = (X1, -, Xn), PR = (a1, - - ., an), (vi)g = (bit, - .., bin),
entonces

k k n n k
q=p+v =P+Z?tivi =p+zlizbijp_m5j =P+Z (Z/hbij)ﬁj.
i=1 i=1  j=1 Jj=1 i=1

Tomando ahora coordenadas, se obtiene

k
X1 =ay+ X, Aibin

k
Xn =dn +Zi=1 Aibin.
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También se suelen escribir asi:
x1 a b1y b1
= | +A] [+ Ak
X an bin bin
Todas estas expresiones se conocen como ecuaciones paramétricas del subespacio afin S.

Eliminando los parametros en las ecuaciones anteriores, obtenemos las ecuaciones impli-
citas de S, que en general seran de la forma

aiixy + apexs e +ainxy = C1,

Am1X1 + amaX2 ... +amnXn = Cm.

Usando que el punto p € S, otra forma de escribir las ecuaciones implicitas de S es:

aj(x1 —p1) +ap(x —p2) ... +ap(xp —pp) =0,

aml(xl _Pl) + amZ(xZ _PZ) v +amn(xn _pn) = 0.

Razonando de igual forma, las ecuaciones paramétricas e implicitas de S tienen casi la
misma expresion formal que las de S, con la unica diferencia de que los nimeros a; = ... =
ap=c1=...=Cy=0.

Reciprocamente, si dim A = n, dada M una matriz de orden k X n y un vector b € R",
en A definimos el subconjunto S = {p € A : Mpr = b}. Dados p,q € S, sabemos
Mpr = by Mgr = b, y restando obtenemos M(qr — pr) = 0, es decir, M(pq)p = O,
luego p§ € {v € A : Mug = 0} =: F. Analogamente, sip € Sy v € F, entonces
M(p + v)r = M(pr + vg) = Mpr = b. Esto demuestra que S = p + F, por lo que S es
un subespacio afin con subespacio director S = F.

1.4. Transformaciones afines

Definicion 1.25. Sea f : A — A’ una aplicacion entre dos espacios afines. Diremos que f
es una aplicacion afin si existe un punto a € A tal que la aplicacion f,: A = A’ definida
por f 4(v) = f(a) f(a+ v) es una aplicacion lineal.

Proposicion 1.26. Si ?a es lineal para un punto a € A, entonces ?b = 7u Vb € A. En
particular, f es lineal Vb € A.

Demostracion: Fijamos b € Ay tomamos v € A. Tenemos que:
Fo@) = F®)fb+0) = f(b)f(a) + Fa)f(b+0)
= ~f(@f(®) + f(a)f(a+ab+v) = = fa(ab) + falab+0) = fa(0).

En la tltima igualdad hemos usado que fa es lineal. O

—

Definicion 1.27. Si f : A — A’ es una aplicacion afin entre espacios afines, se define f

—

como la aplicacion f 4, donde a € A es arbitrario. Diremos que f es la aplicacion lineal
asociada a f.
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La aplicacion lineal asociada verifica las propiedades:

F(ab) = f(@)f(b), VabeA

(1.2) — .
fla+v)=f(a)+ f(v), YaeANVoveA.

So6lo hay que tener en cuenta que a(a + v) = v.

Proposicion 1.28. Sean f : A - A" yg : A’ — A’ dos aplicaciones afines. Entonces la
composicion g o f es otra aplicacion afin, y ademas se verificago f = g o f.

Demostracién: Dado un punto p de A, se construye la aplicaciéon (go f) : A — A” dada por
(go f)(w)=1(go f)P)(go f)(p+v). Veamos que es una aplicacion lineal.
(9o flp() =(go fp)(ge Hp+v)=g(f(p)g(f(p+2))
=G(f) fp+0) = F(f @) =(F o /).

En consecuencia, es una aplicacion lineal por ser composicion de aplicacines lineales, y se
obtiene ademas la formula deseada. ]

Notese que la aplicacion identidad Id4 : A — A es afin, con I_(iA =1dz.

Corolario 1.29. Sea f : A — A’ una aplicacion afin. Entonces, f es biyectiva si, y sélo si, ? :
A — A’ es biyectiva, y en caso afirmativo, f~1 = f71.

Proposicion 1.30. Sean f,g : A — A’ dos aplicaciones afines tales que ? = ¢. Entonces,
existe un tinicov € A tal queg =t, o f.

Demostracion: Para ver la existencia, se escoge a € Ay se define v = f(a)g(a). Entonces,
dado p € A, g(p) = g(a) + G(@) = f(a) + f@)g(@ + F(@) = fp) +v = (ts 0 ))(p).
Para demostrar la unicidad, supongamos v,u € A tal esque g = t,, o f = t,, o f. Por tanto,
f =ty—yo f.Dadop € A, setiene f(p) = f(p) +v —u,luego 0 = v —u. m]

Si unimos las ecuaciones (1.2) con esta proposicion, obtenemos que una apliacién afin
esta totalmente determinada por la imagen de un punto y por su aplicacién lineal asociada.

Ejemplo 1.31 (Ejemplos de aplicaciones afines).
1.Si f : E — E’ es una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales, entonces

f(ab) = f(a)f(b) = f(b) — f(a) = f(b—a) = f(ab). Es decir, f = fy, por tanto, f es una
aplicacion afin cuya aplicacién lineal asociada es ella misma.

2.Siv € A, entonces la traslacion de vector v es una aplicacién afin cuya aplicaciéon
lineal asociada es la identidad. Si a, b € A, entonces E:(a_g) =(a+v)(b+v) = ab.

3.Sif :A—> Ay ? = Idz, entonces f es una traslacion. Sean a,b € A,y seav = m.
Entonces bf (b) = ba + af (a) + f(a) f(b) = af (a) = v, puesto que f(a)f(b) = [ (ab) = ab.
Entonces f(b) = b + W =b+v=1t,(b) paratodo b € A,y f esla traslacion de vector v.

4.Dadosa € Ay r € R\ {0}, la homotecia de centro a y razén r es la aplicacién b, , :
A — A definida por h, ,(p) = a + r ap. Para comprobar que h, , es una aplicacion afin cuya
aplicacion lineal asociada es rIdz calculamos (}:;)a Si b € A, entonces (P:;)a(cﬁ;) es el
vector que une h, (a) =ay hg (b)) =a+ rab, que es igual a r ab.

5.Sea f : A = A una aplicacion afin tal que ? =rlds, conr # 0,1. Entonces f tiene
un tnico punto fijop € Ay f esla homotecia de centro p y razoén r. Veamos primero que f
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tiene un unico punto fijo: si todos los puntos de A son fijos para f, entonces f es la identidad
en A. Elegimos p € A tal que f(p) # p. Si q € A es fijo para f, entonces:

p\label{unicidad — flineal} + pg = q = f(q) = f(p +pq) = f(p) +r pq,

de donde se obtiene:

T )
pq=pf(p)+rpq=>pq=plf_(pr.

Es facil ver que go = p + (1 — r)_lj@ es un punto fijo de f. Si f tuviera otro punto fijo ¢’,
entonces f(qoq’) = f(q0)f(q’) = q0q’, pero como f = rldz conr # 1, entonces goq’ = 0,
es decir, gy = ¢’. Concluimos entonces que f es la homotecia de centro g y radio r.

Forma alternativa: Por la Proposicion 1.30, existen v € A, a € Ay r # 0,1 tales que
f =tyohg,, donde h, , es a homotecia de centro a y razén r. Veamos que f admite un punto
fijo. Para ello, resolvamos la ecuacién f(a’) = a’. Si escribiemos a’ = a + w, donde w € A es

el vector a calcular, resultaa’ =a+w = f(a’) = f(a+w) =1t, (a +ra(a + w)) =a+rw+o.
De aqui, w = v/(1 — r). Finalmente, dado p € A, f(p) = f(a’ + a_’ﬁ) = f(a’) + f(a_’jg) =
a + ra_’p> = hy (D).

6.Sean S, T dos subespacios afines tales que {g} = SNT y dim S+dim T = dim A. Se tiene
entoncesque A = S @ T. Asi, dadou € A, existen inicosv € S yw € T tales que u = v+w.
Podemos definir entonces una aplicacion lineal h : A — A dada por h(u) = v. En realidad, la
imagen de h es S. Construimos ahora una aplicacién f : A — A dada por f(p) = q + h(gp).
Claramente, f(gq) = q. Veamos que f es afin: ?(v) = f(@)f(g+v) = q(q + h(v)) = h(v).

Por tanto, f = h es lineal. Esta aplicacion f se llama la proyeccion sobre S paralela aT.

Teorema 1.32. Sean A y A’ dos espacios afines. En A, se considera un sistema de referencia
afin R = {po,p1,.-.,pn}- En A’ se escogen (n + 1)-puntos {qo, . . . , qn}. Entonces, existe una
unica aplicacion afin f : A — A’ tal que f(p;) = q; paratodoi =0,...,n. Ademas:

1. Si{qo,...,qn} son afinmente independientes, entonces f es inyectiva.
2. Si{qq,...,qn} contiene un sistema de referencia afin, entonces f es sobreyectiva.
3. Si{qo,...,qn} es un sistema de referencia afin, entonces f es biyectiva.

Demostracion: Veamos la existencia. Como R es un sistema de referencia afin, B = {pop; :
i=1,...,n}esunabase de A. Existe entonces una tinica aplicacion lineal h : A — A'tal
que h(popi) = Goqi, para todo i = 1,...,n. Definamos la aplicaciéon f : A — A’ dada por
f () = qo + h(pop).

Por un lado, dado i € {1,...,n}, f(p;) = qo + h(Popi) = qo + Gogi = qi- Por otro, f(py) =
qo, trivialmente.

Veamos que f es una aplicacién afin. En efecto, dadov € A, f(po+v) = qo +h(po(po + v))

= qo + h(v), luego ?(v) = f(po)f(po +v) = qo(qo + h(v)) = h(v). Es decir, f esigualala
aplicacion lineal antes construida.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existe otra aplicaciéon afing : A — A’
que cumpla la tesis del teorema. Dado i € {1,...,n}, §(Popi) = 9(po)g(pi) = Gog;. Por la
unicidad de h, tenemos h = §. Ademas, dado p € A, g(p) = g(po + pop) = 9(po) + G (Pop) =
qo + h(pop) = f(p)-

Supongamos ahora que {qy, . . ., ¢, } son afinmente independientes. Entonces, los vectores
{qoq1, - - - »qogn} son linealmente independientes. Por tanto, la aplicaciéon h = 7 construida
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anteriormente transforma una base en un conjunto linealmente independiente, por lo que f
es inyectiva. Dados p, q € A tales que f(p) = f(q), entonces

q + f(Pop) = f(p) = f(q) = qo + f (o).
de donde se obtiene h(pop) = h(poq), y como h es inyectiva, se obtiene pop = pog, es decir,
p = q. Esto demuestra que f es inyectiva.

Pasemos a estudiar el caso de la sobreyectividad de f. Como {qq, ..., q,} contiene un
sistema de referencia afin, los vectores {gog1, . - . , gogn} forman un sistema de generadores de
A’.En particular, f transforma una base en un sistema de generadores, luego es sobreyectiva.
Dado 0g €A, existe v € A A tal que g = go + v. Como f es sobreyectiva, existe w € A tal que

f (w). Asi, g = qo + f (w) = f(po + w). Por tanto, f es sobreyectiva. O

Sean f : A — A’ una aplicacién afin. Consideramos R y R’, sistemas de referencia afin
en Ay A’ respectivamente. Sean B y B’ las bases asociadas a dichos sistemas de referencia.
Entonces:

1. M (f, B, B’) es la matriz de la aplicacién lineal asociada f respecto de las bases By
B’

2.Sip € A, pr € R" son las coordenadas de p respecto de R. Igualmente, si g € A’, qr €
R™ son las coordenadas de g respecto de R’.

Teorema 1.33. Sean f : A — A’ una aplicacién afin. Consideramos R y R’, sistemas de
referencia afin en A y A’ respectivamente. Sean B y B’ las bases asociadas a dichos sistemas de
referencia. Entonces, existe un punto b € R™, m = dim A’ tal que, para cada p € A, se cumple

(f())r =b + M(f,B,B) pr.

Demostracion: SiR" = {p},p;,....py,} es el sistema de referencia escogido en A’, tenemos
en primer lugar que dado p € A,

£®) = f(o) + Fpo) f) = f(po) + F (o) = p§ + pof (po) + f (BoP).
De aqui,

(P = (96 +pif o) + T @B = (o7 Goo) + FBop))
= (si7n)), + (F@D) = (pif o)), +M(F.B.5) (pip),
- (M)))B/ +M(f,B,B) pr.

Llamando b = (p(’) f (po))B/, tenemos el resultado. O



1.5. EJERCICIOS 17

1.5. Ejercicios

1.1.— Sea V un espacio vectorial real. Se considera la aplicacion @ : V x V — V dada por
®(u, v) = 2u—wv, que denotaremos por &(u, v) = ud. Estudiar si ® induce o no una estructura
de espacio afinen V.

1.2.— En un espacio afin A se consideran (n + 1)-puntos {py,...,pn} C A. Se define el
baricentro de estos puntos como

1 n
b=py+—— > pupi.
p0+n+1 iZIPOP

Demuestra que el baricentro no depende del punto p, inicial escogido.

1.3.— Un triangulo en un espacio afin es una coleccién de tres puntos {a, b, ¢} no alineados.
SiT ={a,b,c} es un triangulo, probar que las medianas (las rectas que unen los vértices con
los puntos medios de los lados opuestos) se cortan en el baricentro del triangulo.

1.4.— Probar que los puntos medios de los lados de un triangulo T forman un triangulo cuyos
lados son paralelos a los de T y cuyo baricentro es el mismo que el de T.

1.5.— Sea T un triangulo. Probar que la recta que pasa por el punto medio de un lado y es
paralela a un segundo lado corta al tercer lado en su punto medio.

1.6.— Sea T un triangulo. Probar que las paralelas a dos de los lados que pasan por el baricen-
tro dividen al tercer lado en tres segmentos de la misma longitud (Si los puntos a, b, ¢ estan
alineados, diremos que los segmentos ab, bc tienen la misma longitud si ab = +bc).

1.7.- Si los lados opuestos de un cuadrilatero son paralelos (paralelogramo), probar que
ab = dc y que bc = ad.

1.8.— Probar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. Calcular
el centro de gravedad de un paralelogramo.

1.9.— Si los lados de un cuadrilatero C se trisecan, las rectas que unen los puntos de triseccion
adyacentes en lados distintos de C forman un paralelogramo.

1.10.- En R? se consideran los puntos:

p() = (1’ 2’ 1)7 Pl = (2$ 1’0)a Pz = (0’ 1’ 0)’ P3 = (1a_19 2)
Probar que forman un sistema de referencia afin en R®. Calcular las coordenadas de los
puntos p = (0,0,0), g = (1,1,1) en dicho sistema de referencia.
1.11.— En R? se consideran los sistemas de referencia R = {o,0 + v1,0 + Uz} R ={0,0 +
(v1 + v3),0" + (v1 — v2)}, donde {v1, v} es una base de R?. Supongamos que 00’ = =0 + 0.

1. Escribir las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de R a R’.
2. Calcular las coordenadas del punto pr = (1,0) en el sistema de referencia R’.

1.12.- En un plano afin A se considera el sistema de referencia afin R = {a, b, c} y los puntos:

a =a+2ab,
b =a+ab-ac,
¢’=a-ab-at.
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Probar que R’ = {a’,b’, ¢’} es un sistema de referencia afin en A. Calcular las coordenadas
de un punto en R’ en funcién de las coordenadas en R.

1.13.— Sea S un subespacio afin de A, y p € A. Probar que S = p+ S siy sélosip € S.
Ademas, sip ¢ S, probar que SN (p+ S) =0

1.14.— Demostrar que toda recta afin de R® es la interseccién de dos planos afines. ;Es cierta
esta afirmaciéon en R"?

1.15.- Calcular ecuaciones paramétricas e implicitas de los subespacios afines de R* genera-
dos por los puntos:

1. po = (1,1,0,1), p; = (1,-1,1,0).
2. po=1(1,1,0,1), p; = (1,0,1,0) p, = (0,1,0, 1).

1.16.— En cada uno de los siguientes casos, calcular la intersecciéon S N T y la suma afin S vV
T de los subespacios afines Sy T de R*:
1. S=(1,2,-1) + L((1,0,-2)), T = {(x,y,2) € R} : 2x + z = 1,4x + y + 2z = 4}.
2 S=( 1,0,1) + L((1,1,1)), T = (1,1,1) + L((-1, -1, -1)).
={(x,y,2) eER*:x+y+2z=1},T={(x,y,2) eR*:x+y+z=2,y—z=1}.

—

1.17.— Sean L una recta afin y S un hiperplano afin de A. Supongamos que L + S = A.
Probar que L N S es un unico punto.

1.18.— Sea f : A — A’ una aplicacion afin, y sea m € A el baricentro de los puntos py, . . ., pi.
Probar que f(m) es el baricentro de los puntos f(p1), . ... f(pk)-

1.19.— Sean py, . . ., px puntos en un espacio afin A. Probar que el subespacio afin:
A(P(),...,pk 0+L(pTﬁl,...,Wk)
es el menor subespacio afin que que contiene a los puntos py, . . . , px. ;Cuando es la dimension

de A(po, . - ., px) igual a k?

1.20.— Se considera S el plano afin de R® que pasa por el punto (x,yo,zo) y verifica
S = L((u1, ug, u3), (v1,v2,v3)). Probar que una ecuacién implicita de S es:

X—Xo U1 U1
Yy—1yYo uz vz =0.
Z—Z2Zp U3z U3

1.21.— Sean S y T dos subespacios afines de un espacio afin A tales que A = S + T. Probar
que SNT # (. Si, ademas, A = S & T, entonces SN T es un Gnico punto. Probar que una
recta afin S y un hiperplano T tales que S ¢ T se cortan en un unico punto.

1.22.— Se consideran los subespacios afines S;, S, de R* dados por:

S xl—xg—x3=0,
1 -
X1+ X3+ x4 =2,

Sy =(1,0,4,0) + L({(0,1,-1,1),(1,0,—-1,1)})

Calcular la suma afin S; V S; y la interseccion S; N Sz en funcién del parametro A € R.
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1.23.— Probar que en un plano afin dos rectas son, o bien iguales, o paralelas y distintas, o se
cortan en un dnico punto.

1.24.— Sea S una recta afin y T un subespacio afin de dimensién mayor o igual que dos.
Probar que se da sdlo una de las tres siguientes posibilidades:

1.SNT =0,
2. SN T es un Gnico punto,
3.5cT.

Ademas, si T es un hiperplano afin, entonces S N T = () implica que S es paralelaa T.

1.25.— Sean S y T dos hiperplanos afines de un espacio afin A de dimensiéon n = dim A > 2.
Probar que se da s6lo una de las siguientes posibilidades:

1. SNT = 0y los hiperplanos son paralelos,
2. dim(SNT)=n-2,
3.5=T.

1.26.— Probar que la aplicacién afin f : R? — R? definida por f(x,y) = (1 — 2x,3 — 2y) es
una homotecia. Calcular su centro y su razon.

1.27.- Sea {a, b, ¢} un tridngulo, y {a’, b’, ¢’} = {mpc, Mac, Myp} el tridngulo formado por los
puntos medios. Describir las siguientes aplicaciones afines:

1. hyr g0 hg3/4 0 he s,
2. Oy © Oy © Oy,
3. oy © Oy,

donde h,  es la homotecia de centro p y razén A, y o, es la simetria central de centro p.

1.28.— Sea h una homotecia que lleva cada vértice de un triangulo al punto medio del lado
opuesto. Demostrar que el centro de la homotecia es el baricentro del tridngulo y que su
razon es —1/2.

1.29.— Calcular explicitamente una homotecia en R® de centro (a, b, ¢) y razén r # 0.

1.30.—- Sea f : A — A una aplicacion afin. Probar que el conjunto de puntos fijos de f es una

subespacio afin cuyo subespacio de direcciones es ker(? -1dz).
1.31.— Determinar el conjunto de puntos fijos de la aplicacién afin f : R®> — R3 definida por
f(x,y,2) = (x+3y +3/2, -2y — 3/2,—4x — 4y — z — 2).

1.32.- Determinar la aplicacién afin f : R* — R3 que tiene como puntos fijos los del plano
x+y+z=1ytalque f(0,0,0) = (1,0,0). ;Es f un isomorfismo afin?

1.33.— Demostrar las siguientes afirmaciones:

1. Una traslacién de un espacio afin queda determinada por la imagen de un tnico
punto.

2. Una homotecia de un espacio afin queda determinada por la imagen de dos puntos
distintos.

3. Una aplicacion afin de una recta afin en si misma es, o constante, o una traslacion, o
una homotecia.

4. Las traslaciones y las homotecias son las nicas aplicaciones afines f : A — A tales
que f(S) es paralelo a S para todo subespacio afin S C A.






—

Tema

Espacios afines Euclideos

2.1. Introduccion

Los Elementos es uno de los escritos mas influyentes de la Historia Occidental, atribuido
a Euclides de Alejandria alrededor del afio 300 A.C. La obra consiste en 13 tomos en los que
se describe de forma razonablemente rigurosa la geometria de su época. Euclides compil6
con bastante acierto conceptos, definiciones, postulados, teoremas y corolarios, acerca de
rectas, angulos, triangulos, circunferencias, figuras planas y en el espacio. Durante muchos
siglos se crey6 que la Geometria Euclidea era la unica posible, por lo que se fracas6é multiples
veces en el intento de demostrar el V Postulado de Euclides (por un punto exterior a una
recta pasa una Unica paralela) a partir de los otros cuatro. De hecho, la Geometria Euclidea
lleg6 a influir en los tratados de grandes pensadores como Descartes o Kant. Finalmente,
a principios del s. XIX, de forma independiente Karl Gauss, Nicolai Lobachevsky y Janos
Bolyai, crearon una Geometria Hiperbolica, donde el V Postulado de Euclides es falso.

En este tema se va a estudiar la Geometria Euclidea desde un punto de vista actual,
revisando algunas de las aportaciones mas importantes en estos 23 siglos. Por ejemplo,
Euclides desconocia el concepto de aplicacién y, por tanto, su idea de «igualdad de figuras»
lo interpretamos modernamente a través de los movimientos rigidos.

2.2. Espacio afin Euclideo: Distancias, angulos y perpendicularidad
Definicion 2.1. Diremos que un espacio afin A es Euclideo si existe un producto escalar
(-,-) en el espacio de direcciones A. Es decir, (A, (-, -)) es un espacio vectorial Euclideo.

Denotaremos la norma asociada al producto escalar por || - ||.

Definicion 2.2. En un espacio afin Euclideo se puede definir una distancia entre dos puntos
por la igualdad:

d(p,q) = Ipgll = pG.p9)'"*,  p.q € A.

Las propiedades de la norma implican que d verifica las tres propiedades usuales de dis-
tancia:

1. d(p,q) > 0,y d(p,q) =0siysolosip =q.

21
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2. d(p,q) =d(q.p),
3. d(p,q) < d(p,r) +d(r,q),

para puntos arbitrarios p, q,r € A.

En un espacio vectorial V, consideramos una orientacion, es decir, fijamos una base
ordenada B = (wy,...,w,). Diremos que otra base B = (uy,...,u,) determina la misma
orientacion si det M(Idy, B, B) > 0, o también que B esta positivamente orientada, o que es
una base positiva. En caso contrario, se dice que tienen orientaciones opuestas.

Definicion 2.3. En un plano euclideo (V,(:,-)), dimV = 2, consideramos una orientacién.
Dados dos vectores u;, u; € V distintos de cero, existe Unica base ortonormal {w;, w,} orien-
tada positivamente tal que w; = u;/||u;||. En tal caso, un dngulo orientado de u; a u; es un
numero « € R tal que

(2.1) Uy = ||u2||(cos(a)w1 + sin(a)wz).

Denotaremos el angulo orientado de u; a uy por (uy, uz) o por £(uy, uz).

Propiedades 2.4.

1. El angulo a en (2.1) no es tinico, puesto que a + 2k también satisface (2.1) Yk € Z.
2. Dadosu; € V,u; #0,i = 1,2,3, se cumple (uy, up) + (ug, us) = (uy, u3) + 2km para
algink € Z.

9(”19 uZ)

lug || Nuell”
4. Si conocemos una base ortonormal positiva B, dados uy, u, € V distintos de cero, sean

(u1)B = (u11,u12) y (u2)B = (uU21, Us2) sus coordenadas respecto de B. Entonces,

3. cos (uq,up) =

Ujp U

detp(uy,uz) = iy Uiz

= llusll lluzll sin(a).

Demostracion: Las propiedades 1y 2 son triviales.

3. Partimos de la féormula (2.1). Tomando producto escalar con u;, como u; L wp y Wy =
u1/|luz|l, se obtiene rapidamente el resultado.

4. De nuevo, usamos la férmula (2.1). También hay que tener en cuenta que la nueva
base B = (wy, w;) es ortonormal y positiva, luego detg(wy, wy) = 1. Asi,

detp (11, up) = detp (|| ||wy, Il ]l (cos(ar) wy + sin(a)ws) )

= lull lluzll sin(a)detg(wi, w2) = llusll lluzll sin(a).

O

También se habla de angulo no orientado, o angulo (a secas). En ese caso, se calcula a partir
de la formula anterior del coseno, siendo un nimero en el intervalo [0, 7].

Dos vectores v, w € A son perpendiculares u ortogonales si (v, w) = 0. Esta propiedad
se indica por la expresion v L w. Asi, se dice que dos rectas L y S son perpendiculares
u ortogonales si sus vectores directores lo son. También se indica L L S. Noétese que la
dimension de A puede ser cualquiera.
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Definicion 2.5. Se consideran dos rectas afines secantes en un espacio afin Euclideo orien-
tado. El angulo (no orientado) que forman es el menor de los dos angulos (no orientados)
formado por los vectores directores. Se suele denotar /(rt).

Proposicion 2.6. En un plano afin euclideo A orientado, sean r y s dos rectas distintas pa-
ralelas. Sea t otra recta secante con las anteriores. Entonces, los angulos /(rt) y /(st) son
iguales.

Definicion 2.7. Un subespacio afin S es ortogonal a otro subespacio afin T si, para todo par
de vectoresv € S, w € T se tiene que (v, w) = 0. Esta propiedad se indica por S L T.

Proposicion 2.8. Sean S y T dos subespacios afines de un espacio afin Euclideo. Si S L T,
entonces S C T+ yT C S+.

Proposicion 2.9. Sean S un subespacio afin de un espacio afin Euclideo, con dim S < dim A,
yp € A. Entonces, existe un unico subespacio afin T talquep € T,S L T ydimS +dimT =
dim A. Ademas, sip € S,SNT = {p}.

Demostracion: Para la existencia, basta elegir T = p + S*. Para la unicidad de T, recorde-
mos que A = S @ St y que S es Unico. Ademés, sip € S, entonces dado g € SN T,

=p+pGeSnT,luegopge SNT =S NS+ ={0).Por tanto, p = q. o
Definicion 2.10. Un sistema de referencia {py, p1, . . - , pn} en un espacio afin es Euclideo si
los vectores {pop1, - - - » Popn} forman una base ortonormal de A. En tal caso, las coordenadas

de un punto respecto del sistema de referencia se les llama coordenadas cartesianas.

2.3. Movimientos rigidos y semejanzas

Definicion 2.11. Se dice que una aplicacion afin f : A — A’ entre espacios afines euclideos
es una isometria afin o un movimiento rigido si la aplicacion lineal asociada f : A —» A’ es
una isometria lineal, es decir, un isomorfismo lineal que preserva los productos escalares:

(Ff @), f (W) = (v, w), ¥ v,w € A.

Proposicion 2.12. Sea f : A — A’ una isometria.

1. f conserva las distancias; sip,q € A, entonces d(f(p), f(q)) = d(p,q).
2. f conserva el angulo (no orientado) entre rectas sectantes: cos (f(r), f(s)) = cos (r,s).

Demostracion: 1. Claramente, d(f(p), f(q)) = ||f(p f (@l = 1pqgll = d(p,q).
2. Como f es una isometria lineal, conserva el angulo entre vectores. Por tanto, f
conserva el angulo que formen dos vectores directores de rectas sectantes. m]

Corolario 2.13. Sean R y R’ son sistemas de referencia euclideos con respectivas bases orto-
normales asociadas B y B’. Entonces, f es isometria si, y solo si, M(f, B, B’) es una matriz
ortogonal.

Demostracién: Por definicion, f es isometria si, y solo si, f es una isometria lineal. Como
las bases escogidas son ortonormales, f es una isometria lineal si, y s6lo si, M( f B,B’) es
una matriz ortogonal. O
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Ejemplo 2.14. 1. Una traslacion ¢, es una isometria afin puesto que la aplicacion lineal
asociada es la identidad en A, t, = Idz, que es una isometria lineal.

2. Se dice que una aplicacion afin f : A — A es una semejanza si es la composicion de
una isometria con una homotecia afin. La razén de semejanza es la razoén de la homotecia. Las
homotecias afines son semejanzas, debido a que una isometria subyacente es la identidad.
Una semejanza preserva angulos puesto que una homotecia lineal tiene esta propiedad. En
efecto, si h, 2 (p) = 0 + A 0p, entonces:

d(ho,1(p), ho,2(q)) = |11 110 — opll = 1Al lipgll = 141 d(p, @)

En particular, esto demuestra que si f es una semejanza afin de razén A, entonces:

d(f(p). f(q) = |Ald(p, q)

para todo par de puntos p, q € A.
3. Un giro en un plano afin A es una isometria tal que respecto de un sistema de referencia
euclideo, la matriz de la aplicacion lineal asociada es de la forma

M(?,B) _ (0059 —sin@) ’

sinf cosf
donde 6 € R es un parametro denominado dngulo de giro. Normalmente, se escoge 8 € [0, 27].
Usando el Teorema 1.33, es muy facil comprobar que un giro admite un tnico punto fijo,
llamado centro de giro.

4. Consideremos una recta afin r de un plano afin A. Dado un punto p € A, sea s la
Unica recta que pasa por py tal que s L r. Sip € r, definimos f(p) = p.Sip ¢ r, sea g el
punto de interseccion de ambas rectas. Definimos f(p) como el tinico punto de r tal que
d(p,q) = d(q, f(p)) y que p # f(p). Hemos construido asi una aplicacion afin f : A — A que
llamaremos simetria respecto de la recta afin r. Respecto de una base ortonormal adecuada B
(uno de los vectores es director de la recta r), se tiene

M(f,B) = ((1) _01) .

Como esta matriz es ortogonal, f es una isometria afin. Nétese que los puntos fijos de f son
justo los puntos de la recta r.

5. Sea r una recta de un plano afin y v un vector director de r. Llamaremos simetria
deslizante respecto de la recta r a la composicion de la simetria respecto de r y de la traslacion
t,. Esta nueva isometria no admite puntos fijos.

2.4. Clasificacion de movimientos rigidos en dimensioén dos y tres

Teorema 2.15. Sea A un plano afin Euclideo, y f : A — A una isometria afin. Entonces f es
una de las siguientes:

1. La identidad Id4.

2. Una traslacion t,, de vectorv # 0.

3. Un giro de angulo distinto de cero.

4. Una simetria ortogonal con respecto a una recta afin.

5. Una simetria deslizante.

Demostracion: Sea B = {ey, e} una base ortonormal de A. Sabemos que 7 es una isometria
lineal. Por tanto, si f (e;) = ae; +b ey, entonces || f (e1)|| = (@®>+b*)V2 =1,y f(e1) L f (e2),
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lo que implica que 7(62) = +(—be; + aey). En consecuencia, la matriz de ? en la base B es
una de las dos siguientes:

= _ a _b a b 2 2 _
wGm =3 ) (5 L) @t
dependiendo del valor de det(?_)».

Sidet(f) = 1, lamatriz de f es del primer tipo.

Sia =1, entoncesb =0y f eslaaplicacion identidad en A. En ese caso sabemos que f
es una traslacién de vector v. Siv = 0, f es la identidad.

Sia # 1, entonces b # 0. Eligiendo un punto p € A, la expresion matricial de f en el
sistema de referencia Euclideo {p,p + e1,p + ez} es:

x c a b\ (x
=) <)6)
El determinante de la matriz de la aplicacién ? —Idz es:
a-1 -b
det ( b oa-
Por tanto, f tiene un tnico punto fijo y f es un giro. Como a®> + b> = 1y a # 1, existe 0 €
(0,27) tal que a = cos @, b = sin 6.

Si det( ?) = —1, entonces la matriz de ? es del segundo tipo. El polinomio caracteristico

de f es:

1):c12—2a+1+l)2:2(—a+1)th.

b
—-a—A

que tiene dos raices reales distintas. Existe entonces una base ortonormal B’ = {vy, v,} tal
que:

det(f—/lld;f):det(a;/l ):—a2+/12—b2:/12—1,

M(F.B) = ((1, _01)

Si f tiene algun punto fijo p, entonces la expresion matricial de f en el sistema de
referencia Euclideo {p,p + v1,p + vy} es:

()= %))

que es la simetria ortogonal con respecto a la recta p + L(vy).
Si f no tiene ningtin punto fijo, elegimos p € A arbitrario, y sean (¢, d) las coordenadas
de f(p) en el sistema de referencia {p, p + v1,p + v, }. La expresion matricial de f es entonces:

X c 1 0} ([x
) =E+6 260
que se puede expresar como la composicion de la simetria ortogonal
X\ 0 + 1 0} (x
y d 0 -1/\y)’

con respecto a la recta afin y = d/2 seguida de la traslacion de vector de coordenadas (c, 0)
en la base {vy, v;}. El hecho de que f no tenga puntos fijos es equivalente aque c #0. O
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Listas de movimentos rigidos del plano, atendiendo a sus puntos fijos. En gene-
ral, llamamos Pr = {p € A: f(p) = p} al conjunto de puntos fijos de f.

det 7 Prl A recta | 1 punto 0
+1 Ida - giro traslacion
-1 — | simetria - simetria deslizante

Teorema 2.16. Sea A un espacio afin Euclideo de dimension tres y f : A — A una isometria
afin. Entonces f es una de las siguientes:

La identidad 1d 4.

Una traslacién t,, de vector v # 0.

Un giro de angulo distinto de cero con respecto a una recta afin.

Un movimiento helicoidal.

Una simetria ortogonal con respecto a un plano afin.

Una simetria deslizante.

La composicion de un giro con respecto a una recta afin R y una simetria con respecto a
un plano afin P perpendicular a R.

N SR L=

Demostracion: Observamos en primer lugar que el polinomio caracteristico de f es de grado
tres, que siempre tiene una raiz. Por tanto, siempre existe un vector propio unitario e de
f cuyo valor propio es +1 o —1. Consideramos una base ortonormal B = {e;, e, e3} que
contiene al vector propio e;. Como f (e1) = xery f es una isometria lineal, la matriz de f
en la base B es de uno de los siguientes cuatro tipos:

1 0 O 1 0 O -1 0 O -1 0 0
0 a -b|,|0 a b|,|0 a -b|],|0 a b|,
0 b a 0 b —a 0 b a 0 b -a

con a? + b? = 1.

En el primer caso, det(f) =1.Sia=1,entoncesb =0y f =1dz. En tal caso, f eso
bien la identidad en A o una traslacién de vector v # 0. Si a # 1, entonces b # 0 y existe 6 €
(0,2) tal que a = cos 0, b = sin 6. Si f tiene un punto fijo p € A, la expresion matricial de f
en el sistema de referencia {p, p + e1,p + ez, p + e3} es:

X 1 0 0 X
fllyl|=10 cosf@ —sinb||y],
z 0 sin@ cosf /\z

que es un giro de angulo 6 # 0 con respecto a la recta afin p + L(e;). Si f no tiene ningtin
punto fijo, tomamos p € A arbitrario. Supongamos que las coordenadas de f(p) en el sistema
de referencia {p, p+e1,p+ez, p+es} son (c,d, €). La expresion matricial de f en dicho sistema
de referencia Euclideo es:

X c 1 0 0 X
fllyll=(d]|+[0 cos® —sinb||y],
z e 0 sinf cosf /\z
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El hecho de que f no tenga puntos fijos es equivalente a que ¢ # 0. Podemos escribir entonces
f como la composicién del giro:

X 0 1 0 0 X
y|l—|d|+]|0 cosf -—sinf]|y
z e 0 sinf cosf /\z

con respecto a una recta paralela a p + L(e;) con la traslacion de vector de coordenadas
(¢, 0,0) en la base B. Dicho vector esta contenido en la direccién del eje del giro.

En el segundo caso, det(f) = —1 y el polinomio caracteristico de 7 esP(A) = -(1-
A)%(1 + 7). Existe entonces una base ortonormal {v;, v, v3} formada por vectores propios de
7 de valores propios +1, +1y —1. Si f tiene un punto fijo p € A, la expresion matricial de f

en el sistema de referencia Euclideo {p,p + vy, p + vz, p + v3} €s:

X 1 0 0)\/x
fllyll=10 1 0 ]ly],
z 0 0 —-1/\z

que corresponde a la simetria ortogonal con respecto al plano afin p + L({vy, v2}). Si f no
tiene puntos fijos, sea p € A, y sean (c, d, e) las coordenadas de punto f(p) en el sistema de
referencia dado. La expresion matricial de f es, en este caso:

X c 1 0 0)\/x
fllyll=ld]+[0 1 o0 ||y],
z [4 0 0 -1/\z

con (c,d) # (0,0). La aplicacién f puede escribirse como la composicién de la simetria
ortogonal

X 0 1 0 0)\/x
yl—101+]0 1 0 |ly],
z e 0 0 -1/\z

con respecto al plano de ecuacion z = e/2, seguida de la traslacién de vector de coordenadas
(c,d,0) en la base {vq, v, v3}. Entonces f es una simetria deslizante.

En el tercer caso, si a = 1, entonces b = 0 y estamos en al caso anterior en el que +1 es
valor propio de 7 con multiplicidad dos y —1 es valor propio simple. Si a # 1, entonces:

det(f —1dz = —4(-a+1) 0.

Entonces f tiene un tnico punto fijo p. La aplicacion f, en el sistema de referencia Euclideo
{p,p + e1,p + ez, p + e3}, tiene expresién matricial:

X -1 0 0\ /x
fllyll=(0 a -blly],
z 0 b all\z

que es la composicion del giro:

X 1 0 0\/x
yl—|0 a -bfly],
z 0 b all\z
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con respecto a la recta p + L(e;) con la simetria ortogonal:

X -1 0 0\/x
yl—=|{0 1 0]ly],
z 0 0 1/\z

con respecto al plano p + L({ez, e3}). Observamos que la simetria y el giro conmutan.
En el cuarto caso, el polinomio caracteristico es P(1) = (=1 — 1)?(1 — A). Existe entonces
una base ortonormal {vy, v;, v3} tal que la matriz de f en dicha base es:

-1 0 0
0 -1 0f,
0 0 1

que corresponde a un giro de angulo 7 con respecto a una recta afin de direccién L(vs) 0 a
un movimiento helicoidal de eje paralelo a L(vs). O

Lista de movimentos rigidos del espacio, atendiendo a sus puntos fijos. Recor-
demos que Py = {p € A: f(p) = p} es el conjunto de puntos fijos de f.

det 7 Fr| A | plano | recta 1 punto 0
+1 Ida - giro - traslacion / helicoidal
-1 — | simetria | — | simetria compuesta con giro | simetria deslizante

2.5. Triangulos. Recta de Euler. Teorema de Tales

Definicion 2.17. Un triangulo en un espacio afin es un conjunto de tres puntos afinmente
independientes. Diremos que un triangulo T = {a, b, ¢} formado por tres puntos afinmente
independientes es rectangulo si ab L @t. Las longitudes de los lados de un triangulo rectan-
gulo vienen dadas por las normas de los vectores ab, a¢ y be. Los lados ortogonales ab, ac
suelen denominarse los catetos del triangulo. El lado restante bc es la hipotenusa.

SiT = {a,b,c} es un tridngulo en un plano afin, los dngulos interiores del triAngulo son
los angulos orientados:
A = /(ab,aé), B = £(b¢,ba), C = £(ca, ch),
con respecto a la orientacién inducida por la base {ab, at}.
Es facil ver que cada angulo interior se puede tomar en el intervalo (0, 7). Veamos que
A € (0, ): consideramos los vectores wy := ab/||abl||, w, = w;,/||w, ||, donde:
ab, at) —
% ab.
|labl]
La base ortonormal {w;, w,} tiene la misma orientacion que {ab, ac}. Para calcular el angulo
A escribimos:

’ —

wy = ac —

__ (ab,ae)
ac =
|abl|
Comparando esta formula con (2.1) observamos que sin A > 0, lo que implica que podemos
elegir A € (0, 7r), como queriamos demostrar. Podemos probar del mismo modo que B, €

w1 + wa.
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(0, ) teniendo en cuenta que las bases {b_E, ba Vv {ca, ch } inducen la misma orientacion que
{ab, ac}.

Proposicion 2.18. En un plano afin Euclideo, los angulos interiores de un triangulo suman 7.

Demostracion: SeaT = {a, b, c} un triangulo y A, B, C sus angulos interiores. Por la propiedad
£(u,v) = £(—u,—v) y la propiedad 2 de 2.4, tenemos que

A+C+B=s(ab,at) + L(ca,cb) + L(bc, ba)
= /(ab,a¢) + £(aé, be) + £(be,ba) = L(ab,ba) = n + 2kn, k€Z.

Como A, B, C € (0, ), concluimos que A+ B+C € (0,37). Por tanto k = 0 y se sigue el
resultado. O

Proposicion 2.19 (Teorema de Pitagoras). Dado un triangulo rectangulo T = {a, b, c}, se
tiene d(a, b)? + d(a,c)? = d(b,c)%.

Demostracion: ||be||? = ||—ab + atl|® = ||ab|| + ||at||? - 2(ab, ac) = ||ab||? + ||ac||®. O
El punto medio de dos puntos a, b es el punto m dado por m = a + %/2_: b + ba/2. Dados
dos puntos distintos a y b, el segmento que los une es el subconjunto ab = {a + Aab : 1 €

[0,1]}.

Lema 2.20. Sean a, b dos puntos distintos de un plano afin A y R la unica recta que los contiene.
Entonces, existe una tinica recta S perpendicular a R que pasa por el punto medio de a y b,
llamada mediatriz de ab. Ademas, dado un punto c € s, se tiene d(a,c) = d(b,c).

Demostracion: Se construye la recta R a partir del punto medio m de a y b, que sea perpendi-
cular a la recta que pasa por ay b. Sea f : A — A la simetria respecto de R. Asi, dado ¢ € R,
d(a,c) = d(f(a), f(c)) = d(b,c). o

En un tridngulo T = {a, b, ¢} se pueden definir diversos puntos notables.
Teorema 2.21. Dado un triangulo, existe un unico punto que equidista de los vértices.

Demostracion: Sea a, b, ¢ un tridngulo. Sea R la recta perpendicular a ab que pasa por el
punto medio. Sea S la recta perpendicular a ac que pasa por el punto medio.

Supongamos que R y S son paralelas. Como las rectas ab y ac son perpendiculares a Ry
S, respectivamente, entonces ab||ac, y como el punto a es comun a las dos, dichas rectas son
iguales, lo cual contradice el hecho de que a, b, ¢ es un triangulo.

Por tanto, R y S son secantes. Sea {e} = RN S. Por el lema anterior, d(e, a) = d(e,b) =
d(e,c). O

Definicion 2.22. El circuncentro es el centro de la Gnica circunferencia que pasa por los
tres puntos de T. Dicho de otro modo, es el unico punto que equidista de los tres vértices del
triangulo.

En un tridngulo, la altura de un lado es la recta perpendicular a ese lado que pasa por el
vértice opuesto.
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Teorema 2.23. Las tres alturas de un triangulo se cortan en un mismo punto, llamado orto-
centro.

Demostracion: Consideramos las alturas a + L(v), b + L(w) que pasan por a, b, respectiva-

mente, con v L bc y w L a¢. Como los vectores ab, ¢ son linealmente independientes, los
vectores v, w también lo son, y dichas alturas se cortan en un tinico punto o. Para ver que el

punto o pertenece a la tercera altura ¢ + L(ab)* sélo hay que comprobar que o¢ L ab. Puesto
que:

(0¢, ab) = (0 + at, @ + ob)

= (0d, @b + ob — ac) + (ac, ob)
= (od, cb) + (ob, ac),
y oa L cb, ob L ac, se sigue el resultado

O
Si unimos un vértice de un triangulo con el punto medio del lado opuesto, obtenemos
una recta llamada mediana. Dado un conjunto de puntos {pl,

..., Pk} en un espacio afin, el
baricentro (respecto de un punto g) es el punto B = q + 1 Zl 1 qbi- Es muy facil comprobar
que B no depende del punto origen g escogido

Teorema 2.24. Las tres medianas de un triangulo se cortan en un mismo punto, llamado
baricentro.

Demostracion: Ya estd demostrado

O

Teorema 2.25 (recta de Euler). En un plano afin euclideo, el circuncentro, el ortocentro y el
baricentro de un mismo triangulo estan alineados

La recta que los contiene se denomina recta de Euler del tridngulo

.o
Lo

...

e

e
L
-

Ficura 1. Larecta de Euler

Demostracion: Sabemos que la homotecia h := hy, 1/, de centro el baricentro g y razén —1/2

lleva los vértices a, b, c del tridAngulo a los puntos medios de los lados opuestos a’, b’, ¢’. Si
H, := a+ L(v), con v L bc, es la altura que pasa por a, entonces h(

H;) =ad" +L(v) esla
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mediatriz My, del lado bc. Un razonamiento analogo demuestra que h(Hp) = M., vy que
h(H.) = Mgp. Tenemos entonces que:

h(O) = h(Ha NH,NH.) = Mp. N Mcg N Mgy, = c.

Por tanto, g, o, ¢ estan alineados. O

Teorema 2.26 (Tales). Sea A un espacio afin. Se consideran tres hiperplanos Py, Py, P; paralelos
y distintos dos a dos. Sean R y S dos rectas distintas en A (no paralelas a los hiperplanos) que
cortan a los hiperplanos en los puntos {r;} = P; N R, {s;} = P; NS, i = 1,2,3. Entonces:

d(s1, 52) _ d(ry,rs)
d(s1,53) d(”l,”3)'

Demostracion: Se construye f : A — A como la proyeccion sobre S paralela al hiperplano P,
(ver los ejemplos de aplicaciones afines: dado p € A, sea P’ el tnico hiperplano P’ = p + P;.
Como las rectas no son paraleas a los hiperplanos, entonces existe un unico punto {f(p)} =
P'NS).

Es trivial comprobar que f(r;) = s;, i = 1,2, 3. Sea A el Gnico escalar tal que ri75 = Ar{7.
En particular, d(ry,r3) = I)le(rl,rg);Como f es afin, se tiene ?(@) = f(r1)f(rs3) = 513s.
Ast, d(s1,53) = d(f(r1), £(r3) = I FFa)ll = I ORIl = AN Pl = 2SSl =
|Ald(s1,s2). Despejando |A| obtenemos la formula deseada. O

La version 2-dimensional de este resultado se atribuye a Tales de Mileto.
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2.6. Ejercicios

2.1.- Sip, g € A son dos puntos de un espacio afin euclideo, probar que existe una isometria
inversa que transforma p en q.

2.2.—Sean S, S’ C A dos subespacios de la misma dimensién de un espacio afin euclideo.
Probar que existe una isometria f : A — Atal que f(S) =S’

2.3.-

1. En un espacio afin euclideo, dados dos puntos distintos p y q, demostrar que existe
una unica simetria respecto de un hiperplano que lleva uno en el otro.

2. Calcular la tnica simetria en R*® que lleva el punto p = (1,—1,1) al punto q =
(0, -1, 1).

2.4.- Decir qué tipo de isometria es:

1. La composicion de dos simetrias en R

2. La composiciéon de dos movimentos deslizantes en R

3. La composicién de un giro y una simetria en R?.

4. La composicién de un giro y un movimiento deslizante en R?.

2.5.— Decir qué tipo de isometria es:

1. La composicién de dos simetrias en R3.

. La composiciéon de dos movimentos deslizantes en R>.

. La composicién de un giro y una simetria en R3,

. La composicién de un giro y un movimiento deslizante en R3.
. La composicion de dos giros.

Gl W N

2.6.-SeaS C Aun subespacio afin de un espacio afin euclideo, y sea p € A. Probar que existe
un punto g € S tal que d(p q) = d(p,S) = inf{d(p,r) : r € §}. (Indicacion: tomar g € S'y
descomponer el vector gop como suma v + w, conv € S yw € (S)*. Probar que g = gy + v
usando el Teorema de Pitagoras).

2.7.— Probar que la composicion de dos simetrias centrales es una traslacion.

2.8.- E1L V Posturapo DE EucLiDEs: En un plano afin euclideo A, se consideran tres rectas
distintas r, s y t tales que ¢ interseca a r y a s formando dos angulos « y f cuya suma cumple
a + B < m. Demuestra que r y s se cortan en un punto.

2.9.— Demuestra que las siguientes aplicaciones afines son movimientos rigidos del plano y
clasificalas.

1. f(x, (3 -3x/5+4y/5,1—4x/5 - 3y/5).

X,y) =
2. f(x,y) = (x/2=V3y/2+ 1,V3x/2+y/2 +2).
3. fx,y) = (=x/2+V3y/2+1,V3x/2+y/2 - 1).
4. f(x,y) = (3x/5+4y/5 + 2,4x/5 — 3y/5 + 5).

2.10.— Demuestra que las siguientes aplicaciones son movimientos rigidos del espacio y
clasificalas.
L f(x,y,2) = 2+y,x,1+2).
1+V3 x—V3y 1-V3 Bx+
2. f(x,y,2) = ( 2\/— + 2‘/__1/’ 2\/_ + \/_2 P 1).
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3. f(x,y,2) = (x/2+V32/2+ 1,y,—\V3x/2 + z/2 - 1).

4. f(x,y,z) = (x/2=V32/2+ 2,y +2,—V3x/2 + z + 2).

5. f(x,y,2) = (=4x/5+3z/5+3,y,3x/5 + 4z/5 - 1).

6. f(x,y,2) = (—4x/5+3z/5+ 3,y +4,3x/5+ 4z/5 - 1).

7. f(x,y,2) = (y/V5 + z/V5,V5 x/3 = 2y/(3V5) + 42/(3V5), —2x/3 — y/3 + 22/3).
8. f(x,y,2) = (V5x/3 — 2y/(3V5) + 42/(3V5), 2y/V5 + z/V5, —2x/3 — y/3 + 22/3)
9. f(x,y,2) = (1 +2x/3 - 2y/3 + z/3,x/3 + 2y/3 + 2z/3,1 + 2x/3 + y/3 — 22/3).

2.11.— En un plano afin euclideo A, se considera un triangulo T = {a, b, c}. En cada vértice, se
define el angulo exterior como el determinado por la recta que define un lado y la semirrecta
que define el otro lado (no interior al triangulo). Demuestra que cada angulo exterior es
estrictamente mayor que los dos angulos internos no adyacentes.

2.12.— Sea f : A — A’ una aplicacion afin entre espacios afines euclideos. Sea R =
{po,--.,pn} un sistema de referencia euclideo en A. Demostrar que f es una isometria
si, y solo si, f(R) = {f(po),--., f(pn)} es un sistema de referencia euclideo en A’.
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Tema

Hipercuadricas reales

3.1. Introduccién

El matematico griego Apolonio de Perge (Perge, 262 a.C. - Alejandria, 190 a. C.) estudio
intensamente las secciones conicas, mas conocidas como cénicas, en una serie de 8 libros, de
los cuales el vol. VIII se ha perdido. El nombre de secciones cénicas proviene de estudiar
las curvas que surgen al cortar un cono circular recto con diversos planos. De hecho, se
conoce como Cono de Apolonio a la figura de un cono con una circunferencia, una elipse, una
parabola y una hipérbola.

Posteriormente, una vez que se acepta la tercera dimensiéon muchos siglos mas tarde,
aparece el estudio de las superficies cuadricas, como las superficies que engloban las solu-
ciones de polinomios de grado dos con tres variables. Joseph-Louis Lagrange (Turin, 25 de
enero de 1736 - Paris 10 de abril de 1813) [bautizado como Giuseppe Lodovico Lagrangial]
obtuvo las formas canodnicas de las cuadricas en 1793.

Las hipercuadricas aparecen de manera natural si se consideran como el conjunto de los
ceros de un polinomio de grado dos de varias variables.

A lo largo de la Historia, las conicas y las cuadricas han tenido y siguen teniendo muchas
aplicaciones artisticas, arquitectonicas, industriales, etc.

3.2. Hipercuadricas

Definicion 3.1. En el espacio afin R”, una hipercuadrica es un subconjunto de la forma

n n
C=1(x1,...,xp) €ER": Z m,-jxixj+22a,-x,-+b=0 ,
i=1

i,j=1

donde M = (m;j) # Onxp €S una matriz simétrica, as, . .., a,, b € R. Cuando n = 2, hablamos
de conicas, mientras que si n = 3, se les llama simplemente cudadricas.
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La expresion matricial de una hipercuadrica es

(3.1) C:{xeR”:(lx)M(xlt):o}, M=

C={x€R:xMxt+2xat+b=O}, a=(ay,...,an).

Proposicion 3.2. Sea f : R" — R" una biyeccion afin y C una hipercuadrica. Entonces, f(C)
es otra hipercuadrica.

Demostracion: Por el Teorema 1.33, consideremos la expresiéon matricial de la aplicacion
inversa ™1 : R® - R", f71(y) = x, x' = ¢! + Ay’, donde ¢ € R" y A es una matriz regular.
Asi,dadoy € f(C), f}(y) = x = ¢ + yA" € C. Sustituyendo en la expresion matricial de C,
tenemos

0 = xMx' + 2xa’ +b = (c + yA )M(c' + Ay") + 2(c + yA")a' + b
= yA'MAy" + cMc! + 2cMAy" + 2ca’ + 2yAta’ +b
= yA'MAy" + 2y(A'Mc" + A'a") + 2ca’ + cMc" + b.

Llamando M = A'MA, @ = A'Mc! + Ala’ e Ry b = 2ca’ + cMc! + b € R, se obtiene el
resultado. O

3.3. Clasificacion afin de hipercuadricas

Recordemos el Teorema de Sylvester, que sirve para diagonalizar matrices simétricas.

Teorema 3.3 (Sylvester). Sea M una matriz simétrica de orden n. Entonces, existe una matriz
regular P de orden n tal que

-I, 0 0
P'MP=|0 I, 0],
0 0 0,

donde a es el indice de M, c es la nulidad, ya+ b + c = n.

Lema 3.4 (Regla de Descartes). El niimero de raices positivas de un polinomio con coeficientes
reales es, como maximo, el niimero de cambios de signo entre sus coeficientes.

Lema 3.5. Sea f : R"™ — R" una aplicacion afin. Entonces, existen P € M,(R) yv € R" tales
que para cada x € R", se tiene

oo = (ot ) )

Demostracion: Por el Teorema 1.33, existen v € R" y P € M, (R) tales que

f(x)t =o' + Px'.
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o) = o) = (™5 ()

Definicion 3.6. Dos hipercuadricas C; y C, de R” se dicen equivalentes si existe una biyec-
cién afin f : R" — R”" tal que f(Cy) = C,.

De aqui,

O

Lema 3.7. Toda hipercuadrica C de R" es equivalente a otra hipercuddrica cuya matriz aso-
ciada es de la forma

b |0 7. 0|dey1 ... dn
0 C1
0
0 Cr ’
dr+1 0
: 0
dn 0

donded,;1,...,dp,beR, ¢c;=x1,i=1,...,r.

Demostracion: Escribimos la hipercuadrica como en (3.1). Como M es simétrica, por el Teo-
rema 3.3, existe P € Gl(n,R) tal que P’ MP = Diagonal(cy, .. .,¢c;,0,...,0), donde ¢; = +1,
i=1,...,r. Asi, por el Lema 3.5, es suficiente calcular

b‘ vP

Cr
Op—r

Si escribimos vP = (dy,...,d,), se puede escribir la nueva ecuacién de la hipercuadrica
como

n r

0= b+2Zd,~xi +Zc,~x?.

i=1 i=1
Ahora, dado i € {1,...,r}, definimos x; = y; — c;d;, yparai € {r +1,...,n}, y; = x;. De esta
manera,

r r r

Z(Zdix,- + cixl.z) = Z (Zdi(yi —cid;) +ci(yi — Cidi)z) = Z (Ciyz2 - Cid?)9

i=1 i=1 i=1
por lo que la ecuacién de la hipercuéadrica se reduce a
n r
(3.2) 0=0b"+2 Z diy; + Z e,
i=r+1 i=1

donde b’ = (b - 37_, c:id?). 0
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Teorema 3.8. Toda hipercuddrica es equivalente a otra hipercuadrica cuya matriz es una de
las siguientes:

0] 0 0 pl o0 0
o | 0o |
Il . .| . TE
: . : .
0 0
0n—r 0n—r
0 0 0 |-1
0o | & 0
.| : :
Cr
0 0
Op—r—1
-1 0 0 0

Ademas, el niimero de —1 es menor o igual que el niimero de +1 entre las constantes c;.

Demostracion: Por el Lema anterior, la hipercuadrica es equivalente a otra hipercuéadrica de
ecuacion como la de (3.2). De aqui, vamos a ir distinguiendo casos:

Casol.Sib’ =dyy1,...,d, =0, tenemos el primer caso.

Caso Il Sid,y1,...,d, =0 # b’, tenemos el segundo caso.

Caso IIL Existe un d; # 0. Podemos suponer sin perder generalidad que d,, # 0. En otro caso,
realizamos una permuacion de las variables.Definimos entonces la aplicacion afin h : R" —
R™, h(zy1,...,24) = (Y1, - . .,yn) mediante las ecuaciones

yi=zj,j=1,...,n-1, yn:——(—+ Z dzl+zn)

i=r+l
Es claro que esto define una biyeccién afin en R". Sustituyendo en (3.2), obtenemos
r
0= Z ciz? - 2z,.
i=1
Ademas, si el numero de —1 es mayor que el nimero de +1 entre las constantes c;, cambiamos
el signo de la equacion y consideramos —z, en vez de z,.
O
Llamemos r = rango(M), R = rango(M), s =ndmero de +1 menos el ndmero de —1 de
M. Sea S =ntimero de +1 menos el niimero de —1 de M.
El caso I. se da cuando r = R; el caso II. aparece cuando R = r + 1 y el caso III. cuando
R=r+2
En el caso I. se tiene |s| = |S|; en el caso II. se cumple |S| = |s| + 1 y en el caso II]., se
tiene |S| = |s].

3.4. Determinacion de conicas

Teorema 3.9. Sea C una conica de R?, con sus invariantesr, R, s yS. Entonces, C es equivalente
a una de las siguientes:
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Tipo (r,R) (Isl,|SI) Matriz Ecuacion Nombre

0
I (1,1 (1,1) ( 1 ) x2=0 Recta doble

I (1,2 (1,2 x2+1=0 Vacio

m (1,2) (1,0) x2-1=0 Par de rectas paralelas

v (1,3 (1,1 Parabola

Vo (2,2) (2,2 Punto

Vi (2,2) (0,0) Par de rectas secantes

vil  (2,3)  (2,3) Vacio
vir  (2,3)  (2,1) Elipse
X (2,3) (0,1) hipérbola

3.5. Determinacion de cuadricas

Teorema 3.10. Sea C una cuddrica de R3, con sus invariantes r, R, s y S. Entonces, C es
equivalente a una de las siguientes:

Tipo (r,R) (Is],|S]) Matriz Ecuacion Nombre
0]
I L) 1,1 1 . X2 =0 Plano doble
0
]
I (1,2 (1,2 10 x2+1=0 Vacio

m  (1,2) (1,0) x2—1=0 Par de planos paralelos
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Tipo (r,R)
v (1,3)
V(2.2
VI (2.2)
VII (2,3)
VI (2,3)
X  (2,3)
X (2.4)
X (2,4)
X (3,3)
XM (3,3)
XV (3,4)

(Isl, 1S1)

(1.1)

(2,2)

(0,0)

(2,3)

(0,1)

(0,0)

(3.3)

(1,1)

(3.4)

3. HIPERCUADRICAS REALES

Matriz
-1

-1

Ecuacion
x2-22=0
x+y?=0
x2-y?=0

x2+y?-2z=0

x2—y?-2z=0

+yt+22=0

xX+y?-22=0

X+t +22+1=0

Nombre

Cilindro parabélico

Recta

Par de planos secantes

Vacio

Cilindro eliptico

Cilindro hiperbélico

Paraboloide eliptico

Paraboloide hiperbélico

Punto

Cono

Vacio
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Ecuacioén Nombre

Matriz

(Isl, 1S1)

Tipo (r,R)

Elipsoide

~~
~

o
N—

(3.4)

XV

(1.2)

XVI (3,4)

(1,0)

XVII (3,4)

olico

IV. Cilindro parab

III. Planos paralelos

X. Paraboloide eliptico

IX Cilindo hiperbdlico

VIII Cilindro eliptico
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XV. Elipsoide

'A A\
IR
.9\»‘

S

/

R
1 L ANA
LA

XVI. Hiperboloide de 2 hojas XVII. Hiperboloide de 1 hoja.

3.6. Ejercicios

3.1.— Sean C R” una hipercuadrica y L € R" una recta afin. Demostrar que L N S es uno de
los siguientes casos: o bien vacio, o bien un punto, o bien consiste en dos puntos, o bien L N
S = L. (Indicacion: considerar una aplicacion afin que lleva L en la recta {(x,...,x,) € R":
X =+ =x, =0}

3.2.— Probar que, por cada punto del hiperboloide de una hoja x* + y? — z2 — 1 = 0 pasa al
menos una recta.

3.3.— Dar un ejemplo de una hipercuddrica que no sea unién de hiperplanos afines y que
contenga rectas afines.

3.4.— ;Contiene alguna recta el paraboloide hiperbolico x* — y? — 2z = 0?

3.5.— Sea C C R" una hipercuédrica de R” y S ¢ R" un subespacio afin. Probar que:

1. SN C es vacio, o bien
2. S c C, o bien
3. SN C es una hipercuadrica de S (identificando S con R¥, k = dim(S)).

3.6.— Clasificar afinmente la hipercuadrica de R* de ecuacion

2x12 - xg + x§ - xi + 2X1X3 — 2X9X3 + 2XoX4 + 2X1 — 2Xxy + 2x4 + 1 = 0.

3.7.— Clasificar afinmente las siguientes conicas:
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2x? —y* +2x - 2y—1=0.
x?—dxy+y?—3x+4y—1=0.
2x? +xy+1yt —x+y=0.
—x?—-xy-y*-x-y-1=0.
-x?—-xy—-y*-x-y+1=0.

Gk W=

3.8.— Clasificar afinmente las siguientes cuadricas:
L2x—y?+2%+2xz—2yz+2x -2y +1=0.
2. X2+ +22 —dxy—-3x+4y+z-1=0.
3. 2x2+yP -2+ 1=0.
4. 2x* +y* -2 -2z =0.
5 X2+t + 22 +xy+xz+yz+x+y+z+1=0.

3.9.— Clasificar afinmente las conicas que se obtienen al cortar el cono de ecuacién x*+y? = z*

con un plano arbitrario ax + by + cz +d = 0.

3.10.— Encontrar una transformacion afin que lleve la cénica de ecuacion:
x2—2xy+2y2—x—y+1 =0

en su forma reducida.

3.11.- ;Qué hipercuadricas son invariantes por homotecias de centro 0 y razon arbitraria?

3.12.- En R?, demuestra que el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de las
distancias a dos puntos F; y F,, llamados focos, es constante, es una elipse.

3.13.- En R?, demuestra que el lugar geométrico de los puntos tales que la diferencia de las
distancias a dos puntos distintos F; y F;, llamados focos, es constante, es una hipérbola.

3.14.- En R?, demuestra que el lugar geométrico de los puntos tales que la distancia a un
punto F, llamado foco, y la distancia a una recta afin r con F ¢ r, llamada directriz, son
iguales, es una parabola.

3.15.- En R?, demuestra que toda hipérbola admite dos rectas, llamadas asintotas, tales que
la distancia de un punto de la hipérbola a una de las rectas se puede hacer tan pequefia como
se quiera.

3.16.— En R3, se considera una recta r, un semiplano 7 cuyo borde es la recta r y una figura

¥ contenida en el semiplano 7. La figura de revolucion de ¥ alrededor de r consiste en la

figura obtenida al actuar sobre ¥ todos los giros del mismo eje r y angulo arbitrario 6.
Consideremos el eje r = OZ como recta de revolucién. demuestra:

(a) La figura de revolucion de una recta paralela a r es un cilindro.

(b) La figura de revolucién de una recta secante a r es un cono.

(c) Lafigura de revolucién de media parabola que corta al eje r perpendicularmente en su
vértice es un paraboloide.

(d) La figura de revolucién de media elipse que toca perpendicularmente a r es un elipsoide.

(e) La figura de revolucién de media rama de hipérbola que toca perpendicularmente a r es
una hoja de un hiperboloide eliptico (de dos hojas).

(f) La figura de revolucion de una rama de hipérbola con eje perpendicular a r es un hiper-
boloide de una hoja
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El espacio proyectivo

4.1. Definicion de espacio proyectivo

A lo largo de este capitulo, E sera un espacio vectorial real de dimension n > 2. Denota-
remos por E* al conjunto E \ {0}.

Definicion 4.1. El espacio proyectivo asociado a E es el conjunto cociente P(E) = E*/ ~,
donde la relacion de equivalencia ~ esta definida por:

u~v e dl#0talqueu = Av.

La aplicacién proyeccion & : E* — P(E) es la que asocia a cada vector v € E* su clase de
equivalencia. La dimension de P(E) es dim(E) — 1.

Nota 4.2. El espacio proyectivo asociado a E se identifica con el conjunto de rectas vectoria-
les de E.

Ejemplo 4.3. Si E = R", el espacio proyectivo P(R") se denotara por P"~!. Consideramos la
esferaunidad S"7! = {x € R" : ||x|| = 1}, donde ||x|| es la norma euclidea de x = (xy,...,x,)

172 . . ., . . -
) xf) . Si consideramos la relacién de equivalencia R en S"~! que

dada por ||x|| = (
identifica cada punto p € S""! con su punto antipoda —p, es facil ver que existe una biyec-
cién entre los espacios (R \ {0})/ ~ y S""!/R. El espacio proyectivo P"~! puede entonces
identificarse con el cociente de la esfera S"~! por la aplicacién antipoda. En particular, P! se
puede identificar con la circunferencia S'. Si dotamos a los espacios anteriores de la topologia
cociente natural, las aplicaciones anteriores son homeomorfismos. En particular, los espacios

proyectivos son compactos por ser cocientes de la esfera.

Definicion 4.4. Un subconjunto X C P(E) es una variedad proyectiva siX = 77 1(X) U {0}
es un subespacio vectorial de E. La dimension de X se define por la igualdad:

dim(X) = dim(X) — 1.

Si dim(X) = 1, diremos que X es una recta proyectiva. Un plano proyectivo es una variedad
proyectiva de dimensioén 2. Si dim(X) = dim(P(E)) — 1, diremos que X es un hiperplano
proyectivo.
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Puesto que 71 (P(E)) U {0} = E, el conjunto P(E) es una variedad proyectiva de dimen-
sion dim(E) — 1. Como la aplicacién 7 es sobreyectiva, se tiene que 77(X \ {0}) = X para
cualquier conjunto X C P(E). En consecuencia, cualquier variedad proyectiva es la imagen
por 7« de un subespacio vectorial de E.

Las propiedades basicas de la dimension de un subespacio vectorial se trasladan a pro-
piedades de la dimension de una variedad proyectiva. En particular, si X ¢ Y c P(E) son
variedades proyectivas, se tiene que X C Y c E y, por tanto, dim(X) < dim(Y). Si ademés
dim(X) = dim(Y), entonces X = Y y se tiene que X = Y.

Se suele considerar el conjunto vacio como una variedad proyectiva de dimension —1.

Proposicion 4.5. Sea {X;};cr una familia de subespacios proyectivos de P(E). Entonces, o bien,
NierX; = 0, 0 bien N;c1X; es una variedad proyectiva y Nie1X; = NierX.

Demostracion: Por definicion, e € N;erX; \ {0} = 771 (N;erX;) si solo siw(e) € NjerX;. Esta
condicion es equivalente a que 7 (e) € X; para todo i € I y, por tanto, a que e € (N;erX;) \
{0}. O

Nota 4.6. SiX; C P(E) son variedades proyectivas, la condiciéon N;X; = 0 es equivalente a
que N;X; = {0}. En particular, X N Y =0 siy sélosi X N Y = {0}.

Existe una formula de las dimensiones asociada a la interseccion y a la variedad proyectiva
generada por X U'Y.

Definicion 4.7. Si S C P(E) es un subconjunto no vacio, la variedad proyectiva generada
por S, V(S), es la interseccion de todas las variedades proyectivas que contienen a S.

Nota 4.8. V(S) es una variedad proyectiva por la Proposicion 4.5.
Una propiedad importante es la siguiente:

Proposicion 4.9. Si X,Y c P(E) son variedades proyectivas, entonces:

(4.1) VXUY)=X+7Y.

Demostracion: Sabemos que:

VIXum\for=x"( () 2) = () Z\ 1o},

ZeF ZeF

donde ¥ es el conjunto de las variedades proyectivas que contienen a X U Y. Por otra parte:
X+V= ﬂ U,

donde G es el conjunto de subespacios vectoriales que contienena X U Y.
Esfacil verque XUY C ZsiysolosiXUY C Z.Esdecir, P € ¥ siysolosi P € G. Esto
es suficiente para probar la igualdad (4.1). O

Un consecuencia immediata de la formula (4.1) es la formula de las dimensiones:
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Teorema 4.10 (Féormula de las dimensiones). Sean X,Y C P(E) variedades proyectivas.
Entonces:

(4.2) dim V(X UY) + dim X NY = dim X + dim Y.

En caso de que X N'Y = 0, se consideradim X NY = —1.

Demostracion: Utilizamos que V(’XW) =X+Y,queXNY =XnY,yquedimZ =
dim Z — 1 para cualquier variedad proyectiva Z C P(E). Usando la férmula de las dimensio-
nes para subespacios vectoriales en E, obtenemos:

dim (X + Y) + dim (X N Y) = dim X + dim Y.
Teniendo en cuenta las primeras observaciones y el hecho de que X N'Y = 0 siy sélo si X N
Y = {0}, obtenemos la formula (4.2). O

Nota 4.11. Si P(E) es un espacio proyectivo de dimensién dos, y X, Y C P(E) son dos rectas
proyectivas, entonces dim V(X U Y) < 2y la ecuacién (4.2) implica:

2+dimXNY >1+1,

Por tanto dim X N'Y > 0y la interseccion X N'Y # (0. Es decir, en un plano proyectivo dos
rectas proyectivas siempre se cortan. Esto proporciona un ejemplo de geometria no-euclidea.
Por supuesto, esta propiedad esta relacionada con el hecho de que en un espacio vectorial
de dimension tres, dos planos vectoriales siempre se cortan en un subespacio vectorial de
dimension mayor o igual que uno. En espacios proyectivos de dimension mayor o igual que
tres siempre pueden encontrarse pares de rectas proyectivas con interseccién vacia.

4.2. Coordenadas homogéneas

Sea P(E) el espacio proyectivo sobre un espacio vectorial real E de dimension n. Supon-
gamos que B = {ey, ..., e,} es una base de E. Dado p € P(E), el conjunto 7! ({p}) U {0} es
una recta vectorial L, C E. Las coordenadas homogéneas de p asociadas a la base B son las
coordenadas de cualquier vector en L, \ {0}. Dichas coordenadas estan determinadas salvo
un escalar no nulo. Si L, = L(v), y v = (X1, ..., Xy), las coordenadas homogéneas de p en
la base B se denotan por:

(x0:...:Xp_1).
Por definicién (xg : ... : xp—1) = (Axp : ... : Ax,_1) para todo escalar A # 0.

En el caso E = R", las coordenadas homogéneas en P""1, salvo que se indique expresa-
mente lo contrario, se tomaran con respecto a la base usual de R".

Dada una variedad proyectiva X c P(E), las ecuaciones implicitas de X con respecto a la
base B son las ecuaciones implicitas de X en la base B.

Ejemplo 4.12. En P?, calculamos las ecuaciones implicitas en coordenadas homogéneas
de la recta que pasa por los puntos de coordenadas p = (1:0: -1), ¢ = (0:1: 1). Los
puntos X = {p} y Y = {q} son variedades proyectivas de dimensién 0, y la recta que pasa
por dichos puntos es la variedad proyectiva V(X U Y). Los subespacios X, Y son las rectas
vectoriales L((1,0,—-1)), L((0, 1, 1)) respectivamente. Como V(’XU\Y) = X + Y, tenemos que
las ecuaciones implicitas de la recta V(X U Y) son las ecuaciones implicitas del plano de R?
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que pasa por los puntos (1,0, —1), (0, 1, 1). En este caso s6lo tenemos una ecuaciéon dada por:

Xo X1 X2
0=det| 1 0 —1|=x9—x1+xo.
0 1 1

4.3. Proyectividades

Sean E, E’ dos espacios vectoriales reales, y P(E), P(E’) los espacios proyectivos asocia-
dos. Supongamos que f : E — E’ es una aplicacion lineal inyectiva. Siu,v € E*, yu = Av
para algin A € R, entonces f(u),f(v) € (E')* y se tiene f(u) = Af(v). Esto implica que
existe una aplicacion inducida f : P(E) — P(E’), que es inyectiva.

Sean ng : E* — P(E), ng : (E')* — P(E’) las proyecciones asociadas.

Definicion 4.13. Diremos que una aplicacién f : P(E) — P(E ) es una proyectividad si
existe una aplicacion f : E — E’ lineal e inyectiva tal que 7z o f|g- = f o . La aplicacién
f es una aplicacion lineal asociada a f

Proposicion 4.14. La aplicacion lineal asociada a una proyectividad es tinica salvo multipli-
cacion por un escalar no nulo.

Demostracion: Dada una proyectividad f : P(E) — P(E’), supongamos ﬁ fz :E - FE
aplicaciones lineales inyectivas tales que g o ( fi)l g+ = f o g, i =1, 2. Es decir, para cada
e € E, e #0,setiene f[e] = [ﬁ(e)], i = 1,2. En particular, para cada e € E, existe A, € R,
Ae # 0, tal que fz(e) = Ae fl(e). Si escogemos ahora v, e € E linealmente independientes, se
obtiene

devo (fie) + fi(0)) = Aexov file +0) = fale +0) = fale) + fo(v) = Aefi(e) + Ao fi(0).

Pero por ser fl inyectiva, fl e)y fl también son linealmente independientes. De la igual-
dad anterior se deduce entonces /Ie+v =Ae = Ap. Rep1t1endo el argumento para una base de

E, se obtiene que existe A € R, A1 # 0, tal que fz = /Ifl ]

Proposicion 4.15. Se tienen las siguientes propiedades:

Toda proyectividad es inyectiva.

Idp(g) es una proyectividad.

La composicion de proyectividades es una proyectividad.

Si una aplicacion lineal asociada es biyectiva, la proyectividad es biyectiva.

Si X es una variedad proyectiva de P(E) y f : P(E) — P(E’) es una proyectividad,
entonces f (X) es una variedad proyectiva de P(E’). Ademas se tiene que ]T(—X\) = f (X).

SA N

Definicion 4.16. Una homografia es una proyectividad biyectiva.

4.4. Geometria afin y geometria proyectiva

Sea 7 : R"*1\ {0} — P" la proyeccién natural sobre el espacio proyectivo P". Con-
sideremos también la aplicacién i : R” — R"*! dada por i(x1,...,x,) = (x1,...,%n, 1).
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Componiendo ambas, obtenemos F := 7 o i: R" — P". La expresion analitica de F es
Flxy, .o oyxn)=(x1:...ixp, 0 1),

Al complemento de la imagen de la aplicacion F lo denotaremos por Hy, := P" \ F(R").
Se tienen entonces las siguientes propiedades:

Proposicion 4.17.

1. F es inyectiva.

2. Hy, :=P"\ F(R") es un hiperplano proyectivo.

3. SiS c R™ es un subespacio afin de dimension k, entonces existe una variedad proyectiva
X deP" de dimension k tal que F(S) = X \ (X N Hy). Ademas dim(X N Hy) = k — 1.

Demostracion: 1. Si F(x1,...,%,) = F(y1,...,yn), entonces (x1 : ... :x, : 1) = (y; : ... :
n @ 1). Esto implica la existencia de A # 0 tal que (y1,...,yn,1) = A(x1,...,%n,1). En
consecuencia, A = 1y (x1,...,xn) = (Y1, .- -, Yn)-

2. Consideramos un punto en P" de coordenadas homogéneas (x; : ... : x,41). Es facil
ver que (x1 : ... :Xpt1) € F(R™) siy sélo six,y41 # 0. Por tanto, el conjunto P" \ F(R") es el
hiperplano proyectivo de ecuacion x4 = 0.

3.SeaS=p+ S cR"un subespacio afin de dimension k, y sea vy, . . ., vx una base de S,
El conjunto F(S) es

k
F(5)=7T{(p+2/1ivi,1) :)Ll,...,/lk ER},
i=1

de modo que

k
2 UE(S)) = {A(p+ M Ao 1) A A €R A% o}.
i=1

Este conjunto est4 contenido en el subespacio vectorial U de R"*! generado por los vectores
linealmente independientes (p, 1), (v1,0), . .., (vk, 0). En consecuencia, F(S) esta contenido
en la variedad proyectiva X := 7(U*) C P" de dimension k. Ademas, es facil comprobar que

X NHe = n(L((v1,0),. .., (0%, 0))")

es una variedad proyectiva de dimension k — 1. O

Nota 4.18. La aplicaciéon F : R — P" es el embebimiento canénico del espacio afin R"” en
el espacio proyectivo P". Al complemento de la imagen Ho, = P" \ F(R") se le denomina el
hiperplano del infinito. Si n = 2, Hy, es la recta del infinito.

Nota 4.19. Sean R, S dos rectas afines en R?, y X, Y las rectas proyectivas que contienen
a F(R), F(S), respectivamente. Sabemos que X, Y se cortan al menos en un punto. Es facil
comprobar que R = XN {x3 =1}, S = SN {x3 =1}L.SiX =Y, entonces X = YyR =S.
SiXNY = {p}yp ¢ H, entonces R, S se cortan en un punto. Si p € H,, entonces R, S
no se cortan y son paralelas. Concluimos que las rectas paralelas de R? son aquellas cuyas
extensiones al espacio proyectivo utilizando el embebimiento canénico son rectas que se
cortan en la recta del infinito.



50 4. EL ESPACIO PROYECTIVO

4.5. Ejercicios

4.1.— Dar un ejemplo de dos rectas proyectivas en un espacio proyectivo de dimensién mayor
o igual que tres que no se cortan.

4.2.— Calcular la ecuacion de la recta proyectiva de P? que pasa por los puntos (0:1:0) y
(1:1:1).
4.3.- Calcular las ecuaciones de la recta proyectiva de P*> que pasa por los puntos (0:1:0 :
)y(@Q:1:1:0).
4.4.— Consideramos la variedad proyectiva de P*> de ecuaciones:
Xo+Xx1+Xx2+x3=0,
—Xo— X1 +x2+x3 =0.

y la recta que pasa por los puntos (1: —1:1:-1) y (0: 0 : a : 1). Calcular, en funcién de
a € R, la interseccion de ambas variedades proyectivas y la variedad suma.

4.5.- Calcular las ecuaciones de todas las proyectividades f : P> — P? tales que f((1:1:
0)=0:1:1), f((0:1:1))=(1:0:1)y f((1:0:1))=(1:1:0).
4.6.— ;Como definirias el punto medio de dos puntos dados en el espacio proyectivo P"?

4.7.— Dados dos puntos distintos p y g de un espacio proyectivo P(E), demostrar que existe
una Unica recta proyectiva de P(E) que pasa por ambos.

4.8.— En un espacio proyectivo se consideran una recta proyectiva r y un hiperplano proyec-
tivo H. Demostrar que o bien r € H o bien r N H es un tnico punto.

4.9.— Se considera un espacio proyectivo P(E) y dos variedades proyectivas H; y H, tales
que dim H; = dim H, < dimP(E). Demostrar que existe una homografia f : P(E) — P(E)
tal que f(H;) = Ha.
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