TEMA 5: Aplicaciones Lineales. Diagonalizacion.

1. APLICACIONES LINEALES

1.1. Definicion, propiedades y ejemplos.

Definiciéon 1. Dados dos espacios vectoriales V' y V' sobre un mismo cuerpo K, una
aplicacién f : V. — V' se dice que es una aplicacién lineal u homomorfismo de espacios
vectoriales si para cualesquiera dos vectores u,v € V' y para todo escalar A € K, se verifica

Lo flutv) = flu)+ f(v).
2. f(u) = Af(u).

En el caso de V' = V" se dice que f es un endomorfismo de espacios vectoriales.

Las dos condiciones de la definicién anterior se pueden sintetizar en una sola, diciendo
que f es una aplicacion lineal si y sélo si

Vu,oeV y YA\pe K, f(Au+pv)=Af(u)+ pf(v)

Es decir, cuando la imagen de una combinacién lineal de vectores sea igual a la combinacion
lineal de las imagenes de cada uno de ellos.

A partir de la definicién de aplicacién lineal se deducen las siguientes propiedades inme-
diatas:

= f(0v) =0y

.« F(-u) = —f(u)

o FOSE Aw) = S M ()
Ejemplos 2.

1. Toda aplicacién f : R — R de la forma f(z) = a-z, siendo a € R, es una aplicacién
lineal. -
La aplicacién nula f : V' — V definida por f(v) = 0 es una aplicacién lineal.
3. La aplicaciéon f : R — R definida por f(x) = z? no es lineal ya que en general
f(z1+ ) # fl21) + f(22).
4. La aplicacién de M,,(K) en K que hace corresponder a cada matriz cuadrada su
traza es una aplicacion lineal. Sin embargo, aquella que hace corresponder a cada
matriz cuadrada su determinante, no es lineal (;Por qué?).
La aplicacién f : R?* — R? definida por f(z,y,2) = (3x +y, y — 4z) es lineal.
6. La aplicacién f : R® — R? definida por f(z,y,2) = (3x+y, y—4z+2) no es lineal.
Basta observar que f(0,0,0) = (0,2) # (0,0).
7. La aplicacién f : R? — R? definida por f(x,y,2) = (z + y* y — 2) tampoco es
lineal.
Por ejemplo, tomando v = v = (0,1,0) se puede comprobar facilmente que
Flu+v) # fu) + F(v).
Observar que en este caso si se cumple que f(0,0,0) = (0,0).
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Sean V' y V' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, con dimg(V) =ny
B = {vy,vs,...,v,} una base para V. Supongamos que f : V' — V' es una aplicacién lineal
tal que

flor) = uy, fv2) =wuj, .., flon) = uy,
Puesto que B es una base para V', cualquier vector v € V' se puede expresar (y de modo
inico) como combinacién lineal de B. Supongamos que

v E (A, Ag, .oy A\y), esdecir, v = Auv;+ Xva+ ...+ A\,
Por la linealidad de f,
f() = fMvi4Aava+. . AX0,) = A f(v1)+F X f(v2) 4. - AN f(0n) = Mui+Aausp+. .+,
Esto nos dice que:

Propiedad 3. Toda aplicacion lineal queda totalmente definida o determinada en cuanto
especificamos las imdgenes de los vectores de una base del espacio vectorial dominio.

Ejemplo 4. Si V = R? y V' = R, entonces ya que el conjunto {(1,1), (1, —=1)} es una base
para V', existird una tnica aplicacién lineal f : V' — V' tal que f(1,1) =5y f(1,-1) = —2.
;. Cual es la expresién para dicha aplicacién lineal? Dado un vector cualquiera v = (x,y) €
V', resolviendo el oportuno sistema de ecuaciones, lo expresamos como combinacién lineal

de la base dada:

r+y r—y

v=(z,y) = S(1,1) + (1, -1).

Ahora aplicando que f ha de ser lineal calculamos f(v) y obtenemos

f(v):f(x,y):f( -(1,1)+x;y-(1,_1)):

x4y r—y 3 +Ty 3 7

Tty r—y
S f(1,1 Cf(1,-1) = -5 (=2 T

A continuacién presentamos algunas propiedades de las aplicaciones lineales en relacion
con los subespacios vectoriales:

Tty

Proposicion 5. Sean V' y V' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K y
f:V —= V" una aplicacion lineal.
1. Si U es un subespacio vectorial de V' entonces su conjunto imagen f.(U) es un
subespacio vectorial de V'. Como caso particular, tomando U =V, obtenemos que
Im(f) = fu(V) = f(U) es un subespacio vectorial de V' denominado el subespacio
imagen de f.
2. Si U es un subespacio vectorial de V' entonces el conjunto de sus preimdgenes
fX(U") es un subespacio vectorial de V. En el caso particular de U' = {O—Vj}, 0b-
tenemos que f*(U') = f*({(TV_j}) es un subespacio vectorial de V', denominado el

subespacio niicleo de f. El nicleo de f se suele representar como Ker(f) o bien
como N(f).

Ejemplos 6.
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1. Para la aplicacién lineal f : R — R definida por f(xz) = a - x, siendo a # 0, es
inmediato comprobar que Im(f) = R y que N(f) = {0}, ya que dicha aplicacién
es biyectiva.

2. Para la aplicaciéon nula f: V — V' (f(v) = ﬁ, para todo v € V'), se verifica que
Im(f) = {0}y N(f) = V.

3. Calculemos el nticleo de la aplicacién lineal f de R? en R? definida por f(z,y,z) =
(x+y,x—2).

Un vector v = (x,y,2) € N(f) siy sélosi f(v) = (0,0), es decir, cuando verifica
T + oy =0
x — 2z =0 } '

Las ecuaciones anteriores son unas ecuaciones implicitas para N(f); resolviendo el
sistema obtenemos unas ecuaciones paramétricas para N(f):

r = A
y = —A
z = A

Por tanto, By(py = {(1,—1,1)} es una base para N(f).

4. Consideremos la aplicacion lineal f : Zslx]y — Zs[z]s que a cada polinomio del
dominio le hace corresponder su polinomio derivado. Dado p(z) = ag+ a12 + axx® +
azz® + ayzt ) transformamos p(z) en el polinomio p'(z) = a1 + 2asx + 3azz? + dayz?.
Pero en Zy, 2 =4 = 0, luego p/'(z) = a; + 3azx? = a; + azzr>.

Calculemos N (f): es claro a partir de lo anterior que p(z) € N(f) siy sélo si p/(z)
es el polinomio nulo, es decir si a; = az = 0, en Zy. Por tanto N(f) esta formado
por todos los polinomios del tipo ag + asx? + a4z* v una base para el niicleo de f
es por tanto By = {1, 2%, z*}.

Por otra parte, Byms) = {1,2%} es una base para la imagen de f.

Estudiemos méas propiedades de las aplicaciones lineales:

Proposicién 7. Dada una aplicacion lineal f : V' — V', si S es un conjunto de generadores
para V', entonces f.(S) es un conjunto de generadores para Im(f).

Demostracion. Supongamos que S = {vy,vy,...,0,,...}. Entonces f.(S) =
{f(v1), f(v2),..., f(v.),...}. Siv' € Im(f), tenemos que probar que es posible expresar v’
como combinacién lineal de los vectores de fi(S).

Ya que v € Im(f), significa que existe un vector v € V tal que f(v) = v'. Pero
por hipétesis S es un sistema de generadores para V', luego podemos suponer que v =
AU + Aovg + ... 4+ A\yu,.. Por la linealidad de f,

’U, = f(’U) = f()\ﬂ)l + /\2’02 + ...+ /\TUT) = Alf(vl) + )\Qf(UQ) + ...+ )\,,f(vr),
lo cual nos dice que f.(S) genera a I'm(f). O

Ejemplo 8. Calculemos una base para la imagen de la aplicacién lineal f : R3 — R4
definida por f(z,y,2) = (r +2y+32,3x —y+22,2x —y+ z,y + 2). Im(f) estd generada



4

por los vectores f(1,0,0) = (1,3,2,0), f(0,1,0) = (2,—1,—1,1), f(0,0,1) = (3,2,1,1).
Si los escribimos como filas de una matriz y le aplicamos operaciones elementales de fila
hasta llegar a una forma escalonada obtenemos sélo dos filas no nulas. Por tanto una base
para Im(f) serfa {(1,3,2,0),(2,—1,—1,1)}.

Para toda aplicacién lineal, las dimensiones de los subespacios niicleo e imagen estan
relacionadas de la siguiente forma:

Proposicién 9. Sea f:V — V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales sobre
K, siendo V' de dimension finita. Entonces:

dimgV = dimgN(f) + dimgIm(f).
Demostracion. Supongamos que dimg (V) = n, {v1,...,v,} es una base para el nicleo de

f y el conjunto ampliado S = {vy,...,v,,Up41,...,0,} es una base para V. Por la propo-

sicién anterior, el conjunto f,(S) = {6), f(vr41), ..., f(v,)} es un sistema de generadores
para Im(f). Entonces, para demostrar la proposicion, simplemente hay que razonar que el
conjunto {f(vy41), ..., f(vn)} de vectores de V' es linealmente independiente y por tanto
es una base para la imagen de f. O

Esta formula resulta 1til al resolver ejercicios. Para el ejemplo anterior podemos deducir
que el niicleo es un subespacio de R? de dimensién igual a 1.

Definicién 10. Un isomorfismo de V' en V"’ es una aplicacion lineal biyectiva de V en V’. Si
f es biyectiva, entonces existe la aplicacién inversa f~! : V' — V la cual se puede demostrar
que también es lineal. Por tal motivo se dice simplemente que los espacios vectoriales V' y
V'’ son isomorfos y se escribe V = V7,

El que dos espacios vectoriales V' y V' sean isomorfos, significa que ambos son esencial-
mente el mismo espacio vectorial, diferenciandose tan solo en los nombres que reciben los
respectivos elementos y operaciones en cada uno de ellos. Asi por ejemplo, si B es una base
para V entonces f,(B) es una base para V.

Ejemplos 11.

1. El espacio vectorial Q[z], es isomorfo al espacio vectorial Q®. Un isomorfismo del
primero en el segundo viene dado por la aplicacién que transforma

2
ap + a1z + agr” — (ag, ar, az).

2. El espacio vectorial My(R) es isomorfo al espacio vectorial R*, mediante el isomor-

fismo
( Cé 2) — (a, b, ¢, d).

3. Si V es un espacio vectorial sobre K de dimensién n y B es una base para V,
entonces la aplicacion f : V — K" definida por

v— (A1,...,\,), siendo v 5 (A1, An),

es un isomorfismo de espacios vectoriales.



Como consecuencia obtenemos que:

Proposicion 12. Sean V y V' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K tal que
dimg (V') es finita. Entonces

Veamos propiedades que caracterizan a las aplicaciones lineales sobreyectivas:

Proposiciéon 13. Para toda aplicacion lineal f :V — V', son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1. f es sobreyectiva.
2. Si S esun conjunto de generadores para V- entonces f.(S) es un conjunto de gene-
radores para V.

Demostracion.

1. (1 = 2) Es consecuencia de la Proposicién 7, pues si ademds f es sobreyectiva
entonces Im(f) =V".

2. (2=1) Ya que todo espacio vectorial V' tiene al menos una base B, y por tanto un
conjunto de generadores, aplicando la hipdtesis resulta que f.(B) es un conjunto
de generadores para V’. De nuevo, segin la Proposicion 7, f.(B) es siempre un
conjunto de generadores para Im(f). Como conclusién, V' = Im(f) y por tanto f
es sobreyectiva.

g

Una aplicacién lineal sobreyectiva también se denomina un epimorfismo de espacios vec-
toriales.
Ahora para las aplicaciones lineales inyectivas:

Proposicién 14. Para toda aplicacion lineal f :V — V', son equivalentes las siguientes
afirmaciones:
1. f es inyectiva.
2. N(f) es trivial, es decir, N(f) = {6)}
3. Para todo subconjunto S de V' linealmente independiente, resulta que f.(S) es un
subconjunto de V' linealmente independiente.

Demostracion.
1. (1 = 2) Supongamos que v € N(f). Esto significa que f(v) = 0. Pero toda
— — — —
aplicacién lineal verifica que f(0) = 0, luego f(v) = 0 = f(0), y ya que f es
H
inyectiva implica que v = 0.
ﬁ
2. (2 = 3) Supongamos ahora que N(f) ={0}, S = {vy,vq,...,0,,...} es un sub-
conjunto de V' linealmente independiente y f.(S) = {f(v1), f(va),..., f(v.),...}.
Entonces hemos de probar que f.(S) es un subconjunto de V’ linealmente indepen-
diente. Si

M f (1) + Ao f(02) + -+ A f(v) = Oy



por la linealidad de f obtenemos que f(Ajv1 + Ava + ... + \w,) = ?V/, es decir,
H
que A\jvy + Agve + ...+ A\v, € N(f), y yaque N(f) = {0}, ésto implica que

)\11)1 —|—)\21)2+...—|—>\7»Ur = 6>

Pero los vectores vy, vs, ..., v, son linealmente independientes por hipdtesis, luego
Al =X =...= )\ =0¢€ K. Hemos probado que el conjunto f,(S) es linealmente
independiente.

3. (3= 1) Supongamos ahora (3) y que f(u) = f(v). Hemos de deducir que v = v. La
hipétesis f(u) = f(v) podemos reescribirla de modo equivalente como f(u — v) =
—_

0 y,. La unica posibilidad de que esta hipdtesis sea compatible con la afirmacion
(3) es que u—v = 0, pues de lo contrario, f transformaria el conjunto linealmente
independiente {u — v} formado por un sélo vector no nulo, en el conjunto {ﬁvz}
linealmente dependiente. Luego u—v = 6), es decir u = v y por tanto f es inyectiva.

g

Asf por ejemplo, si una aplicacién lineal f : R3 — R? verifica que f(1,1,0) = (2,—3)
y f(0,4,1) = (—4,6), entonces podemos concluir que f no es inyectiva, ya que transfor-
ma un conjunto de vectores linealmente independiente {(1,1,0),(0,4,1)} en un conjunto
linealmente dependiente {(2, —3), (—4,6)}.

Una aplicacion lineal inyectiva entre espacios vectoriales también se denomina un mono-
morfismo de espacios vectoriales.

En el caso particular en el que dim(V') = dim(V') = n se verifica:

Corolario 15. Para dos espacios vectoriales V' y V' sobre K, ambos de dimension n, y
una aplicacion lineal f 'V — V', son equivalentes:

1. f es inyectiva.

2. f es sobreyectiva.

3. [ transforma una base para V en una base para V'.
4. f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

1.2. Aplicaciones lineales y matrices. Como veremos en esta secciéon, dada una apli-
cacion lineal f, en cuanto fijamos una base para el dominio y otra base para el codominio,
obtenemos una matriz la cual representa a la aplicacién lineal f. El estudio de f se reduce
al estudio de la matriz asociada.

Sean V' y V' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, de dimensiones 3 y 2,
respectivamente. Supongamos que B = {vy,v9,v3} es una base para V', y B = {v],v}} es
una base para V’. Ya sabemos que cualquier aplicacion lineal de V' en V' queda totalmente
determinada en cuanto especificamos las imagenes de los vectores de una base para V. Sea
f la unica aplicacion lineal de V' en V' tal que

f(U1> = CLlei + a/271'Ué
f(vg) = al,Qvi + CL2,2U§ .
f(v3) = a1 3v] + ag 304



Dado un vector v € V tal que v £ (x1,29,23) y f(v) g (y1,y2) vamos a derivar unas
expresiones que relacionen las coordenadas z; del vector v con las coordenadas y; del
vector imagen f(v).

Ya que estamos suponiendo que v = x1v1 + XUy + 2303, aplicamos f a ambos miembros
y por la linealidad obtenemos que f(v) = 1 f(vy) + xaf(v2) + 23 f (v3).

Reemplazando los f(v;) por las igualdades anteriores, resulta:

!/ !/ / / / /
J() = z1(a11v) + a2105) + w2(a12v) + a2205) + w3(a1,30) + az,305).
Quitando paréntesis y sacando factor comin cada v}, se obtiene:

f(U) = (:z:lal,l -+ 9[:2@1,2 -+ $3(L1,3)U1 + (1310,2’1 -+ x2a2,2 -+ x3a273)vé,
o equivalentemente

B/
f(v) = (1011 + 22012 + T3a13, T1a21 + Talos + T3a23).

Pero estabamos suponiendo que f(v) 5 (y1,y2), luego por la unicidad de las coordenadas
de un vector respecto de una base se obtiene:

Y1 = @111 + a12T2 + 1373
Yo = G21T1 + G22%T2 + (2373

que son las ecuaciones de la aplicacién lineal f con respecto de las bases B y B, y que nos
permiten calcular las coordenadas en la base B’ para f(v), conocidas las coordenadas en
la base B para v. Otra forma de expresar dichas ecuaciones es:

I

A o 11 G12 0413 . Lo
Y2 21 G232 0423

T3

con lo que resulta la expresién matricial de la aplicacién lineal f respecto de las bases By B'.
La matriz
/ 11 Q12 413
A(f7B7B): EMQXS(K)

Q21 Q22 023

se llama la matriz asociada a la aplicacién lineal f respecto de las bases By I’. Cuando las
bases B y B’ se sobreentiendan, simplemente escribiremos A;. Observar que:

» el nimero de columnas de Ay = dimg (V) =3,y
= el nimero de filas de Ay = dimg (V') = 2.

El argumento dado es facilmente generalizable a espacios vectoriales de dimensiones
finitas arbitrarias. En el caso particular en el que V = V'’ y ademds B = B’, hablaremos
simplemente de la matriz asociada a f respecto de la base B.

Observar que las columnas de Ay son precisamente las coordenadas de los vectores f(v;)
en la base B', es decir, son las coordenadas de las imdgenes de una base para V' (y por tanto
de un sistema de generadores para V'); como consecuencia, las columnas de Ay representan
a vectores que generan al subespacio Im(f). Recordando la definicién de rango de una
matriz, obtenemos



dimg (Im(f)) =rg(Ay)

Proposicion 16. Sea f: V — V' una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales tales
que dimg (V) = n y dimg (V') = m; sea Ay € Mpxn(K) la matriz asociada a f con
respecto de ciertas bases para V- y V'. Entonces:

n [ es sobreyectiva <= rg(As) =m.
n [ es inyectiva <= rg(Ayf) = n.
n [ es biyectiva <= rg(As) =m = n.

Demostracion.

1. f es sobreyectiva <= Im(f) = V' <= dimg(Im(f)) = dimg (V') <= rg(Ay) =
m.

2. f esinyectiva <= N(f) = {ﬁ} <= dimg(N(f)) = 0 <= (aplicando la Proposi-
cién 9) dimg (V) = dimg(Im(f)) <= n =rg(Ay).

3. Es consecuencia de los dos apartados anteriores.

g

Observamos que si m = n entonces Ay es una matriz cuadrada de orden n y rango n,
lo cual equivale a que sea una matriz regular; por tanto podemos enunciar el siguiente
corolario:

Corolario 17. Con la misma notacion que en la Proposicion anterior, se verifica que f
es un isomorfismo si y solo si Ay es una matriz reqular.

Ejemplo 18. Sea la aplicacién lineal f : R* — R? definida por f(z,v,2,t) = (x+vy,y+2—
t).SiB = {e1, e9,e3,e4} y B = {€, ey} son las bases canénicas de R* y R?, respectivamente,
entonces

===
D

\/E/\_/
I

f(es) -

luego la matriz de f respecto de las bases By B’ es
~n (1 10 0
acs) = (5 1) ).
Como rg(A) = 2, entonces dimy(Im(f)) = 2, lo cual implica que f es una aplicacién
sobreyectiva. Al ser n =4 > m = 2, f no puede ser inyectiva.

Ejemplo 19. Si suponemos que V = V' y B = B’, entonces la matriz de la aplicacién
identidad en V' (la cual es lineal) con respecto de cualquier base B de V, es justamente la
matriz identidad de orden igual a dimg (V).
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Ejemplo 20. Sea la aplicacién lineal f : R?® — R? definida por f(zy, 22, 23) = (21 + 25 —
T3, Ty + T3, —13). Si B = {e1, ez, e3} es la base candnica de R3, entonces

n 11 -1 71
Y2 = 0 1 1 . T
Ys 0 0 -1 T3

es la expresién matricial de f respecto de la base B.
Luego la matriz de f respecto de la base canoénica es

11 -1
As=| 01 1
00 —1

Como rg(A) = 3 = dim(R?), entonces A; es una matriz regular y deducimos por tanto
que f es una aplicacion lineal biyectiva, es decir, un isomorfismo de espacios vectoriales.

Ejemplo 21. Sea la aplicacién lineal f : R* — R? tal que f(z,y) = (4x + 3y, 3z + 2y).

4 3 . )
Entonces Ay = 3 9 ), y ya que |[As| = —1 # 0, deducimos que Ay es una matriz
regular y por tanto f es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ademads la matriz asociada

a fles A7 = ( _g _i ) .y por tanto f~(z,y) = (—2z + 3y, 3z — 4y).

La justificacion de la definicién tradicional para el producto de matrices estd en la
siguiente Proposicion:

Proposicion 22. Sean V, V' y V" tres espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, y
sean B, B' y B" bases respectivas para los espacios anteriores. Entonces si f :'V — V' y
g: V' — V" son dos aplicaciones lineales tales que la matriz de [ respecto de las bases B
y B' es Ay y la matriz de g respecto de las bases B' y B" es A,, entonces la matriz de la
aplicacion lineal compuesta go f : V. — V" respecto de las bases B y B" es Ay - Ay.

Como una ilustracién de esta propiedad:

Ejemplo 23. Sea la aplicacién lineal f : R?® — R? del ejemplo anterior para la cual la
matriz respecto de la base canénica B de R? era

11 -1
A(f,BB =A;=[0 1 1
00 —1

Podemos afirmar que la matriz de la aplicacién lineal compuesta f2 = f o f respecto de la
base B es

Ap = A Ay =

OO =

2 1
10
0 1
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Ejemplo 24. Sean By = {vy,v2,v3} v B} = {uy, us} bases para R® y R?, respectivamente,
con respecto de las cuales la matriz de una aplicacién lineal f : R?* — R? es igual a

A(f.B1.B}) = ( oo _f)

Sean By = {vj, v, v4} y By = {u],ub}, tales que v) = vy + vs, vl = v; + v9, v =
2u1 + vy + 2vs3, y U = uy — 3ug, uh, = —2uy + Tuy. Es inmediato comprobar que By y B, son
bases para R® y R?, respectivamente. Vamos a calcular A(f, B, BS). Para ello planteamos
el siguiente diagrama

R3 — R?

A(f,B1,B"
Bl (f_1> 1) Bi
P 7 T Q
A(f,Bs,B,
BQ (f_2> 2) Bé

siendo P la matriz del cambio de base de By a By, y @ la matriz del cambio de base de B},
a Bj. Entonces se verifica que

A(fa BQa B;) = Q_l : A(fv Bla Bll) P
A partir de la informacién dada acerca de las bases obtenemos que:

1 1 2
P=1011]yQ= =2 , con lo cual Q7! = [ . Por tanto
10 2 -3 7 3 1

11 2
N [T 2 -2 3 8 (46 5 105
A(f’BQ’Bﬁ(?, 1)( 3 —4 —1)' oLl (20 -8 35)'
10 2
Por tanto la expresién de f respecto de las bases By y B es

f(z,y, z) = (46 + 5y + 1052, 20z — 8y + 352)

1.3. Ejercicios Propuestos.

1. Si V,V' V" son tres espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo Ky f:V — V/,
g : V' — V" son aplicaciones lineales, demostrar que la aplicacién compuesta
go f:V — V" es también una aplicacion lineal.

2. Sea V un espacio vectorial de dimensién 3 sobre Q y B = {vy, v, v3} una base para
V. Comprobar que la informacién siguiente determina un tinico endomorfismo de

V.

fvi —wve) = =Tvy +vg,  f(Bur + v —v3) = —vy + v, f(v1 + va + 2v3) = 4vy — vs.
A continuacién calcular f(5v; — Tvg + v3).

3. Dada la aplicacién lineal f : R — RY, f(z,y,2,u,v) = (y — 3z, 2+ 2, —2x +y +

u—v,—x + 2y — 2z + u — v) calcular una base para el nicleo y unas ecuaciones
cartesianas para el subespacio imagen.
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15.

16.

11

Sea la aplicacién lineal f : Q* — Q* definida por f(z,y, z,t) = (x+y—2—t,x—y—
z—t,20+ 4y — 22 — 2t, 20 — 22 — 2t), y los subespacios vectoriales U = {(x, vy, 2,t) |
3w+ Ty —bz+2t =0}y W = ((7,—1,5,14), (9,2, —1, —1), (14, —2, 10, 28)) de Q.
Calcular:

a) Base, ecuaciones implicitas y ecuaciones paramétricas para el subespacio f.(U).
b) Base, ecuaciones implicitas y ecuaciones paramétricas para el subespacio f.(W).
Sea la aplicacién lineal f : Rlx]; — R[z|; correspondiente a la “derivada”. Obtener
la expresion matricial de f con respecto a la base candnica. A continuacién obtener
la expresién matricial de f con respecto a la base {1,z — a, (x — a)?, (x — a)3}.
Probar que no existe ninguna aplicacién lineal f : R?* — R3 verificando que
f(1,2,1) = f(4,5,2) = (0,0,0) y f(1,5,3) = (6,7,8). Probar que si existe una
aplicacién lineal f : R® — R3 verificando que f(1,2,1) = f(4,5,2) = (0,0,0) y
f(1> 57 _3) = (67 77 8)

Probar que no existe ninguna aplicacién lineal f : R® — R3 verificando que
f(4,1,2) = f(3,7,8) = (0,0,0), f(1,2,3) =(0,1,1), f(1,1,1) = (0,0,1)

Sea f : R® — R? definida como f(z,y,2) = (z + Ty, —x + 4z). Calcular la ex-
presién matricial de f respecto de las bases B = {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,0)} v
B = {(17 1)7 (17 O)}

Dada la aplicacién lineal f : Q? — Q? definida por f(z,y) = (%:p —y, T+ %y),
calcular la expresién de la aplicacién compuesta f4 = fo fo fo f.

Construir una aplicacién lineal f : R® — R?® de manera que (1,2,1) € N(f) y
(4,0,-1),(5,1,0) € Im(f). ;Cuénto puede valer dim(N(f) N Im(f))?

Sea h : R* — R* definida por h(z,y,z,t) = 2z +5y+t,y+2z—t,3z—a’y+ 7z, v+
ay + z +t). {Qué condicién debe verificar a para que h sea un isomorfismo?
Determinar a € R para que el endomorfismo f de R? definido por

flz,y,2)=(a-z+y+z,z+a-y+z,x+y+a-z)

tenga N(f) de la maxima dimension posible, y dar una base para Im(f) en dicho
caso.

Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V. Probar que f2 = 0 ( el endo-
morfismo nulo) si y sélo si Im(f) C N(f).

Determinar a € R para que el endomorfismo f de R? definido por

fx,y,2)=(x+a* - y+z,Tv+a-y+z,2x+y—>52)

sea un isomorfismo.

Un endomorfismo f : V' — V se llama un proyector si f o f = f. Probar que:

a) f es un proyector siy sélo si 1y — f lo es.

b) Si f es un proyector entonces V- = N(f) @ Im(f).

¢) Calcular todos los valores posibles para a,b € R tales que el endomorfismo
[ : R? — R? definido por f(z,y) = (ax + by, bxr + ay) es un proyector.

Calcular la matriz de la aplicacién identidad para R?® con respecto de las bases

{(2,1,-1),(-=1,1,0), (1,2, -2)} v {(—1,4,1),(1,1,1),(5,—1,3)}. ;Qué es lo que

hemos calculado en realidad?
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17. Dar una interpretacién geométrica para los endomorfismos de R? definidos por las
siguientes matrices:

10 0 0 01 1 00 cosa —sina 0
(@ [ O1 0 ) (1 00 ()| 010 (d) | sinaw cosa 0
00 —1 010 0 00 0 01

18. Calcular la expresién respecto de la base canénica de R? de la aplicacién lineal
f:R? — R? que verifica f(—1,1) = (8, —6) y f(1,-2) = (23, —4).

19. Sea f: V — V' aplicacién lineal. Si {vy, ..., v,} es una base para N(f) y {v1,..., v,
Urs1,---,VUn} €s una base para V', probar que el conjunto {f(v,11),...,f(v,)} es
linealmente independiente.

20. Dada la aplicacién lineal f : R* — R3  f(z,y,2) = (v —y,x +y + 2,27 + 2),
encontrar una base B para el dominio y otra B’ para el codominio de modo que

100
Af,B,BY=(0 1 0
000

(Sugerencia: partir de una base B para N(f) y ampliarla hasta una base para R3)

21. Hallar las ecuaciones implicitas del subespacio U = {(z,y,2) : © + Ty + 5z = 0}
de @? con respecto a la base B = {v, v, v3}, siendo v; = (3,1, —4), vo = (5,6,2),
vs = (1,1, 1).

22. Para una aplicacion lineal f: V — V'’ y un subespacio vectorial U’ de V', explicar
c6mo se puede calcular una base para el subespacio f*(U’) de V. A continuacién, cal-
cular una base para el subespacio preimagen de U" = ((1,0,—1), (0,1, 1)) mediante
la aplicacién lineal f : R* — R3 f(z,y, 2,t) = 2u+3y—2+t, dv—y—2—t, Ty—2+t).

2. DIAGONALIZACION

2.1. Definiciones, propiedades y ejemplos. Sea f un endomorfismo de un espacio
vectorial V' de dimension n sobre un cuerpo K.

Un escalar A € K se dice que es un autovalor o un valor propio de f si existe al menos
un vector no nulo v € V tal que f(v) = X - v; a cada uno de tales vectores no nulos se les
denomina un vector propio o autovector asociado al autovalor A. El conjunto formado por
todos los autovalores de un endomorfismo f se denomina el espectro de f, y se denota por

o(f).

Ejemplo 25. Para la aplicacion lineal f : R? — R? definida por f(z,y) = (62 —2y, 6z —1),
se tiene que A = 3 es un autovalor ya que existe el vector v = (2,3) verificindose que
f(2,3) = (6,9) = 3-(2,3), es decir, f(v) = A-v. El vector v = (2,3) es por tanto un
autovector asociado al autovalor A = 3.

Proposicién 26. Para todo endomorfismo f :'V — V' se verifican las siguientes propie-

dades:
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1. Si X es un valor propio de f, entonces el conjunto V(\) ={v eV : f(v) = X-v} es
un subespacio vectorial de V', llamado el subespacio propio asociado a A (observar
que aunque por definicion el vector cero no es un vector propio asociado a X\, sin
embargo si pertenece a V(X)).

_>
2. Si A\ y Ay son dos autovalores distintos de f, entonces V(A1) NV (Ay) ={0}

3. Si Ai,...,\. son autovalores distintos de f y vi,...,v, son autovectores asocia-
dos a A1, ..., A\, respectivamente, entonces {vy,...,v,.} es un conjunto linealmente
independiente.

El apartado (3) se demuestra por induccién sobre r. Los apartados (1) y (2) quedan
propuestos para los ejercicios.

Si f y g son dos endomorfismos de V' y «a, 3 € K entonces podemos definir un nuevo
endomorfismo « - f + - ¢g de V', como

(a-f+B-g)(v)=a- f(v)+B-g(v) paratodoveV.

Observemos que si B es una base para V' tal que M(f,B) = Ay y M(g,B) = A,, entonces
M(a-f+p-9,B) =a- A+ - A, Recordemos también que 1y representa la aplica-
cion identidad de V, la cual es ademas una aplicacion lineal. Con esta notaciéon podemos
enunciar:

Proposiciéon 27. Para un endomorfismo f : V. — V y un escalar A € K se verifica que
A es un autovalor de f si y solo si el endomorfismo f — X - 1y no es inyectivo; ademds,

V) = N(f = - 1p).

Vamos a dar un método para calcular los valores propios de un endomorfismo. Sean
V' un espacio vectorial de dimensiéon n sobre K, B una base para V'y f : V — V un
endomorfismo de V. Supongamos que la matriz asociada a f con respecto a la base B

es A = (a;;) € M,(K) y por tanto la expresion matricial de f con respecto a B es
) T

X' =A-X, siendo X' = | : yX=1": , respectivamente, las matrices columna
x Ty,

que representan las coordenadas de los vectores v y f(v) con respecto a base B.

De acuerdo con la Proposicién anterior, A es un autovalor de f si y sélo si el endomorfismo
f — A -1y no es inyectivo; la matriz asociada a este endomorfismo (con respecto a B) es
A—X-1,, con lo cual obtenemos que A es un autovalor de f si y sélo si la matriz A —\- I,
no es regular, es decir, |[A — A - I,| = 0. La expresiéon |A — x - I,,| es un polinomio p(x)
de grado n en x con coeficientes en K, y se denomina el polinomio caracteristico de f. La
ecuacion p(x) = 0 se llama ecuacidn caracteristica de f.

Como ya notamos en el capitulo anterior, si f es un endomorfismo de un espacio vectorial
V' de dimensién n sobre K, para cada base B de V' el endomorfismo f se representa mediante
una matriz de M,,(K) que denotdbamos como M (f, B). Ademads al elegir otra base B’ para
V entonces M(f,B') = P~ M(f,B)- P, siendo P la matriz del cambio de base de B’ a B.

En general, dadas dos matrices Ay, As € M,,(K), se dice que A; es semejante a A, si existe
una matriz regular R € M, (K) tal que Ay = R™'-Ay-R. Tal y como el ejercicio 2 propone, la
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semejanza de matrices es una relacién de equivalencia por lo que simplemente diremos que
A1y A, son semejantes. Por consiguiente el comentario del parrafo precedente significa que
las matrices M (f, B) y M(f, B’) son semejantes. Esta correspondencia entre endomorfismos
y matrices nos permite trasladar los conceptos ya definidos para endomorfismos tales como
autovalor, autovector, polinomio caracteristico, etc asi como los siguientes para matrices
cuadradas.

6 —1
por lo que podemos decir que A = 3 es un autovalor de la matriz A y el vector colum-

, . . . , . -2
Segun el ejemplo 1, la matriz asociada a f respecto de la base candnica es A = 0 ) ,

na ( g es un vector propio asociado al autovalor A = 3 de A. Ademsds el polinomio

caracteristico de A es p(z) = z* — 5z + 6.

Proposicion 28. Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico; dicho
de otro modo, el polinomio caracteristico de un endomorfismo f no depende de la base B
elegida.

Demostracion. Supongamos dos matrices A y A’ semejantes, es decir, tales que existe una
matriz cuadrada regular P del mismo orden que las anteriores tal que A’ = P=1. A . P.
Entonces

A—zgl,=P ' A-P—gl,=P ' A PP ' I, P=PYA—~2x-1,)P
y al tomar determinantes
|A —al,|=|PY(A—2-I,)P|=|P | |[A—z-L,|-|P| = |A—x-1,.
O

Definimos el espectro de f como el conjunto de las raices de p(x) que pertenecen a K. Si
A € K es un autovalor de f, se define la multiplicidad algebraica de A como la multiplicidad
de la raiz & = A en el polinomio p(x), es decir, el mayor nimero natural m tal que (z —\)™
divide a p(x). Escribiremos ma(\) para denotar la multiplicidad algebraica del autovalor
A. Si ma(A\) =1 se dice que A es un autovalor simple de f.

Por tanto ya tenemos los elementos suficientes para calcular todos los valores propios de
un endomorfismo dado asi como los vectores propios asociados a éstos.

Ejemplo 29. Para el endomorfismo f : R* — R3? definido por f(z,y,2) = (bx + z,z +
y, —7x +y), calcular sus valores propios y sus subespacios propios asociados.
La matriz asociada a f con respecto de la base canénica de R? es

50 1
Ap=1| 11 0],
710

con lo cual el polinomio caracteristico de f es
S5—1x 0 1
Af—2-Ll=| 1 1—-2 0 |=—2®+62"—122+8
-7 1 -
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Buscando las raices racionales y dividiendo por el método de Ruffini obtenemos que p(z) =
—x% 4+ 622 — 122 + 8 = —(x — 2)3. Por tanto f tiene un tnico valor propio A = 2 con
multiplicidad algebraica ma(\) = 3. El subespacio propio asociado a A = 2 es el conjunto
de soluciones del sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es A —2- I3, es decir

3 0 1 ) 0
1 -1 O |- 2 |=1]20
Resolviendo dicho sistema resulta 1 = §, 25 = §, 23 = —34. Por tanto una base para V'(2)
es {(1,1,-3)}.
Prosiguiendo con la notacién anterior, puesto que V(\) = N ( f — A - 1y), entonces
dim(V (X)) = dim(N(f — X - 1y)). Pero ademéds n = dim(V) = dim(N(f — X - 1y)) +
dim(Im(f —X-1y)), con lo cual dim(V (X)) =n —dim(Im(f — X-1y)). Recurriendo a la

matriz asociada a f en la base B de V' obtenemos finalmente que
dim(V(A) =n—rg(A—X\-1,).

Al valor de dim(V (X)) se le denomina la multiplicidad geométrica del autovalor A de f, y lo
representaremos como mg(A).

Las multiplicidades algebraica y geomética de un autovalor A estan siempre relacionadas
como indica la siguiente proposicién:

Proposicién 30. Si A es un autovalor de un endomorfismo f, entonces 1 < mg(\) <
ma(\).

La idea de la demostracién consiste en elegir una base para el subespacio V() y ampliarla
hasta una base B para V. A continuacién calcular p(z) usando la matriz asociada a f
respecto de B.

Observar que en el ejemplo anterior se obtuvo mg(A) =1 < 3 = ma(\).

Definicién 31. Un endomorfismo f : V' — V se dice diagonalizable cuando existe una
base B para V' en la cual su matriz asociada M (f,B) es una matriz diagonal. De igual
forma decimos que una matriz A € M, (K) es diagonalizable si existe una matriz regular
P € M,(K) tal que P™'- A P es una matriz diagonal.

Las siguientes proposiciones dan un criterio practico para saber cuando una matriz
cuadrada (y por tanto un endomorfismo) es o no diagonalizable:

Proposicién 32. Una matriz A € M,(K) es diagonalizable si y sélo si K™ posee una
base B formada por vectores propios para la matriz A. En tal caso, una matriz P tal que
“L. A. P sea diagonal se obtiene escribiendo los n vectores de B por columnas.

Proposicién 33. Sean A € M, (K) y A1,..., A\ los valores propios de A. Entonces A es
diagonalizable si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

L ma(M)+---+ma(\) =n

2. ma(X\;) =mg(\;) para cada i
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La condicién (1) de la Proposicién anterior nos dice que todas las raices caracteristicas
de A han de pertenecer al cuerpo K. Si por ejemplo estamos considerando una matriz
sobre @ cuyo polinomio caracteristico es p(z) = (x? — 2)(z* — 1) entonces dicha matriz no
serd diagonalizable sobre Q aunque si sobre R (ver el corolario siguiente).

Corolario 34. Si una matriz A € M,(K) tiene n autovalores distintos, entonces A es
diagonalizable.

Ejemplos 35. Para cada uno de los siguientes endomorfismos, estudiar si es diagonalizable
y en caso afirmativo encontrar una base que lo diagonalice.

L. f:RgﬁRga f(m,y,Z)=(3$+Z,x—y,—7y+y—22’)

3 0 1
La matriz de f en la base candnica es A = 1 —1 0 | y el polinomio
-7 1 =2
caracteristico es
3—x 0 1
1 —1—=x 0 = 23
-7 1 —2—z

El espectro de f es o(f) = {0}.

Aplicando los resultados anteriores se obtiene dimV (A =0) =3 —rg(A— \3) =
3—rg(A) = 3—2 =1, con lo cual mg(A) = 1. Debido a que ma(A) = 2, la
Proposicién 33 nos dice que f (y por tanto A) no es diagonalizable.

20 fiQ— @, f(z.y) = (v + 4y, 2)

El polinomio caracteristico de f es p(x) = 22 — 2 — 4, y las raices son x = HE;/ﬁ
las cuales no pertenecen al cuerpo Q. Por tanto f no es diagonalizable. Observar
que si el cuerpo hubiera sido R entonces f si seria diagonalizable por el Corolario
anterior.

3. f:Q*— Q3 f(r,y,2) = (bx + 6y + 2z, —Ty — 22,52).
La matriz asociada a f respecto de la base candnica es

5 6 1
A=1 0 =7 =2
0 0 5

El polinomio caracteristico es p(z) = (5 — x)?(—7 — z), con lo cual el espectro de f
eso(f) ={ A\ =5, =—=T7}, y ma(\) =2,ma(\y) = 1.

Calculamos una base para cada subespacio propio:

V(A1) =A{(z,y, 2) : 6y + z = 0}. Entonces los vectores de V(A1) son de la forma
(xaya Z) = (zaya _Gy)7 y BV()\l) = {(17070)7 (07 17 _6>} es una base para V()\l) y
mg(A) = 2.

V() ={(z,y,2) : —2x+ 6y + 2z =0, —2z = 0}. Entonces los vectores de V' (Ag)
son de la forma (z,y,2) = (3y,4,0), y By, = {(3,1,0)} es una base para V(Az)
y mg(A2) = 1.
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Por tanto segin la Proposiciéon 33, f es diagonalizable al considerar la base
B =1{(1,0,0),(0,1,-6),(3,1,0)}. Ademé&s una matriz P que diagonaliza a la matriz

1 0 3
AesP=1 0 1 1 | verificindose que
0 —6 0
5 0 0
P A-P=[05 0
00 -7
1 3 0
Ejemplo 36. Comprobar que la matriz A = | 3 —2 —1 | es diagonalizable y encon-
0 -1 1

trar una matriz P que la diagonalice.
El polinomio caracteristico es p(x) = (1 —z)(x +4)(xz — 3) con lo cual los valores propios

A = 1, = 3, A3 = —4 todos pertenecen a R y son simples. Por consiguiente A es
diagonalizable.
Se calcula facilmente que By (y,) = {(1,0,3)}, By, = {(3,2,—1)} y By = {(3,-5,—-1)}.
1 3 3
Una matriz P que diagonaliza a la matriz Aes P=| 0 2 —5 | verificAndose que
3 -1 -1
10 0
Pt.A-P=[03 0
0 0 —4

En ejemplos como este ultimo, podemos afirmar que la matriz dada es diagonalizable
sin tener que realizar ningun calculo, ya que:

Proposicién 37. Si A € M,(R) es una matriz simétrica, entonces todos los autovalores
de A pertenecen a R y A es diagonalizable.

2.2. Ejercicios.

1. Dar una demostracién para los aparartados (1) y (2) en la Proposicién 26.

2. Demostrar que la relacion de semejanza de matrices es una relacién de equivalencia
en M, (K).

3. Dada la matriz A = Z 3 € M,(K) comprobar que el polinomio caracteristico
de A es igual a p(z) = 2% —tr(A) -z + | A|.

4. El Teorema de Cayley-Hamilton afirma que si p(z) es el polinomio caracteristico
de la matriz cuadrada A, entonces p(A) = 0. Usar el resultado del ejercicio anterior
constatar el Teorema de Cayley-Hamilton para n = 2.

5. Parauna matriz cuadrada A, probar que las factorizaciones de los polinomios p(z) =
|A—x -1y q(x) =|x-I— A se diferencian a lo sumo en un signo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Diagonalizar la siguiente matriz con coeficientes en Q:

-1 -2 3 2
0 1 01
A= -2 =2 4 2
0 0 0 2
. 6 —2 . L
Dada la matriz A = 6 _1 )€ M,(Q), encontrar una férmula lo més simple

posible para A", siendo n un natural cualquiera.

Demostrar que A = 0 es un autovalor de A si y sélo si A es una matriz singular.
Calcular el polinomio caracteristico para la matriz identidad y para la matriz nula
de orden n.

Sea A una matriz cuadrada cuyo polinomio caracteristico es pa(x) = a,z" +
Qp_ 12"t + -+ + a;x + ap. Probar que a, = (=1)", a,_1 = (=1)""!'-tr(A) y
ag = |A|. Deducir de aqui que A = 0 es un valor propio de A si y s6lo si A no es
una matriz regular.

Probar que una matriz cuadrada y su traspuesta siempre tienen el mismo polinomio
caracteristico.

Si Aq,..., A\ es el espectro de la matriz A, describir el espectro de las matrices
siguientes:

(a) AY (B)r-A(reR) (c) A" (meN) (d) A~ (si A es regular)

cosa —sino

Estudiar si la matriz )
sin « COS o

es diagonalizable, siendo a € R.

Estudiar si la matriz 2; (1) con coeficientes en C es diagonalizable. Contrastar
el resultado obtenido con la Proposicion 37.
0 01
Encontrar todos los valores a,b € R para los cuales la matriz A= | 0 b 0 | es
a 0 0

diagonalizable

Sean A, B € M,(K) tal que A es diagonalizable. Probar que A y B son matrices
semejantes si y sélo si B es diagonalizable y tiene la misma forma diagonal que A.
Probar que las matrices siguientes no son semejantes:

1 -3 3 -3 1 -1
A= 3 =5 3 |, A=\ =7 5 -1
6 —6 4 -6 6 =2
Dados a,b, c,d € R, calcular el polinomio caracteristico de la matriz siguiente:
o 1 0 0
o 0 1 0
0 0 0 1

—a —-b —c —d
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20.

21.
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Dar una generalizacién de este hecho y deducir que todo polinomio de K[z] de
grado mayor o igual que 1 es el polinomio caracteristico de alguna matriz cuadrada
con coeficientes en K.

Dar una demostracién de la Proposicion 37 para el caso n = 2.

Sea A € M, (K) una matriz diagonalizable tal que todos sus valores propios tienen
una raiz cuadrada en K. Demostrar que existe una matriz C' € M, (K) tal que
C? = A, es decir, A tiene una raiz cuadrada. Encontrar una matriz C' € My(R) tal

s (2 2
queC'—(1 5 )

Sea la aplicacién f : My(R) — My(R) definida por f(A) = AJFTAi. Entonces f es

una aplicacién lineal cuyo nticleo tiene dimension:

a)l b)2 ¢ 3 d)4
3. Ejercicios aparecidos en examenes anteriores

Sea f: (Z13)® — (Z13)? la aplicacién lineal dada por:
f(x,y,2) = (T + 12y + 4z, 2 + 6y + 32,52 + 6y + 12z).

a) Hallar la matriz de f en la base canénica (llamémosla A).

b) Estudiarsi f es diagonalizable, y en caso afirmativo hallar una base de vectores
propios.

c¢) Calcular A?13L,

d) Hallar f2432(1,2,3).

Consideremos la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por

flr,y,2) = (x —y + 22,0 +y — 2,40 — 2y + 52).
Entonces
a) los subespacios nicleo e imagen de f son iguales,
b FU-L1-2) =2,
c) el subespacio nicleo de f tiene dimensién 0,
d) el subespacio imagen de f tiene dimensién 2.
Sea la matriz

A= € Ms(Zs),

— W
w oW
W = O

sobre la cual se sabe que A = 3 es un valor propio. Sea « la multiplicidad algebraica
y d la multiplicidad geométrica de A. Entonces

a) d=2ya=2

b) d=1lya=1

c) d=1lya=2

d) d=2ya=1
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Sean A la matriz asociada a una aplicacion lineal f : R3 — R3 respecto de las bases
candnicas. Supongamos que existe un nimero real a tal que f(2u+v) = a®-u+ f(v)
para cualesquiera u,v € R3. Entonces

a) la matriz A es diagonalizable independientemente del valor de a,

b) la matriz A no es diagonalizable, sea cual sea el valor de a,

c) la matriz A es diagonalizable sélo para un nimero finito de valores de a,

d) los datos del enunciado son muy generales y a partir de ellos no se puede

conocer si la matriz A es o no diagonalizable.
Sea f : R® — R? la aplicacién lineal definida por f(z,y,z) = (z + y, 2z + 2y). La
dimensién del nicleo de f es

a0 b1 o2 d)3

Los valores propios de la matriz

— O N
= ~J ot Ww O
NN = OO
_ o O OO
_ o OO OO

son
a) {1,3,0} b){1,2,3,4,5} «¢){0,1,2,3} d) No tiene valores propios

Sea

2
2] € Mg(Zg)
1

una matriz cuyos valores propios son 0 y 1. Los espacios propios de A tienen por
ecuaciones

x+2y=0
) Vo={@y2) e @P | by Vi={(5,9.2) € @) | o +y+2: =0}
b) Vo={(z.y,2) € (Zs)" | +2y = 0y yVi={(xy,2) € (Z3)? | = +y + 22 = 0}
T+ 2y =
C) ‘/0 - {(l‘,y,Z) € (Z3)3 | x+y+22:0}y‘/1 - {(.Z‘,y,Z) € (23)3 | I+y+22 = 0}
) Vo={@ye@p | T Fyvi={@ye@?| I}
Sea A = </\81 /\22 § ) € M3(Z,) con Ay # A3 (p es un nimero primo). Entonces
3

a) A es diagonalizable y la base canénica es una base de vectores propios.

b) A es diagonalizable y todos los vectores de (Z,)* son propios.

¢) A no es diagonalizable.

d) A es diagonalizable si y s6lo si A2 + Ay A3 = 0.

Consideremos la aplicacién lineal f : R?* — R?® definida por f(z,y,2) = (z +y,7 +
z,2x +y + z). Entonces

a) La dimensién de la imagen de f es 2.



10.

11.

12.

13.

14.
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b) La dimensién del nicleo de f es 2.
c) f es sobreyectiva.

d) f es inyectiva.

Dada la matriz

1 11
A=12 0 1] € M3X3(Z5),
31 2
a) A tiene dos valores propios de multiplicidades algebraicas 1 y 2 respectivamen-

te.
b) A tiene tres valores propios.
c) A tiene un unico valor propio de multiplicidad algebraica 3.
d) A tiene un unico valor propio de multiplicidad algebraica 1.
La matriz

0 0
A== 1 0] € M3(@)
01

representa un endomorfismo de Q® en Q3. Una base de Q3 formada por vectores
propios de A es

a) {(0,1,1),(0,=1,1),(4,=3,1)}
b) {(0,4,1),(1,-1,1),(4,=3,1)}
&) {(0.1.1).(0, ~1.1),(0,0,2)}

d) {(0,1,1),(0,-1,1),(1,-1,1)}

Sea A € M, (R) tal que A% = 0. Entonces:

a) A=0,

b) A es regular,

c) 0 es el inico valor propio de A,

d) todos los valores propios de A son estrictamente positivos.

Sea f : Z3 — Z32 una aplicacién lineal no sobreyectiva tal que (1,0,0,0) € Ker(f),
(0,1,2,0) € Ker(f) y (1,1) € Im(f). ;Cudl de las siguientes afirmaciones es nece-
sariamente falsa?

a) dimKer(f) =3

b) dimIm(f) =1

c) (0,0,1,1) € Ker(f) y (0,0,0,2) € Ker(f)

d) (2,2,1,0) € ker(f) y (0,0,0,1) € Ker(f)

Sea f : Z} — Z} la aplicacién lineal cuya matriz con respecto de la base canénica
es

A=

— =
= O =
N O =

2
3
4
2 31 2

Una de las siguientes afirmaciones es falsa:
a) (3,3,2,4) es un vector propio de valor propio 0,
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

b) (1,4,1,0) es un vector propio de valor propio 4,
c) f tiene dos valores propios,

d) f tiene tres vectores propios.

Sea la aplicacién lineal f : Z3 — Z2 definida por

flz,y,z,t) = (r+y+t,o—z—t,2x+y—2).
Entonces la dimensién del nicleo de f es igual a:
a)0 b))l ¢)2 d)3

Sea A € M,(R) una matriz triangular superior con coeficientes en Z y tal que
|A| = 5. Entonces:

a) A no es diagonalizable,

b) A sélo es diagonalizable si es simétrica,

c) A tiene como méaximo tres valores propios distintos,

d) A tiene exactamente tres valores propios distintos.

Sea f : Z3 — 73 una aplicacién lineal no sobreyectiva. {Cudl de las siguientes
afirmaciones es necesariamente falsa?

0) (2,2,1,0) € ker(f) v (0,0,0,1) € Ker(f),

b) (2.2.1,0) € ker(f), (0,0,0,1) € Ker(f) y (1,2) € Im(f),

¢) dimKer(f) =2,

d) dimIm(f)=1.

Sea A la matriz

NN
— O
=N

.,Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?

a) A es diagonalizable.

b) Los valores propios de A son 0y 3.

¢) 3 es valor propio de A con multiplicidad algebraica igual a 2.

d) Las multiplicidades geométricas de todos los valores propios de A valen 1.
Sea la aplicacion lineal f : R® — R? definida por f(z,y,2) = (r+vy, 2—z). Entonces
la dimension del nticleo de f es igual a:

a)3 b)0 ¢)2 d)1

Sea A una matriz cuadrada con coeficientes en R y con determinante igual a cero.
Entonces:

a) A no es diagonalizable,

b) A solo es diagonalizable si es simétrica,

c) el producto de los valores propios de A vale cero,

d) A =0 es el tnico valor propio de A.

Sea f:V — V' una aplicacién lineal inyectiva y {v1,vs,...,v,} una base para V.

Entonces {f(v1), f(va), ..., f(va)}...
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es una base para V',

es un sistema de generadores para V.

es un conjunto de vectores linealmente independientes.
es un conjunto de vectores linealmente dependientes.
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