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Co curva plana, cerrada y simple

Bajo el FCM (flujo de “acortamiento” de curvas), Cy se trasforma en
convexa y se contrae a un punto con forma limite circular.

Play

Fuente: Sigurd Angenent (youtube)
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Resultados destacados

[Huisken, J. Diff. Geom. 1984]

Fo: M" — R™1 M compacta y uniformemente convexa
Bajo el FCM, Fy se contrae a un punto redondo en tiempo finito

[Andrews & Baker, J. Diff. Geom. 2010]

Fo: M" — R"™P M compacta, H # 0
loP < clHP, c< 5 si2<n<4,c<-Lsin>4

Bajo el FCM, Fy se contrae a un punto redondo en tiempo finito
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F:Mx[0, T)— R™ solucién de (FCM), M compacta
My =F(M,t),0<t<T <00

limsup,_, 7 maxp, |0]? = oo

Definicién
m g € R™ punto “blow-up” si 3p € M tal que
lim F(p,t) = li t)| =
fm Fpt)=a Jim[o(p )] = o0

m M desarrolla una singularidad de Tipo | si 3¢ > 0 tal que
9 c
< ——,Vtel|0, T
max|of” < =—, vt € [0, T)
En caso contrario, singularidad de Tipo II.

maxp, |o|> > TE_t, Vte [0, T)
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Reescalamiento de Huisken [Huisken, J. Diff. Geom.

F:Mx[0, T)— R™ solucién de (FCM), M compacta
g € R™ punto “blow-up” de Tipo |

F:Mx[-1/2log T,o0) — R™

F(\s) = W (F(-.t)—q), s(t) = —1log(T — t)

Supongamos que g = 0 € R™. Para cualquier sucesion s;, existe una
parcial sj, tal que M, := F(M,s;,) converge diferenciablemente a una

subvariedad limite no vacia MOO inmersa, que satisface H+Ft=0
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¢ especial lagrangiana <& H = 0 < [ constante

estacionaria hamiltoniana . , .
¢ & divJH = 0 < B arménica

¢ clase de Maslov trivial si [ay] =0, 8: M = R
¢ casi calibrada sicos 3 > 6 >0
¢ mondtona si [¢*A] = clay], ¢ >0
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Flujo lagrangiano de la curvatura media

[Smoczyk, 1996]

¢ = Fy: M" — R?" = C" lagrangiana
= F;, solucién de (FCM), lagrangiana, Vt € [0, T)

Clases preservadas bajo el FCM lagrangiano: clase de Maslov trivial
casi calibradas
mondtonas
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Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano

H=+¢te ay = £¢*A
Producto de curvas planas a; X as
a1 = ai(t) € C, ax = as(s) € C, ambas p.p.a.

¢(t,5) = (en(t), aa(s))
H = Koy IOt + Ko, JOs
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Subvariedades lagrangianas autocontractiles

[Smoczyk, 2000]
¢ : M" — C" subvariedad autocontractil lagrangiana
M compacta y orientable = [ay] # 0

Idea:

(VB,VIgl?)

N =

B:M—=R, AB=

Cuestién abierta de Neves

Encontrar alguna condicién sobre un toro lagrangiano de C? que implique
que el flujo lagrangiano de la curvatura media (F;)o<¢<7 con condicién
inicial dicho toro, se extinga en tiempo T vy, tras reescalamiento, F;
converja al toro de Clifford.
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¢ : M" — R™ autocontractil if H= —¢* (H = traza o)

Esfera
S"(y/n) = R™1 |g|?2 =1

Clifford
Sm(y/m) x S™(y/n2) = R™2 ni,m eN, i+ =n, [o]>=2

Producto de n circulos

n)

Stx -+ xS! <5 R?", |g|? = n, lagrangiana en R2" = C"

Producto de un circulo y una (n—1)-esfera

Stx St 5 CP =R, (e, (x1,..., %)) = vVne't (x,...,x,)
|o|?> = (3n — 2)/n, lagrangiana en C" = R?"
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[Huisken, J. Diff. Geom. 1990]

¢ : M" — R™1 M autocontractil compacta
H >0 = M= S"(/n)

[Smoczyk, Int. Math. Res. Not. 2005]
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Resultados de clasificacién y rigidez, n > 2

[Huisken, J. Diff. Geom. 1990]

¢ : M" — R™1 M autocontractil compacta
H>0= M"=S"(y/n)

[Smoczyk, Int. Math. Res. Not. 2005]

¢: M" — R™ M autocontractil compacta
|H| > 0; Vtv =0, v = H/|H|

M" esférica: M" — S™1(y/n), H =0

[Le & Sesum, Comm. Anal. Geom. 2011]

[Cao & Li, Calc. Var. PDE 2012]

¢: M" — R™, M autocontractil compacta
lo?<1=|ol2=1, M"=S"(y/n) C R"*!
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[Li & Wei, J. Math. Soc. Japan 2012]
m ¢: M" — R"2 M autocontractil compacta
|H| >0; Vv =0, v=H/|H 1<|o?2<2

olo)? =1, M=8"(v/n) C R™™
olo?=2, M=S"(y/n1) x S?(y/m2) CR™, ni+n=n




Resultados de clasificacién y rigidez, n > 2

[Li & Wei, J. Math. Soc. Japan 2012]
m ¢: M" — R"2 M autocontractil compacta
|H| > 0; Viv =0, v = H/|H| 1<|o?2<2
olo)? =1, M=8"(v/n) C R™™
olo?=2, M=S"(y/n1) x S?(y/m2) CR™, ni+n=n
m ¢ : M? = R?>*P, M autocontractil compacta
|H| > 0; Vtv =0, v = H/|H| 1<|oP< 2

oloP=1, M=S*+2) c R
oo =5/3, M = S?(v/6) — S*(v/2) — R® Veronese

HI>0; V4iv=0v=H/|H  §<lofP<X

olo]?=5/3, M = S?(v/6) — S*(v/2) — R® Veronese
ol =11/6, M = $*(v/12) — S(v/2) — R Boruvka



Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)




Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)

Teorema

¢ : M" — R™P M autocontractil compacta



Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)

Teorema

¢ : M" — R™P M autocontractil compacta
|H|?> constante o |[H|? < no |H]?>n



Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)

Teorema

¢ : M" — R™P M autocontractil compacta
|H|?> constante o |[H|? < no |H]?>n
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Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)

Teorema

¢ : M" — R™P M autocontractil compacta
|H|?> constante o |[H|? < no |H]?>n
lof? < 3555
S Fm
Entonces:

olol?=1, M=S"(y/n) CR™ [p=1]



Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)

Teorema

¢ : M" — R™P M autocontractil compacta
|H|?> constante o |[H|? < no |H]?>n

3p—
ol < =5

Entonces:
olol?=1, M=S"(y/n) CR™ [p=1]

_ 3p—4
o |O'|2 = ﬁ,
(i) o M =S"(/m) x S”(y/n2) CR™2, ny + o = n, (con |0 = 2)
[p=2]
(i) o Veronese M = S?(v/6) C R® (con |o|* =5/3) [n =2, p = 3]



Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)

Teorema

¢ : M" — R™P M autocontractil compacta
|H|?> constante o |[H|? < no |H]?>n
3p—4
lo? < 5553
Entonces:
o loP =1, M=5(y/r) C ™ [p = 1]
_ 3p—4
o |O'|2 = h,
(i) o M =S"(/m) x S”(y/n2) CR™2, ny + o = n, (con |0 = 2)
[p=2]
(i) o Veronese M = S?(v/6) C R® (con |o|* =5/3) [n =2, p = 3]

Corolario

¢ : M" — R?", M autocontractil compacta (codimension n > 2)

|H|? constante o |[H|? < no |H]?>n o] < 323



Nuestra contribucién (dimensién y codimensién arbitrarias)

Teorema

¢ : M" — R™P M autocontractil compacta
|H|?> constante o |[H|? < no |H]?>n

3p—
o] < 32=5

Entonces:
olol?=1, M=S"(y/n) CR™ [p=1]
o of? = 3=,
(i) o M =S"(/m) x S”(y/n2) CR™2, ny + o = n, (con |0 = 2)
[p=2]
(i) o Veronese M = S?(v/6) C R® (con |o|* =5/3) [n =2, p = 3]

Corolario
¢ : M" — R?", M autocontractil compacta (codimension n > 2)
|H|? constante o [H> < no |H]?>>n |of? < 3n=2

Entonces n =2, |o]?> =2, M =S x St C R* toro de Clifford



Toros autocontractiles en R*

(i) Toros de Abresch-Langer, producto de dos curvas de Abresch-Langer

(ii) Toros de Anciaux
bp.q(t,s) = Vpq(t)(coss, sens), p,d€N, (p,q) =1, p/q € (%’ )

ky =Ry - 1)

(iii) Toros de Lee-Wang

Ton =Vma(s, t) =vm+n (\f coss e’ ‘/_ —= sense \/_t>

mneN, (mn)=1,m<n

(iv) Toros de Lawson
®o(s,t) = V2 (coss e sinset), a € Q, a>1

Toro de Clifford: Wy 1(s, t) = (s, t) = V2 e't(coss,sens ), embebido
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Teorema

¢ : M? — R* autocontractil lagrangiana compacta
|H|? constante o |[H|> <20 |H|?> > 2
Entonces M? = St x St

Demostracion:
H=—¢" = Alp]* =22 - |H]?) = 0= [,,(2 - |H]?)du
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Teorema

¢ : M? — R* autocontractil lagrangiana compacta
|H|? constante o |[H|> <20 |H|?> > 2
Entonces M? = St x St

Demostracidn:
H=—¢* = Algl* =2(2— |H?) = 0= [},(2 - |H])du
|H|? constante o [H? <20 |H?>2 = |H? =2
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Teorema

¢ : M? — R* autocontractil lagrangiana compacta
|H|? constante o |[H|> <20 |H|?> > 2
Entonces M? = St x St

Demostracidn:
H=—¢* = Algl* =2(2— |H?) = 0= [},(2 - |H])du
|H|? constante o [H? <20 |[H?>2 = |H?=2= |¢* =2
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Teorema

¢ : M? — R* autocontractil lagrangiana compacta
|H|? constante o |[H|> <20 |H|?> > 2
Entonces M? = St x St

Demostracidn:
H=—¢* = Algl* =2(2— |H?) = 0= [},(2 - |H])du
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oL)U!

V+tH =0 JH paralelo

Smoc 4) k



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M? — R* autocontractil lagrangiana compacta
|H|? constante o |[H|> <20 |H|?> > 2
Entonces M? = St x St

Demostracidn:
H=—¢* = Algl* =2(2— |H?) = 0= [},(2 - |H])du
|H|? constante o [H? <20 |[H?>2 = |H?=2= |¢* =2

Smoc 4) k 1) L agr.

ViH =0
M? =St x St

JH paralelo """ M2 = Sl(ry) x SY(n)
H7:—>¢)
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¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2

Entonces |o|?> = 2, M toro
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Teorema

¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2

Entonces |o|?> = 2, M toro
Si, ademds, K > 00 K < 0, entonces M? =S x St



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2
Entonces |o|?> = 2, M toro
Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M2 = St x St

Demostracion:

Al = 2(2 = |HI?)



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2
Entonces |o|?> = 2, M toro
Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M2 = St x St

Demostracion:

Algl2 =22~ [HP) = /M |H[2dys = 2 Area(M)



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2
Entonces |o|?> = 2, M toro
Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M2 = St x St
Demostracion:
Alp? =22 |H?) = / |H|?dp = 2 Area(M)
M
Ecuacién de Gauss: 2K = |H|? — |o|?

Gauss-Bonnet:

8r(1 — gen(M)) = /M (I — |of2)dp = /M (2 [o)d
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Entonces |o|?> = 2, M toro
Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M2 = St x St

Demostracion:
BloP =22~ |HP) = [ |HPdu=2Area(m)
M

Ecuacién de Gauss: 2K = |H|? — |o|?

Gauss-Bonnet:
0> 8r(1 - gen(M)) = / (M2 — oP)du = / @~ loP)du
M M

M no puede ser una esfera (resultado de Smoczyk)
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Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M2 = St x St
Demostracion:
Alp? =22 |H?) = / |H|?dp = 2 Area(M)
M
Ecuacién de Gauss: 2K = |H|? — |o|?

Gauss-Bonnet:
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M M
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Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M2 = St x St

Demostracion:
BloP =22~ |HP) = [ |HPdu=2Area(m)
M

Ecuacién de Gauss: 2K = |H|? — |o|?

Gauss-Bonnet:
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Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2
Entonces |o|?> = 2, M toro
Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M?2 = St x St

Demostracion:
BloP =22~ |HP) = [ |HPdu=2Area(m)
M

Ecuacién de Gauss: 2K = |H|? — |o|?

Gauss-Bonnet:
02 (1~ gen(M)) = [ (M ~Iof)du = [ (2~ Io)du 0
M M
M no puede ser una esfera (resultado de Smoczyk)
l|o|2 <2 = M toro, |02 =2, 2K = |H|? -2
K>00K <0 = |H?>20|H[?><2= M toro de Clifford



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2
Entonces |o|?> = 2, M toro
Si, ademds, K > 0 o K < 0, entonces M?2 = St x St

Conjetura |

¢ : M? — R* lagrangiana compacta orientable autocontractil |o|> <2

Si—ademds——>0-o/4 <10, entonces M2 = S! x St
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Teorema
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¢ : M?> — R* autocontractil compacta

¢ embebimiento lagrangiano estacionario hamiltoniano
Entonces M? = St x St

Demostracion:

Los toros T, son las tnicas superficies compactas orientables
autocontractiles lagrangianas estacionarias hamiltonianas en el
plano euclideo complejo.



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M?> — R* autocontractil compacta

¢ embebimiento lagrangiano estacionario hamiltoniano
Entonces M? = St x St

Demostracion:

Los toros T, son las tnicas superficies compactas orientables
autocontractiles lagrangianas estacionarias hamiltonianas en el
plano euclideo complejo.

Toro de Clifford 77 1
unico embebido



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M?> — R* autocontractil compacta

¢ embebimiento lagrangiano estacionario hamiltoniano
Entonces M? = S? x S?

Demostracion:

Los toros T, son las tnicas superficies compactas orientables
autocontractiles lagrangianas estacionarias hamiltonianas en el
plano euclideo complejo.

Toro de Clifford 77 1 . .
Gnico embebido Las botellas de Klein no admiten

embebimientos lagrangianos en C?



Nuestra contribucidon en el contexto lagrangiano

Teorema

¢ : M?> — R* autocontractil compacta
¢ embebimiento lagrangiano estacionario hamiltoniano
Entonces M? = St x St

Conjetura Il

¢ : M? — R* autocontractil compacta
¢ embebimiento lagrangiano estactonario-hamttontane
Entonces M? = St x St



iMuchas gracias!
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