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Introduccion

—div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP~" |[Vu? = f(x), xeQ. p
{ u(x)=0, x €09, (P)

@ Q c RN abierto y acotado;
@0<a<a(x)<B,0<u<b(x)<y;
@ p,g>0,fel'(Q).
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Buscamos soluciones de energia finita J
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Introduccion

{ —div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP~" |[Vu? = f(x), xeq, (P)
u(x)=0, X €0Q.

@ Q c RN abierto y acotado;
@0<ac<a(x)<B,0<u<b(x)<v
@ p,g>0,fel'(Q).

Problema con crecimiento cuadratico en el gradiente

Parte principal con un crecimiento grande

Integrabilidad del dato muy pequefa

Condicién de signo
ubuluPVu? >0 J

[Boccardo, Gallouét, 1992] («efecto regularizante del lower order term»)






Resultado

{ —div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP~" |[Vul? = f(x), xeq, (P)
u(x) =0, X € 09.

Si £>0,p=>2q= Jue H(Q) sol. positiva de (P) :
b(x) vP[Vul? € L'(Q),

f(a(x)+uq)Vquo+fb(x)uP|Vu|2<p:ff«p, Yo e Hy(Q) N LY(Q).
Q Q Q







Resultado principal

—div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP~" |[Vul? = f(x), xXeQ, =
u(x)=0, X €0Q. (P)

Sip,q>0=— Jue H(Q) sol. de (P) :

(a(x) + [ul?) [Vul € L'(Q), b(x)|ulP [Vul® € L'(Q),

f(a(x)+|u|")VuV<p—|—fb(x)|u|p‘1u|Vu|2¢=ff<p, Yy € W(]""’(Q).
Q Q Q




Resultado principal

—div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP~" |[Vul? = f(x), xXeQ, =
u(x)=0, X €0Q. (P)

Sip,q>0=— Jue H}(Q) sol. de (P) :

(a(x) + [ul?) [Vul € L'(Q), b(x)|ulP [Vul® € L'(Q),

f(a(x)+|u|q)VuV<p—|—fb(x)|u|p‘1u|Vu|2¢=ff<p, Yy € W(]""’(Q).
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Caso1:fel>(Q)

{ —div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP" [VuP? = f(x), xeQ,
u(x) =0, X €09Q. (P)

An(u) = —div[(a(x) + |To(u)|?) Vu] + b(x) T, (u) [T,(u)PP~ [Vul?



Ideas de la prueba. Dato acotado.
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Caso1:felL>(Q)

{ —div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP~" |[Vu? = f(x), x e, (P)J
u(x)=0, X €092.

An(u) = —div [(a(x) + [To(W)I%) Vu] + b(x) Ta(u) [ Ta(u)P~ VUl

An(un) = f(x), xeQ;
u, =0, X €.

@ [Boccardo, Murat, Puel, 1992] = 3v, € H}(Q) N L=(R)

Paso al limite
Ju e H)(Q2) N L=(Q) sol. de (P) J
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Ideas de la prueba. Caso general

—div[ (a(x) + [ul?) Vu] + b(x) ululP~" |[Vu? = f(x), xeQ, p
{ u(x) =0, x€0Q. (P)

{ —div[ (a(x) 4 [unl?) Yun] + b(x) tn lualP™ VU, = f,(x), x€Q, p
u(x) =0, X €00, (Pn)

donde f, = T,(f) € L~(Q).

«Queremos pasar al limite......»
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U

Aue H(Q) : u, — uen H}(Q)
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® x Ti(Up) = AR >0 : [lUnllyye) < R

U

Jue Hy(Q) : u, — uen Hy(Q) «Candidato a solucién»
Tk(u,,)
* X Tk

f (@(x) + 1Unl%) [V Te(un) < VK Il 1y + K Ifl, Vk >0
Q {lunl> vk}
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Cotas para {un}

® x Ti(Up) = AR >0 : [lUnllyye) < R

U

Jue HY(Q) : uy — uen H}(Q) «Candidato a solucién»

Tk(un)
@ X K

f (@(x) + 10l I Te(un)? < VK Ifll 1y + K f fl, VK >0
Q {

unl> VK}

@ X Ty(up) = 3IM>0 : fb(x)lu,,l”IVunl2 <M
Q

@ X Ty (up— Tk(u)) = {Vun(x)} converge hacia Vu(x) a.e. en Q
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Cotas para u

@ Para a.e. k > 0, u verifica

[ @)+ 1 TP < VR + [
Q

|>‘f

@ b(x)|ulP|Vul® € L'(£);

o (a(x) +|ul9)|Vul € L'(Q).

f(a(x)+IuI")VuV<p+fb(X)IUI‘HUlVUlZ#’:ff‘%’» Vo e Wy(Q).
Q Q Q




Cotas para u
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[ @)+ 1 TP < VR + [
Q

|>‘f

@ b(x)|ulP|Vul® € L'(£);

o (a(x) +|ul9)|Vul € L'(Q).

f(a(x)+|u|q)VuV(p+fb(x)lul”“uquIZgosffcp, Vo e W)(Q).
Q Q Q




Cotas para u

@ Para a.e. k > 0, u verifica

[ @)+ 1 TP < VR + [
Q

|>‘f

@ b(x)|ulP|Vul® € L'(£);

o (a(x) +|ul9)|Vul € L'(Q).

f(a(x)+|u|")VuV<p+fb(x)lulp‘1u|Vu|2<p Sff(p, Vg e W)(Q).
Q Q Q

« Lema de Fatou + Condicién de signo »



f (a(x) + [ul?) VuVe + f b(x) [uP~ ulVulPe < f fo, YoeW,=(Q). J
Q Q Q




q _
fﬂ(a(x)+|u| )Vquo+Lb(X)|qu1u|Vu|2<p sfgfga, Yo e W™(Q). J

L (a(x) + ul?) VuVe" + L b(x) luP~ ulVulPe" < f fo', Yoe W= (Q)
Q



f (a(x) + [ul?) VuVe + f b(x) [uP~ ulVulPe < f fo, YoeW,=(Q). J
Q Q Q

f (a(x) + ul?) VuVe" + f b(x) luP~ ulVulPe" < f fo', Yoe W= (Q)
Q Q Q

+



Ideas de la prueba

f(a(x)+|u|q)VuV¢p+Lb(x)|ulp‘1 ulVulPe SLf(p, Vg e Wp(Q). J

[ @y v+ [ oeowptuvite < [ 1ot v win(e)
Q Q 5

+

f(a(x)+|“|q)V“V fb(X)IUI’”ulVUIZ( ) < Lf(—sﬁ_),\v’cpe Wi=(Q)



Ideas de la prueba

f(a(x)-i-lulq)VquH-fb(x)|u|p—1 UVl SLf‘/” Yo e WIS(Q).
9 Q

f (a(X) Al |U|q) VUV"D+ + f b(X) |U|p_1 UlVU|290+ < f f(p+ 9 V(p c W(;,oq(Q)
Q Q o

+

f (@(x) + |u?) Vuv (- f bOOP™ ulVuP(—¢7) < fﬂ f-¢7), Yo € Wo=(Q)



B e Cl(R) 1 if |s| < %

f—\ B(s)={e[0,1] if}<lsI<1
0 if s > 1




f—cm)
1 .
if |s| < 1
B B - 2
(s) =4€[0,1] if]<ls|<1
0 if[s| >1
H _slslp
(s) 1 Vs eR



B e C'(R) 1 ifIs| < 3

f—\ B(s)={e[0,1] if}<lsI<1
0 if s > 1

Dividimos la prueba en dos pasos
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B e Cl(R) 1 if |s| < %
/__\ B(s)={e[0,1] if}<lsI<1
0 if s > 1

s|s|P
p+1

H(s) = , VseR.

Dividimos la prueba en dos pasos










x| $

—vH (u;)
X ye o1 B(U ) J

f(a(x)+lunl") VU, vy e (LII:)

L -vH(up) Un
——f(a(x)-i-lu,,lq) Vu,Vu; s Py e = (_)
@ Jo k




x| £

—vH (u;)
S J

—vH(up) Un
fﬂ(a(X)Huan) Vu,Vye @ 5(7)

-vH(up)
- Zf(a(x)+|un|‘7) Vu,Vu, U Py e e B(ﬂ)
a Jo K

1
< 1B oo lleo { —= NFll1y + Ifl].
vk {lunl> VK)




Ideas de la prueba

—vH (u;)
X e (4 B(u

x| £
S—

f (a(x) + unl?) Vu,Vy e~ )B(%)

—Zf( (x) + lunl?) Vu,Vu, |u, lpwe
@ Ja

f b(X) VUL 1l Upre™ 5™ ( )

1B lloo 1]l (—||f|| +f |f|)~
v VE O v

“8(%)



Ideas de la prueba

—vH (4,)
Xye « B(”

x| $
S—

[ (00041 7705 a )

—Zf( (x) + lunl?) Vu,Vu, |u, lpwe
@ Ja

+ [ D00t "y o™ () <

(%)

H(up )

i 1
fye +” B J)—i—IIB'”wll oo (—I|f|| +f |f|).
L nd/ ( k lﬁ \/E L1(S'Z) ”un‘)‘/m




Ideas de la prueba

Limite cuando n — c0?

H(up) Up

L(a(x)+|un|q) Vu,,Vzpe_Vri” B(?)

“5(%)

4 —vH(y,
——f( (X) + 1ual?) Vu,Vuy lu Py e
@ Ja

+ [ B P uy e (%) <

SHER) (U
frpe @ B( )+ B'lleo ¥l (— (1]l +f |f|) 5
js; v P [ 1/ e Ml oo




Ideas de la prueba

Limite cuando n — 0?

—vH(up)

n Unp
L(a(x)ﬂunl") Vu,Vye = B(?)
—Zf( (X) + [Unl) VUV (U Py e
@ Ja

o [ b0 vy o5 B () <

HWR)  (Up
fye s B( )+||B||w||w||m (—||f||1 +f |f|).
Lnd/ k Ve PO )R

“5(%)




Ideas de la prueba

Limite cuando n — c0?

H(u™) u

[ (@00 + 1) wuw e 5 (2]

“5(%)

4 —vH(y,
——f( (X) + 1ual?) Vu,Vuy lu Py e
@ Ja

+ [ B P uy e (%) <

SHER) (U
frpe @ B( )+ B'lleo ¥l (— (1]l +f IfI) 5
js; v P [ 1/ e Ml oo




Limite cuando n — 0?

f (a(x) + ul?) Vuvy e+ B(%)
Q
_—f(a(x)+|un|Q) VUV, Py e~ )5(7(")

Vn2 np1n “ tn
fb(x)lullul u¢//e (k)s

M)
frye @ B(—n)-f- 1B {loo /110 (— [1Fl.1 +f |f|)-
jr; ! k VDT SR



Limite cuando n — 0?

f (a(x) + ul?) Vuvy e+ B(%)
Q
_—f(a(x)+|un|Q) VUV, Py e~ )5(7(")

2 p—1 a Un
+ [ b1l iy o5 B(%) <

—vH!u_
fype @ B(—) + 1B lloo 1¥]loo (— Ll +f |f|)~
L k vE O Je e



Limite cuando n — 0?

fn(a(X) + [ul?) YuVy o) B(%)

v L —vH(up) u,

—vH(up)

+fb(X) VU [unlP ™ U@~ B(%)s
Q

—vH(u") u 1
fype @ B(—)+ 1B [loo ll/]loo (— Ll +f |f|)~
fn k VT S



Limite cuando n — 0?

(2

—vH(up)
-2 [ @00 +1ul?) Vuan;w;We—aL 5(%)

f (a(x) + lul%) Vuvy e«
Q

) n
fb(x VIV [unlP i 0 B(l;()s

f + 1B ]oo - fll, 1 +f f).
f we " B(2)+ 1Bl Iyl ( LR

ga(x) > b(x) + Lema de Fatou



fs;(a(x) + |ul) VuVy e~ d B(%)

Y q Py et g (Y
afﬁ(a(x)—i—lul ) VuvVu [uPye B(k)

+fb(X)IVUIZIUI"“u1//eﬂ”Q B(%)S

:
fue™ ™ B(L)+ 1B ||w||w||w( Mo+ [ |f|).
f VT S

Yy e Hy(Q)NL®(Q), ¥ > 0.



Ideas de la prueba

L(a(x) F U9 Vuvy e~ w B(%)

% o —vH(u") u
——f(a(x)+|u|q) Vuvu u Py e s B(—)
a Jo k

+ f b0 IVu P uy ™% B (1) <
Q

—vH(u") u 1
fue™s B(—)+||B'||w||w||m(—||f||1 +f |f|)
js; k VO e v



L (a(x) + |ul?) VuVy e (%)

4 q Py e D) p (U
afﬂ(a(x)+|u| ) Vuvu ju Py e B(k)

<

+ f b(x) IVuP 1P~ wy e B (1)
Q k

ffz//e_fyH(u_)B(u)HlB'll [l ( 1,_ Il +
1 g w1l [ — 111l
- K 7 L1(Q)

Elegir ¢ y pasar al limite cuando k — oo '

Ifl)
{lul> vk}




q —ch(lu‘) E
L(a(x)-l—lul )Vuvy e B(k)
_Y q Py et g(U
afﬂ(a(x)+|u| ) Vuvu ju Py e B(k)
+fb(x)|Vu|2|u|"-‘u;z/e#z£l B(%)s

1
B + 1B’ |loo - fll 10y + i
f ve () + 1871 v ( AU HUMH)

Elegir ¢ y pasar al limite cuando k — oo '

vH(u™

y=e @ ( (k))sv . pE W (Q),

donde o-(k) — o0, cuando k — +co.




Paso | + Paso Il




Paso | + Paso Il

De forma similar



Ideas de la prueba

Paso | + Paso Il

f (a(x) + 1ul?) Vuve" + f b(x) ulP™" ulVuPe* < f fot, Vo e WH=(Q) J
Q Q o

De forma similar

fﬂ(a(x)HUW)VUV(—w’)JrL b(x)lulP! u|Vu|2(-¢’)st(—so’),V<pe Wy =(9)

fn(a(x)+|u|‘7)Vu\7¢+Lb(x)|u|P-1u|vU|2¢:fnnp, Vg e W)(Q). J
©
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