Variable Compleja I
Tema 7: Teorema local de Cauchy
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Teoremas de Cauchy

Esquema comiin a todos los teoremas de

Q=0°cC, feH(Q), v camino cerradoen Q

Hipotesis adicional
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Preliminares

Descomposicién de un segmento

20,2€C,  a€]0,1[, z1=(1-)z+0z
o [z0,21,22]" = [20,22]*

° /[z Z]f(Z)dz+ fR)dz = f@dz  VfeC(z0,22]")

21,22 [20,22]

Triangulos

o Tridngulo de vértices a,b,c € C: A(a,b,c) = U [a,z]*
z€[b,c]*
Ala,b,c) = {(xa+ Bb+pc:a,B,pe [0,1], OH-B-l-p:l}

e Minimo conjunto convexo que contiene a a,b,c. También es compacto

Didmetro de un conjunto. 0 #A C C, A acotado:

diam A = sup { |w—z| : z,w€ A}

o Caso de un tridngulo: diamA(a,b,c) = max {|b—a|,|c—b|,|a—c|}
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Teorema de Cauchy para el tridngulo

Teorema de Cauchy-Goursat
Q=0°CcC, feH(Q)
a,b,ce C, A(a,b,c) CQ
U

/ f(@)dz=0
la,b,c,al

Observacién adicional

El teorema anterior sigue siendo cierto si se supone solamente que
f:Q — C verifica:

J20€Q: feH(Q\{z0}) y f escontinuaen g

Esta versién del teorema parece mas general,
iipero no lo es!! como se verd més adelante
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Teorema local de Cauchy

Dominios estrellados

Q =Q° c C es un dominio estrellado cuando:
JaeQ : [a,z]"CQ VzeQ
e Convexo — Estrellado

o C*\R™ es un dominio estrellado, pero no es convexo

Teorema de Cauchy para dominios estrellados

Q dominio estrellado, f € H(Q)

Entonces f tiene una primitiva, es decir:

/f(z)dz = 0 para todo camino cerrado y en Q
Y

Observacién adicional

Nuevamente basta suponer que existe zo € Q tal que f € H(Q\{z}) y f es
continua en zg
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Formula integral de Cauchy

Lema

Para a€ C, reR" y z€ D(a,r) se tiene:

Clar) W—2

Foérmula de Cauchy para una circunferencia
Sean Q=Q°CcCy feH(Q)

Dados a€ Q y r € RT tales que D(a,r) C Q, se tiene:

fl2) = 1 /C(a ) J() dw Vz € D(a,r)

T2mi w—z
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