Variable Compleja I
Tema 1: Numeros complejos
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El cuerpo de los ntimeros complejos

El cuerpo C

R? = {(xvy) A AS R}

Suma: (1,y)+ () = (x+uy+v) Vr,yuveR
Producto por escalares: A(x,y) = (Ax,Ay) VA,x,y €R
Producto: (x,y)(u,v) = (xu—yv,xv+yu) Vx,y,u,v € R

o R? con la operacién suma es un grupo abeliano

El producto es asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la
suma

(xvy)(lvo):(xvy) V(x7y)€R2
(,7) ()ﬁyz ﬁ) = (1,0)  V(xy) €R2\{(0,0)}

Por tanto, con las dos operaciones tenemos un cuerpo conmutativo:

El cuerpo de los nimeros complejos, que se denota por C

Como conjuntos: C = R?
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Partes real e imaginaria de un nimero complejo
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Inclusién de R en C

o x— (x,0), de R en C, monomorfismo de cuerpos.
Por tanto, R {(x,0):xe R} cC
Identificamos R3x= (x,0) € C con lo que RC C

e El producto por escalares en R? es caso particular del producto en C:

Ax,y) = (Ax, dy) = (A, 0)(x,)

Partes real e imaginaria de un niimero complejo

Base usual de R?: (L,oO)=1 y (0,1) d:efi

(x,y) :x(170)+y(071) =x+yi
Cada z € C se escribe de manera tnica como z =x+iy con x,y € R
o x es la parte real de zz x=Rez

@ y es la parte imaginaria de z: y=Imz

Argumentos
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Operaciones con parte real e imaginaria

weC, z=x+iy, w=u+iv, x,y,u,v €R

ztw=(x+iy)+ (u+iv) = (x+u)+i(y+v)
Re(z+w) =Rez+Rew
Im(z+w) =Imz+Imw

v

Basta tener en cuenta que i> = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1

w = (x+iy)(u+iv) = xu+xiv+ iyu+ i>yv = (xu—yv) +i(xv + yu)

Re(zw) = RezRew — ImzImw

Im(zw) = RezImw+ImzRew

N
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Conjugacién

Complejo conjugado

Z =Rez—ilmz VzeC

Rez =Re7 = itz , Imz:—Imfzz_.Z
2 2i

Propiedades de la conjugacién

Automorfismo involutivo del cuerpo C
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Médulo de un numero complejo

2l = (27)'* = (Re2)?+ (Im2)?) '/ vzeC

Propiedades del médulo

o |7l eR} VzeC

@ |z7]=0 < z=0

|lzl = wl| < |z£w| < |z|+|w] Vz,weC

max {|Rez|,|Imz|} < |z| < |Rez|+ |Imz| VzeC
lzw| = |z [w| Vz,weC

Conjugacién y médulo Argumentos
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Argumentos

Argumentos de un nimero complejo no nulo

zeC* ¥ e\ {0}

Argz = {B€R : z=[z[(cosO +isend) }
Equivalentemente, para z € C* y 6 € R se tiene:

cos® = Rez/[z]

0 € Ar, —
g< { sen® = Imz/|z|

Relacion entre ellos

z€C*, 01,00 cArgz = JkEZ : 0, =0;+2kn

Por tanto:
0cArgz = Argz={0+2kn:kecZ}
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El argumento principal

Argumento principal

Para cada z € C*, existe un tnico argumento de z que pertenece al
intervalo semiabierto | —m,m].

Se le llama argumento principal de z y se denota por arg z.

De hecho se tiene:

R
arg z = sgn (Imz) arccos (%) vVzeC*
z
entendiendo que sgn(0) = 1.
A partir del argumento principal obtenemos los demés:

Argz = {argz+2kn : keZ}

Argumentos
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Argumento de un producto

Planteamiento algebraico:

217 = {2kn : k€ Z} es un subgrupo aditivo de R

Considerando el grupo cociente R/2nZ, es claro que
Argz e R/27Z VzeC*

luego tenemos una aplicacién (sobreyectiva) Arg:C* — R/2nZ

Propiedad clave del conjunto de todos los argumentos

Para cualesquiera z,w € C* se tiene:

Arg(zw) = Argz+Argw = {0+¢ : 0€Argz, g€ Argw}

Asf pues, Arg:C* — R/2nZ es un epimorfismo de grupos

Restringido a T Lt {z€C : |zl =1} es un isomorfismo: T = R/2nZ
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Argumento de un producto (cont.)

Consecuencias

o Arg(z/w)=Argz—Argw Vz,w e C*
o Arg(l/z) =Argz=—Argz VzeC*

Inconvenientes de elegir un argumento

o Para z=w = —1 se tiene arg z+argw = 21 # 0 = arg (zw)

o No existe una funcién @ : C* — R que verifique ¢(z) € Argz VzeC*y
o(zw) = ¢0(2) +o(w) Vz,we C*




El cuerpo de los niimeros complejos Conjugacién y médulo Argumentos
000 [e]e] Q000e

Argumento de un producto (cont.)

Interpretaciéon geométrica del producto

o Dado u €T, la aplicaciéon z — uz es el giro de dngulo 8 = arg u:
luz| = |z| , argu+argz € Arg(uz) VYzeC”
e Dado p € RT la aplicacién z — pz es la homotecia de razén p:
lpzl =plz| , arg(pz) =argz VzeC*

e Por tanto, dado w € C*, la aplicacién z — wz es composicién de la
homotecia de razén p = |w| con el giro de dngulo 6 = arg w.




	El cuerpo de los números complejos
	Conjugación y módulo
	Argumentos

