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Distancia y topologia de C

Distancia de C

d(z,w)=|w—z| Vz,weC

R C C subespacio métrico
i

Topologia de C

e Topologia de C: la generada por su distancia. Induce en R la usual

@ Discos abiertos y cerrados: a € C,r € R,
D(a,r)={z€C:|z—a|<r} D(a,r)={z€C:|z—a| <1}

o Los abiertos de C son las uniones (arbitrarias) de discos abiertos

o Interior de un conjunto: A C C, z€ C
7€A° < 3JreR' : D(z,r)CA
o Otra descripcién de los abiertos: Para Q C C se tiene:

Q abierto = Q=Q° <= VzcQIrcR' :D(z,r)CQ
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Sucesiones convergentes y conjuntos cerrados

Sucesiones convergentes

o Siz; e CVneNyzeC, se tiene:

{ta}—z < [Ve>03ImeN : n>m = |za—2z| <Eg]
= {lam—2zl} =0

o En particular: {z,} -0 <= {|z|} =0

Conjuntos cerrados

o Cierre de un conjunto: ACC, zeC
7€A <= Mz} : m€AVREN, {z,} =z
e Conjuntos cerrados: A C C

A cerrado < [z:€A VneN,{z;} 5z€C = z€A]
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Complitud

Sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy

max {|Rew —Rez|, [Imw—Imz| } < |w—¢

|w—z| < |Rew—Rez|+ |Imw — Imz] } K E

zm€C VneN,zeC

{Rez,} — Rez

@ Zny 22 —
{an} {Imz,} — Imz

o {z,} sucesién de Cauchy <= {Rez,}y {Imz,} sucesiones de Cauchy

Teorema de complitud

C es un espacio métrico completo
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Acotacién

Conjuntos acotados y suc

o Conjuntos acotados: A C C,
A acotado <= IMEeR : |z|<M VzeA
@ Sucesiones acotadas: z, € C VneN,
{zx} acotada <= IMER : |z,|<M VneN

o Toda sucesién convergente estd acotada

e Una sucesién de nimeros complejos {z,} estd acotada si, y sélo si, las
sucesiones de numeros reales {Rez,} y {Imz,} estd acotadas.




Topologia del plano Funciones complejas de variable compleja
0000800 0000000000000

Compacidad

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Toda sucesién acotada de nimeros complejos admite una sucesiéon parcial
convergente

Caracterizacion de la compacidad

Para un conjunto K C C, son equivalentes:
(a) K es compacto

(b) Toda sucesién de puntos de K admite una sucesién parcial que
converge e un punto de K

(c) K es cerrado y acotado

En particular C es un espacio topolégico localmente compacto
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Divergencia

Sucesiones divergentes
Zn € (C Vn € N

def
{zn} — o & {lznl} — 4o

Caracterizacién

Una sucesién de nimeros complejos es divergente si, y sélo si, no admite
ninguna sucesion parcial convergente

Ejemplo

S
a
a
\

Zn=n (cos7 +isen%) VneN

[} {Zn} —> o0

o Las sucesiones {Rez,} y {Imz,} no son divergentes
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Célculo de limites

Célculo de limites

Zn,wn €C VneN, zweC

{m} =2 = {lml} =[]
{tn} =z, P} —=w = {ztwa} —z+w

{zn} = oo, {wn} acotada = {zx+w,} —
{zn} — 0, {w,} acotada = {zy,wn} —0

{zn} =z, W} —=w = {zawn} > ow

{2} = 2#0, {wa} 20 = {zwn} — e

{n} = oo, {wn} — o = {zwa} — oo

wp#0 VneN | {w,} -w#0 = {l/w,}—1/w
Siw, #0 VneN, entonces: {wy} -0 <= {l/w,} — oo
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Operaciones con funciones complejas de variable compleja

Si0#AACC, F(A) es el conjunto de todas las funciones de A en C

Estructura algebraica
Para f,g€ F(A) y A € C, definimos:
o Suma: (f+¢)(z) =f(z)+g(z) VzeA
o Producto: (fg)(z) = f(z)g(z) VzeA
Con estas operaciones, F(A) es un anillo conmutativo con unidad

@ Si g(A) C C* tenemos la funcién cociente:
f > f2)
= |(z)=== VzeA
<g ©= g
o Producto por escalares: (Af)(z) =Af(z) Vz€A

Con la suma y este producto por escalares, ¥ (A) es un espacio
vectorial complejo
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Otras operaciones con funciones

Composicién
feFA), f(A)cBCC, gc F(B):
(80f)(z) = g(f(z)) VzeA

Partes real e imaginaria, conjugada y médulo

Para f € F(A) podemos definir:
o (Ref)(z) =Ref(z) , (Imf)(z) =Imf(z) VzeA

o f(z)=f(z) VzeA
o |fl(z) =If(z)] VzeA
o f=Ref+ilmf, f=Ref—ilmf

o |f]=[F]= (FF)"* = (Re )+ ()

1/2
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Continuidad en un punto (I)

Definicién y caracterizacion

0AACC, feF(A), z€A. f es continua en z cuando:
o Ve>030>0:weA,lw—z/<d = |f(w)—f(z)| <€
° zm€AVREN, {t} =z = {f(w)} — f(2)

Caracter local

ZEBCA, fe F(A):
@ Si f es continua en z, entonces f!B es continua en z

e Si f‘B es continua en z y existe 8 > 0 tal que D(z,8) NA C B, entonces f
es continua en z

Operaciones algebraicas

f,8 € F(A) continuas en z € A. Entonces:
o f+g es continua en z

@ fg es continua en z

@ Si g(A) C C*, entonces f/g es continua en z
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Continuidad en un punto (II)

Composicién

feF@A), fA)CBCC, geF(B), z€A

f continua en z

g continua en f(z) } = gof contimuaen 2

COIISGCHEHCi&S
FETFA), z€A

o f continua en z <= f continua en z

o f continua en z <= Ref , Imf continuas en z

o f continua en z = |f| continua en z. El reciproco es falso
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Continuidad global (I)

Definicion y caracterizacién
0#£BCACC, feF(A)
o f continua en B <= f continua en z, Yz € B

o f continua <= f continua en A
o C(A)={f€F(A) : f continua}
e SifeF(A)y 7 es la topologia de C, entonces:

feCA) < YWeTIWeT: fI(V)=UNA

Caracter local

Supongamos A = U A) donde A es un conjunto y Aj es subconjunto

AeA
abierto (relativo) de A, para todo A € A. Entonces, para f € F(A) se tiene:

fecA) — f]AxeC(Ax) YAEA
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Continuidad global (II)

Operaciones con funciones continuas

@ (C(A) es subanillo y subespacio vectorial de ¥ (A)
° f,8€C(A), g(A)cC* = f/geC(A)

° fECA), f(A)CB, gcC(B) = gofeC(A)
o Para f € F(A) se tiene:

feECA) & feC(A) & Ref,ImfeC(A) = |f|l€C(A)

Propiedades de las funciones continuas

0#£ACC, fecC(A)
@ A compacto —> f(A) compacto y f uniformemente continua

@ A conexo = f(A) conexo
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Continuidad uniforme

Definicién

f € F(A) es uniformemente continua cuando:
Ve>038>0: z,weA,|z—w| <3 = |f(z)—f(w)|<e

Esto implica que f € C(A) pero en general el reciproco es falso

Funciones lipschitzianas

f € F(A) es lipschitziana cuando:
IMER] : |f@)—fW)|<M|z—w| Vz,weA
La minima M que verifica lo anterior es la constante de Lipschitz de f:

If(z) = fF(w)]

M():sup{ |Z—W|

g z,wEA,z;éw}

Toda funcién lipschitziana es uniformemente continua. El reciproco es falso

v
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Conexion

Subconjuntos conexos de C

ACC, Ty = topologia inducida en A por la usual de C

A conexo

(3
Uu,vedy, A=UUV, UNV=0 = U=0 obien V=0
(3
UeTy, AANUETy = U=0 obien U=A

¥
feC(A), f(A) CZ = [ constante
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Limite funcional

Puntos de acumulacién

AcCcC,aeC

acA’ = D(ae)n(A\{a}) A0 Ye>0
<~ 3I{z} : meA\{a} VreN, {z}—a

Limite de una funcién en un punto
0£ACC, fefF(A),acA” , LeC
lim f(2) = L
¥
Ve>0 36>0:z€A4,0<|z—0a|<d = |f(z)—L|<e

(3
mEA\{a} VneN, {z} — o = {flz)} —L
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Limite y continuidad

Observaciones inmediatas

lim f(z) =L <= }il%c\f(z)—L\ =0

z—0

lim f(z) =0 <= lim|f(z)| =0

Z—0

limf(z) =L < lirr& Ref(z) =ReL y lirr& Im f(z) = ImL
%= %=

z—o

Relacién entre limite y continuidad

Para f€ F(A) y a € AUA’, se pueden dar tres casos:
e aocA\A’. Entonces f es continua en el punto o
e € ANA’. Entonces f es continua en a si, y sélo si, 1irr&f(z) = f(a)
>

e a€A’\A. Entonces f tiene limite en a si, y sélo si, existe una funcién
g€ F(Au{a}) que es continua en @ y extiende a f, en cuyo caso se

tiene g(o) = zli_I:I&f(z).
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Divergencia de funciones. Caracter local

Divergencia de funciones

fEF@A), oA’

Decimos que f diverge en o y escribimos f(z) — e (z — a) cuando:
VMeR 36>0: z€A, 0<|z—a|<d = |f@)|>M
Caracterizacién mediante sucesiones:

flz) = (z—a) <~ [zneA\{Oc} vneN, {z}—a = {f(Zn)}_"x’}

Caracter local

fEFA),acA’,8>0,B=AnD(,3), g=f|,,LeC

lim f(z) =L <= lin&g(z) =L
I

77—

f@) = z—a) = gz) 2o (z—)
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Célculo de limites

Reglas para limites y divergencia de funciones
f8€FA),acA’ , AucC

o limf(x) =4 = lim|f()] = 7|

o lim f(z) =X, limg(z) =p = lim (f+¢)(z) = A+u

o f(z) > (z—a), gacotada = (f+g)(z) > (z— )
° zlgr&f(z) =0, g acotada —> Zlgl&(fg)(z) =0

o lim f(z) =X, limeg(z) =p = lim (fg)(z) = Au

o limf(z) =2eC”, g(x) e z—a) = (fg)r) »e (z—0)
° flz) oo (z—a), g(z) oo 2—) = (fg)lz) o (z—q)
°g(A)cCr, limg(z) =ueC” = lim(1/g)(z) = 1/u

e Si g(A) C C*, entonces: zliﬁrr&g(z) =0 < (1/g)(z) > (z— )
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Limite o divergencia en el infinito

Limite o divergencia en el infinito

A CC, A no acotado, f€ F(A), LeC

lim f(z) =L <= [Ve>0 3R>0: z€A, |z|>R = |f(z) —L|<¢e]

z—00

< [m€A VneN, {z} = = {f(z)} >L]

f(z)—>oo(z—>tx>) <— [VMER dR>0 : z€A, |Z‘>R = |f(z)‘>M]
— [znGA VneN, {z;} 2 = {f(z,,)}—>°°]

Reduccién a limite o divergencia en un un punto

ACC, Ano acotado, B={weC* : 1/w €A} verifica 0 € B
feFA), ec¥(B), gw) =f(1/w) vweB, LeC

lim f(z) =L <= lin})g(w) =L < lin%)f(l/w) =L

7—00

f@) me (=) = gw) 2o (W=0)= f(1/w) == (w=0)
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