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Definicion de la integral de Cauchy

En lo que sigue fijamos a,b € R con a <b

Integral de una funcién continua f: [a,b] — C
b dof [P b
/ f(o)ydt = / Re f(r)dt +i/ Im f(r) dt
a a a

Cla,b] = { funciones continuas de [a,b] en C}

espacio de Banach (complejo) con la norma:

I fllee %" max {|£(t)] : t€[a,b]} Vf€Cla,b]

Tenemos un funcional ®: Cla,b] — C definido por:

b
®(f) :/a F(t)dr VfeCla,b]
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Propiedades de la integral con respecto al integrando

Linealidad

El funcional @ es lineal, es decir, para f,g € Cla,b] y A u€C se tiene:

/ab (Af(0) +ug(r))dr = l/abf(t)dt +u/abg(t)df

Continuidad

El funcional @ es continuo. M4s concretamente, para toda f € Cla,b] se

tiene:
b b
| roar) < [C1r01a < 6 -1
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Propiedad de la integral con respecto al intervalo

Notacion para lo que sigue

Intervalo no trivial: I/ C R
C(I) espacio vectorial complejo de todas las funciones continuas de I en C

Para f € C(I) usamos la integral de f con limites arbitrarios a,b € [
con las definiciones usuales. Concretamente, si a < b definimos:

[ roa=o /baf(t)dt:—/abf(t)dt

’

Aditividad

La integral es aditiva: para cualesquiera f € C(I) y a,b,c € I se tiene:

/abf(t)dtz/:f(t)dt—l—/cbf(t)dt
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Teorema Fundamental del Célculo y consecuencias

Teorema Fundamental del Céalculo

I intervalo no trivial, f € C(I) y a€I. La funcién F :I — C dada por:
X
) — / oy vxel
a

es derivable en I con F’(x) = f(x) para todo x € 1.

Consecuencias

o Regla de Barrow. Si f€ C(I) y G:I— C es una primitiva de f, es
decir, G es derivable en I con G'(x) = f(x) para todo x € I, entonces:

/bf(t)dt = G(b) — G(a) Vabel

o Férmula de cambio de variable. Sean I,J intervalos no triviales,
@:J — I una funcién de clase C' y fe C(I). Si a,B €J, verifican que
a=0(a) y b=0¢(B), entonces:
b B
| r0dr = [ r(o(s) o/ (5)ds




Integral de Cauchy Curvas en el plano Integral curvilinea Existencia de primitiva
0000 @®000000 000000 o]

Curvas en el plano

Primeras nociones sobre curvas

Curva: funcién continua @: [a,b] — C donde a,b€R, a<b

0* = {¢(r) : t€[a,b]} eslaimagen de la curva @

©(a) es el origen de @ y @(b) es el extremo de @

e La curva ¢ es cerrada cuando @(a) = ¢(b)

Suma de dos curvas

¢:[a,b] > C y y:[c,d] = C curvas tales que @(b) =y(c)
La curva suma Y= @+V : [a,b+d —c] — C viene dada por:

o) = { o(t) si a

<t<
W(c+i—b) si b<i<

Y= Uy  ya)=0(a); y(b+d—c)=y(d)
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Suma de dos curvas

Observaciones sobre la suma de dos curvas

@ Sean ¢:[a,b] = C y Wy:[c,d]—C curvascon @(b)=wy(c),y sea
Y=0+Vy:[a,b+d—c]—C lacurva suma. Entonces:

Vias) =@ y Vippra—e) = ¥OT

donde 1(t)=c+t—b Vi€ [b,b+d—]
T es la traslacién que lleva el intervalo [b,b+d —c] al intervalo [c,d|

o Caso b=c. Tenemos ¢:[a,bp] = C y wy:[b,d]—C con
¢(b) =y(b). La curvasuma Y= @+ :[a,d] —C verifica:

Viap) = @ y Vipa) =V
o Reciprocamente: 7v:[a,d] — C curva arbitraria y b €|a,d[. Entonces:
Y="(0p) + ¥l
o Volviendo al caso general, tenemos:

Pty =7v= Y|[a,b] + Y|[b,b+d7c] =0+ (yor)
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Asociatividad de la suma de curvas

Asociatividad

La suma de curvas tiene la propiedad asociativa, es decir: si @1, @2, @3 son
curvas tales que el extremo de @; es el origen de @ y el extremo de @ es
el origen de @3, entonces:

((P1+<P2) +¢3 = @1 + ((P2+<P3)

Esto permitird usar cémodamente sumas de n curvas con n € N arbitrario
v

Particion de un intervalo

Particién de un intervalo [a,b]: conjunto finito P C [a,b] tal que a,b € P

Los puntos de una particién se numeran siempre de menor a mayor: si
P={t,t1,...,t,} es una particién de [a,b], se entiende siempre que
a=1ty<t) <...<t,=>b. Para recordarlo escribimos:

P={a=t<n<..<ty=>b}
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Observaciones sobre sumas de n curvas con n € N, n> 2

Para k=1,2,...,n sea @ : [a,bx] — C una curva y supongamos que
P (br) = Prr1 (ak+1)

para k=1,2,...,n—1. Tenemos la curva suma:

Y=01+®+...+ 0= ) &
k=1

=

@ Y:[a,b] >C donde a=a; y b=a+ Y (bx—ax)

1
o Tomando 1 =a y f =

k k
=a+ Z(bjfaj) para k=1,2,...,n, tenemos
=
una particiéon P={a =ty <t} <...<t, =b} del intervalo [a,b] tal que,
para k=1,2,...,n se tiene:

’Y|[tk—latk] = ProTk

donde T es la traslacién que lleva [t_1,%] a [ag,bi]

°W:Oﬁ; Y(a) = ¢1(ar) ; Y(b) = @n(bn)
k=1
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Sumas finitas de curvas. Curva opuesta

Descomposiciéon de una curva como suma

Toda particion P={a=1) <t} <...<t,=>b} de un intervalo [a,b]
permite expresar cualquier curva Y:[a,b] — C como suma de n curvas:

n

Y = Z ’Y|[tk,17lk]

Curva opuesta

Dada una curva @:[a,b] — C, la curva opuesta de @ es la curva
—¢:[a,b] — C definida por

(=9)(#) = ¢(a+b—1) Vi€ a,b]
(=0)" = 0% (—9)(a) = ¢(b); (=) (b) = 0(a)

Ejemplo: las sumas @ + (—¢) y (—¢) + ¢ tienen sentido y son curvas
cerradas, jjpero son distintas!!
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Arcos

Definicién de arco

Llamaremos arco a toda curva de clase C!
6 : [a,b] — C derivable en [a,b] con ¢’ € Cla,b]

Entonces, la curva opuesta (—0) : [a,b] — C también es un arco

Ejemplos de arcos

o Para z,w € C, el segmento de origen z y extremo w es el arco
[z,w] =0 :[0,1] = C definido por
ot)=(1—-t)z+1tw Vre[0,1]
_[va] = [sz}
[z,w]* = [w,z]" C C es el “segmento” de extremos z y w
e Para z€ C y r € RT, la circunferencia de centro z y radio r es el arco
C(z,r) = ¢ : [-m,m] — C definido por
ot) =z + re' Yt e [-m, 7]
Su imagen C(z,r)* ={weC:|w—z| =r} CC esla “circunferencia’
de centro z y radio r
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Caminos

Definicién de camino

Un camino es una suma de arcos, es decir,
n
una curva de la forma 7y = Z oy, donde, 61,07, ... 06, son arcos
k=1
Toda suma de caminos es un camino )

Caracterizacion

Para una curva y:[a,b] — C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) v es un camino

(ii) Existe una particion P={a =1y <t; <...<t, =b} del intervalo [a,b]
tal que, para k € {1,2,...,n}, la restriccién de 7y al intervalo [fx_;,#] es
una funcién de clase C!

Ejemplo de camino

| A\

Dados neN y z0,21,...,2: € C, llamamos poligonal de vértices

n
. def
20,215 ---2n al camino dado por  [z0,21,...,2] = Z[zk_l,zk}
k=1
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Definicién de la integral curvilinea

Integral sobre un arco

Sea 6:[a,b] = C un arcoy f:6* — C una funcién continua.

La integral de f sobre el arco ¢ viene dada por

/f )dz d—ef/ F(o(t)) o' (t)dr

Integral sobre un camino

Sea Y:[a,b] = C un caminoy f:y*— C una funcién continua.
Consideremos una particiéon P={a=1 <t <...<t, =b} de [a,b] tal
que, para k=1,2,...,n, la funcién y, = ’Y|[tk—l i) Sea de clase C!.

La integral de f sobre el camino Yy viene dada por:

freas= ¥ [ sae= ¥ [* suo)so

Esta definicién es correcta:
la suma del segundo miembro no depende de la particién P que usemos

<
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Observaciones y notacion

Expresién mas comoda para la integral sobre un camino

n
Sea y= Z G; un camino expresado como suma de arcos.
k=1
Para toda funcién continua f:y* — C se tiene:

/f(Z)dZ= i f(2)dz
Y k=1" Ok

Notacién para las propiedades de la integral

Dado un camino 7Y, consideramos el espacio de Banach

C(y*) de todas las funciones continuas del compacto Y* en C, con norma

£l = max {| f(2)| : z€ v *} Vfecyr)
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Propiedades de la integral curvilinea (I)

Si v es un camino, f,g € C(Y*) y A u€C, se tiene:

/( f(2) + Ba(2) z—oc/f dz+13/g

Longitud de un camino

d

La longitud de un arco o: [¢,d] — C se define por: [(c) = / lo/(2)|dt
c

Por ejemplo, para z,w € C y r € RT se tiene:

l([Z»W]):|W—Z|n y 1(C(z,r)) =2mr

La longitud de un camino y= Z O (suma de arcos), sera:
k=1

I(Gk

Il
1=

k

1
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Propiedades de la integral curvilinea (II)

Continuidad

Dado un camino v, se tiene:

/Yf(Z) dz

luego la integral sobre Yy es un funcional lineal continuo en C(Y7*)

<1 (£ Nl Vfec(y)

Consecuencia de la linealidad y la continuidad

Sea Y un camino y f, € C(Y*) para todo n € NU{0}.

Si la serie Z fn converge uniformemente en y*, entonces:
n=0

/{<n§)fn(2)> dz = rEO/an(Z)dZ
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Propiedades de la integral curvilinea (III)

Aditividad

@ Si 7y, @ son caminos y el extremo de Y es el origen @, para toda funcién
FeC((y+9)*) =C(y*U9*), se tiene:

Y+(Pf(Z)dz= /Yf(Z)der/(Pf(Z)dz

e Para todo camino Y y toda funcién f € C(y*) =C((—y)*) se tiene:

/ﬂf(z)dz = —/Yf(z)dz
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Regla de Barrow para la integral curvilinea

Regla de Barrow

0£Q=0Q°CcC, fecC(Q)
Supongamos que f tiene primitiva, es decir,
JFeH(Q): F'(z)=f(z) VzeQ

Si un camino y: [a,b] — C verifica que y* C Q, entonces:

[ 70z = F ) — F ()

v

Si Q es un abierto de C y un camino Y:[a,b] — C verifica que y* C Q,
diremos que Y es un camino en Q.
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Existencia de primitiva

Teorema: Caracterizacién de la existencia de primitiva,
0£Q=Q°CC, feC(Q)

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
o f tiene primitiva: I F € H(Q) : F'(z) = f(z) VzeQ

o Para todo camino cerrado y en Q se tiene que /f(z) dz = 0.
Y

Lema de construccién de primitivas
0£0Q=0°CC, fe(C(Q)

Sea F:Q — C una funcién verificando la siguiente condicién:
para cada a € Q existe r € RT tal que D(a,r) CQ y

F(z) = F(a) + fw)dw Vz € D(a,r)

laz]

Entonces F € H(Q) y F'(z) = f(z) VzeQ.
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