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La funcién exponencial compleja

Definicién de la e

©o n
Funcién exponencial real: expx = e* = Z x—‘ VxeR
o n!
Zn
La serie Z = tiene radio de convergencia oo
a0

Funcién exponencial compleja: expz = e¢° = Z < VzeC

E.1 La exponencial es una funcién entera que coincide con su derivada.
E.2 Férmula de adicién: e*tW =eZe” VzweC

E3 feH(C), f'(2)=f(z) VzeC = 3FAeC : f(z)=Ae¥ VzeC

. (e o ¢’
E.4 Es una funcién analitica en C: ¢* = Z —‘(z—a)” Va,zeC
n!
n=0
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Ma3s propiedades de la exponencial compleja

Férmula de Euler

consecuenc

E.5 Férmula de Euler: e’ =cost +isent VieR
E.6 Para todo z € C se tiene:

Re ¢ = eR% cos(Imz)
Im ¢° = e*sen (Imz)
|ez‘ — oRez

Arg(¢’) = {Imz+2kn : k€ Z}

E.7 La imagen de la exponencial es C*. De hecho, para todo w € C* se
tiene:
{zeC:e* =w}={In|w|+i0: 0 € Argw}

En particular, para todo R € R™ se tiene: {¢* : z€C, |z| > R} =C*
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Periodicidad de la exponencial

Funciones periddicas

0£ACC, feF(A),weC

w es un periodo de f cuando:

{z+w:z€A}=A 'y fz+w) = f(z) Vz€A
f es una funcién funcién periédica cuando tiene un periodo w € C*
El conjunto de todos los periodos de f es un subgrupo aditivo de C

Cuando dicho subgrupo estd engendrado por un sélo elemento w € C*, es
decir, tiene la forma {kw : k € Z}, se dice que f es simplemente periédica y
que w es un periodo fundamental de f.

Periodicidad de la exponencial

E.8 La exponencial es una funcién simplemente periédica con periodo
fundamental 2mi.
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Logaritmos de un ntimero complejo

Conjunto de los logaritmos y logaritmo principal

El conjunto de los logaritmos de z € C*:
Logz={weC : e =z} ={In|z|+i0 : 6€Argz}
Relacién entre logaritmos y argumentos:
Argz =Im (Logz) y Logz=In|z|+iArgz
El logaritmo principal de z € C*:
logz=1In|z| +iargz

La funcién log: C* — C también es el logaritmo principal

Extiende al logaritmo real: logx =Ilnx VxeR"
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Propiedad algebraica de los logaritmos

2miZ es un subgrupo aditivo de C
Logze C/2miZ VzeC*

trigonométricas

La propiedad clave de los logaritmos

Log : C* — C/2miZ es un isomorfismo de grupos

El logaritmo principal no tiene la propiedad anterior:

0=1logl=log((—1)(—1)) #log(—1)+log(—1) = 2mi

No podemos elegir un logaritmo para tener dicha propiedad:

No existe una funcién g:C* — C verificando:

g(z) eLlogz VzeC* y  g(zw)=g(z)+g(w) Vz,we C*
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Planteamiento del problema del logaritmo holomorfo

Logaritmos holomorfos en un abierto

0#Q=Q° cC*. Un logaritmo en Q es una funcién g:Q — C verificando:

g(z) €Logz VzeQ esdecir, 0=z VzeQ

J, Existe un logaritmo holomorfo en Q7

Logaritmos y argumentos de una funcién

0£ACC, f:A-C*
o Un logaritmo de f es una funcién g:A — C que verifique:

g(z) €Log f(z) Vz €A, es decir, e5d) = f(z) VzecA
o Un argumento de f es una funcién @ : A — R que verifique:
0(z) € Arg f(z) VzeA
g logaritmo de f = @ =Img argumento de f
¢ argumento de f —> g=In|f|+i¢ logaritmo de f
0£Q=Q°CC, feH(Q), f(Q) cCC*

Problema: ;Tiene f un logaritmo holomorfo?
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Observaciones sobre el problema del logaritmo holomorfo

Lema 1: Derivabilidad de un logaritmo continuo
0£ACC, f:A—C*, g un logaritmo de f

f derivable en a € ANA’
g continua en a

} —> g derivableen a con g'(a) =

Lema 2: Logaritmos holomorfos y primitivas
0£Q=0°CC, feH(Q), f(Q)CC*

!
Si g € H(Q) verifica que g'(z) = JJ:T(Z)) para todo z € Q,
z

entonces existe A € H(Q), tal que A+ g es un logaritmo de f y

A es constante en cada componente conexa de Q.
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Consecuencia de los lemas anteriores

0£Q=Q°CC, he F(Q)

Una primitiva de h es una funcién g € H(Q) tal que g’ =h

Consecuencia de los resultados anteriores

Para 0 £Q=Q°CCy f e H(Q) con f(Q) C C*, son equivalentes:
o f tiene un argumento continuo
o f tiene un logaritmo continuo

o f tiene un logaritmo holomorfo

e f'/f tiene una primitiva
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Ejemplos de logaritmos holomorfos

Holomorfia del logaritmo principal

loge H(C*\R™) con log'(z)= ! Vze C*\R™
z

log no tiene limite en ningin punto de R™

Logaritmos analogos al principal

Fijado 8 € R, definimos un logaritmo en C*:

fo(z) =log (ei(n_e) z) —i(t—8) VzeC*

Entonces f € H(Qq) donde Qg=C*\{pe®:pecRt}
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Otra forma de construir logaritmos holomorfos

Un ejemplo de fur 1 analitica

Fijado a € C* arbitrario, se tiene:

e i (an-H (z—a)" VZGD(Ga|a|)

Logaritmo holomorfo en un disco que no contenga al origen

Fijado a € C*, definiendo:

(_1)n+1

g (z—a)" VzeD(a,|a|)

g(z) =loga+ )
n=1

se tiene que g € H (D(a,|al)) y e8? = z para todo z € D(a,|al).
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Analiticidad del logaritmo principal

Desarrollos en serie del logaritmo principal

|a| si Rea>0

Para ae C*\R ™, sea =
\RT, bl |Ima| si Rea<0

Entonces:

(_1)n+1

7 (z—a)" Vz € D(a,pq)

logz = loga + Z
n=1

En particular, el logaritmo principal es una funcién analitica en C*\R™.
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Potencia de base y exponente complejos

Definiciéon de la potencia
Motivacién: x¥ =™ VxeRt K VyeR
Potencia de base z € C* y exponente w € C:

[2"] = exp (wLogz) = {exp(wA) : A€Logz}

Potencia principal

Calculemos exp(wlogz) en casos conocidos:

°z€C", w=peZ = exp(plogz)=2z’
e z=xeRT ,w=yeR = exp(ylogx)=x"
oz=e,weC = exp(wloge)=¢"
Potencia principal de base z € C* y exponente w € C:
7" =exp(wlogz)
[2"] = {2V . keZ}
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Numero de elementos de la potencia

trigonométricas

Exponente no racional

Para we C\Q y ze€ C*
la aplicacién k— z"e2™ de Z en [zw], es biyectiva

luego el conjunto [zw] es infinito numerable

Raices n-ésimas

Para cada n € N, todo z € C* tiene n raices n-ésimas distintas, que son
los elementos de la potencia [zl/ "] z

[z1/7] = {veC :v'=z¢}= {zl/"ezr’”/" :r€Z,0<r<n}
Raiz n-ésima principal: zl/”:exp((l/n)log z) VzeC*
En R es la rafz n-ésima positiva: x'/" = ¢/x VxeR*t
Raices n-ésimas de la unidad:
[11/"} ={1,up,u3,...,u""'} donde uy, = g2mi/n
[ 1/"} = {zl/”u’ 1 rez, 0<r<n} VzeC*
[ ] —{ |z] e’(argz"'z’“)/” i re’z, 0<r<n}
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Numero de elementos de la potencia

Exponente racional

SiweQ y n=min{meN : mweZ}, entonces [z"] tiene exactamente n
elementos, para todo z € C*. Concretamente, si p=nw € Z se tiene:

(2] =[] = {7 s ve 27}
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Funciones exponenciales y funciones potencia

Funciones exponenciales

Fijado a € C*, funcién exponencial de base a:
exp,:C—C, exp,(z) = a® = e?%84  vyzeC

Es una funcién entera y verifica: a*™" = a%a" Vz,weC

En general, [a*™ ] no coincide con [a®] [a"]

Acerca de las funciones potencia

Fijado o € C, para z,w € C* se tiene:
[@w)*] = [%] [w*]

o

En general, (zw)® no coincide con z%w%
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Raices n-ésimas holomorfas

Raiz n-ésima en un conjunto
0£A£ACC,neN
Una raiz n-ésima en A es una funcién ¢ : A — C tal que:
o) =2z Vze€A

Problema: si 0 #Q=Q° C C,

{ Existe una raiz n-ésima holomorfa en Q7

n con el problema del logaritmo
0+£Q=0°CC*

Si existe un logaritmo holomorfo en Q, entonces,

existe una raiz n-ésima holomorfa en Q, para todo n € N
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Algunas respuestas negativas

Si reRT y S={z€C: |z =r},

ii No existe una raiz cuadrada continua en S !!

Si0eQ=Q°cCC, no existe una raiz cuadrada continua en Q

Al problema del logaritmo o de la primiti

o No existe una raiz cuadrada holomorfa en C*
@ No existe un logaritmo holomorfo en C*

e La funcién z — 1/z, definida en C*, no tiene primitiva
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El seno y el coseno

Definiciones

Las funciones coseno y seno se definen, para todo z € C por:

elZ + e*lZ elZ _ e*lZ
cosz= ——— y seng = ————
2 2i

Primeras propiedades

@ Son funciones enteras:

sen’z=cosz y cos'(z)=—-senz VzeC
@ Son sumas de series de potencias convergentes en todo el plano:

cosz = i (_l)nz2” y senz= i ﬂzz’”'l vVzeC
= (2n)! = (2n+1)!

o El coseno es par y el seno es impar:

cos(—z) =cosz y sen(—z)=—senz VzeC
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El seno y el coseno

o Para cualesquiera z,w € C se tiene:

COS ZCOSw — Sen Z sen w y

cos(z + w)

sen(z + w) = sen z cos w + cos z sen w

o Consecuencias: para cualesquiera z € C y k € Z se tiene:
cos (z4 (m/2)) = —senz y  sen(z+ (m/2)) =cosz

cos (z+km) = (—1)*cosz y  sen(z+km) = (—1)*senz
o En particular, 2 es un periodo del seno y del coseno

e sen?z+cos?z=1 VzeC J
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Funciones hiperbélicas

coseno hiperbdlicos

Para z € C se define:

et +e et —e ¢
chzzT y shz = ———

Algunas propiedades inmediate

Para todo z € C se tiene:
e ch/(z) =shz, y sh'(z)=chz
och?z—sh?z=1
@ cosz=ch(iz) y senz= —ish(iz)
En particular, para todo y € R sera:

e cos(iy)=chy 'y sen(iy) =ishy
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Otras propiedades del seno y el coseno

Partes real e imaginaria y médulo

Para z=x+1iy con x,y € R se tiene:

cosz =cosx chy —isenx shy

senz = senx chy +icosx shy

de donde:
| cos z|? = cos’x 4 sh?y

|senz|? = sen®x 4 sh?y

Imagen del seno y el coseno

Para z,w € C se tiene
cosz=w <= z€—ilLlog(w= (w? — 1)1/2)
Por tanto, la imagen del coseno y del seno es C

En particular: cosz=0 <= z=(2k+1)n/2 con keZ
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La tangente

En el dominio Q = C\{(2k+1)1/2: k€ Z} se define la funcién tangente:

sen z
tgz=—— VzeQ
coS Z

Algunas propiedades

o tg € H(Q) con tg'(z) =1+tg?z VzEQ.

0 {z4m:z€Q}=Q y tg(z+m) =tgz VZEQ
luego T es un periodo de la tangente

tgz# i VzeQ
Para we C\ {i,—i} y z€ Q se tiene:

tgz=w & z€= Log (it
SR S\ iw

@ Por tanto, la imagen de la tangente es C\ {i,—i}
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El arco-tangente

El conjunto arco-tangente

Para z € C\ {i,—i} definimos el conjunto arco-tangente de z por

El arco-tangente principal

La funcién arco-tangente principal se define en C\ {i,—i} por:

1 I+iz g s
arctg z = 23 log (1 — iz) Vze C\{i,—i}

Extiende a la funcién arco-tangente real, lo que justifica la notacién
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Propiedades del arco-tangente principal

Algunas propiedades

o La funcién arco-tangente principal es holomorfa en el dominio:
U=C\{iy:yeR, y/>1}
verificando que:

1
arctg'(z) B m VzeU

e En D(0,1) se expresa como suma de una serie de potencias:

- (_l)n 2n+1
arctgz = Y A VzeD(0,1
g% gznﬂz zeD(0,1)
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