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Series de ntimeros complejos

Definiciones

Serie de numeros complejos:

Z def sz ={Sn}

n=0
donde z, € C Vne NU{0}
Suma de una serie convergente:
o n—1

zn = hm S hm sz

n—oo

n=0

Término general de una serie convergente:

Zzn convergente = {z,} —0
n=0
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Series de ntimeros complejos

Notacién formalmente més general

Fijado m € N, definimos:

m+n—1
Y2l Y znn={ ¥ @
n>=m n=>0 k=m

Suma de esta serie, cuando es convergente:

=) m+n—1
ef ..

Z Zp = lim ke

n=m = —m

La convergencia de la serie Z Zn equivale a la de Z Zn, €N CUYO Caso:
n>m n=0

oo m—1 o
Z n = Z n -+ Z n
n=0 n=0 n=m
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Reduccién al caso real

Reduccion al caso real

n—1 n—1 n—1 n—1
Re S, :Resz: ZRezk ImSn:Imsz = Zlmzk
k=0 k=0 k=0 k=0
La serie de niimeros complejos Z zZn es convergente si, y sélo si, las series
n=0
de nimeros reales Z Rez, y Z Imgz, convergen, en cuyo caso se verifica
n=>0 n=>0

que:

Y 2= ) Rez +i ) Imgz,
n=0 n=0 n=0
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Convergencia absoluta

Definicién

La serie Z 7 es absolutamente convergente cuando Z |za| converge
n=0 n=>0

Relaciéon con la convergencia

Toda serie de numeros complejos absolutamente convergente es convergente.

Ademas, si la serie Z Zn es absolutamente convergente, entonces:
n=>0

ZZn < Z ‘Zn|
n=0 n=0
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Sucesiones de funciones. Convergencia puntual

Sucesiones de funciones

0#ACC
Una sucesién de funciones definidas en A es una aplicacién ¢ :N— F(A).
Escribiendo f, = ¢(n) para todo n € N, la sucesién ¢ se denota por {f,}.
En lo que sigue, fijamos una sucesién {f,} de funciones definidas en A y un
conjunto no vacio B C A.

Convergencia puntual

{fa} converge puntualmente en B cuando, para cada z € B, la sucesién
{fa(z)} es convergente. En tal caso podemos definir f:B— C por:

f(@) = lim fu(z) Vz€B

n—oo

Se dice que la funcién f es el limite puntual de {f,} en B, o que {f,}
converge puntualmente a f en B. Se tiene entonces:

VzeBVYe>03ImeN:n>2m = |fu(z)—f(z)| <e

En principio m depende de € y del punto z € B considerado.
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Convergencia uniforme

{fu} converge uniformemente a f en B cuando
vVe>0 dmeN : n>m = |f,(z) — f(z)| <€ Vz€B

| A

Primer criterio
La sucesién {f,} converge uniformemente a f en B si, y sélo si, existe
p €N tal que, para n > p la funcién f, — f estd acotada en B y

lim sup {|fu(z) = f(z)] : z€B} =0

”
Segundo criterio

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
o {fy} converge uniformemente a f en B

o Para toda sucesién {z,} de puntos de B, se tiene que

{fa(zn) = f(za)} — 0O

\
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Ejemplo de convergencia puntual y uniforme

fa(z) =2" VzeC, VneN
Convergencia puntual. Para z € C se tiene:
o z7l<l = {"} =0
o |zl>1 = {"}—>w
e Cuando [z] =1, se tiene: {z"} converge <<= z=1
En resumen: {f,(z)} converge <= zeD(0,1)U{1}
Concretamente, {f,} converge puntualmente a f en D(0,1)U{1}, donde

f)=0 VzeD(©0,1) y f(1)=1

Convergencia uniforme. Si 0# B C D(0,1)U{1}, entonces:

{fa} converge uniformemente en B <= sup{l|z| : z€B\{l1}} < 1
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Convergencia uniforme y complitud

Condicién de Cauchy uniforme

0#£BCACC, {fa} sucesién de funciones definidas en A

{fx} es uniformemente de Cauchy en B cuando:

Ve>0 dmeN : pg>m = |fp(z)—fy(z)| <& VzeB

0#£BCACC, {fu} sucesién de funciones definidas en A

{fn} converge uniformemente en B

{fx} es uniformemente de Cauchy en B
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Convergencia uniforme y continuidad

6n de la continuidad

0#£ACC, fLe F(A) YneN
Supongamos que {f,} converge uniformemente en A a una funcién f € F(A)

Si, para todo n € N, f;, es continua en un punto z €A,
entonces f es continua en z

Por tanto: f, € C(A) VneN = fe(C(A)
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Series de funciones. Convergencia puntual

Series de funciones
0 # A C C. Serie de funciones definidas en A:

n—1
Y Y s donde f, € F(A) ¥YneNU{0}
k=0

n=0

Convergencia puntual

Z fu converge puntualmente en BCA <= Z fn(z) converge Vze€B
n=0 n=0
Entonces, la suma de la serie f € F(B) viene dada por:

Q=Y fl)  VzeB
n=0

Z fn converge puntualmente en B — {f,(z)} -0 Vz€eB
n=0

La sucesién {f,}, término general de la serie, converge puntualmente en B
a la funcién idénticamente nula.
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Convergencia uniforme de series de funciones

0#£ABCACC, f,e F(A) Yrne NU{0}

Series con otra numeracion

pt+n—1
. def
pEeN fijo. an = pr+n: Z Ji
nzp n=>0 k=p

Esta serie converge puntualmente en B si, y sélo si, lo hace Z fn, en

o p—l 0 n>
cuyo caso: Y fu(2) =Y. fu(2)+ Y fulz) VzeEB =
n=0 n=0 n=p

Convergencia uniforme

Z fn converge uniformemente en B cuando:
n=0

ve>0 dmeN :n>m = |Y filz)| <e VzeB
k=n
—> {fu} converge uniformemente en B a la funcién idénticamente nula.

Fijado p € N, la convergencia uniforme de Z fa en B equivale a la de Z fn
n=p n=0
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Convergencia absoluta

Convergencia absoluta
0#£BCACC, foe F(A) VneNU{0}

La serie Z fn converge absolutamente en B cuando, para todo z € B, la
n=0
serie Z |fn(z)| converge.
n=0

Entonces Z fn converge puntualmente en B y se tiene:
n>0

o

ifn(z) < Y /(@] VzeB
n=0

n=0
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Convergencia absoluta y uniforme

Test de Weierstrass

Sea Z fn una serie de funciones complejas, definidas en un conjunto
n=0

A CC, y sea B un subconjunto no vacio de A.

Supongamos que:

o Para cada n € NU {0}, existe una constante M, € R tal que:
|fn(z)| < My VzeB

o La serie de niimeros reales Z M, es convergente
n=0

Entonces la serie Z fa converge absoluta y uniformemente en B.
n=0




Series de nimeros complejos Sucesiones de funciones Series de funciones Series de potencias
0000 00000 0000 ®000000000000

Series de potencias

Series de potencias

Una serie de potencias, centrada en un punto a € C, es una serie de
funciones Z fn en la que, para cada n € NU{0}, la funcién f, € F(C)
n=0
viene dada por
fn(Z) = (Xn(z—a)" VzeC

donde o, € C es constante, para todo n € NU{0}.

Dicha serie se denota simplemente por

Z oy (z—a)"

n=0

Las sumas parciales son funciones polinémicas:

n—1
Sn(z)ZZOLk(z—a)k VzeC VneN
k=0
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Radio de convergencia

Lema de Abel

Sea p € RT tal que la sucesién {|a,|p"} esté mayorada.

Entonces la serie de potencias Z oy, (z—a)" converge absolutamente en
n=>0
D(a,p) y uniformemente en cada subconjunto compacto de dicho disco.

Radio de convergencia

Para definir el radio de convergencia R de la serie Z oy (z—a)" , se
n=>0
considera el conjunto

A={peR" : {Joy|p"} mayorada}

y se pueden dar tres casos:
e Si A=0, entonces R=0
@ Si A#0 y A no estd mayorado, entonces R =

@ Si A#0 y A estd mayorado, entonces R = supA
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Convergencia de las series de potencias

Convergencia de la serie, conociendo el radio

Sea R el radio de convergencia de la serie de potencias Z oy (z—a)"
n=0
e Si ReRT, la serie converge absolutamente en D(a,R), converge
uniformemente en cada compacto K C D(a,R) y no converge en ninguin
punto de C\ D(a,R)
@ Si R =00, la serie converge absolutamente en C y uniformemente en
cada compacto K C C.

e Si R=0, la serie no converge en ningtin punto de C\ {a}.

Preguntas que quedan sin resolver

@ Cuando R =« j Hay convergencia uniforme en C?

e Cuando R € RT ; Hay convergencia uniforme en D(a,R) ?

e Cuando R €R" ; Qué ocurre en la circunferencia {z€C |z—a|=R}?
v
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Célculo del radio de convergencia

Formula de Cauchy-Hadamard

Sea R el radio de convergencia de la serie Z oy (z—a)"
n=0

o Si la sucesién {{/|a,|} no estd mayorada, entonces R =0

o Si {{/]a,|} — 0, entonces R =0

e En otro caso:

1
R— -
limsup {/]ot, | }

v

Suponiendo o, € C* Vn €N, se tiene:

o {Os1/0} w0 = R=0
o {0,41/0,} =0 = R=e
o {loy1/0n} =AeRT = R=1/)A
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Algunos ejemplos de series de potencias

Ejemplos

n
. Z . . g
o La serie Z — tiene radio de convergencia co.
n>1"
No converge uniformemente en C

o La serie Z n"z" tiene radio de convergencia 0

n>1
o La serie geométrica, Z z" tiene radio de convergencia 1. Su suma es:
n=>0
= 1
Zz =1 Vze D(0,1)
n=0 -2

No converge uniformemente en D(0,1)

No converge en ningun punto de T
n

. Z . . q
o La serie Z — tiene radio de convergencia 1
n
n=1

Converge uniformemente en D (0,1)
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Suma de una serie de potencias

Dominio de convergencia y suma de la s

Una serie de potencias es trivial cuando tiene radio de convergencia 0

Z o, (z—a)" serie de potencias no trivial, con radio de convergencia R # 0
n=>0

Su dominio de convergencia, Q, es:
e QO =D(a,R) cuando ReR*
o Q=C cuando R=
La serie converge absolutamente en Q y uniformemente en cada

subconjunto compacto de Q.

La suma de la serie es la funcién f:Q — C dada por

flz) = ian(z—a)" VzeQ
n=0
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Holomorfia de la suma de una serie de potencias

Lema: radio de convergencia de la serie derivada

Las series Z oy (z—a)" y Z noy,(z—a)"! = Z (n+1) 041 (z—a)"
n>0 n>1 n>0
tienen el mismo radio de convergencia.

Teorema

| \

Sea f la suma de una serie de potencias no trivial, es decir,
=Y on(z—a)" VzeQ

donde Q es el dominio de convergencia de la serie.

Entonces f € #H(Q) con

f'(z) = Z("+1)0Cn+1 z—a Zn(ln —a)" ! VzeQ
n=0
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Definicién de las derivadas sucesivas

Derivadas sucesivas de una funcién

0£ACC,fe F(A). Convenio habitual £ = f

Etapa base de la induccién (n= 1), funcién derivada primera:
Ay ={z€ANA’: f derivable en z}, [ =f":4;,-C

Para n € N suponemos definida la funcién derivada n-ésima f® :A, — C.
Siz€A,NA,, fes n+1 veces derivable en z cuando f (n) es derivable en z.
Entonces ("1 (z) = (f<”))/(z) es la (n+ 1)-ésima derivada de f en z.

Definimos ahora A, = {z€A,NA} : f es n+1 veces derivable en z}
Si A1 #0, la funcién derivada (n+ 1)-ésima de f es
oD = (£F) Ay — €
Suponiendo A C A’, si f es n veces derivable en todo punto de A, para todo

n € N, decimos que f es indefinidamente derivable en A y tendremos
f" € F(A) para todo neN.
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Casos particulares de las derivadas sucesivas

Funciones de variable real

e ACR y f(A) CR. Hemos repetido la definicién de las derivadas
sucesivas de una funcién real de variable real.

o ACR pero f puede tomar valores complejos cualesquiera. Para todo
n €N, f es n veces derivable en un punto ¢t € A si, y sélo si, lo son las
funciones Re f y Im f, en cuyo caso:

@) = (Ref) ™) + i (1mf) ™ ()

Cuando A C A’, f es indefinidamente derivable en A si, y sélo si, lo
son Ref y Imf, verificindose la igualdad anterior para todo t €A y
para todo n € N.
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Derivadas sucesivas de la suma de una serie de potencias

funciones Series de potencias
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Teorema
Sea Z 0, (z—a)" una serie de potencias no trivial, Q su dominio de
n=>0

convergencia y f su suma: f(z) Z o(z—a)" VzeQ

Entonces f es indefinidamente derlvable en Q. De hecho, para todo
k€ NU{0}, la serie de potencias
n! Yk Z (n+k)!

on(z—a o Yk(z—a)"

n>k (n—k)! n>0
tiene dominio de convergencia Q y se verifica que:

o

Z e k (z—a)" ‘k:i@aﬁk(z a' VzeQ

= n=0
En particular se tiene: f®(a) = k! oy Yk € NU{0}.

Por tanto, la serie de partida es la serie de Taylor de f:

Z(x,,z a)’ Zf . (z—a)"

n>0 n=0
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Un principio de identidad

Principio de identidad para series de p

Sean Z oy (z—a)" y Z Bn(z—a)" series de potencias no triviales, con
n>0 n=0
dominios de convergencia Q) y Q) respectivamente.

Supongamos que existe p € RT tal que D(a,p) C Q1 NQ, vy
Zanz a)" Zan a)"  Vz€D(a,p)

Entonces, ambas series son idénticas, es decir,

Op =PBn VneNU{0}
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Funciones analiticas

Concepto de funcién analitica
0£Q=Q°CcC, fe F(Q)
f es analitica en Q cuando, para cada a € Q se verifica lo siguiente:

Existe p, € RT, con D(a,p,) C Q, y una serie de potencias Z (xﬁta) (z—a)",
n=0
con radio de convergencia mayor o igual que p,, tales que

o

f)=Y o) (z—a)" VzeD(a,pa)

Holomorfia de las funciones analiticas

Sea f es una funcién analitica en un abierto Q del plano. Entonces
fEH(Q)y f' es analitica en Q.

Por tanto, f es indefinidamente derivable en Q y todas sus derivadas son
funciones analiticas en Q.
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Definicion equivalente de funcién analitica

Otra forma de entender el concepto de funcién analitica

Si Q es un abierto no vacio del plano, una funcién f € F(Q) es analitica en
Q si, y sélo si, es indefinidamente derivable en Q y, para cada a € Q existe
pa €RT con D(a,p,) C Q tal que, la serie de Taylor de f centrada en a
tiene radio de convergencia mayor o igual que p, y se verifica que

= £(n)
1= L L0 e-ar vienpd)
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