Variable Compleja I

Tema 8: Equivalencia entre
analiticidad y holomorfia
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© Analiticidad <= Holomorfia

© Férmula de Cauchy para las derivadas

© Tecorema de extensiéon de Riemann
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Analiticidad <= Holomorfia

Desarrollo en serie de Taylor

SiQ=Q°CCy feH(Q), entonces f es analitica en Q, y en particular
f es indefinidamente derivable en Q. Ademaés:

e Si Q=C, para todo a € Q, la serie de Taylor Z
n>0

(z—a)" tiene

radio de convergencia infinito y

= ¢(n) (g
f(z) = Zfi'()(zfa)” VzeC

n=0
. _ . f"(a) n
0 SiQ#£C,aceQy R,=d(a,C\Q), la serie de Taylor Z Y (z—a)
n=0 :
tiene radio de convergencia mayor o igual que R, y:
o ¢(n)
flz) = f() —a)" Vz € D(a,R,)
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Comentarios al teorema: caso Q =C

Lo que ya sabiax

A={0:NU{0} ~C : lim la(n) [/ =0}

Para a € A se tiene:

o La serie Z o(n)z" tiene radio de convergencia infinito
n=0
(Férmula de Cauchy-Hadamard)
o Si fulz) = Z o(n)z" para todo z € C, entonces fy € #H(C)
n=0
(Holomorfia de la suma de una serie de potencias)
° B€A7 fB:f(X — B:Oﬁ

(Principio de identidad para series de potencias)
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Comentarios al teorema: caso Q =C

Lo que ahora sabemos

A={a:Nu{0} ->C : lim la(n) [/ =0}

o Toda funcién entera es analitica en C: fy analiticaen C Vo €A

(n)
o Si feH(C) y an) = ! n‘(O) Vn € NU{0}, entonces:

weA vy f@=Y " = fa(2) VzeC

Hemos “parametrizado” el conjunto de todas las funciones enteras:

H(C) = {fu: 0 €A}
o (1

o feHC) = f)=Y 7L
n=0

) (a) n
py (z—a) Va,zeC

El desarrollo en serie de Taylor de una funcién entera, centrado en
cualquier punto del plano, es valido en todo el plano
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Comentarios al teorema: caso Q =D(a,R) con ae C y ReR"

Lo que ya sabiamos

Ag = {a:NU{0} —C : limsup |a(n)|'/" < 1/R}
n—oo

Para o € Ag se tiene:

o La serie Z o(n)z" tiene radio de convergencia mayor o igual que R
n=0
(Férmula de Cauchy-Hadamard)
o ful2) Z a(n)(z—a)" VYzeD(a,R) = fo€H(D(a,R))
(Holomorfla de la suma de una serie de potencias)
C BGA, f[_’):ftx = B:OC

(Principio de identidad para series de potencias)
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Comentarios al teorema: caso Q =D(a,R) con ae C y ReR"

Lo que ahora sabemos

Ag = {o:NU{0} - C : limsup’(x(n)\l/” < 1/R}
n—o0

e Toda f € #(D(a,R)) es analitica en D(D(a,R)): fu analitica en
D(a,R) Vo€ Ag

o Si feH(D(a,R)) y ofn)

Vn € NU{0}, entonces:

= () (g
acar vy @)=Y LW 4= fule) VieD@R)
n=0

Hemos “parametrizado” el conjunto de todas las funciones holomorfas
en cualquier disco abierto: #(D(a,R)) = {fo : 0. € Ag}

e Si feH(D(a,R)), beD(a,R) y R,=R—|b—al entonces:

fl@) = i ‘f(n)Fb) (z—b)" VzeD(b,Ry)
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Comentarios al teorema: caso general Q=% C y Q no es un disco abierto

Lo que por ahora sabemos

No tenemos una descripciéon “global” de cada funcién holomorfa en Q como
suma de una serie de potencias (no es posible tenerla).

Por tanto no tenemos una “parametrizacién” de #H(Q), es decir, un método
que nos permita construir todas las funciones holomorfas en Q.

El teorema nos da informacién “local”:
o feH(Q) = f analiticaen Q

e Si feH(Q), aceQ y R, =d(a,C\Q), entonces la serie Taylor de f
centrada en a tiene radio de convergencia mayor o igual que R, y se
verifica que:

> £(n)(q
f@=Y f—F)(z—a)” Vz e D(a,R,)

El desarrollo en serie de Taylor de f en cada punto a € Q es vélido en
el disco de centro a y cuyo radio es el maximo posible
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Formula de Cauchy para las derivadas: motivacién

Repaso de dos férmulas conocidas

Q=0°CcC, feH(Q), acQ, reR", D(a,r)CQ

o Férmula de Cauchy:

flz) = ! /C(ar)MdW Vz € D(a,r)

T 2mi w—z

e Para k € NU{0}, ahora sabemos que f®) € #(Q), luego

(k)
@y L [ (w)
! (Z) T 2mi /C(a,r) w—2z CLANEAS D(ajr)

Esto no es nuevo, no es la férmula que buscamos.

o En la demostracion del desarrollo de Taylor vimos que:

fW@ 1 f(w)
- :ﬁ/cw) ooy v YEENU{0}

Para k=0 obtenemos la férmula de Cauchy, ijpero sélo para z=all




Analiticidad <= Holomorfia Férmula de Cauchy para las derivadas Teorema de extensién de Riemann
000000 oce [e]e]

Formula de Cauchy para las derivadas

Teorema

Q=Q°CcC, feH(Q), acQ, reR", D(a,r)CQ

Entonces:

f(k)(z):%/c(ar)#dw Vz € D(a,r), Yke NU{0}
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Teorema de extensién de Riemann: motivacién

Funciones derivables en un abierto salvo en un punto

Q=Q°CcC, 7eQ, feH(Q\{z})

Consideremos las siguientes afirmaciones:

1
2

JgeH(Q): g(z) =f(z) VzeQ\{z}

(
( Elhmf()—we(C

)
)

(3) 35MeR+ D(z0,8) CQ y |f(x)| <M VzeD(z0,8)\{z0}
) 1

(4 (Z 20)f(z) =0

Es evidente que (1) = (2) = (3) = (4)

Para funciones reales de variable real, ninguna implicacién es reversible
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Teorema de extensiéon de Riemann

Teorema

Q=0°CC, 72eQ, feH(Q\{z})

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Fge#H(Q):g(z)=f(z) Vze€Q\{z}

(2) 3 hm f( )=weC

(3) HSMG]R“‘ D(z0,8) CQ vy |f(@)| <M VzeD(z0,d)
4) 1 ( —20)f(z)=0

Basta obviamente probar que (4) = (1)

Corolario

)
)
| A\

Q=0°CC, zeQ, f:Q—-C
Supongamos que f € H(Q\{z0}) y que f es continua en z
Entonces f € H(Q)
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