Variable Compleja I
Tema 12: El teorema general de Cauchy
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Indice de un punto con respecto a un camino cerrado

Motivacién

acC, reR", zeC\C(a,r)*

2mi a

1 / dw 1 sifz—dal<r
Clar) w—2 0 si|z—a|l>r

Definicién de indice

Y camino cerrado, z€ C\y*

Indice del punto z con respecto al camino v:

1 [ dw
IndY(Z) = TTEZ'/yW—Z
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Ejemplos aclaratorios

Ejemplos sencillos

o v=C(a,r)+C(a,r):

2 si|z—al<r
Ind =
ndy(2) {0 si |z—a|>r

-1 si |z—al<r
Ind =
) {0 si |z—a|l>r

Indy(z) =0 VzeC\Yy'
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Logaritmo derivable de un arco

Lema

a,beR, a<b, o:[a,b] —C un arco, ze€C\oc*
T:[a,b] > C*, (t) =o(t)—z Vi€ la,b]

Entonces T admite un logaritmo derivable, es decir,

3¢: [a,b] — C, derivable, tal que %" =1(t) Vi€ [a,b]

Como consecuencia, se tiene:

A _ o(b) - pla) € Log <%>

cw—2 (a)—z
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Propiedades del indice

Propiedades del indice

Y camino cerrado

o Indy(z) €Z VzeC\¥*

o La funcién Indy:C\y* —7Z es continua.
Equivalentemente, es constante en cada componente conexa de C\ y*

@ Si U es la componente conexa no acotada de C\ y*, entonces:

Indy(z) =0 VzeU
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Cadenas

Definiciones

@ Una cadena es una suma formal de caminos:

n
T=Y4+%+. +%= ) %
k=1

donde n € N y v es un camino, para todo k=1,2,...,n.

n
Imagen de una cadena: T'* = U Yi
k=1

m
Suma de cadenas: X = Z G otra cadena.
k=1

Fr+Z=v+12+...+w+061+02+...+0n

n

o Cadena opuesta: —I = (—=y1) + (=%2) + ... (=) = Y. (%)
k=1

o T+X)*=T*UL* y (-D)*=T*
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Integral sobre una cadena

Definicién

=

Yr una cadena

=

k

1
C(T™*) funciones continuas del compacto I'" en C
Espacio de Banach complejo con:
[ flle =max {|f(z)| :z€T*} VfeC(T*)

Integral sobre una cadena: /f )dz = Z 7)dz VY feCT)
Yk

n
Longitud de una cadena: [(T') = Z 1(ve)
k=1
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Propiedades de la integral

Propiedades de la integral sobre una cadena I'
o Linealidad: o,B€C f,geC(I'™)

J(@r@)+Be))dz = o [ 1) dz+ B [ s(e)e:

o Continuidad: f e C(I'™)

‘/f )dz

o Aditividad: £ otra cadena, fe€C(I™UZ*)

/1“+2f<z)dz:/1-f(z)dz+/):f(z)dz

Cadena opuesta: [rf(z) dz = — /rf(z) dz Vfec()

< ID) £l
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Ciclos e indice

n
Un ciclo es una suma formal de caminos cerrados: T' = Z Yi, donde n € N
k=1

yV Yx es un camino cerrado, para todo k=1,2,...,n

e Todo lo dicho sobre cadenas se aplica en particular a los ciclos
o La suma de dos ciclos es un ciclo

o La cadena opuesta de un ciclo también es un ciclo

Indice con resy

= Zyk ciclo, z€ C\T™*

1 dw 1
Ind = — = — = Ind
ndr(z) 27‘ci/1"w—z 27ti/y,(w z Z ndy(z
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Propiedades del indice con respecto a un ciclo

Propiedades

I' un ciclo

o Indr(z) €Z VzeC\I*

o La funcién Indy:C\Y*—7Z es constante en cada componente
conexa de C\TI'™*

@ Si U es la componente conexa no acotada de C\I'*, entonces:

Indr(z) =0 VzeU
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Motivacion

Esquema comiin de los teoremas de Cauchy

Q=Q°CcC, Tcicloen Q, feH(Q)

Hipotesis adicional
U
/ FR)dz=0
r

o ;Cudl es la hipdtesis méas general posible sobre f7

o ;Cuél es la hipdtesis mas general posible sobre I'?

o ;Cudl es la hipdtesis mas general posible sobre Q7
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Respuesta a la primera pregunta

Dado un abierto Q del plano, caracterizar las funciones f € H(Q) tales que

/f(z)dz = 0 para todo ciclo T en Q
r

Caracterizaciéon de la existencia de primitiva

Q=0°CcC, fe€H(Q). Son equivalentes:
° /f(z) dz = 0 para todo ciclo T en Q
r

o f tiene una primitiva en Q: IF € H(Q): F'(z) = f(z) Vz€Q
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Respuesta a la segunda pregunta

Problema 2

Dado un abierto Q del plano, caracterizar los ciclos I en Q tales que

/l_f(z)dz —0 VfeHQ)

Condicién obviamente necesaria,
Q=0°CC, T cicloen Q

dz
rz—w

/Ff(z)dz:O VieH(Q) — —0 YweC\Q

Un ciclo I' en Q es nul-homélogo con respecto a Q cuando

Indr(w) =0 VzeC\Q

Esta condicién, obviamente necesaria, jjtambién es suficiente!!
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Respuesta a la tercera pregunta

Problema 3

Caracterizar los abiertos Q del plano, tales que

/l_f(Z)dZ=0 VfeH(Q), VI cicloen Q

Respuestas

Para un abierto Q del plano, son equivalentes:
° /f(z) dz = 0 para toda f € H(Q) y para todo ciclo I' en Q
r

o Toda funcién holomorfa en Q tiene primitiva
o Todo ciclo en Q es nul-homélogo con respecto a Q

Se dice que un abierto Q del plano es homolégicamente conexo cuando
todo ciclo en Q es nul-homdlogo con respecto a Q.
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El teorema general de Cauchy

Forma general del Teorema de Cauchy y de la férmula de Cauchy

Sea Q un abierto del plano, I" un ciclo en Q nul-homélogo con respecto a
Qy feH(Q). Entonces:

1 f()

21

o Indr(z) f(z) =

° /Ff(w)dw =

~dw VzeQ\T”
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Abiertos homoldgicamente conexos

Caracterizaciones de los abiertos homolégicamente conexos del plano

Para un abierto Q del plano, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o Q es homolégicamente conexo, es decir, para todo ciclo I en Q se
tiene:
Indr(w) =0 VweC\Q

e Para todo ciclo I' en Q y toda f € H(Q) se tiene

dz=0

/r f(2)dz

o Toda funcién holomorfa en Q tiene primitiva, es decir:
VIEH(Q) IFEH(Q) : F'(z)=f(z) VzeQ

o Toda funcién holomorfa en Q, que no se anule, tiene un logaritmo
holomorfo, es decir:

FEHQ), fIQCC = 3TFgeH(Q) : D =f(z) VzeQ
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Abiertos sin “agujeros”

Si Q es un abierto del plano tal que ninguna componente conexa de C\ Q
estd acotada, entonces Q es homoldgicamente conexo.
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