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El teorema general de Cauchy

La teoria local de Cauchy, cuyos dos resultados basicos fueron el teorema de Cauchy para
dominios estrellados y la férmula de Cauchy para una circunferencia, nos ha permitido probar
numerosas propiedades de las funciones holomorfas. Nuestro préximo objetivo es completar
dicha teoria, encontrando la forma mds general posible de esos dos resultados iniciales. Con
respecto al teorema local de Cauchy, es natural preguntarse cuales son los abiertos del plano en
los que toda funcién holomorfa admite una primitiva. Es fécil dar ejemplos de dominios con
esta propiedad que no son estrellados. Con respecto a la férmula de Cauchy, cabe preguntarse
lo que ocurre al sustituir la circunferencia por otros caminos cerrados.

Veremos que ambas preguntas estan intimamente ligadas, en cierto modo son equivalentes,
y abordaremos su estudio empezando por la segunda. Un breve andlisis de la formula de Cauchy
motivard la nocién clave que marca la transicion de la teoria local de Cauchy ya conocida, a la
teoria global que ahora iniciamos. Se trata del i/ndice de un punto con respecto a un camino
cerrado, una nocién que formaliza rigurosamente la idea intuitiva del nimero de vueltas que da
un camino cerrado alrededor de un punto.

Por otra parte, introducimos un formalismo que nos permitird liberarnos de la condicién que
deben cumplir dos caminos para poder considerar su suma. Basta para ello considerar sumas
formales de caminos arbitrarios, que reciben el nombre cadenas, y en particular sumas formales
de caminos cerrados, que llamaremos ciclos. Son nociones propias de una teoria muy general,
llamada Algebra Homoldgica, que nace con el estudio del teorema de Cauchy. Comprobaremos
rutinariamente que la integral de una funcién continua sobre una cadena conserva las mismas
propiedades que tenia la integral sobre un camino: linealidad, continuidad y aditividad.

Con los preparativos comentados, podremos probar la forma general del teorema de Cauchy
y de la formula integral de Cauchy, los dos resultados equivalentes en los que se resume la
teoria global. Haremos la demostracion publicada por el matemético canadiense John D. Dixon
en 1971, histéricamente la primera que puede considerarse bien formalizada, por usar sélo
argumentos analiticos, evitando las consideraciones geométricas mds o menos intuitivas que
aparecian en las demostraciones previamente conocidas.
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12. El teorema general de Cauchy 136

12.1. Indice de un punto respecto a un camino cerrado

Recordemos una integral que jugé un papel clave en la demostracion de la féormula de
Cauchy. Fijados a € C y r € R™, para z € C\ C(a,r)* se tiene

27i w—z |0 si |z—a| >r

1 / dw 1 si |z—a| <r

Clar)
asi que, el primer miembro de la igualdad anterior indica si la circunferencia C(a,r)* rodea
o no al punto z. Cabe preguntarse qué ocurrird en general si, en vez de una circunferencia,
consideramos un camino cerrado arbitrario. Ello motiva la definicion que sigue.

Si v es un camino cerrado y z € C\ y*, el indice del punto z respecto al camino 7y, que
se denota por Ind(z), viene definido por:

1 dw
Ind(z) = E/Y—

w—2

Nos preguntibamos si, como en el caso particular de una circunferencia, Ind (z) nos informa de
la posicion relativa del punto z con respecto al camino Y. Enseguida observamos, con ejemplos
sencillos, que el indice es un concepto mds refinado:

» Si y=C(a,r)+C(a,r), recorremos dos veces C(a,r)* en sentido positivo, y tenemos

2 si |z—al|l<r
Indy(z) = : | |
0 si |z—al| >r
= Si y=—C(a,r), recorremos una vez la misma circunferencia en sentido negativo y
—1 si |z—al <r
Ind y(Z) = . | |
0 si |z—al|>r

» Finalmente Y= C(a,r) — C(a,r) recorre una vez la circunferencia en cada sentido y

Indy(z) =0 Vze C\C(a,r)"

Estos ejemplos nos hacen sospechar que la informacién contenida en el indice Indy(z)
no es la posicion relativa de z respecto de Y*, sino mds bien el niimero de vueltas que da
el camino 7y alrededor del punto z. De hecho, hay que entender que las vueltas se cuentan
positiva 0 negativamente segun el sentido de giro, y que las vueltas en sentidos contrarios se
compensan, para obtener lo que podriamos llamar un nimero neto de vueltas. Las propiedades
del indice que vamos a ir probando permiten convencerse de que, efectivamente, la definicion
de indice formaliza la idea intuitiva de nimero de vueltas que hemos explicado. Para empezar,
veremos que el indice es siempre un nimero entero, cosa que no estd nada clara si miramos a su
definicién. Para probarlo, empezamos considerando el caso de un arco, pero un camino cerrado
puede ser suma de arcos no cerrados, luego debemos trabajar con arcos arbitrarios.
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» Dado unarco 6:[a,b] — C, con a,b €R y a <b, fijemos un punto z € C\ ¢*. Entonces
la funcion ©: [a,b] — C*, definida por t(t) = o(t) —z para todo t € [a,b], admite un
logaritmo derivable en [a,b], es decir, existe una funcion ¢ : [a,b] — C que es derivable
en [a,b] y verifica que t(t) = e®) para todo t € [a,b]. Como consecuencia, se tiene:

[522 = o0) ~ ot € Log (505 )

w—z o(a) —z

La funcién @ buscada ha de ser una primitiva de T’/7, lo que la determina salvo una constante
aditiva. Como @(a) debe ser un logaritmo de t(a), la forma de definir @ estd clara:

T

'(s)
T(s)

(p(t):log’c(a)—i—/at ds  Vielab]

Por el teorema fundamental del Cdlculo para la integral de Cauchy, @ es derivable en [a,b] con

¢'(1) = TT/(%) - G‘Zt;(t_)z Vit € [a,b] 2)

Para comprobar que @ es el logaritmo buscado, definimos % : [a,b] — C por
h(t) = (1) e ®W vVt € [a,b]
obteniendo una funcién derivable en [a,b] con
R (1) =1 (1)e ®) —1(0)o'(t)e®) =0 Vie|a,b)

donde hemos usado (2). Aplicando el teorema del valor medio a la partes real e imaginaria
de h obtenemos que & es constante. Como e®@) = 1(a), tenemos h(a) = 1, luego h(r) = 1
para todo ¢ € [a,b]. Usando la definicion de & obtenemos que @ es el logaritmo buscado:
1(¢) = ¢®®) paratodo 7 € [a,b].

Finalmente, lo demostrado sobre ¢ nos lleva directamente a (1):

/G dw —/ab ()4 — o(b) — (a) € Log ("(’”—Z) m

w—z o(t)—z c(a)—z

Con la misma notacién, supongamos que el arco ¢ es cerrado, con lo que t(a) = T(b).
Entonces @(a) y @(b) son logaritmos del mismo nimero, luego tienen la misma parte real. En
vista de (1), para calcular el indice Ind 5(z), s6lo nos interesa la parte imaginaria 8 = Im @,
que es un argumento continuo de T, es decir, una funcién continua 0 : [a,b] — R tal que
0(r) € Argt(r) paratodo t € [a,b]. A partir de (1) obtenemos

¢(b) —0(a) _ 6(b)—6(a)

Indo(z) = =5 = = (3)

Como 0(a) y 6(b) son argumentos del mismo nimero complejo, difieren en un miltiplo entero
de 2w, luego Inds(z) € Z. Probaremos lo mismo para cualquier camino cerrado, pero antes
conviene resaltar que el argumento continuo 0 aclara la interpretacion intuitiva del indice.
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Suponiendo que el arco T describe un movimiento, que no pasa por el origen, Argt(t) es
el dngulo orientado entre el semieje real positivo y el vector de posicion del mévil en cada
instante ¢ € [a,b]. Intuitivamente, la continuidad de T hace que este dngulo varie de manera
continua, luego no es de extrafiar, aunque tampoco sea matematicamente evidente, que podamos
elegir para cada instante ¢ € [a,b] un niimero real 6(¢) que mide dicho dngulo, obteniendo una
funcién continua.

Nuestro argumento continuo aumenta o disminuye segin que el vector de posicidon gire en
sentido positivo o negativo. Por tanto, la diferencia 6(b) — 6(a), entre los valores final e inicial
del argumento, se interpreta como el dngulo neto barrido por el vector de posicién en todo el
movimiento. Por cada vuelta completa que da el mévil alrededor del origen, en sentido positivo,
el dngulo barrido aumenta 27, mientras que cada vuelta en sentido negativo lo hace disminuir
27. En vista de (3), al dividir por 2w, vemos que Ind(z) es el nimero neto de vueltas que
da nuestro moévil, o si se quiere el arco cerrado T, alrededor del origen. Cuando trasladamos el
origen al punto z, el arco T se convierte en G, luego el nimero de vueltas que da ¢ alrededor
del punto z coincide con el nimero de vueltas que da T alrededor del origen, que era Ind 5(z).

Aunque s6lo la hemos explicado en el caso de un arco, la anterior interpretacion intuitiva del
indice puede hacerse para un camino cerrado, porque sigue existiendo el argumento continuo
(aunque ya no derivable) 0, y la igualdad (3) sigue siendo cierta. De hecho (3) sugiere la
forma de definir el indice de un punto respecto a una curva cerrada arbitraria, para que siga
teniendo la misma interpretacion, aunque ya no se exprese como una integral curvilinea. De
esta forma se generaliza la nocién de indice, que aqui s6lo usaremos para caminos cerrados,
obteniendo de hecho un concepto basico y muy ttil en Topologia Algebraica.

Probemos ya, para caminos cerrados, las tres propiedades clave del indice:

» Para todo camino cerrado 7, se tiene:

(i) Indy(z) € Z para todo z € C\ y*
(ii) La funcion Indy : C\y* — 7Z es continua. Equivalentemente, es constante en cada
componente conexa de C\ y*
(iii) Si U es la componente conexa no acotada de C\y*, se tiene que Ind y(z) = 0 para
todo z€U.

(i).Sea a=1ty <t <...<t, =Db una particién del intervalo [a,b] en el que 7y esté definido,
verificando que, para cada k € {1,2,...,n}, larestriccién de 7y al intervalo [#;_;,%] es un arco,
que denotaremos por Y. Fijado z€ C\v*,y k€ {1,2,...,n}, tenemos z € C\ y} y podemos
aplicar el resultado probado previamente para arcos, obteniendo que

dw ’Y(tk)—z )
eL B — Vke{l,2,...,
/{k W—z 0g <Y(tk—1) —z { )~y I’l}

La propiedad clave de los logaritmos de un nimero complejo nos dice que

dw i / dw noy(t) —z (Y(b) —Z)
— c Lo —% = | =Lo — | =Logl
/yW Z ,; BW—2 & H 8 v(a)—z 8

- kzlY(tk—l)_Z

Asi pues, la integral anterior es un miltiplo entero de 27i, luego Ind y(z) € Z.
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(if). Para abreviar, escribimos G = C\ y*, que es un conjunto abierto, pues y* es compacto.
Claramente, la funcién ® : y* x G — C definida por

1
w—2z

D(w,z) = V(wz) €Y' xG
es continua. Por tanto, el lema de continuidad de la integral dependiente de un parametro nos
dice que la funcién Indy, que claramente verifica

1
Indy(z) = Tl /Y‘I)(W,Z) dw VzeG

es continua en G. Su restriccion a cada componente conexa de G es una funcién continua en un
conexo con valores enteros, luego es constante. La equivalencia se debe a que las componentes
conexas de G son conjuntos abiertos. Toda funcién, de G en cualquier espacio topoldgico, que
sea constante en cada componente conexa de G, es constante en un entorno de cada punto de
G luego, por el caricter local de la continuidad, es continua.

(iii) . Veamos previamente que G tiene una tnica componente conexa no acotada. Como y*
estd acotado, sea R € R™ tal que y* C D(0,R). Entonces C\ D(0,R) estd contenido en G y es
conexo, luego C\ D(0,R) C U donde U es una componente conexa de G, que no estd acotada.
Si V es otra componente conexa de G, V # U, se tiene V N ((C \D(O,R)) cvnu =0,
asi que V C D(0O,R) y V estd acotada. Nétese que el mismo razonamiento puede usarse para
cualquier conjunto acotado A C C, obteniendo que C\ A tiene una dnica componente conexa
no acotada.

Pues bien, usando (ii) sea m € Z tal que Indy(z) = m para todo z € U . Tomando de nuevo
R € R de forma que y* C D(0,R) tenemos como antes que C\ D(0,R) C U . Por tanto, para
z€ C con |z| > R podemos escribir

1 dw ()
= |Ind = — / <
Deducimos claramente que
[
|m| < lim L =0
% 27 (2] — R)
luego m = 0 como queriamos demostrar. |

Comentemos finalmente que todas las propiedades anteriores eran claramente esperables a
la vista de la interpretacidn intuitiva del indice. El niimero de vueltas que da un camino cerrado
Y alrededor de un punto z € G debia ser un nimero entero. Al desplazar ligeramente z, dicho
nimero de vueltas no debia cambiar, luego la funcion Ind y tenia que ser constante en un entorno
de cada punto de G, y por tanto continua, es decir, constante en cada componente conexa de
G . Por tltimo, la componente conexa no acotada U contiene claramente puntos que no pueden
estar rodeados por 7, luego el indice tenia que anularse en U .
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12.2. Cadenas y ciclos

Para estudiar la forma general del teorema de Cauchy, pero sobre todo a la hora de deducir
de ella algunas consecuencias interesantes, es ttil introducir un formalismo que permite manejar
comodamente la suma de las integrales de una funcién sobre varios caminos, aunque la suma
de dichos caminos no tenga sentido.

Llamaremos cadena a toda suma formal

n

C=Y1+T+...+% =) % (4)
k=1

donde n € N y vy, es un camino para todo k € {1,2,...,n}. Resaltamos que dichos caminos
son completamente arbitrarios, no es necesario, como ocurria cuando definiamos la suma de
caminos, que el extremo de cada camino coincida con el origen del que le sigue. Se verifique
0 no dicha condicién, siempre podemos considerar la suma formal I". Por tanto, dos cadenas

n m
I' = Z Yey X = Z G s6lo son iguales cuando m =n y o =" paratodo k € I,,. Dicho
k=1 k=1
de otra forma, la cadena I" dada por (4) determina en forma tnica al nimero natural n y a los
caminos V1,2, ---, Y. Esto permite hacer las definiciones que siguen.

La imagen de la cadena I" que aparece en (4) es el subconjunto de C dado por

que como en el caso de una curva, es compacto, pero ahora puede no ser conexo. Usaremos
también la longitud de la cadena I', que se define como la suma de las longitudes de los caminos
que la forman:

i =Y i(n)
k=1

m
Si ahora ¥ = Z G es otra cadena cualquiera, definimos la suma de las cadenas I' y £ como
k=1
una simple yuxtaposicion de sumas formales:

F'+X=v1+mn+...+Wm+01+062+...+0,
También usaremos la cadena opuesta de I', que viene dada por
n
T=(m+E)+. (=% = Y (%)
k=1
Es claro que (I'+X)* =T UX*, asi como que (—I')" = I'*,

Generalizamos ahora, de forma bastante obvia, la integral sobre un camino. Para la cadena I'
dada por (4), consideramos el espacio de Banach complejo C(I'*) de las funciones complejas
continuas en el compacto I'*, con la norma del maximo:

IfIl = max {|f(z)] : c€T"}  VfeC(™)
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Para f € C(I'*) definimos la integral de f sobre la cadena I" por

/Ff(z)dz = kil ka(z)dz

Las propiedades bdsicas de la integral sobre un camino se extienden obviamente a esta situacion
formalmente mds general. La integral sobre I" es una aplicacién lineal y continua de C(T"™*)
en C. Concretamente, es claro que

/Ff(z)dz

Ademds, la integral es aditiva, en el sentido de que, para cualesquiera cadenas I" y X se tiene

/ f(z)dz:/f(z)dz—l—/f(z)dz VfeCcT*ur)
r+% r b3

y también es obvio que

<IOIsl vrec?)

/ f(z)dz = —/f(z)dz VfeC(T")
T r

Llamaremos ciclo a toda suma formal de caminos cerrados. Se trata obviamente de un tipo
particular de cadena, asi que todo lo dicho anteriormente sobre cadenas se aplica en particular
a los ciclos. Es claro que la suma de dos ciclos es un ciclo, asi como que la cadena opuesta de
un ciclo también es un ciclo.

También estd clara la forma de extender la nocién de indice respecto de un camino cerrado,

n
definiéndola para ciclos. Si I' = Z Y esun ciclo,y z€ C\T'*, tenemos z € C\ y; para todo
k=1
k=1,2,...,n,luego podemos definir el indice del punto z respecto al ciclo I" por

1 dw ] dw &
Ind = — = — = ) Ind
ndr(2) 27ti/1"w—z l;%u’/ykw—z = ndy, (2)

Comprobamos facilmente que el indice respecto a un ciclo tiene la tres propiedades clave que
tenia para caminos cerrados:

» Si I es un ciclo, se tiene Ind(z) € Z para todo z € C\T'*, la funcién Indr: C\T* — Z
es constante en cada componente conexa de C\T'* y se anula en la componente no
acotada.

n
Pongamos I' = Z Yx donde n € N y v, es un camino cerrado paratodo k € I, = {1,2,...,n}.
k=1
Para z € C\I'*, estd claro que Ind(z) es un nimero entero, por ser una suma de nimeros
enteros. Si V' es una componente conexade C\I'* y k € I, se tiene que V estd contenida en
una componente conexa de C\ Y}, luego la funcién Ind, es constante en V. Como esto ocurre
para todo k € I, concluimos que Indr también es constante en V. Finalmente observemos
que, por ser I'* acotado, C\ I'* tiene una sola componente conexa no acotada, digamos U .
Entonces, para todo k € I,, U estd contenida en la componente conexa no acotada de C\ y;,
asi que Indy, seanulaen U.Como esto ocurre para todo k € [,,, vemos que Ind r también se
anulaen U. ]
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12.3. Comentario sobre el teorema de Cauchy

Varios teoremas conocidos, que enseguida revisaremos, siguen un mismo esquema. Dados
un abierto Q del plano, un camino cerrado y en Q y una funcién f € H(Q), el teorema afirma
que la integral de f sobre Y se anula. Asumiendo el formalismo que acabamos de introducir, a
partir de ahora sustituimos el camino cerrado Y por un ciclo I" en Q, es decir, tal que I'* C Q,
con lo que la tesis comun a los teoremas en cuestion sera:

£z =0 5)
r

Como esto no siempre es cierto, cada teorema tiene una hipétesis adicional, que puede referirse
ala funcién f, al ciclo I o al abierto €, dando lugar a tres tipos de teorema.

Para abordar la forma general del teorema de Cauchy, es natural preguntarse cual es la
hipétesis mas general posible sobre la funcién f, sobre el ciclo I' o sobre el abierto Q. Ahora
bien, la condicién suficiente mds general para que se verifique una afirmacion es siempre la que
sea a la vez necesaria y suficiente, luego la forma mds general de cada tipo de teorema siempre
serd una equivalencia, o si se quiere, una caracterizacion. Tenemos por tanto tres problemas
diferentes, que vamos a ir analizando:

» Dado un abierto Q del plano, caracterizar las funciones f € H(Q) que verifican (5)
para todo ciclo T" en Q.

Conocemos la respuesta a este problema: es la caracterizacion de la existencia de primitiva,
pues la funcién f verifica (5) para todo ciclo I" en Q, si y sélo si, la verifica para todo camino
cerrado en Q, lo que equivale a que f admita una primitiva en Q. Asi pues, para este primer
tipo de teorema de Cauchy tenemos ya la forma mdas general posible, pero la respuesta no es
satisfactoria, pues la existencia de primitiva fue precisamente la motivacién para estudiar los
teoremas de Cauchy. Pasemos pues al segundo problema:

» Dado un abierto Q del plano, caracterizar los ciclos T en Q que verifican (5) para

toda f € H(Q).

Sobre este problema tenemos aun poca informacion. El teorema de Cauchy para el tridngulo
nos da ciclos muy concretos que verifican la condicién requerida: los del tipo I" = [a,b,c,q],
siempre que todo el tridngulo A(a,b,c) esté contenido en Q. Podriamos mejorar facilmente el
resultado, encontrando otras poligonales con la misma propiedad, pero no merece la pena, ya
que vamos a resolver completamente el problema, en la forma que pasamos a explicar.

Partimos de una condicién claramente necesaria: si I" verifica (5) para toda f € H(Q),
fijado z € C\ Q, podemos tomar f(w) = 1/(w—z) para todo w € Q, y obtenemos que
Ind .(z) = 0. Demos un nombre a los ciclos que verifican esta condicion:

Si Q es un abierto del plano y I' un ciclo en Q, se dice que I" es nul-homélogo con
respecto a Q, cuando verifica que Ind .(z) = 0 para todo z € C\ Q. Por ejemplo, es claro que
todo ciclo es nul-homdlogo con respecto a C.
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Esta nomenclatura viene del Algebra Homolégica. En realidad, se dice que dos ciclos en
Q son homdlogos con respecto a Q cuando todos los puntos de C\ Q tienen el mismo indice
respecto a ambos. Se trata claramente de una relacion de equivalencia en el conjunto de todos
los ciclos en Q y es facil ver que la operacion de suma de ciclos permite convertir el conjunto
cociente en un grupo abeliano que es el grupo de homologia del abierto €. Claramente un ciclo
es nul-homologo con respecto a Q cuando su clase de equivalencia es el elemento neutro (el
cero) de dicho grupo.

Pues bien, la forma general del teorema de Cauchy nos dird que la condicién de que un
ciclo I' en Q sea nul-homoélogo con respecto a ., que segin hemos visto, es necesaria para
que se verifique (5) paratoda f € H(Q), también es suficiente, consiguiendo la caracterizacion
buscada. La diferencia clave con la respuesta dada al primer problema estriba en que, gracias
a la interpretacion del indice como ndmero de vueltas, practicamente podemos saber a simple
vista si un ciclo en  es o no nul-homdélogo con respecto a €. Asi pues, tenemos una respuesta
satisfactoria al segundo problema planteado, de la que se deducird como veremos una respuesta
también satisfactoria al tercero. Se comprende por tanto que este resultado se conozca como
forma general del teorema de Cauchy. Pasemos ya al tercer problema:

» Caracterizar los abiertos Q del plano que verifican (5) para todo ciclo T en Q y para
toda f € H(Q).

Este problema parece el mds ambicioso de los tres, pero en realidad se reduce a cualquiera de los
otros dos. Por una parte, usando la respuesta al primer problema, vemos que un abierto € tiene
la propiedad pedida si, y sélo si, toda funcién holomorfa en  admite una primitiva. De nuevo
esta respuesta no es satisfactoria, lo que nos gustaria es tener una caracterizacion més sencilla.
Hasta ahora sélo tenemos una respuesta parcial, la que nos da el teorema local de Cauchy:
todo dominio estrellado verifica la condicién requerida. Usando la solucién ya anunciada del
segundo problema, obtenemos una respuesta al tercero mucho mas prometedora: los abiertos
que nos interesan son los que pasamos a definir.

Se dice que un abierto del plano es homoldégicamente conexo, cuando todo ciclo en Q
es nul-homélogo con respecto a Q. Esto es tanto como decir que el grupo de homologia de
Q es trivial: se reduce al elemento neutro. Notese también que en realidad basta considerar
los ciclos que constan de un sélo camino cerrado. Es obvio que, si todo camino cerrado en
Q es nul-homdlogo con respecto a €, todo ciclo en Q también lo serd. Conviene finalmente
resaltar que, para un abierto del plano, ser homoldgicamente conexo no guarda relacién con ser
conexo. Es claro que existen dominios que no son homolégicamente conexos, como C* sin
ir mas lejos, mientras que, por ejemplo la unién de dos discos abiertos disjuntos es un abierto
homolégicamente conexo que no es conexo. En realidad, es féacil ver que un abierto del plano
es homoldgicamente conexo si, y s6lo si, 1o son todas sus componentes conexas.

La respuesta a este tercer problema es satisfactoria por la misma razén que la del segundo:
practicamente podemos adivinar a simple vista si un abierto  es homolégicamente conexo.
Si no lo es, existe un camino cerrado Y en Q y un punto z € C\ Q tales que Indy(z) # 0.
Intuitivamente, esto significa que el punto z estd rodeado por puntos de Q, los puntos de y*,
pero no pertenece a €, luego Q tiene un “agujero”. Asi pues, hablando intuitivamente, los
abiertos homoldgicamente conexos son los que no tienen “agujeros”.
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Pasemos a comentar la forma en que vamos a generalizar la férmula de Cauchy, empezando
por recordar c6mo se obtuvo. Fijados z € D(a,r) C D(a,r) CQ 'y f € H(Q), el paso clave fue

comprobar que
[ 0G)
C(a,r) w—2z
para lo cual se usaba el teorema local de Cauchy, aplicado a la funcién integrando, que ahora
sabemos que es holomorfa en . Si usamos la versiéon general del teorema de Cauchy que
hemos anunciado, podemos sustituir C(a,r) por cualquier ciclo I" en Q que sea nul-homélogo
con respecto a €, obteniendo
fw)—f

/—(Z)dw:o Vze Q\I™ (6)
T w—2

Por la linealidad de la integral y la definicion de indice, esta igualdad equivale a

1 (w)
— | —= =1Ind Vze C\T™ 7
i Jow—z r(2) f(2) z€C\ (7)
Esta es la forma general de la férmula de Cauchy. Nétese que la condicién D (a,r) C Q equivale
precisamente a que la circunferencia C(a,r) sea un ciclo en Q, nul-homélogo con respecto a
Q, luego ahora tenemos una version mucho mas general de la férmula, al haber sustituido la
circunferencia C(a,r) por un ciclo arbitrario que cumpla la misma hipétesis.

Asi pues, la version general del teorema de Cauchy ya anunciada, permitiria generalizar
también la formula de Cauchy, con andlogo razonamiento al usado para las versiones locales. La
primera idea de Dixon fue probar ambos resultados en orden inverso, empezando por generalizar
la féormula, pues luego el teorema es una consecuencia inmediata, como veremos. Asi pues,
en sus versiones generales, ambos resultados son equivalentes. Se trata por tanto de probar
directamente (7), o lo que es lo mismo (6), y aqui viene la segunda gran idea de Dixon:
observar que el primer miembro de (6) es una funcién holomorfa, en principio definida para
z€ Q\TI'*, y extenderla para obtener una funcién entera que, gracias al teorema de Liouville,
acaba siendo idénticamente nula.

12.4. La demostracion de Dixon

Veamos ya con detalle la prueba del siguiente resultado:

Forma general del teorema de Cauchy y de la formula integral de Cauchy. Sea Q

un abierto del plano y I un ciclo en €, nul-homologo con respecto a €. Para toda funcion
feH(Q) se tiene:

(i) Indr(z)f(z)zz%u, rw(—ividw Vze Q\T™

(i) /r Fw)dw =0
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Demostracion. (i). Empezamos considerando la funcion @ : Q x Q — C definida, para
cualesquiera w,z € ., por

Jfw)—f(2)
d(w,z) = w—z

f'w)=f"(z) siw=z

Como lema previo al teorema de la funcién inversa se probd en su momento que & es continua,
luego también lo es su restriccion a I'* x Q. Ademads, fijado w € I'*, la funcién &, : Q — C
dada por

Si w#£7z

w)— f(z
®.0) = o2 = L vicayp) v aun =/
es claramente holomorfa en Q\ {w} y continua en el punto w. Por el teorema de extensién de
Riemann, ®,, € H(Q) para todo w € I'*. El teorema de holomorfia de la integral dependiente

de un pardmetro nos dice que ¢ € H(Q) donde
0(z) = /F d(wz)dw  VzeQ

A decir verdad, el teorema se refiere a la integral sobre un camino, pero el ciclo I' es suma
formal de caminos, luego ¢ es una suma de funciones a las que si se aplica literalmente el
teorema. El proximo paso serd extender ¢ para tener una funcion entera.

Repetimos el razonamiento hecho para ®, con otra funcién de dos variables, muy similar
pero mds sencilla. Concretamente consideramos, el conjunto U = { z€C\I'* : Indr(z) =0 } ,
que es abierto por ser una unién de abiertos, las componentes conexas de C\T'* en las que el
indice se anule. Definimos entonces W : I'* x U — C por

w
Y(w,z) = Sw) V(wz) eI xU
w—z
y esta vez es obvio que W es continua, asi como que, fijado w € T'*, la funcién z — ¥(w,z) es
holomorfa en U, pues se trata de una funcion racional. Aplicando de nuevo la holomorfia de la
integral dependiente de un parametro, tenemos y € H(U) donde

y(z) = /F‘P(w,z)dw VzeU

Como, por hipétesis, I' es nul-homélogo con respecto a Q, para todo z € C\ Q tenemos
Indr(z) =0, luego z € U. Asi pues, C\ Q C U, es decir, Q UU = C. Ademds, para todo
7€ QNU tenemos

0@ = [TP=LE _ ) - amip@mar(e) = v

w—z

Tenemos ya la extensién buscada, pues podemos definir 4 : C — C escribiendo

h(z) = @(z) VzeQ y h(z) =wy(z) VzeU
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El carécter local de la holomorfia nos asegura que /4 es una funcidn entera, pero acabaremos
viendo que £ es idénticamente nula.

Si R = max{|w| : w € T*}, el conjunto C\ D(0,R) estd contenido en la componente
conexa no acotada de C\I'*, y por tanto en U . Si ademds M = max{|f(w)| : we '*}, para
todo z € C que verifique |z| > R se tendrd

[h(2)| = [w(z)| =

o) ‘< M (D)

rw—z Sz - R

Deducimos que 1im i(z) = 0 y en particular % estd acotada. Por el teorema de Liouville, & es
7—>0

constante, luego es idénticamente nula. Para z € Q\ I'* tenemos entonces

f)-f@ , _ [ f)

w—=z rw—=2%

0=n~h(z) =0(z) = /r dw —2niIndr(z) f(z)

de donde se deduce claramente la igualdad (i).
(ii). Fijamos z € Q\I'* arbitrario y definimos
gw) = (w—2)f(w)  VweQ

Es claro que g € H(Q) vy, al aplicarle la férmula de Cauchy recién demostrada, obtenemos

0= ndr()g(@) = 5 | i(ivldw = 5 [Saw

como queriamos demostrar. |

12.5. Abiertos homolégicamente conexos

Como habiamos anunciado, deducimos del teorema anterior una util caracterizacién de los
abiertos en los que toda funcién holomorfa admite una primitiva. De paso resolvemos otro
problema que teniamos planteado, acerca de la existencia de logaritmos holomorfos.

Teorema. Para un abierto Q del plano, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Q es homoldgicamente conexo, es decir, Indr(z) = 0 para todo ciclo T en Q y todo

zeC\Q

(ii) Para todo ciclo T en Q ytoda f € H(Q) se tiene que /f(z) dz=0

r

(iii) Toda funcion holomorfa en Q admite una primitiva, es decir, para cada f € H(Q) existe
F € H(Q) tal que F'(z) = f(z) paratodo z € Q

(iv) Toda funcion holomorfa en Q, que no se anule, admite un logaritmo holomorfo, es decir,
para cada f € H(Q) con f(Q) C C*, se puede encontrar g € H(Q) tal que f(z) = e
para todo 7 € Q
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Demostracion. Las implicaciones (i) = (i) = (iii) son, respectivamente, la forma general
del teorema de Cauchy y la caracterizacion de la existencia de primitiva.

(iif) = (iv). Esta implicacion se probé en su momento, en el caso particular de un dominio
estrellado, y ahora el razonamiento es el mismo. De (iii) se deduce que la funcién f//f € H(Q)
admite una primitiva, pero sabemos que eso equivale a que f admita un logaritmo holomorfo.
De hecho, si F € H(Q) verifica que F' = f'/f, sabemos que existe una funcién A € H(Q),
constante en cada componente conexa de Q, tal que MIHFQE) = (z) paratodo z € Q.

(iv) = (i). Fijado un punto z € C\ Q, la funcién w — w —z es holomorfa en Q y no se anula,
luego (iv) nos da una funcién g € H(Q) tal que

w—z = esW VweQ

Se tiene entonces claramente

1
1=efMg'(w) = (w—2)g'(w) YweQ, es decir, g'(w) = " VweQ
-z

Asi pues, la funciéon w — 1/(w —z) admite una primitiva en Q, luego su integral sobre
cualquier camino cerrado en Q es cero. Esto implica claramente que Indr(z) = O para todo
ciclo I' en Q, como queriamos demostrar. [ |

Como ya qued¢ explicado, las equivalencias del teorema anterior pueden entenderse como
respuesta satisfactoria a todos los problemas que en €l aparecen, pues en la prictica, es bien
facil saber si un abierto € del plano es homol6gicamente conexo. Intuitivamente, esto significa
que Q no tiene “agujeros”, y una manera facil de formalizar esta idea consiste en definir los
“agujeros” de Q como las componentes conexas acotadas de C\ Q. Es facil entonces probar
una implicacion:

» Si Q es un abierto del plano 'y C\ Q no tiene componentes conexas acotadas, entonces
Q es homologicamente conexo.

Dados un ciclo T" en Q y un punto z € C\ Q, deberemos comprobar que Indr(z) = 0. Si
V es la componente conexa de C\ Q que contiene al punto z, al ser V.C C\Q Cc C\I'*,
deducimos que V C U donde U es una componente conexa C\ I'*. Por hipétesis, V no estd
acotada, luego U es la componente conexa no acotada de C\I'*. Como z € V C U tenemos
Ind(z) = 0 como se queria. |

Aunque no vamos a demostrarlo, conviene saber que el reciproco del enunciado anterior
también es cierto. Por tanto, un abierto € del plano es homolégicamente conexo si, y solo si,
C\ Q no tiene componentes conexas acotadas. Se tiene asi una caracterizacién topoldgica de
los abiertos homol6gicamente conexos del plano, aunque no mediante una propiedad intrinseca
al abierto Q con el que trabajamos, pues se trata de una propiedad topoldgica de C\ Q. Se
puede argumentar que la acotacion no es una propiedad topoldgica, pero en nuestro caso si lo
es: un conjunto V C C\ Q estd acotado si, y solo si, su cierre relativo a C es compacto y, puesto
que C\ Q es cerrado en C, el cierre de V en C es el mismo que en C\ Q.
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En Topologia Algebraica se maneja otra caracterizacion de los abiertos homoldgicamente
conexos del plano que si es una propiedad topoldgica intrinseca del abierto con el que se trabaja,
y de hecho tiene sentido para cualquier espacio topolégico: la conexion simple. No vamos a
explicar la definicién de esta propiedad topoldgica, que se basa en otra nocién bésica de la
Topologia Algebraica, la homotopia.

12.6. Ejercicios

1. Enunciar con detalle y demostrar que el indice de un punto respecto a un camino cerrado
se conserva por giros, homotecias y traslaciones.

2. Sea p:[—m,n] — RT unafuncién de clase C!, con p(—7n) =p(n),ysea c:[-m 7] — C
el arco definido por .
o(t) = p(r)e” Vi € [-m, 7]

Calcular Ind 5(z) paratodo z € C\ c*.
3. Sean V1,7 : [a,b] — C caminos cerrados y z € C verificando que
() —n@)| <n@)—-z|  VielaD]
Probar que Indy, (z) = Indy,(2).
4. Sea o, : R(}L — C una funcién continua, tal que:
a(0)=0 'y off) = oo (1 — +o)

ysea Q =C\ a(R). Probar que Q es abierto y que existe f € H(Q) tal que e/ =z
para todo z € Q.

5. Sea Q un abierto homoldgicamente conexo del plano tal que R™ C Q C C*. Probar que
existe f € H(Q) tal que
flx) =x" VxeR"



