Tema

Funciones elementales

A continuacién estudiamos algunos ejemplos de funciones holomorfas que, junto con las
racionales, forman la familia de las llamadas funciones elementales de variable compleja. Son
extensiones naturales de las funciones reales de variable real que llevan el mismo nombre.

Empezamos con el ejemplo mds importante, la funcién exponencial compleja. Se trata de
una funcion entera que extiende a la exponencial real y comparte con ella algunas propiedades,
entre las que destaca la férmula de adicion, pero difiere en un aspecto esencial: toma todos los
valores complejos no nulos y, no s6lo no es inyectiva, sino que es periddica.

Ocurre pues que cada nimero complejo no nulo tiene infinitos logaritmos, que calculamos
explicitamente, encontrando una correspondencia biunivoca entre logaritmos y argumentos de
un nimero complejo no nulo. Al argumento principal corresponde el logaritmo principal, que
es una extension natural del logaritmo real. Planteamos, y analizamos de forma preliminar,
un problema acerca de los logaritmos complejos, tipico de muchas funciones complejas: la
posibilidad de elegir, para cada punto de un abierto del plano, uno de sus logaritmos, de forma
que se obtenga una funcién holomorfa en dicho abierto.

A partir de la exponencial y el logaritmo se definen facilmente el resto de las funciones
elementales: potencias, raices y funciones trigonométricas e hiperbdlicas. Las mencionamos
brevemente, comentando algunas de sus propiedades.

5.1. La exponencial

Partimos del desarrollo en serie de Taylor de la funcion exponencial real:

expx = e” i

}’l
Es claro que la serie de potencias Z — tiene radio de convergencia infinito, luego su suma
n=0 n!
nos da una funcién definida en todo el plano, que extiende a la exponencial real, por lo que

podemos denotarla de la misma forma.

VxeR

Slk
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Asfi pues la exponencial compleja es la funcién exp : C — C definida por

0 n

expz =e° = ZZ— VzeC

|
n:On'

Si no hay peligro de confundir esta funcién con la exponencial real, que es su restriccién a R,
la llamamos simplemente la exponencial. La holomorfia de la suma de una serie de potencias
nos da la primera propiedad de la exponencial, que serd la clave para deducir todas las demas:

E.1. La exponencial es una funcion entera que coincide con su derivada.

En efecto, el mencionado teorema nos dice que

exp’(z) = i nZn‘ i

n=1 n=1

e Zi—_expz VzeC |

Deducimos facilmente la propiedad mds genuina de la exponencial:
E.2. Formula de adicién. Para cualesquiera z,w € C se tiene: e*™" = e%e"

La demostracién es bien sencilla. Fijado a € C, definimos h: C — C por
h(z) = e“e®* VzeC
La regla de la cadena y la de derivacién de un producto nos dicen que i € H(C) con
h'(z) = e‘e *—ee“ =0 VzeC

Como C es un dominio, deducimos que / es constante, es decir, 4(z) = h(0) = e? para todo
7€ C. Pero a € C era arbitrario, luego tenemos

ete?* =e* VzeC VaeC
Dados z,w € C, basta tomar a = z+w para obtener la férmula de adicién. [ |

En particular, e*e % = 1 paratodo z € C, luego la exponencial no se anula y, por la férmula
de adicién, es un homomorfismo del grupo aditivo C en el grupo multiplicativo C*. Una obvia
induccidn nos da: e?? = (.eZ )p para cualesquiera z € C y p € Z. Deducimos también que, ser
una funcién entera que coincide con su derivada, caracteriza a la exponencial salvo un factor de
proporcionalidad:

E.3. Si f € H(C) verifica que f'(z) = f(z) paratodo z € C, entonces existe una constante
A€ C tal que f(z) = Ae® paratodo z € C.

Definiendo h(z) = f(z)e ¢ paratodo z € C, tenemos claramente 7 € H(C) y h'(z) = 0 para
todo z € C. Deducimos que existe A € C tal que, para todo z € C se tiene h(z) = A, luego
f(z) = f(z)e %e* = h(z)e* = Ae*. [ |

Por supuesto, si en el resultado anterior queremos conseguir f(z) = e® para todo z € C,
bastard suponer adicionalmente que f(0) = 1.

Veamos otra consecuencia clara de la férmula de adicion:
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E.4. La exponencial es una funcion analitica en C.

En efecto, basta observar que para todo a € C se tiene

Q

o _q
Z _ ,a, z—a __ _\n
et =ee _Zb !(z a)" VzeC [
n—=

S

Por otra parte, para x,y € R la férmula de adicién nos da e* ™'Y = e*e'?, lo que nos lleva
a pensar en la funcién y — e'’, de R en C, que enseguida relacionamos con las funciones
trigonométricas reales:

E.5. Férmula de Euler. Se verifica que e’ = cost + isent paratodo t € R.

Definimos g: R — C y ¢,y :R — R escribiendo, paratodo r € R,

g(t)y=¢", o(t)=Reg(t) y w(t)=Img()

Como g es derivable en R, con g’ = ig, deducimos que @ y W también son derivables en R,
con @ +iy" = i(¢+ iy). Tenemos por tanto ¢’ = —y y Y’ = @. Definimos ahora otra
funcién A : R — R por

h(t) = (o(r) —cos t)2 + (y(r) —sen t)z VyeR
que es también derivable en R y, para todo # € R verifica

h'(t) = 2(@(t) —cost) (¢'(r) +sent) + 2 (y(r) —sent) (y'(r) — cost)
= 2(o(t) —cost) (sent —y(r)) + 2 (y(t) —sent) (@(t) —cost) =0

Por tanto h(t) = h(0) paratodo r € R, perode g(0) = 1 deducimos claramente que 2(0) = 0,
luego & es idénticamente nula, esto es, @(r) = cost y W(f) = sent paratodo t € R, como
queriamos demostrar. ]

Mis all de la popular igualdad e™ + 1 = 0, la férmula de Euler muestra que la funcién
exponencial estd intimamente ligada a la estructura bésica del cuerpo complejo. Por ejemplo,
tenemos T = {e’’ : t € R} y el giro de d4ngulo 8 € R no es mas que la aplicacién z+— ez,
También podemos reescribir la definicién de argumento, usando la exponencial:

Argz={0€cR : z=z|e®} VvzeC”

Por otra parte, las funciones trigonométricas seno y coseno, que como funciones reales de
variable real, no guardan relacién alguna con la exponencial real, se obtienen facilmente a partir

de la exponencial compleja. De la férmula de Euler deducimos claramente que, para todo ¢ € R
—it

se tiene e = cost —isent, luego
. elt + e it ) el — o—it
cost = —— y sent = ———
2 21
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Por ejemplo, las formulas de adicion para las funciones seno y coseno pueden verse como
casos muy particulares de la férmula de adicién para la exponencial compleja. Basta pensar que
para t,s € R se tiene

cos(t+s) +isen(t+s) = ™) = ¢’ = (cost + isent)(cos s + i sen s)

Para x,y € R, la férmulas de adicién y de Euler nos dan e*+? = ¢¥(cos y + i sen y), donde
vemos la parte real e imaginaria, el médulo y los argumentos de la exponencial:

E.6. Para todo z € C se tiene:

(i) Ree® = eRZcos(Imz) y Ime® = eR®Zsen(Imz).
(ii) |e?] = eR®? y Arg(e?) = {Imz+ 2k : k€ Z}.

Deducimos la imagen de la exponencial y calculamos explicitamente los puntos en los que
toma cada uno de sus valores. Denotamos de momento por In: Rt — R ala funcién logaritmo.

E.7. La imagen de la exponencial es C*. De hecho, para cada w € C* se tiene:
{zeC:e*=w} ={In|w|+i0:0cArgw} (1)
En particular, para todo R € R se tiene {e*:z€C, |z] > R} = C*

De e? = w deducimos, por una parte, que eR°? = |w/|, es decir, Re z = In |w|, y por otra,
que Im z € Argw. Reciprocamente, si z = In [w| 4+ i0 con 6 € Argw, tendremos

7 _ eln|w\eze

e = |wle® =w

Fijados R € R y w € C*, tomando 8 € Argw tal que ® > R,y z = In|w/| + i0, tenemos
|z| >Ry et =w. |

Como {e"} — ooy {e7"} — 0, estaba claro que la exponencial no tiene limite ni diverge en
infinito. Pero su comportamiento es mucho mas cadtico: fijado R € R, la condicién |z| > R,
por muy grande que sea R, no da ninguna informacion sobre el valor de e*.

Comentamos finalmente la periodicidad de la exponencial. Esta propiedad se define para
funciones complejas exactamente igual que para funciones reales de variable real. Dado un
conjunto A C C, se dice que w € C es un periodo de una funcién f € F(A) cuando tanto A
como f son invariantes por la traslaciéon mediante w, esto es,

{z+w:z€A} =A y flz+w) = f(z) VzeA

Naturalmente, decimos que f es una funcién periddica cuando tiene un periodo w € C*.
Esta claro que entonces kw también es un periodo de f, para todo k € Z. De hecho el conjunto
de todos los periodos de f es un subgrupo aditivo de C. Cuando dicho grupo de periodos
estd engendrado por un sélo elemento, es decir, tiene la forma {kw : k € Z} se dice que f
es simplemente periodica y que w es un periodo fundamental de f, en cuyo caso f tiene
exactamente dos periodos fundamentales: w y —w. Pues bien:

E.8. La exponencial es una funcion simplemente periodica con periodo fundamental 2Ti.

Es claro que e?t2% = ¢% paratodo z € C, luego 27i es un periodo de la exponencial, pero si
w es otro periodo, se tendrd e = 1, de donde w = 2kmi con k € Z. [ |
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5.2. Logaritmos de un nimero complejo

En vistade (1), para z € C* definimos el conjunto de los logaritmos de z por

Logz={weC : e =z} ={In|z|+i6 : € Argz}

Geométricamente, los logaritmos de z € C* estdn situados en la recta vertical de abscisa
In |z|, separados a intervalos de longitud 27. Tenemos una clara relacién entre logaritmos y
argumentos. Concretamente, para todo z € C* podemos escribir

Argz = Im (Logz) y Logz = In|z| 4+ iArgz

Al argumento principal arg z corresponde el logaritmo principal log z, definido por
logz=1In|z| +iargz VzeC”

Decimos también que la funcién log : C* — C es el logaritmo principal. No hay peligro de
confusién, por el contexto se sabe si al hablar del logaritmo principal nos referimos a esta
funcidén o a su valor en un punto concreto. Notese que el logaritmo principal es una extension
del logaritmo real: logx = Inx para todo x € R*. Los niimeros reales negativos no tienen
ningutn logaritmo real.

La propiedad algebraica de la que gozaba el conjunto de todos los argumentos se transmite
claramente al conjunto de todos los logaritmos pero, para los logaritmos, podemos también
deducirla directamente de la férmula de adicién para la exponencial:

» Para cualesquiera z,w € C* se tiene:

Log (zw) = Logz + Logw = {a+ B : oo Logz, B € Logw }

De ¢* =7z y P =w deducimos claramente %P = ¢®¢P = 71 . Pero reciprocamente,
dado A € Log(zw), elegimos o € Logz y tomando § = A — o vemos que 3 € Logw, ya
que eP = et /e* = zw/z = w. |

La interpretacion algebraica de esta propiedad es andloga a la hecha para los argumentos.
El conjunto 27iZ de los miltiplos enteros de 27i es un subgrupo aditivo de C y la aplicacién
z +— Logz es un epimorfismo del grupo multiplicativo C* sobre el grupo cociente C /2wiZ.

Como ocurria con el argumento principal, el logaritmo principal no goza de esta propiedad
algebraica y, de hecho no podemos elegir un logaritmo de cada nimero complejo no nulo de
forma que se tenga tal propiedad: si una funcién f: C* — C verificase que f(z) € Logz y
f(zw) = f(z) + f(w) paracualesquiera z,w € C*, tomando ¢ = Im f setendria @(z) € Argz
y 9(zw) = @(z) + @(w) para cualesquiera z,w € C*, pero sabemos que no existe ninguna
funcién @ : C* — R con esas propiedades.
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5.3. El problema del logaritmo holomorfo

Es natural preguntar si se puede elegir un logaritmo de cada nimero complejo no nulo para
obtener una funcién holomorfa en C*, es decir, si existe una funcién f € H(C*) verificando
que f(z) € Logz, o lo que es lo mismo e/ (¢) = 7, para todo z € C*. Como consecuencia de un
ejercicio propuesto en el Tema 2, la respuesta es negativa. En efecto, una tal funcién f seria
en particular continua en C*, y entonces ¢ = Im f serfa una funcién continua en C* tal que
¢(z) € Argz para todo z € C*, pero el mencionado ejercicio afirmaba que tal funcién @ no
existe. De hecho, mds adelante probaremos un resultado negativo atiin mas fuerte.

Aceptado que no podemos elegir un logaritmo de cada nimero complejo no nulo para tener
una funcién que sea siquiera continua en C*, lo oportuno es trabajar en abiertos mas pequefios.
Concretamente, para diversos abiertos  C C*, veremos que existe un logaritmo holomorfo en
Q, es decir, una funcién f € H(Q) tal que f(z) € Logz paratodo z € Q.

Conviene plantear un problema mds general. Para un abierto no vacio Q C C y g € H(Q)
con g(Q) C C*, nos preguntamos si existe un logaritmo holomorfo de la funcion g, es decir,
una funcién f € H(Q) verificando que f(z) € Log (g(z)), o lo que es lo mismo, /) = g(z),
para todo z € . Como consecuencia del siguiente resultado, vemos que la dificultad estriba en
conseguir la continuidad de f, pues entonces su holomorfia es automatica.

Lema 1. (Derivabilidad de logaritmos continuos). Sea A un subconjunto no vacio de C,
g:A — C* una funcion, y f un logaritmo de g, es decir, una funcion f:A — C verificando
que el = g(z), para todo z € A. Si g es derivable en un punto a € ANA’" y f es continua
en a, entonces f es derivable en a con f'(a) = g'(a)/g(a).

Demostracion. Sea b = f(a) y consideremos la funcion @ : C — C definida por

w eb

d(w) = w:b YweC\{b} y ®0) =e"

que claramente es continua en b con ®(b) # 0 por lo que existe € > 0 tal que ®(w) # 0 para
todo w € D(b,€). También es claro que e" —e” = ®(w)(w —b) para todo w € C, luego
tomando w = f(z) obtenemos:

g(z) —g(a) = ¢/ — e/ = @(£(2)) (f(2) - f(a)) VzeA (2)

Como f escontinua en a, existe & > 0 tal que, para z € AND(a,d) setiene | f(z) —b| <€,
luego @(f(z)) # 0. De (2) deducimos entonces claramente que

f@—fla) 1 glz)—gla)
z—a ®(f(z)) z—a
Como Po f es continua en a, también tenemos
lim®(f(2)) = ®(f(a)) = B(b) = " = /@ = g(a) #0
Usando ahora que g es derivable en a, de (3) deducimos que

im f @ —fa) _ g'(a) -
iva z—a g(a)

Vze (A\{a})ND(a,?) (3)
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El resultado anterior sugiere dos ideas importantes en relacion con el problema que habiamos
planteado. Por una parte, como ya de dijo, es una cuestion topoldgica: dado un abierto Q C C
y una funcién g € H(Q) con g(Q) C C*, para obtener un logaritmo holomorfo de g, bastard
conseguir un logaritmo continuo, es decir: f € €(Q) tal que e/ = g(z) para todo z € Q.
Ahora bien, obligadamente ha de ser Re f(z) = In|g(z)| para todo z € Q, y esta funcién
es continua, luego el problema es conseguir que Im f sea continua. Como también ha de ser
Im f(z) € Arg (g(z)) paratodo z € Q, el problema es conseguir un argumento continuo de g,
esto es, una funcién continua @ : Q — R tal que @(z) € Arg (g(z)) paratodo z € Q.

Por otra parte, desde un punto de vista mds analitico, el resultado anterior nos dice que
cualquier logaritmo holomorfo f de nuestra funcion holomorfa g ha de ser una primitiva de
la funcién g’/g. Reciprocamente, vamos a ver ahora que, a partir de una primitiva de g’/g,
es facil conseguir un logaritmo holomorfo de g, de modo que nuestro problema puede verse
también como un problema de existencia de primitivas.

Lema 2. (Logaritmos holomorfos y primitivas). Sea Q un abierto no vacio de C y sea
g € H(Q) tal que g(Q) C C*. Si f € H(Q) verifica que f'(z)g(z) = g'(z) paratodo z € Q,
entonces existe una funcion A € H(Q), que es constante en cada componente conexa de Q, tal
que M+ f es un logaritmo holomorfo de g, es decir, eM9T1@) = g¢(2), para todo z € Q.

La funcién h € 3((Q) dada por h(z) = g(z)e /@ paratodo z € Q verifica que
W) =g @@e ¥ - fR)glx)e /@ =0  vzeQ

luego h es constante en cada componente conexa de €2. Como £ no se anula, podemos definir
AM(z) = log h(z) para todo z € Q. Claramente A también es constante en cada componente
conexa de Q, luego A € H(Q). Finalmente tenemos

()+f() = ¢ ()ef(z) — h<z)ef(z) = g(Z) VZEQ u

Resumimos todas las ideas comentadas sobre el problema del logaritmo holomorfo en el
siguiente enunciado, que lo reformula de tres maneras equivalentes:

» Para un abierto no vacio Q C C y una funcion g € H(Q) con g(Q) C C*, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) g admite un argumento continuo: 3¢ € C(Q) : ¢(z) € Arg (g(z)) VzeQ
(ii) g admite un logaritmo continuo: 3 f € C(Q) : ¢/ = g(z) Vze Q

(iii) g admite un logaritmo holomorfo: 3 f € H(Q ) e/ = g(z) VzeQ
(iv) g'/g admite una primitiva: 3 h € H(Q) : h'(z) = g'(z)/g(z) VzeQ

(i) = (ii). Basta tomar f(z) = In|g(z)| + i@(z) paratodo z € Q.
(ii) = (iti) = (iv). Se deducen del Lema 1.
(iv) = (iii). Se deduce del Lema 2.

(iii) = (ii). Evidente.
(ii) =

(i). Basta tomar @ = Im f. |
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5.4. Ejemplos de logaritmos holomorfos

En lo que sigue nos concentramos de nuevo en el caso que motivo la discusién anterior, es
decir, el caso en que Q C C* y g(z) =z para todo z € Q. El Lema 1 de la seccién anterior
permite estudiar facilmente la holomorfia del logaritmo principal:

» El logaritmo principal es una funcién holomorfa en C*\R™, con

log'(z) = 1/z Vz€ C*\R™

El argumento principal arg: C* — C es una funcién continua en C*\ R™. Para comprobarlo
recordamos que, con el convenio sgn 0 = 1, que no se va a usar siquiera, se tiene

arg z = sgn (Imz) arccos (Rez/|z]) VzeC*

De la continuidad en R* de la funcién signo deducimos la del argumento principal en C\ R.
En cada punto x € R, basta observar que

p p €z p

lim |argz| = lim arccos —— = arccos 1 =0, luego limargz =0 = argx
7—X 7—X | Z | z—X

Tenemos pues la continuidad en C*\ R~ de la parte imaginaria del logaritmo principal. Su

parte real, la funcion z+— In|z|, es continua en C*. Por tanto, el logaritmo principal es una

funcién continua en C*\ R, luego basta aplicar el Lema 1. |

El argumento principal no tiene limite en ningin punto de R™, luego lo mismo le ocurre
al logaritmo principal. Concretamente, fijado p € RT, para n € N tomamos z, = pe'® e C*,
donde 6, = W+ ((—1)”/n) . Tenemos 0 < 0,1 < &, luego argzp,—1 = 6,, mientras que de
T < 0, < 21 deducimos argzp, = 6, — 2w. Por tanto {argzy,—1} — ® y {argz,} — —=.
Como {z,} — —p, pero {argz,} no es convergente, concluimos que el argumento principal no
tiene limite en el punto —p, como se queria.

La semirrecta R~ no tiene nada de especial, podemos elegir el logaritmo de cada nimero
complejo no nulo, para conseguir una funcién holomorfa en el dominio obtenido al suprimir
de C* cualquier otra semirrecta con vértice en el origen. De hecho, dicha funcién guarda una
relacion sencilla con el logaritmo principal:

= Fijado 0 € R, la funcion fy: C* — C definida por
fo(z) = log (/™ ®z) —i(n—0) VzeC*
verifica que fo(z) € Logz para todo z € C*. Ademds, fy es holomorfa en el dominio

Qo = C*\{pe’®: peRT} con fi(z) = 1/z para todo z € Q.

Es evidente que efod) = ¢ para todo z € C*. En cuanto a la holomorfia de fy basta aplicar
la del logaritmo principal y la regla de la cadena. En efecto, para z € Qg se tiene claramente
que ei(m=8) 7 e C* \R™, luego el logaritmo principal es derivable en i) 7 y por tanto fg es
derivable en el punto z con

fo(z) = log’ (ei(ﬂ—e)z)ei(n—e) _ ;ei(n—e) :l n
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5.5. Desarrollos en serie

Vamos a calcular ahora el desarrollo en serie del logaritmo principal, centrado en cada punto
de C*\R7, lo que nos dard un ejemplo de funcién analitica mas interesante que los conocidos
hasta ahora. De hecho, empezamos por probar que la funcién z — 1/z es analiticaen C*.

Fijado a € C*, paratodo z € D(a,|a|) se tiene que | — (z—a)/a| < 1y, usando la suma
de la serie geométrica, obtenemos

N VA e | P
T (e Ly et @ veeDlala)

Ahora, en el disco D(a,|a|) es bien facil encontrar una primitiva de la funcién z — 1/z,
que usando el Lema 2 nos dard un logaritmo holomorfo en dicho disco. Basta pensar en una serie
de potencias cuya derivada término a término sea la serie que acaba de aparecer. Concretamente,

—1)" _ \n+1
la serie Z ( >1 (c—a)
=0 a"t n+1

=y U dT _y

n=0

también tiene radio de convergencia |a| y su suma,

(_l)n—H

na

(z—a)" VzeD(a,l|al)

es una funcién holomorfa en D(a,|a|) con h’(z) = 1/z paratodo z € D(a,|al).

Los discos son conexos, luego el Lema 2 nos da una constante A € C tal que e+

para todo z € D(a,|a|). En particular, como h(a) =0, se tendrd el
A+h(z)

=2z
= a, luego A puede ser
cualquier logaritmo de a, ya que la expresion e no se altera al sustituir A por cualquier
otro logaritmo de a. Asi pues, tomando por ejemplo A = loga, hemos probado:

» Dado a € C*, definiendo

o (_1)n+l
f(z) =loga+ Zw(z—a)” Vz e D(a,|al)
n=1

se tiene que f € H(D(a,|al)) y e/ = z para todo z€D(a,lal).

Cuando a € C*\ R~ podemos comparar el logaritmo holomorfo f que acaba de aparecer,
con el logaritmo principal. Para ello usaremos un p, > 0 de forma que D(a,p,) C C*\R™.
Cuando Re a > 0 es claro que podemos tomar p, = |a |, mientras que si Re a < 0, basta tomar
Ppa = | Ima|. En todo caso, las restricciones de f y del logaritmo principal a D(a,p,) son
funciones holomorfas en dicho disco con la misma derivada, luego por ser D(a,p,) un dominio,
difieren en una constante. Como f(a) = loga, concluimos que dichas funciones coinciden.
Hemos probado:

» Para a€ C*\R™, sea p, = |a| si Rea >0,y p, = |Ima| si Rea < 0. Entonces:
(_1)n+1

na”

logz = loga + Z (z—a)" Vz € D(a,pa)
n=1

En particular, el logaritmo principal es una funcion analitica en C*\ R™.



5. Funciones elementales 62

5.6. Potencias complejas

Recordemos que la potencia de base x € Rt y exponente y € R se define por x¥ = e¥!n*,
Usando la exponencial y los logaritmos complejos es claro que podemos extender la definicién
al caso de una base z € C* y un exponente w € C, pero tenemos claramente dos opciones: usar
todos los logaritmos de z, obteniendo un conjunto de nimeros complejos, o sélo el logaritmo
principal, para tener un niimero complejo bien definido. Veremos que, dependiendo del uso que
queramos hacer de la potencia, la opcién mas adecuada no es siempre la misma, asi que por
ahora consideramos ambas posibilidades.

Fijados z € C* y w € C, definimos la potencia de base z y exponente w, como el conjunto
[ZW} de numeros complejos dado por

[2"] = exp (wLogz) = {exp(wA) : A€ Logz}

Usando el logaritmo principal tenemos un elemento concreto de la potencia: exp(w log z).
Antes de darle un nombre y una notacién adecuada, consideremos los casos particulares en que
este valor ya nos es familiar. En el caso w=p € Z, con z € C* arbitrario, la férmula de adicién
para la exponencial nos da claramente exp(p log z) = (exp(log z)) P' = zP. Un segundo caso ya
se ha comentado: si z = x € R™ y w = y € R, tenemos también exp(ylogx) = e¥"* = x7.
Finalmente, en el caso z = e, para todo w € C se tiene exp(wloge) = exp(w) = e¢". En
resumen, la igualdad e"1°2% = 7" se verifica en todos los casos en los que el segundo miembro
tiene por ahora sentido. Esto permite usar dicha igualdad como definicién del segundo miembro
en cualquier caso, generalizando asi todos los casos conocidos.

Para z € C* y w € C definimos la potencia principal de base z y exponente w como el
nimero complejo no nulo z" dado por

Zw — ewlogz

A partir de la potencia principal deducimos claramente todos los elementos del conjunto [z"]:

[ZW} _ {ew(logz+2k7ti) . kGZ} — {ZWEZkT”'W : keZ}

No debemos pensar que este conjunto es siempre infinito, ya que la exponencial es periddica.
Por ejemplo, si w € Z, es claro que [zw] tiene un solo elemento, para todo z € C*.

En general, serd facil saber si una potencia es un conjunto finito y en tal caso conocer su
numero de elementos. La igualdad anterior deja claro que esto no dependera de la base, sino
solamente del exponente, pues nos dice que, para todo z € C*, el conjunto [ZW} es equipotente
a {e2kmw kel } Usaremos varias veces una observacion inmediata: para cualesquiera
o, P € C setiene

e2mie — p2mif o BeZ (4)

2mi(@—P) — 1 deducimos 2mi (ot —B) = 2mim con m € Z, luego o, — B =m € Z.

pues de e

Dado w € C, si k,h € Z verifican e?k™" = ¢2h%iW deducimos que (k—h)w € Z, lo que
implica que k = h, o bien w € Q. Por tanto:
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» Parawe C\ Qy ze€C* laaplicacion k— 2V 2k o 7, en [ZW} , es biyectiva.

Para ver lo que ocurre cuando el exponente es un nimero racional, empezamos por el caso
w = 1/n con n € N. Para cada k € Z, el algoritmo de la divisién euclidea nos permite escribir
k=gn+rdonde ¢g,reZy 0<r<n.Entonces e2k™/n — g2amip2rmi/n — (2rxi/n |yegq,
para todo z € C*, el conjunto [zl/ "} es finito y tiene a lo sumo n elementos. Ademas, si r,s € Z

verifican que 0 < r,s < n, de e2'™/" 2s7i/n ysando (4) deducimos que (r—s)/n € Z,

pero —1 < (r—s)/n < 1, luego r = s. Por tanto, [zl/ ”] tiene exactamente n elementos. Por
1/n)logz ,2kni/n

= e

otra parte, para v € [zl/ "] tenemos v = el con k € Z y la féormula de adicién
para la exponencial nos dice claramente que v" = ¢'°22¢2k™ = 7. Asi pues, los n elementos de
[z 1/ ”} son soluciones de la ecuacién v"* = z, que obviamente no puede tener mas soluciones.
Hemos probado:

» Para cada n € N, todo niimero complejo no nulo tiene n raices n-ésimas distintas, que
son precisamente los elementos de la potencia [z 1/ ”] :

[V ={veC vt =z} = {2 N rez, 0< r <0}

Naturalmente decimos que z!/" es la raiz n-ésima principal de cada z € C*. Cuando
z = x € R, es claro que x!/" = V/x es la tnica raiz n-ésima positiva de x. Para x =1 es
obvio que 1'/" = 1 mientras el conjunto [1!/"] nos da las raices n-ésimas de la unidad que,

— e2mi/n

escribiendo u,, , vienen dadas por

1 =qveC:Vvl'=1y =11, uy,u;,...,u,
[11] ={ "=1p={ nreea )

Forman el grupo ciclico de orden n con generador u, y, geométricamente, son los vértices de
un poligono regular de n lados, inscrito en la circunferencia de centro O y radio 1, de forma
que un vértice es 1. A partir de ellas obtenemos las raices n-ésimas de cualquier z € C*:

(2] = {Y") rezZ, 0<r<n}

que de nuevo son los vértices del n-adgono regular inscrito en la circunferencia centrada en el
origen con radio |z|!/", siendo z'/" uno de esos vértices.

Podemos ya contar facilmente el nimero de elementos del conjunto [zw} para cualesquiera
z€C* y we Q. Paraello tomamos n = min{m € N : mw € Z} conjunto que no es vacio
porque w € Q, y tiene minimo por el principio de buena ordenacién. Entonces w = p/n con
p € Z y la férmula de adicion para la exponencial nos dice claramente que

[ZW] _ [Zp/n] _ {vp Cve [Zl/n} } _ {Zp/n€2r7tip/n reZ,0<r< I’l}

Para concluir que este conjunto tiene exactamente n elementos, supongamos por el contrario
que e2'miP/n — p25Tip/n con rse Z y 0 <r<s<n.Usando de nuevo (4) vemos que
(s—r)p/n€Z,esdecir, (s—r)w € Z, lo que contradice la definicion de n, yaque s—r € N
ys—r<s<n.

» SiweQyn=min{meN : mweZ}, entonces [ZW} tiene exactamente n elementos,
para todo z € C*.
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5.7. Funciones exponenciales y funciones potencia

A la hora de definir este tipo de funciones, tenemos dos opciones, usar la potencia como un
conjunto del que elegir un elemento segiin convenga, como hemos hecho con los logaritmos, o
usar solamente la potencia principal.

Para las funciones exponenciales, fijamos la base a € C* y para z € C debemos elegir
entre a®y [az} . La eleccién estd muy clara, porque la funcién z — a® = ¢%1°2¢ tiene las
propiedades deseables, tanto desde el punto de vista analitico, es una funcién entera, como
desde el algebraico, es un epimorfismo del grupo aditivo C sobre el grupo multiplicativo C*:

» Fijado a € C* la funcion exponencial de base a es la funcion exp,: C — C* dada por

exp,(s) = a7 = &0 yzeC

Y = q%a" para cualesquiera z,w € C.

Es una funcion entera y verifica que a
Como ocurria en el caso real, esta gama de funciones no aporta nada nuevo, su estudio se
reduce al de la funcién exponencial por antonomasia: exp, = exp. Notese que han aparecido
funciones exponenciales cuya base es un nimero real negativo, por ejemplo : (—1)% = e/*
para todo z € C. A titulo de curiosidad, la igualdad [az +W} = [az} [aw] , donde el segundo
miembro se entiende 16gicamente como el conjunto de todos los productos de los elementos de
[a?] porlosde [a"], no es cierta en general. Por ejemplo, para a = —1y z = 1/2 = —w se
tiene [a*T"] = {1} pero [a*] = [a"] = {i,—i},luego [a?] [a”] = {1,—-1}.

Con las funciones potencia va a ocurrir lo contrario que con las exponenciales. Fijado o € C,
para z € C* debemos optar entre z% y [z“] . Nétese que si o € Z, z* es el tnico elemento
de [z“] y la funcién potencia z — z% no ofrece ningin problema, es una funcién racional. En
general, es 7 +— [zo‘} la que tiene la propiedad algebraica tipica de las funciones potencia:

[(@w)*] = [z%] [w*] Vz,we C*
Operando con conjuntos, el razonamiento es muy claro:

[(zw)*] = exp (aLog (zw)) = exp (o (Log z + Log w))
= exp (aLogz) exp(aLogw) = [z%] [w*]

Por el contrario, en general (zw)® puede no coincidir con z*w®. En el caso mds sencillo,
o = 1/2, tomando z =w = —1 vemos que dicha igualdad no se verifica, pues (—1)1/2 =1,
luego (—1)1/2(=1)1/2 = —1, pero 1'/2 = 1. Podriamos decir que, desde el punto de vista

algebraico, la opcion adecuada para la funcién potencia es z +— [z“] .

Se plantea entonces, igual que con el logaritmo, el problema de elegir, para cada z € C*, un
elemento de [z“] , de forma que se obtenga una funcién holomorfa. Nos centramos en el caso
o= 1/n con n € N que es el mas interesante. Ahora el problema es si podemos elegir, para
cada z € C*, o incluso también para z = 0, una raiz n-ésima de z de forma que obtengamos
una funcién que al menos sea continua. La relacién de este problema con el planteado para el
logaritmo es clara:
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» Sea Q un abierto no vacio de C* tal que exista un logaritmo holomorfo en Q, es decir,
una funcion f € H(Q) tal que e/ @) = z para todo z € Q. Entonces, para cada n € N,
existe una raiz n-ésima holomorfa en Q, es decir, existe una funcion @, € H(Q) tal que
0,(z)" = z para todo z € Q.

En efecto basta tomar @,(z) = ¢!/ /() paratodo z€ Q y todo n € N. [ |

En particular, fijado 6 € R, en el dominio Qg = C*\ {pe’® : p € R*} existe una raiz
n-ésima holomorfa para todo n € N. Cuando 6 = &, se trata de la raiz n-ésima principal
z+— 2!/ holomorfaen C*\R™.

Cuando el abierto € contiene una circunferencia centrada en el origen, probamos ahora que
no existe en  una raiz cuadrada continua, luego tampoco holomorfa. Por lo recién demostrado,
tampoco puede existir en € un logaritmo holomorfo, como ya sabiamos, pero ahora tendremos
un resultado més fuerte:

» Sea r € R™ y consideremos la circunferencia S = {z € C : |z| = r}. No existe una
raiz cuadrada continua en S, es decir, no existe una funcion continua ¢ : S — C tal que
(P(Z)2 = z para todo 7 € §S.

Supongamos, por reduccion al absurdo, que @ es una raiz cuadrada continua en S. Por otra
parte sea  la restriccién a S de la raiz cuadrada principal, es decir y(z) = 71/2 = ¢(1/2)logz
para todo z € S, que sabemos es una funcién continuaen Sop = S\ {—r} = SN (C*\R7), pero
del comportamiento del logaritmo principal en R™ se deduce que Y no tiene limite en —r.

Ambas funciones son continuas en Sy y verifican que @(z)? = y(z)> = z # 0 para todo
z € Sp luego Y/ es una funcién continua en Sy que sélo toma los valores 1 y —1. Ahora
bien, Sy es conexo, por ser la imagen del intervalo | — 7, 7| por la funcién continua ¢ +— re'.
Por tanto, o bien y(z) = @(z) para todo z € Sy, 0 bien Y(z) = —¢(z) para todo z € Sp. En
ambos casos llegamos a contradiccion, pues @ tiene limite en —r pero Y no lo tiene. |

Noétese que, para preguntarse si en un abierto no vacio € existe una raiz cuadrada continua,
no parecia en principio necesario suponer que Q C C*, pero si 0 € Q, existe r € R™ tal que
D(0,r) C Q y el resultado recién probado nos da respuesta negativa.

5.8. Elsenoy el coseno

La férmula de Euler indica claramente cémo podemos extender las funciones reales seno y
coseno para definirlas en todo el plano complejo. Por tanto, el coseno y el seno son las funciones
enteras definidas, para todo z € C, por

el + e iz el _ iz
cosz = ——— seng = ————
2 Y 2
que claramente verifican sen’z = cosz y cos’(z) = —senz para todo z € C. Nétese que

seguimos teniendo e’? = cos z + i sen z para todo z € C, pero obviamente esto ya no implica
que cos z y sen z sean la parte real e imaginaria de e'%.
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Como se puede adivinar, todas las propiedades del seno y el coseno, que generalizan las de
sus restricciones a R, se deducen facilmente de las propiedades de la exponencial compleja.
Repasaremos algunas de ellas, cuya comprobacién es siempre rutinaria.

Es obvio que el coseno es una funcion par y el seno es una funcion impar, es decir, para
todo z € C se tiene

cos(—z) = cosz y sen(—z) = —senz
Para cualesquiera z,w € C, la férmula de adicién de la exponencial nos permite escribir

cos(z+w) +isen(z+w) = (cosz+isenz)(cosw-+isenw) 'y

cos(z+w) —isen(z+w)= (cosz—isenz)(cosw—isenw)
de donde claramente deducimos las formulas de adicion para el seno y el coseno
cos(z+w) =coszcosw —senzsenw y

sen (z +w) = senzcos w + cos z sen w

De ellas se deduce claramente que otras muchas identidades trigonométricas, conocidas en
variable real, se siguen verificando en todo el plano complejo. Por ejemplo, para todo z € C
tenemos

cos (z+ (m/2)) = —senz =cos'(z) 'y sen(z+ (n/2)) = cosz = sen’(z)
También vemos que, para cualesquiera z € C y k € Z, se tiene
cos (z+ (=1)*n) = (=) cosz y sen(z+ (=1)*n) = (~1)*senz

luego el seno y el coseno son funciones 2T-periddicas.

De la férmula de adicién para el coseno, tomando w = —z deducimos que

sen®z+cos’z =1 VzeC

pero es un error pensar que, como ocurria en R, las funciones seno y coseno estén acotadas.

Para tener expresiones comodas de la parte real e imaginaria del coseno y el seno, conviene
introducir las funciones coseno hiperbdélico y seno hiperbélico, que son las funciones enteras
ch y sh definidas, para todo z € C, por

Z —Z Z _ p,— 2
ChZ:% y Shz:u

Esta vez, para todo z € C tenemos claramente

ch’(z) =shz, sh’(z) = chz y ch?z —sh?z =1

La relacion entre las funciones trigonométricas e hiperbdlicas es clara. Para z € C se tiene

cos z = ch (iz) y senz = —i sh (iz)
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En particular, para y € R, tomando z = iy obtenemos
cos(iy) =ch(—y) =chy 'y sen(iy) = —ish(—y) =ishy
Ahora las formulas de adicién nos dicen que para z = x 4+ iy con x,y € R se tiene
cosz=cosxchy —isenxshy y senz=senxchy +icosxshy

Puesto que el seno y coseno hiperbdlico, al igual que los trigonométricos, toman valores reales
en el eje real, las anteriores igualdades nos dan la parte real e imaginaria del seno y coseno.
También podemos calcular facilmente su médulo

| cos z|? = cos? x + sh?y y |senz|? = sen®x + sh?y

donde, para ambas igualdades hemos usado que ch?y = 1 + sh?y.

Como shy— +oo (y — £oo) vemos claramente que el seno y el coseno complejos no son
funciones acotadas. De hecho probamos facilmente que la imagen de ambas funciones es C.
En vista de la igualdad sen (z + (1/2)) = cos z, basta trabajar con el coseno.

Para z,w € C se tiene
Cosz=w & ef—2w=—e o 2 _2yelt=_]

PN (eiz—w)zzwz—l PN €iZ—W€[(W2—1>1/2}

1/2

Para todo w € C, es claro que w + (w2 — 1) # 0, luego la ultima ecuacién tiene infinitas
soluciones, que pueden describirse de la siguiente forma

cosz=w <= zE€ —iLog(wj:(wz— 1)1/2)

Tenemos aqui calculados todos los valores del arco-coseno y podriamos hacer un estudio del
mismo como funcién compleja de variable compleja, similar al del logaritmo y directamente
relacionado con él. Preferimos estudiar con més detalle el arco-tangente.

5.9. La tangente y el arco-tangente

La tangente se definird naturalmente como el cociente entre seno y coseno, luego debemos
descartar los puntos en los que se anula el coseno. Se puede tomar w = 0 en la discusion
anterior, pero también se puede usar el médulo del coseno, pues para x,y € R se tiene

cos(x+iy) =0 < shy=cosx=0 < y=0y x=(2k+1)n/2 con keZ
Nos encontramos con la grata sorpresa de que el coseno complejo no tiene mas ceros que los

del coseno real, podemos definir la tangente en todo punto de C\ R.

Consideramos por tanto el dominio Q = C\ {(2k+ 1)n/2 : k € Z} y definimos en él la
funcién tangente por

tgz:—n VzeQ
Z
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Tenemos claramente tg € H(Q) con tg’(z) = 1 + tg? z para todo z € Q. También es claro
que {z+m:z€Q} =Q y tg(z+7n) = tgz paratodo z € Q, luego la tangente es una funcién
T-periddica. Para calcular su imagen, dados w € C y z € Q, tenemos claramente

tgz=w <& ef—e = iw(eiZ + e*iz) & eiz(l — iw) = e*iz(l + iw)

Cuando w = =i la dltima igualdad es imposible puesto que uno de sus miembros se anula y el
otro no. Para w € C\ {i, —i} tenemos claramente (1+iw)/(1 —iw) # 0 y concluimos que

2iz L +iw 1 1 +iw
tgz=w & e = - & z€ —Log -
1 —iw 2i 1—iw

Por tanto, la imagen de la tangente es C\ {i,—i} y para cada w en dicho conjunto, tenemos
calculados los puntos en los que la tangente toma el valor w, que l6gicamente serdn todos los
valores del arco tangente.

Cambiando la notacién para usar siempre z como variable, para z € C\ {i,—i} definimos
el conjunto arco-tangente de z por

1 1+1i
Arctgz = — Log ( —H'Z)
21 1—iz

Naturalmente, la funcién arco-tangente principal se define usando el logaritmo principal:

1 14+
arctgz = — log * 1 Vze C\{i,—i}
2i I —iz

Se puede deducir directamente de la definicion que esta funcion extiende al arco-tangente real,
lo que justifica la notacién, pero lo comprobaremos de otra forma mas adelante.

Vemos que arctg es derivable en z € C\ {i,—i} si, ysélosi, (1+iz)/(1—iz) ¢ R™.Es
claro que (1-+iz)/(1—iz)# —1, mientras que para p € R*\ {1} tenemos

1 +iz - Z_l,l—I—p

. < z=1iy con yeR, |y|>1
1 —iz

Tenemos por tanto una funcion holomorfa en el dominio U = C\{iy: y€R, |y| > 1} que
se obtiene al suprimir del plano dos semirrectas contenidas en el eje imaginario. Calculamos
facilmente su derivada, usando la del logaritmo principal y las reglas de derivacién:

1 1—-iz 2i 1

_ 1 _ VieU
2iltiz (1—iz? 1422 €

arctg’(z)

Si ahora f es la restriccion a R del arco tangente principal, sabemos que f es derivable en R
con f'(x) = 1/(1+x?) paratodo x € R.Como f(0) =0, deducimos que f es el arco-tangente
real, funcién que hemos extendido obteniendo una funcién holomorfa en U.

Finalmente, en D(0,1) expresamos el arco-tangente como suma de una serie de potencias
centrada en el origen. Para ello usamos nuevamente la suma de la serie geométrica:

1 1 =
= =Y (=" D(0,1
T+2 1= (=) ngb( )"z Vze D(0,1)
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Esto nos lleva a considerar la funcién & : D(0,1) — C definida por

o (D" 5,4
h(z) =) ~——z""" Yze D(0,1)
ngb 2n+1

Tenemos claramente i € H(D(0,1)) con h'(z) = 1/(1+z%) = arctg’(z) paratodo z€ D(0,1).
Por tanto, en el dominio D(0, 1), tenemos que & y el arco-tangente principal difieren en una
constante. Como /(0) = 0 = arctg 0, concluimos que

o (D" 2u4
arctgz = — Vze D(0,1
ei= X it 2€D(0,1)

5.10. Ejercicios

1. Sea f: C — C una funcién verificando que
flz+w) = f(z) f(w) VzweC

Probar que, si f es derivable en algin punto del plano, entonces f es entera. Encontrar
todas las funciones enteras que verifiquen la condicion anterior. Dar un ejemplo de una
funcién que verifique dicha condicion y no sea entera.

2. Calcular la imagen por la funcién exponencial de una banda horizontal o vertical y del
dominio cuya frontera es un rectdngulo de lados paralelos a los ejes.

3. Dado 0 €] —m,], estudiar la existencia del limite en +co de la funcién ¢ : R* — C
definida por ¢(r) = exp(re™) paratodo r € R*.

4. Probar que si {z,} y {wxn} son sucesiones de nimeros complejos, con z, # 0 para todo
neNy {z,} — I, entonces

. . . . . _nz?
5. Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme de la serie de funciones Z e "t

n=0
6. Probar que a,b,c € T son vértices de un tridngulo equildtero si, y s6lo si, a+b+c=0.

7. Sea Q un subconjunto abierto no vacio de C* y ¢ € C(Q) tal que ¢(z)?> = z para todo
z € Q. Probar que ¢ € H(Q) y calcular su derivada.

8. Probar que, para todo z € D(0,1) se tiene:

00 (_l)nJrl ;
(a) Z ¢ = log(1+2z)
n;l Z2n-H
(b) Zl PeTEE A (1+2)log(1+2z) + (1 —z) log(1 —2z)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Probar que la funcién f: C\ {1,—1} — C definida por

f(2) ﬁog(iji) Vze C\{l,~1}

es holomorfa en el dominio Q = C\ {x € R : |x| > 1} y calcular su derivada. Probar
también que
oo 2n+1

f@)=2Y =

=2n+1

Vze D(0,1)

Sean a, € [-m, ] con o < P y consideremos el dominio Q = {z€ C* : v <argz < B}.
Dado p € R" tal que po,pp € [-m, 7|, probar que definiendo f(z) = zP para todo
z € Q, se obtiene una biyeccién de Q sobre el dominio Qp = {z€ C* : pa < argz < pP},
tal que f € H(Q) y f1 € H(Qp).

Probar que el seno, el coseno y la tangente son funciones simplemente periddicas.

sen(nz)

Estudiar la convergencia de la serie Z o

n=0

Sea Q = C\{x€R: |x| > 1}.Probar que existe f € H(Q) tal que cos f(z) = z para
todo z € Q y f(x) = arccos x paratodo x €] — 1, 1][. Calcular la derivada de f.

Para z € D(0,1) con Re z # 0, probar que

1 2 i Rez>0
arctg — +Z ) 2”+1:{n/ s ReZ

©2n+1 —n/2 si Rez<0



