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Tradicionalmente el inicio del estudio algebra escolar se ha realizado en
educacion secundaria, aunque algunas propuestas curriculares e
investigaciones didacticas proponen este inicio desde los niveles de primaria.
Esto supone cambios profundos en el significado del algebra. En este trabajo
analizamos estos cambios de significado desde una perspectiva historica y
aplicando algunas nociones tedricas del “enfoque ontosemidtico” de la

cognicidn e instruccién matematica.

El algebra es una rama de las matematicas que se caracteriza por su abstraccion y
generalidad, que aporta herramientas conceptuales y procedimentales para la geometria,

el andlisis, o la teoria de numeros, entre otros campos de matematicas. Su razén de ser



refiere, por tanto, a problemas de naturaleza basicamente intramatematicos, que no estan
al alcance de los escolares de educacion basica. Sin embargo, las directrices curriculares
de algunos paises (Corea, Estados Unidos, Singapur) incluyen el estudio de nociones
algebraicas no sélo en educacion secundaria sino también en educacion primaria.

No obstante, no se trata de impartir un “curso de algebra” a los alumnos de
educacion infantil y primaria, sino de desarrollar el pensamiento algebraico a lo largo
del periodo que se inicia en la educacion infantil hasta el bachillerato (Godino y Font,
2003). La inclusién del razonamiento algebraico en la escuela elemental podria verse
como un desplazamiento del foco de atencion desde cierto conjunto de significados
hasta otros. Consideramos que este desplazamiento puede estudiarse en términos de las
entidades primarias y secundarias provistas por el Enfoque Onto-Semidtico de la
cognicidén y la instruccion matematica (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007).

En este trabajo estudiamos como el cambio en la atencidn prestada a ciertos objetos
y significados ha marcado algunos aspectos de la evolucion cultural del algebra, y como
la propuesta de la inclusion del razonamiento algebraico elemental en la escuela
primaria puede ser vista en términos de un desplazamiento seméantico desde un conjunto
de significados hasta otros. No se pretende revivir un modelo didactico para sustentar
acciones de ensefianza, o para la organizacion didactica del contenido algebraico por
medio de un paralelismo de la filogénesis y la ontogénesis (Branford, 1924; citado por
Fauve, 1991). Se trata de incrementar la comprension en torno a las diversas formas en
que el conocimiento algebraico puede manifestarse cuando se cambia el foco de
atencion.

En tal sentido, este trabajo ilustra la relatividad socio-cultural de los significados de
los objetos matematicos, perspectiva epistemolédgica asumida por el EOS que puede
servir de guia y fundamento tedrico para orientar y explicar procesos de transposicion

didactica en el marco del algebra escolar.

LAS HERRAMIENTAS TEORICAS DEL EQOS

El EOS ofrece elementos tedricos de analisis que permiten profundizar la relacion entre
un objeto matematico y sus significados. Desde la perspectiva del EOS, se han
identificado elementos tedricos primarios y secundarios que se manifiestan en la

practica matematico-didactica. En la Figura 1 se muestran los elementos primarios que



se ponen en juego en la préactica, que en el caso de este documento se aplica al analisis
de las transformaciones del contenido algebraico para su insercion en los curricula

escolares.
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Figura 1. Entidades primarias

Desde el EOS la dialéctica entre objeto matematico y su significado puede ser
expresada en términos de seis entidades primarias: situaciones problema, elementos
linglisticos (lenguaje), conceptuales, procedimentales, propiedades (proposiciones) y
argumentos. Asi mismo, la inclusién del razonamiento algebraico en el curriculo de la
escuela primaria puede estudiarse desde algunas de las entidades secundarias o
dualidades: unitario-sistémico, contenido-expresion, institucional-personal, intensivo-
extensivo, no ostensivo-ostensivo, sistémico-unitario. En la Figura 2 se muestra una
representacion de estas dualidades dialécticas en torno a las précticas operativas y
discursivas de la instruccion. Una discusion ampliada puede encontrarse en Godino,
Batanero y Font (2007).
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Figura 2. Entidades secundarias: dualidades epistémicas-dialécticas

La EVOLUCION DEL ALGEBRA DESDE LA PERSPECTIVA DE LAS

ENTIDADES PRIMARIAS Y SECUNDARIAS DEL EOS

El algebra ha recorrido un largo camino desde que fue usada para resolver problemas de
herencias y reparticiones (Puig, 2003) hasta alcanzar los niveles de especializacion en el
siglo XX. Los problemas que resuelve y los usos propuestos para el algebra han
evolucionado hasta alcanzar niveles de especializacion donde se puede distinguir muy
poco de sus origenes. Diversos factores han impulsado esta especializacién y no
siempre han sido de caracter intramatematico, sino que también han respondido a
exigencias de caracter cultural. Sin embargo, su poder representacional ha permanecido
tal vez por su capacidad para expresar diversos significados de los objetos matematicos.
Con el paso del tiempo esta caracteristica del algebra se ha mantenido y se ha
especializado.

Una perspectiva de evolucion historica del algebra considera tres estadios de
evolucion de su lenguaje: el retorico; el sincopado y el simbdlico. El foco de la
evolucion es “la representacion formal de las ecuaciones y operaciones algebraicas”
(Neseelmann, 1842; citado por Puig, 2003)

La evolucion historica da testimonio de las dificultades encontradas en el paso de la

resolucion de problemas en un ambiente “oral” (algebra retérica, Diofanto de



Alejandria, 250 D.C.) a un ambiente sincopado (mezcla de simbolos y palabras). Esta
evolucion puede verse en términos de las dualidades: expresién-contenido y ostensivo-
no ostensivo. La dualidad expresion-contenido se da, en el primer caso, en términos de
la explicitacion del significado en términos exclusivamente orales, mientras que en el
caso del algebra sincopada, la segunda dualidad ostensivo-no-ostensivo toma
preponderancia, en tanto que se introducen algunas abreviaciones para denotar las
incégnitas y las relaciones; sin embargo los procedimientos de calculo siguen siendo
orales. En el algebra de al-KhwarizmT, todos los problemas y su resolucion se expresan
solamente mediante el uso de palabras; es decir se recurre basicamente a una de las
entidades basicas propuestas por el EOS, el lenguaje, para registrar tanto los
procedimientos como las argumentaciones de caracter matematico que los validan.

En el algebra sincopada, si bien se recurre también a la exposicion verbal, “utiliza,
para conceptos y operaciones que aparecen a menudo, siempre las mismas abreviaturas
en lugar de las palabras completas” (Nesselmann, 1842, p. 302; Citado Puig, 2003); es
decir el lenguaje natural sigue siendo fuertemente usado pero se da paso al uso de
simbolos que tienen significados precisos; la dualidad ostensiva-no-ostensiva surge para
apoyar al macroproceso de significacion.

El tercer estadio es el que Nesselmann denomina “algebra simbolica” en la que
todos los objetos matematicos involucrados, las relaciones entre ellos y las operaciones
se representan mediante expresiones simbolicas. Este tercer estadio puede caracterizarse
por la presencia de dos dualidades: expresion-contenido y unitario-sistémico. Este
estadio se constituyd en un logro de la matematica, en tanto que “lo fundamental desde
esta primera caracterizacion del algebra simbolica por parte de Nesselmann no es pues
el mero hecho de la existencia de letras para representar las cantidades o de signos
ajenos a la lengua vernacula para representar las operaciones, sino el que se pueda
operar con ese sistema de signos sin tener que recurrir a su traduccion a la lengua
vernacula.”(Puig, 2003, p. 8)

El enorme logro que constituyé el algebra simbolica y su poder intrinseco de
representar, de preservar y de comunicar el significado vino a constituirse en el tema
central de atencidn en los programas de formacion del algebra en la escuela.

A modo de ejemplo, en la Figura 3, presentamos un uso de representaciones

geométricas, empleadas por al-Khwarizmi, para resolver un problema. EI método



empleado es la completacidn de cuadrados, se incluye en la figura la solucion algebraica

respectiva.

Problema: Un cuadrado y diez raices es s/
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Solucion: Un cuadrado de lado x representa a x*, se agregan cuatro rectangulos de
dimensiones x x 5/2 para representar10x. Se completa el cuadrado agregando en cada
esquina un cuadrado de lado 5/2 (sombreado gris). Cada cuadrado tiene una area de 25/4,
por tanto el area total de ellos es 25. A partir de esta informacion es facil ver como

x* +10x =39 se transforma en x*+10x+ 25 = 39 + 25. De modo que (x+5) =64. De lo

cual resulta x = 3.

Figura 3. Ejemplo de uso de representaciones geométricas

ALGUNOS ASPECTOS DEL RAZONAMIENTO ALGEBRAICO ELEMENTAL

En este apartado mostraremos como algunos aspectos de la evolucion histérica del
algebra, asi como de la inclusion del razonamiento algebraico en el curriculo de la
escuela primaria, pueden verse en términos de conceptos propuestos por el EOS, tales
como las entidades primarias: elementos linguisticos, conceptos, propiedades,
procedimientos y argumentos, ademas de las dualidades antes referidas.

Las dificultades de los estudiantes de escuela secundaria cuando trabajan con el
algebra y que han sido reportadas por diversos autores (Kieran 1989, 1992) podrian ser
motivo para desalentar cualquier intento de inclusion del razonamiento algebraico en el
curriculo de la escuela primaria.

Sin embargo, la literatura reporta diversos casos de inclusion del razonamiento
algebraico en la escuela elemental (Carraher, Martinez y Schliemann, 2008). Tal
inclusion se justifica por el cambio en el foco de atencion hacia los objetos y
significados matematicos, lo que desplaza la atencion de los aspectos simbdlicos y



procedimentales a aspectos centrales del razonamiento algebraico. En este caso se presta
mas atencién a los procesos de significacion que soportan la construccion y la
comprension de las entidades primarias (elementos linguisticos, conceptos,
procedimientos, propiedades y argumentos) que estan en la base del conocimiento
matematico. En términos del desarrollo histérico del algebra, se evidencia un regreso
desde lo simbdlico a situaciones concretas que requieren el uso del algebra en su
dimensidn representacional fuertemente vinculadas al contexto sociocultural (D amore,
Radford y Bagni, 2006).

Se concede importancia, considerando el desarrollo cognitivo de los nifios, al uso
de la entidad primaria “lenguaje” como vehiculo para describir, argumentar,
“reconstruir” objetos, discutir significados y resolver problemas, y en donde se permite
y promueve el uso de notacion “sincopada” para representar objetos y relaciones, y del
lenguaje para explicar los procedimientos usados. Britt e Irwin (2008) informan que los
niflos de su estudio exhibieron “estrategias mentales avanzadas para tratar con
operaciones aditivas, multiplicativas y proporcionales, en donde los estudiantes eran
capaces de hacer un uso completo de simbolos alfa numéricos*” (p. 1).

Un tema que ha concentrado muchos esfuerzos investigativos sobre las
competencias de los nifios en tareas propias del algebra elemental es la generalizacion.
Mason (1996) afirma que la “expresion de la generalidad” es una de las raices del
algebra y una ruta hacia la misma. Cafiadas, Castro y Castro (2008) reportan que la
generalizacion verbal cobra importancia sobre otras formas de expresion de la
generalizacion. De acuerdo con sus resultados la generalizacion verbal es una forma
mas accesible, al grupo particular de nifios, que la generalizacion algebraica. En este
caso la atencion no esta dirigida a la dualidad expresion-contenido con énfasis en la
representacion simbdlica, sino en una representacion verbal. Vale decir que las
dualidades intensivo-extensivo (generalizacion-particularizacion) y sistémico-unitario
(descomposicidn-reificacion) siguen actuando y encauzando la discusion de los
significados. El lenguaje algebraico suele oscurecer un poco al lenguaje natural, pero
favorece efectuar razonamientos méas profundos; esta tension se logra evidenciar
mediante la dialéctica entre los componentes de las dualidades expresion-contenido y
ostensivo-no-ostensivo. Desde una perspectiva didactica, esto se interpreta en términos

de analizar situaciones y representarlas en diversos sistemas.

! El subrayado es nuestro



La préactica de la resolucion de problemas algebraicos surgié de la tradicion arabe,
en el contexto social de resolucion de problemas comerciales y de reparticion de
herencias; en la escuela la resolucion de problemas algebraico suele tener un fin
intramatematico. No obstante, las tendencias curriculares actuales, sustentadas en
diferentes planteamientos tedricos: etnomatematicas o interculturalidad de la
matematica (D’ Ambrosio, 1985), la cognicion situada (Lave, 1988), matematica realista
(Freudenthal, 1968), demandan esa vinculacion de la ensefianza del algebra con la
resolucion de problemas del contexto social y cultural del alumno. En este sentido,
Anghileri (1995) sugiere que la relacion cercana entre los contextos reales y los
procedimientos usados para resolver problemas caracterizan los estados iniciales del
aprendizaje de las matematicas.

Ahora bien, consideramos que tal vinculacién debe hacerse prestando atencion a
cémo se han manifestado diversos aspectos de indole epistémica: entidades primarias y
secundarias referidas. En efecto, como ejemplo podemos observar que las soluciones de
los problemas dadas por los arabes solian enunciarse mediante un procedimiento oral de
caracter no ostensivo, cuya transcripcion ostensiva en notacién moderna resulta en una
ecuacion lineal o cuadréatica. Si bien el procedimiento correspondia a la solucion de un
caso particular, se llego a reducir los diversos casos a formas canodnicas, es decir, se
Ilegd desde lo “extensivo” hasta lo “intensivo”, se produjo un proceso de generalizacion
gue se concreto en la obtencion de las formas candnicas.

Asi, tiene sentido que este logro forme parte de los curriculos oficiales de la escuela
secundaria. Sin embargo, su version curricular se ha concretado en una mirada parcial
sobre la componente procedimental y sobre la representacion mas que en la
significacion. El entramado de relaciones entre lenguaje, conceptos y procedimientos,
propiedades y argumentos se vio relegado por un énfasis en los procedimientos de
calculo, y en una preferencia de la expresion sobre el contenido. Desde la perspectiva
del EOS la atencion que suele ser puesta en la identificacion de una forma canoénica para
resolver un problema y el subsecuente desarrollo procedimental, se desplaza hacia la
atencion del lenguaje usado en la enunciacion del problema, hacia la identificacion de
los diversos significados que pueden ser concedidos a los términos linguisticos usados,
hacia los conceptos que son evocados, hacia los procedimientos asociados, las

propiedades y argumentos que justifican esos procedimientos. Es de esta manera como



entendemos que los procesos de transposicion didactica podrian verse enriquecidos

mediante la consideracion de las entidades primarias y secundarias propuestas.

CONCLUSIONES

Las préacticas discursivas y operativas puestas en juego en la ensefianza y aprendizaje
del &lgebra podrian enriquecerse por el conocimiento de cdmo ha evolucionado
historicamente el algebra y de como tal evolucion puede expresarse en términos de
algunas de las dualidades propuestas por el Enfoque Onto-Semiotico de la cognicion y
de la instruccion de las matematicas.

Para Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnets (2006) “la idea no es simplemente
atribuir significado algebraico a las actividades matematicas de la escuela primaria. Los
contenidos matematicos deben ser transformados sutilmente para resaltar su caracter
algebraico”, (p. 88). Como hemos visto, tal transformacion puede verse enriquecida
considerando las entidades primarias y secundarias propuestas por el EOS.

Cierto énfasis deberia ponerse para favorecer que los maestros puedan desempacar
(Ball, Thames y Phelps, 2008) el conocimiento algebraico inmerso en el contenido
matematico, en tanto que alun los maestros en activo, “tienen poca experiencia con las
diversas conexiones y ricos aspectos del razonamiento algebraico elemental” (Blanton y
Kaput, 2005, p.414). Consideramos que la perspectiva que ofrece la comprension de las
entidades primarias y secundarias referidas, permite una vision mas completa y
detallada de las diversas conexiones y aspectos del razonamiento algebraico elemental.

Tal comprension, que conocemos como ‘“comprension de la relatividad social-
cultural de los significados”, explicitada por las entidades primarias y las dualidades
epistémico-dialécticas, abre la posibilidad de disefiar actividades instruccionales,
encaminadas a potenciar el uso pertinente de aspectos histéricos y del contexto
sociocultural, en la formacion de futuros maestros.

Finalmente, consideramos que el uso de las dualidades epistémico-dialécticas
permite hacer mas explicita la relacion de las manifestaciones del conocimiento

algebraico en su dimension histérico-institucional y personal.

Agradecimientos
Trabajo realizado en el marco del proyecto de investigacion, SEJ2007-60110/EDUC.
MEC-FEDER



REFERENCIAS

Anghileri, J. (1995). Language, arithmetic, and the negotiation of meaning. For the
Learning of Mathematics, 13(3), 10-14.

Ball, D., Thames, M. H. y Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching: What
makes it special? Journal of Teacher Education, 59(5), 389-407.

Blanton, M. L. y Kaput, J. J. (2005). Characterizing a classroom practice that promotes
algebraic reasoning. Journal for Research in Mathematics Education, 36(5), 412-
446.

Branford, B. (1924). A study of mathematical education. Oxford: University press.

Britt, M. S. e Irwin, K. C. (2008). Algebraic thinking with and without algebraic
representations: a three-year longitudinal study. ZDM, 40(1), 39-53.

Cafiadas, M. C., Castro, E. y Castro, E. (2008). Patrones, generalizacion y estrategias
inductivas de estudiantes de 3° y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria en el
problema de las baldosas. PNA, 2(3), 137-151.

Carraher, D. W., Martinez, M. V. y Schliemann, A. D. (2008). Early algebra and
mathematical generalization. ZDM, 40(1), 3-22.

Carraher, D. W., Schliemann, A., Brizuela, B. y Earnets, D. (2006). Arithmetic and
algebra in early mathematics education. Journal for Research in Mathematics
Education, 37(2), 87-115.

D’Ambrosio, U. (1985). Ethnomathematics and its place in the history and pedagogy of
mathematics. For the Learning of Mathematics, 5(1), 44-48.

D’Amore, B., Radford, L. y Bagni, G. (2006). Ostacoli epistemologici e prospetivva
socio-culturale. L insegnamento della matematica e delle scienze integrate, 19B(1),
11-40.

Fauve, J. (1991). Using history in mathematics education. For the Learning of
Mathematics, 11(2), 3-6.

Freudenthal, H. (1968). Why to Teach Mathematics so as to be useful. Educational
Studies in Mathematics, 1, 3-8.

Godino, J. D., Batanero, C. y Font, V. (2007). The Onto-Semiotic Approach to
Research in Mathematics Education. ZDM The international Journal on
Mathematics Education, 39(1-2), 127-135.



Godino, J. D. y Font, V. (2003). Razonamiento algebraico para maestros. En J. D.
Godino (Ed.), Matematicas para maestros. Granada: Los autores. Disponible en
http://lwww.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/welcome.htmi

Kieran, C. (1989). The early learning and teaching of school algebra. En S. Wagner y C.
Kieran (Eds.), Research issues in the learning and teaching of algebra (pp. 33-56).
Hillsdale New York: Lawrence Erlbaum.

Kieran, C. (1992). The learning and teaching of school algebra. En D. Grouws (Ed.),
Handbook of research on mathematics teaching and learning (pp. 390-419). New
York: Macmillan Publishing Company.

Lave, J. (1988). Cognition in practice: Mind, mathematics and culture in everyday life.
Cambridge, England: Cambridge University Press.

Mason, J. (1996). Expressing generality and roots of algebra. En C. K. Nadime Bednarz
y L. Lee (Eds.), Approaches to algebra: Perspectives for research and teaching (pp.
65-86). Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

Puig. L. (2003). Historia de las ideas algebraicas: componentes y preguntas de
investigacion desde el punto de vista de la matematica educativa. (version oral)
Conferencia invitada al séptimo Simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion
en Educacion Matematica. Granada: Universidad de Granada, 10-13 de septiembre
2003. Disponible en http://www.uv.es/puigl/granada%2003%20oral.pdf, descargado
el 15 de octubre del 2009.


http://www.uv.es/puigl/granada%2003%20oral.pdf
http://www.uv.es/puigl/granada%2003%20oral.pdf

