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Tema 1

Simetrias de Lorentz y Poincaré en
Teoria Cuantica de Campos

1.1 Introduccion

1.1.1 ;Por qué campos cuanticos?

La teoria cudntica de campos (TQC) surge al combinar la relatividad especial y la mecé-
nica cuantica. Es posible escribir una versién relativista de la ecuacién de Schrédinger. De
hecho fue él el primero en encontrar lo que hoy se conoce como ecuaciéon de Klein-Gordon,
pero la desechd por no describir correctamente la estructura fina del &tomo de hidrégeno,
asi que se quedd con su limite no relativista.

Sin embargo, las ecuaciones de ondas (sean o no relativistas) no pueden explicar proce-
sos en los que cambia el nimero de particulas. Ademads las ecuaciones de ondas relativistas
sufren patologias, como la aparicion de densidades de probabilidad negativa, la existen-
cia soluciones de energia negativa y la violacién de causalidad (probabilidad no nula de
encontrar particulas propagandose fuera del cono de luz).

La TQC proporciona un marco natural para manejar estados con un nimero arbitrario
de particulas (espacio de Fock), da sentido a las soluciones de energia negativa (anti-
particulas), resuelve el problema de la causalidad (la propagacién de un particula fuera
del cono de luz es indistinguible de la de su antiparticula viajando en direcciéon opuesta,
y sus amplitudes se cancelan), explica la relacién entre espin y estadistica, y permite cal-
cular observables (secciones eficaces, vidas medias, momentos magnéticos) con elevadisima
precision y de acuerdo con el experimento.

1.1.2 Notacion, unidades y convenciones

Usaremos unidades naturales h = ¢ = 1. Entonces las siguientes magnitudes tienen las

mismas dimensiones: [longitud] = [tiempo] = [energia] =} = [masa] .

Una relacién muy ttil es:
hc = 197.326 9631(49) MeV fm = 25 GeV™2 ~ 1073 m? = 10 mbarn ,  (1.1)

donde 1 fm = 107!% m (un Fermi, del orden del radio del protén) y 1 barn = 10~2* cm?.



2 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

Nuestra convencion de signos para la métrica de Minkowski es

1 0 0 0
0 -1 0 0

Gw=9"=1g o 1 o | $v=9"9w =0 (1.2)
00 0 -1

Usaremos la convencion de Einstein de suma sobre indices repetidos, de modo que

3
AuB' =Y A,B" =g, A"B” = A°B" — A'B' — A’B* - A*B? (1.3)
n=0
donde se han usado indices contravariantes A* = (A%, A) = (A%, A*, A2, A3) e indices cova-
riantes A, = gAY = (A% —A) = (A% —A', —A? —A3) = (Ao, A1, As, A3). En particular,
oH = (20,%) = (t,7) y
R
NPT oz,

O=0,0' =} -V>, V> =02+4+02+0. (1.5)

(1.4)

Los indices griegos (u, v, ...) toman valores 0,1,2,3. Reservaremos indices latinos (i, j,...)
para las componentes espaciales. El cuadrimomento es entonces

P =it = (0, 0) = (B,0) ., pupt = E*—p*=m* (1.6)
. .0 : .0 . 0 . .
P’ =id° = v pF =10k = 1(9—:% =iy = —id), = —iVF . (1.7)

Usaremos el sistema de unidades de Heaviside-Lorentz para el electromagnetismo, en
el que la constante de estructura fina es

2

“= 4rhe

= 1/137.035999 11(46) . (1.8)

Asi la unidad de carga eléctrica si h = ¢ = 1 es e = V4w« (adimensional), las ecuaciones
de Maxwell se escriben

—

V-E=p, VxB-9E=7, (1.9)

y el potencial de Coulomb entre dos cargas Q1 = eq; y Q2 = eqa es

_ 1@y a

Vi(r) Ay 12 (1.10)

1.2 Grupos de Lie

Un grupo es un conjunto de elementos (G, no necesariamente numerable, con una ley de
composicién interna que satisface las propiedades asociativa, existencia de un elemento
neutro e, y existencia del elemento inverso a~! de cada elemento a.

Los elementos g de un grupo de Lie dependen de forma continua y diferenciable de un
conjunto de pardmetros reales 6,, a = 1,..., N, es decir g(f), siendo el elemento neutro
g(0) = e y el elemento inverso g~1(0) = g(—0). N es la dimension del grupo.

© www.ugr.es/local /jillana 2



1.2. Grupos de Lie 3

Un subgrupo es un subconjunto de G que también es grupo. Un subgrupo invariante H
es tal que Yh € H y Vg € G, ghg~' € H. Un grupo simple es aquel que no tiene ningiin
subgrupo invariante propio.* Por ejemplo SU(n) es simple y U(n) no es simple.

Una representacion R asigna a cada elemento g un operador lineal Dr(g) de un espacio
vectorial, g — Dg(g), tal que: (i) Dr(e) = 1 (operador identidad), (ii) Dr(g1)Dr(g2) =
Dr(g192)- En un espacio vectorial de dimensién finita, g estd representado por una matriz
nxn, [Dr(g)]* j» que induce una transformacién lineal del espacio vectorial cuya actuacion
sobre la base (¢!,...,¢") viene dada por ¢’ — [DR(g)]ijqﬁj.

Dos representaciones R y R’ son equivalentes si 35 tal que Dgr(g) = S~'Dg/(g)S, Vg.
Es decir, estan relacionadas mediante un cambio de base.

La representacién R es reducible si deja invariante un subespacio no trivial. De lo
contrario es irreducible (irrep). Se dice que R es completamente reducible si Vg, Dr(g)
puede escribirse a bloques, es decir, si puede elegirse una base {¢'} de forma que existan
subespacios de vectores que no se mezclan con otros bajo la acciéon del grupo. En ese caso,
R puede escribirse como suma directa de varias irreps: D = D1 ® Dy &P ...

Si un elemento del grupo de Lie es infinitesimalmente proximo a la identidad entonces
Dgr(80) = 1 —i06,T5. Los operadores Tf = i0Dgr/004|y_y, con a = 1,..., N, son los ge-
neradores del grupo en la representaciéon R. El niimero de generadores es la dimensién del
grupo. Para una transformacién arbitraria: Dg() = exp{—if,Tj}. Notese que si Dp es
una representacion unitaria (el inverso de cada elemento es su adjunto) entonces los gene-
radores son hermiticos. Ademéds toda representacién unitaria es completamente reducible.
Recordemos que en fisica los observables son operadores hermiticos.

Los generadores satisfacen el dlgebra de Lie: [T T°] = if®°T¢, donde f%° son las
constantes de estructura del grupo, que son independientes de la representacion. Para hallar
la representacion del grupo basta con encontrar las representaciones del dlgebra. Si el grupo
es abeliano, [T, T%] = 0y exp{—ia?T*} exp{—if°T"} = exp{—i(a‘+ 3°)T°}. Las irreps de
un grupo abeliano son unidimensionales.

Los operadores de Casimir son aquellos que conmutan con todos los generadores. Son
multiplos de la identidad y la constante de proporcionalidad A sirve para etiquetar las irreps.
Por ejemplo, SU(2) (grupo de las rotaciones en tres dimensiones) tiene tres generadores, los
operadores momento angular J* con k = 1,2, 3, que satisfacen el dlgebra de Lie [J*, J¢] =
iekm Jm v un operador de Casimir, J2 = (J)2 + (J2)2+ (J3)2 =M, con A =j(j+ 1) y
7 =0, %, 1,... etiquetando las irreps (cuya dimensién es 25 + 1). El tensor € es el tensor
totalmente antisimétrico de Levi-Civita,

- +1 si (ijk) es una permutacién par de (123),
eF = ¢ —1 si (ijk) es una permutacién impar de (123), (1.11)
0 en otro caso.

Hablamos de grupo compacto si su variedad paramétrica es compacta. Por ejemplo, el
grupo de las rotaciones es compacto pero el de las traslaciones no lo es. Si el grupo es
compacto el pardmetro que etiqueta cada irrep toma valores discretos (e.g. el espin j del
grupo de las rotaciones) y si no es compacto toma valores continuos (e.g. el momento p de
las traslaciones espaciales). Las representaciones de dimension finita de un grupo compacto
son unitarias. Las representaciones de dimension finita de un grupo no compacto simple

#Un subgrupo propio es uno no trivial, es decir, ni el formado solo por el elemento neutro, ni todo G.
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4 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

no son unitarias.”

El grupo de Lorentz, que repasaremos a continuacién, es simple y no compacto. Sus
representaciones de dimensién finita no son unitarias y sus representaciones unitarias son
de dimensién infinita (espacio de Hilbert de una particula).

1.3 Grupo de Lorentz

Se define como el grupo de las transformaciones lineales de coordenadas
ot ™ =AY uv €40,1,2,3}, a2t = (t,x,y,2) (1.12)
que dejan invariante la cantidad
z,7t = guats’ =17 — 2% —y* — 22 (1.13)

Es por tanto isomorfo al grupo O(1, 3). Formalmente,

Gtz = g (A,2P) (A1) = gporPz” (Vi) (1.14)
=00 = Gu AN, = (AT) J'g A", (1.15)
=g = ATgA. (1.16)

Por otro lado, mirando la componente 00 de (1.15),

042 2\ i 042 A% >1
1=(A%)?2 =) (M) = (M%) > 1= { Aog - (1.17)
i=1 -
y a partir de (1.16),
(det A)2 =1 = det A = +1. (1.18)

Asi que podemos distinguir cuatro tipos de transformaciones de Lorentz:

1. Ortocronas (A% > 1) propias (det A = +1)

Forman grupo. Es isomorfo a SO(1,3). En adelante llamaremos “grupo de Lorentz” a
este grupo. Sus elementos son transformaciones continuas (grupo de Lie) que se pue-
den conectar con la identidad mediante sucesivas transformaciones infinitesimales.
Sus elementos son rotaciones en las tres dimensiones espaciales y boosts (transfor-
maciones de Lorentz puras). Véase figura 1.1. Estas tltimas relacionan los sistemas
de coordenadas de dos observadores inerciales (que se mueven con velocidad relativa
constante).

Las demés transformaciones obviamente no forman grupo y se pueden escribir como
producto de inversiones (transformaciones discretas) y transformaciones de Lorentz
ortocronas propias Ap. Son las siguientes.

PPero si no es simple pueden ser unitarias o no. Ejemplo de grupo no compacto no simple con representa-
ciones de dimensién finita unitarias son las traslaciones espaciales en una dimensién; y con representaciones
no unitarias son los boosts a lo largo de una direccién dada. Noétese que éste 1ltimo es un subgrupo no
invariante, no simple, del grupo de Lorentz, que es simple.

© www.ugr.es/local /jillana 4



1.3. Grupo de Lorentz 5

5) '\  (cos® —sinf\ (z
y' ) \sinf cosf Yy

E%\

"N _ (v B\ ([t
=R () =G5 1))
v =coshn, ~pB =sinhy

& x

Figura 1.1: Rotaciones y boosts.

2. No ortocronas (A% < —1) propias (det A = +1)
Transformaciones tipo Ap x {diag(—,—, —, —), diag(—, —, +,4+), diag(—,+,—,+),
diag(—, +, 4, —)}. Incluye a las inversiones totales, diag(—, —, —, —).

3. Ortocronas (A% > 1) impropias (det A = —1)
Transformaciones tipo Ap x {diag(+,+,+, —), diag(+,+,—,+), diag(+, —,+,+),
diag(+, —, —, —)}. Incluye a las inversiones espaciales, diag(+, —, —, —).

4. No ortocronas (A% < —1) impropias (det A = —1)

Transformaciones tipo Ap x {diag(—,—, —,+), diag(—, —,+,—), diag(—,+,—, —),
diag(—, +, 4, +)}. Incluye a las inversiones temporales, diag(—, +, +, +).

Veamos cudntos parametros tiene el grupo de Lorentz (de transformaciones ortocronas
propias). Tomando una transformacién infinitesimal arbitraria A", = 0} + "}, la ecuacién
(1.15) implica:

9po = Gu NNy = gu (6 + W) (05 + ')
= Gpo + Wpo + Wop + O(W?) = Wpe = —Wep. (1.19)

Por tanto, w es antisimétrica y tiene 6 pardametros independientes. Cualquier A puede
escribirse como producto de rotaciones (R), que se pueden parametrizar con 3 dngulos 0 €
[0, 27] en torno a ejes x, y, z en sentido dextrdgiro, y boosts (L), que se pueden parametrizar
especificando las 3 componentes de la velocidad § € (—1,1) a lo largo de los ejes z,y, z.
En particular,

10 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
10 1 0 0 10 ¢ 0 s 0 cg —sg O
e = 0 0 cg —sp » By = 0 0 1 0 » e 0 s9y cg O} (1.20)
0 0 sp «cg 0 —sp 0 ¢ 0 O 0 1
¥y 6 00 ¥y 0 98 0 v 0 0 98
|8 v 00 10 1 0 0 [0 1.0 0
Ly = 0O 0 1 0}’ Ly 8 0 ~ 0]’ L. = 0O 01 0}’ (1.21)
0 0 01 0 0 0 1 8 0 0 ~

5 (© www.ugr.es/local /jillana



6 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

con ¢y = cosf, sy =sinf y v =1/4/1— 2. Conviene sustituir el pardmetro de velocidad
B por la rapidity n € (—o0,00)
1. 1+p
=—In—— 1.22
n=ghig (1.22)
que es un parametro aditivo, como lo es también 6. Es decir, si hacemos dos boosts con
rapidities n4 y np a lo largo de una misma direccion n entonces Ly (na)Li(ng) = La(na +
ng). Esto es ficil de comprobar a partir de las propiedades de las funciones hiperbdlicas,
pues

~ =coshn, ~B = sinhn. (1.23)

Hallemos el &lgebra de los generadores para encontrar las irreps del grupo de Lorentz.
Para ello tomemos transformaciones de Lorentz infinitesimales:

1 0 O 0 000 O

_ (01 0 0| _. .0 1|0 0 0 O
R;(60) = 00 1 —s0 =1-i00J = J = 00 0 —i (1.24)

0 0 60 1 0 0 i O

1 0 0 0 0 0 00

o 1 00| o o . [0 0 0
R,(60) = 0 0 1 0 =1-i60J" = J° = 0 0 0 0 (1.25)

0 —66 0 1 0 -1 00

1 0 0 O 00 0 O

o1 e o) o s 5 |00 <o
R(30)= o 50 1 ol =1-i007 == 0 (1.26)

0 O 0 1 00 0 O

1 énp 0 0 0 i 00
L,(on) = 0 o0 1 ol= 1-inK" = K" = 00 0 0 (1.27)

0 0 01 0000

1 0 &7 0 00 i 0

o1 00| o o .o (0000
Lom =g o 1 o =1 0K =K ={] 0 (1.28)

0 0 0 1 00 0O

1 0 0 dn 0 0 0 1

_(o0 10 O0f_, . 3 3 10 0 00
L.(on) = 001 ol= 1—-inK° = K° = 00 0 0 (1.29)

om 0 0 1 i 000

Notese que, como la variedad paramétrica de los boosts no es compacta, sus generadores
no son hermiticos ((K™)" = —K™). El 4lgebra de Lie es

[JE, Jf) = iekmgm, [KF K = —idfmgm [ JF K = ieMm K™ (k,4,m e {1,2,3))
(1.30)

Vemos que las rotaciones cierran algebra, pues SU(2) es un subgrupo del grupo de Lorentz.
Sin embargo, los boosts no son un subgrupo. Conviene reescribir estos 6 generadores como

1 1
A™ = S(J7 KT, BT = S (I - iK™, (1.31)

© www.ugr.es/local /jillana 6



1.4. Representaciones tensoriales y espinoriales 7

A™ y B™ son hermiticos y verifican el dlgebra de Lie:
(AR Af = ikfmam  [BF BY =i*mB™,  [AF, BY =0. (1.32)

El dlgebra de Lorentz y el dlgebra de SU(2)xSU(2) son la misma, Pero eso no significa que el
grupo de Lorentz SO(1,3) y SU(2)xSU(2) sean isomorfos, porque A y B son combinaciones
complejas de J y K. Concretamente, SU(2)xSU(2) es compacto pero SO(1,3) no lo es. Esto
nos permite etiquetar sus irreps como (ji, j2), de dimensién (2j; + 1)(2j2 + 1). Nétese que
hemos encontrado irreps del grupo de Lorentz de dimension finita, pero no son unitarias,
porque no es compacto:

—

A = exp{—i(0™J™ + g K™)} = exp{—i(§ - J + - K)}, (1.33)
At =exp{i(f-J+77- K)} # A = exp{i(6- T — i7- K)}. (1.34)

Otra forma de escribir los generadores del grupo de Lorentz es la siguiente. Tomamos
como pardmetros los 6 elementos independientes de una matriz antisimétrica wy,, = —wy,.
Los generadores son entonces las 6 componentes independientes del operador antisimétrico
JH = — Jvi,

A =exp {—;waW} (1.35)

(el factor % compensa el hecho de que sumamos Vpu, v en vez de Vi < v) con

Jl — J23 — —J32

b= Lewtmgom 1 g s (1.36)
2 J3 _ J12 — _J21
k= Jok = _ Jko, (1.37)

Los parametros se relacionan con angulos y rapidities mediante

01 = w23 = —w32 = W93 = —W32
1
oF = iekfmwgm =1 P2 =Wl =—wB =w3 = —w (1.38)
(93 = w12 = —w21 = W12 = —Ww21
n* = w% = Wk = —wg = wo. (1.39)

y los generadores pueden escribirse de forma covariante como
(JH)P = i(gMPoy — g"Pok). (1.40)
El algebra de Lie de estos generadores es:

[JH 7] = i(g"P JHT — ghe JVT — g"7 JHP 4 gho TP, (L.41)

1.4 Representaciones tensoriales y espinoriales

Lo que acabamos de ver es la representacion en cuatro dimensiones del grupo de Lorentz,
que nos ha servido para definir el grupo. Podemos plantearnos si es irreducible (lo es) y si
es su representacion no trivial de dimensién més pequena (veremos que no lo es). Se llama
representacion vectortal del grupo de Lorentz:

- w

4 M= [ep{-i0- T+ 7 K))] —[exp{—;waﬁjaﬁ}r (1.42)

v v

7 © www.ugr.es/local /jillana



8 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

Un cuadrivector V#* (6 V},) es un vector del espacio vectorial invariante e irreducible sobre
el que actia A,

VR AL VY, Ve AV (1.43)

Nétese que A¥, y AM” son representaciones equivalentes, pues estan relacionadas mediante
una transformacion de semejanza S = g,

A = gMPA 7 G, (1.44)

Con frecuencia se identifica el término representacién con el de espacio de representacién.
Asi, diremos que V#* y V, son irreps equivalentes. V), es el vector asociado al V# en el
espacio dual, asf que la matriz A es la inversa de A¥,. En efecto, usando (1.15):

AYN, =N A ) gou = AV gue N 9" = grpg"t = 0% (1.45)

Pueden construirse representaciones de dimensiones mayores mediante el producto ten-
sorial 4 ® 4 ® - - -. Se llaman representaciones tensoriales y sus vectores son tensores con
varios indices (su nimero se llama rango). Asi, un tensor de dos indices (contravariantes)
TH se transforma como:

4Rd:  TM s AN, THY (1.46)

La representacion producto tensorial es reducible. En particular, si T es simétrico (an-
tisimétrico) su transformado también es simétrico (antisimétrico). Ademds, su traza es
invariante (escalar). De hecho, los tensores de rango dos pueden escribirse como suma
directa de subespacios invariantes e irreducibles:

144=156d9, (1.47)

de modo que cualquier tensor de rango dos puede descomponerse en

1
TRV Zg“”T AR 4 gH (1.48)
T =g,T" =T, (traza), (1.49)
1
A — §(T“" —T"") (parte antisimétrica), (1.50)
1 1
SHY — §(T“” +T"H) — zg‘”’T (parte simétrica de traza nula). (1.51)

Por el mismo razonamiento de antes, TH", T, T,” y T, son representaciones (reducibles)
equivalentes del grupo de Lorentz. Un ejemplo de tensor de rango dos es el tensor g,, que
ademds es invariante, por definicién de transformacién de Lorentz (1.15).

Una irrep importante de cualquier grupo de Lie es la representacion adjunta, cuya
dimension es igual al nimero de generadores, que se construye a partir de las constantes
de estructura,

(T = —ifo. (1.52)

Esta representacién no es en general antisimétrica (pues f° es antisimétrico en los dos
primeros indices pero no siempre en el segundo y el tercero). Puede comprobarse que,

“En efecto, T' = g, T"" — gu A", A", T" = g,,T7° =T, donde se ha usado (1.15).
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1.4. Representaciones tensoriales y espinoriales 9

en general, las constantes de estructura satisfacen el algebra de Lie del grupo usando la
identidad de Jacobi:

[A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0, (1.53)
sustituyendo A = T?, B =T" C = T¢, lo que implica
fabdfcde + fbcdfade + fcadfbde —=0. (154)

En el caso del grupo de Lorentz, con las mismas representaciones que SU(2)xSU(2), la
irrep adjunta es precisamente la de los tensores antisimétricos A”5, combinaciones lineales
de los generadores (J*)?; de la ecuacién (1.40). (Las constantes de estructura de SU(n)
son antisimétricas en los tres indices.)

Es interesante ver como se transforman las irreps del grupo de Lorentz bajo el subgrupo
de las rotaciones. En general, son representaciones reducibles que se pueden escribir como
suma directa de varias irreps del grupo de la rotaciones, etiquetadas cada una de ellas por
un valor del espin j (recordemos que su dimensién es 25 + 1). Asi,

VHE = (VO ‘7) € 4 bajo el grupo de Lorentz, (1.55)
VH e 0@ 1 etiquetadas por j = 0,1 bajo el grupo de las rotaciones, (1.56)

i.e. VO es un escalar bajo rotaciones (espin 0) y V un 3-vector (espin 1). Por otro lado,

TH €424 =169 bajo Lorentz (1.57)
=081)®0e1)=00(14¢1)® (0416 2) bajo rotaciones,  (1.58)

donde se ha usado que el producto directo de irreps del grupo de las rotaciones es

N @g2 =l =Gl @i — 2+ 1 @ @ |1+ . (1.59)
De modo que,
1: TeO (es también un escalar bajo rotaciones) (1.60)
Av (dos 3—vectores independientes bajo rotaciones
: HY . )
6: AT elsl { %e”kAJk que se mezclan bajo Lorentz)
(1.61)

Por ejemplo, el tensor electromagnético F*¥ contiene a los 3-vectores campo eléctrico
E? = —FY% y campo magnético B? = —%e"ij 7k Otro ejemplo son los propios genera-
dores (1.36,1.37).

SOO
9. S ec0pla?2 SO% y 00
S% con ZS“ =9

(1.62)

En general, un tensor T#”P con N indices contiene espines j =0,1,..., N.

Como curiosidad, un tensor antisimétrico de rango 4, A*P? solo tiene una componente
independiente, A*"P7 = qe¥P?, y es por tanto un invariante pues

Guypo- —> AM/,L/AVV/App/AUo—/G#IV/p/O-/ = (det A)Euup(f = e,u,l/pO'. (163)

9 (© www.ugr.es/local /jillana



10 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

Hemos visto que la representacion vectorial y todas las representaciones tensoriales del
grupo de Lorentz contienen representaciones de espin j entero (0, 1, ...) bajo el grupo
de las rotaciones. Estrictamente, las representaciones de j semientero (%, %, ...) no son
vélidas, pues para ellas R/(0) # R’(2r) = —1. Sin embargo, como los observables en
mecanica cudntica son cuadraticos en la funcién de onda, un signo menos global es admisible
y podemos aceptarlas. El grupo de las rotaciones fisicamente relevante no es entonces
SO(3) sino SU(2) (ambos tienen el mismo algebra y, por tanto, las mismas irreps). La
representaciéon fundamental de SU(2) (grupo de las matrices 2 x 2 unitarias de determinante
unidad) tiene j = % (dimensién 2) y se llama representacion espinorial o espinor. Sus

generadores son

) R
Jk = Egk, ol = <(1) (1)> , o= <? 01> , o0 = <(1] _01> (matrices de Pauli).

(1.64)

Todas las representaciones de SU(2) pueden obtenerse a partir del producto tensorial de
espinores. Por ejemplo,

0@ 1. (1.65)

N | —

®

DN |

Del mismo modo, las representaciones (j1, j2) del grupo de Lorentz pueden construirse a
partir del producto tensorial de las representaciones espinoriales (%, 0) y (0, %), que tienen
dimensién (257 + 1)(2j2 + 1) = 2. Sus vectores se llaman espinores de Weyl ¢y, € (%,0),
Yr € (0, %) y tienen dos componentes. Por razones que veremos pronto se denominan
left-handed y right-handed. Hallemos su forma explicita:

— 1 = — — 1 = — - — — — — —
A=S(J+iK), B=;(J-iK)=J=A+B, K=—i(A-B) (1.66)
y recordando (1.33) tenemos entonces que
- 7 = - d o o
(C73 5’ 0=J=g3, i5
Ap = exp < (—if — i) - ;} (1.67)
S . G - 0 = 7
. A=0, B=1Z -2 k=il
YR 0, 5 = J =35 i3
ARp = exp{(—19+77) ;} (1.68)
Noétese que (%, 0) y (0, %) son representaciones conjugadas:
02N 0% = Ap. (1.69)

2 2

Para comprobarlo, isese que 0“c'c® = —c"*. Podemos entonces definir el espinor conjugado

de v, que se transforma como un g, del siguiente modo:
V§ =i0%P; € (0,34) (se introduce i por convenio) (1.70)
pues o2 — o?(Apyr)* = o?Aio?0?; = Agr(o®y}). Entonces tenemos que definir

consistentemente el conjugado de ¥g, que se transforma como un 1, del siguiente modo,

usando 0% = —g?,

VG = —io?Yf € (3,0). (1.71)

© www.ugr.es/local /jillana 10



1.5. Representaciones sobre campos 11

Es importante notar que las representaciones espinoriales son complejas, ya que

U1 Hexp{(—ig—ﬁ) : g}m, (1.72)
v exp { (0470 5} on (173)

de modo que, aunque 7, y ¥ sean reales en un sistema de referencia no lo seran en otro.

Sin embargo, en la representaciéon vectorial y sus representaciones tensoriales de rango
. . e . .

superior se puede imponer la condicion V; = V), T}, = T, etc., que es consistente para

cualquier sistema de referencia pues A*, es real.

Por cierto, la representacién espinorial (%, %) tiene dimension compleja 4. Sus vectores

estan compuestos por dos espinores de Weyl independientes ((¢'1.)a, (€r)g), o, 8 € {1,2}.
Puede verse que

chotyr vy Elatyy

se transforman como cuadrivectores contravariantes donde

(L =—io’¢y, Yr=ic%Y;, of=(1,8), '=(1,-7).

1.5 Representaciones sobre campos

Un campo es una funciéon de las coordenadas con propiedades de transformacion bien
definidas bajo el grupo de Lorentz. En general, si las coordenadas se transforman

ot s 2t = A Y (infinitesimalmente: 2" = z* + §z*) (1.74)
un campo ¢(x) (que puede tener o no indices Lorentz u otros) se transforma

¢(z) = ¢'(). (1.75)

Nuestro objetivo es construir teorias de campos invariantes Lorentz. Para hallar las repre-
sentaciones del grupo de Lorentz en este espacio de funciones tenemos que comparar ¢(x)
con su transformacion infinitesimal ¢'(x) = ¢' (2’ — ox):

0p(x) = ¢'(x) — ¢(z) = ¢/ (2’ — 0x) — ¢(2)
= ¢/(2") = 0270,0(x) — ¢(2)

= /(") — 8(x) + g (T V" 0,0(x) = L T 0(x), (176)

donde Jg” son los generadores de la representacion infinito-dimensional del grupo de Lo-

rentz sobre el campo ¢. En el peniltimo paso hemos aproximado d,¢'(x) por d,¢(x), pues
difieren a siguiente orden en dx, y en el ultimo hemos escrito

50 = — (T, (TP, = (g5 — g O3, (L.77)

g

11 (© www.ugr.es/local /jillana



12 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

1.5.1 Campos escalares

Bajo transformaciones de Lorentz, los campos escalares cumplen

¢'(2') = o(). (1.78)

Entonces, a partir de (1.76),
56(x) = S ( TV g2 0y () = = Swu L () (1.79)
=L = —(JM)P 20, = i(zHd” — «¥O"). (1.80)

Recordando que p* = i0*, vemos que los generadores son L* = zFp” —x¥p*. En particular,
el generador de las rotaciones es el momento angular orbital, como era de esperar:

L= %eijkl}jk = kgipk, (1.81)

Noétese que las representaciones de dimensién infinita del grupo de Lorentz si pueden ser
unitarias y ésta es unitaria porque los L*¥ son hermiticos.

1.5.2 Campos de Weyl, Dirac y Majorana

Bajo transformaciones de Lorentz, los campos de Weyl cumplen
Yr(z) = ¢p (') = Appr(x),  Pr(z) = Yp(z') = Arr(z). (1.82)

Entonces, a partir de (1.76) y centrandonos en (),

31(0) = (A — D (&) + 3 IO 2)

i , i , i ,
= —inSf Y (z) — waL“ Y (z) = _iwlef Ui (z), (1.83)

donde hemos aplicado (1.79) al segundo sumando y hemos sustituido

Ap—1=—tw, S =—i(@-J+7-K), J=2, K=-iZ (1.84)

2
Por tanto, los generadores en la representaciéon de campos de Weyl son J = L + St
En particular, los generadores de las rotaciones (momento angular total) son J; = L*+ S,
que tiene dos contribuciones: la orbital, L' = €7*2ip¥ v la debida al espin, S¢ = %ai.
Los generadores de los boosts son Jgk = [0k — %ak, que no son hermiticos, y por tanto
la representacion infinito-dimensional del grupo de Lorentz en campos de Weyl ¢1, no es
unitaria.

Del mismo modo, puede verse que para el ¥g(z),

i

Sn(e) = — g T bn(a), T = IV 4 SA (1.85)
donde
AR—15—%wuysg”:—i(é’.f+ﬁ-f?), J = % K:i%. (1.86)

© www.ugr.es/local /jillana 12



1.5. Representaciones sobre campos 13

mirror

—5— [ -

D e e

Figura 1.2: La reflexiéon de un vector y un pseudovector apuntando perpendicularmente a un
espejo ilustran una transformacién de paridad en esa direccion.

Sus generadores de las rotaciones, Jf% = L' + S, son los mismos que para el 11 (z). Los
generadores de los boosts son J}%k = L% 4 %ok, que no son hermiticos, y por tanto la
representacion infinito-dimensional del grupo de Lorentz en campos de Weyl ¥ no es
unitaria tampoco.

Nétese que bajo una inversién de las coordenadas espaciales (figura 1.2), que llamamos
transformacién de paridad (la hemos excluido en nuestra definicién de grupo de Lorentz),

t, 8~ (t,—T)=>f—»-B=>J—~J, K—-K=A-B (1.87)

Esto significa que la representacion (ji,j2) del grupo de Lorentz no es una representa-
cién valida si incluimos la paridad, a no ser que j; = j2, pues el transformado bajo paridad
de un vector de (ji,72) es un vector de (j2,71). En particular, los espinores de Weyl, ya
sean de (%, 0) o de (0, %), no forman subespacios invariantes bajo paridad.

Sin embargo, podemos definir el campo de Dirac, de cuatro componentes complejas:

p(x) = @28) (1.88)

que bajo transformaciones de Lorentz (ortocronas, propias), o — 2'* = A¥, 2",
1o Ar 0
Y(x) = Y'(2') = Ap(z), Ap= (1.89)
0 Ag
y bajo paridad, z# = (t, %) — z¥ = (t, —7),
I\ 1/}R(j) _ 01 ~
v @ = (1) = (] ) via (1.90)
El conjugado de carga de un espinor de Dirac es otro espinor de Dirac,

c i 2% 2
@ED e e

y, por supuesto, (1¢)¢ = 1). Nétese que las coordenadas z* no cambian bajo conjugacién
de carga.

Los campos de Dirac y no los de Weyl son los objetos bésicos en las teorias de campos
invariantes bajo paridad, como la QED y la QCD.

Finalmente, un espinor de Majorana es un espinor de Dirac en el que ¥ y 1¥g no son
independientes sino que

vr=Cio*vi = vu = () IR =1 (192

13 (© www.ugr.es/local /jillana



14 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

Tiene dos grados de libertad, como un espinor de Weyl, pero es autoconjugado de carga,

Ui = <C*wL> = ("ur. (1.93)

iyt
1.5.3 Campos vectoriales

Bajo transformaciones de Lorentz, los campos vectoriales cumplen
VH(x) = V() = AL VY (). (1.94)

Entonces, a partir de (1.76) y (1.79),

SVH(z) = (AL, — §) V" (z) — %wngpaV“(x) = —%wpgjgaw(x). (1.95)

Si escribimos, como antes, J = L7 + SP7 vemos que
) sy Jy \7aR)

AR — ot = —%wpg(sgf)ﬂy = —%wpg(.]p")“,, = S = P (1.96)

1.6 Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré incluye las transformaciones de Lorentz y las traslaciones espacio-
temporales,

ot s o = ot + ot (1.97)
Si tomamos una traslacién infinitesimal a = e*,

o = (1 —ie,PP)zt = o2t = e = —ie,PPat

= PP =1i9". (1.98)

Asi que los generadores de las traslaciones son las 4 componentes del operador cuadrimo-
mento P*. La traslacion (1.97) se escribe, por tanto, exp{—ia,P"}.

El édlgebra de Poincaré, escrita en forma covariante, es

[P*, P¥] =0, (1.99)
[P*, J?7) = i(g""P7 — g7 PP), (1.100)
[J1, JP7) = i(g"P 1T — ghPJVT — g7 JHP 4 ghT JUP). (1.101)

La ultima linea corresponde al dlgebra del subgrupo de Lorentz (1.41). Las traslaciones
son también un subgrupo. Conviene explicitar las relaciones de conmutaciéon entre los
generadores de las traslaciones y los de rotaciones y boosts:

[P°, J* =0, (1.102)
[Pk, JY = ieMmpm, (1.103)
[P, K*] = iP*, (1.104)
[P*, K'Y = iPYsk* (1.105)
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1.6. Grupo de Poincaré 15

Asi que, como el hamiltoniano es H = PY (generador de las traslaciones temporales), tene-
mos que [H, P*] = [H, J*] = 0 pero [H, K*] # 0. Esto no significa que solo momento lineal
y momento angular total son cantidades conservadas, porque K’ depende explicitamente
del tiempo de tal forma que

d k __ k 0 k __
I = i KN 4 o K =0, (1.106)

Asi que también hay cantidades conservadas asociadas a los boosts, como veremos al estu-
diar el teorema de Noether en el siguiente tema.

1.6.1 Representaciones sobre campos

Ya hemos visto que los campos forman representaciones de dimensién infinita del grupo de
Lorentz, con generadores

JH = L 4 GHY (1.107)

donde L* = i(xH0" —zV0F) y S* depende de si el campo es escalar, espinorial, etc. Halle-
mos ahora la representacion de las traslaciones. Para ello, imponemos que para cualquier
componente, ya sea tensorial o espinorial del campo, se cumple

¢'(a') = ¢(x), o' =at+d". (1.108)

Entonces, haciendo una translacién infinitesimal a* = ",

0p(z) = ¢'(2' —€) — ¢(z) = ¢/(2') — "Oud(z) — d(z) = —€"0u0(2). (1.109)
Por tanto, comparando esta expresién con
¢'(a' — €) = exp{—i(—€,) P} () = d¢(z) = ie, P! P(2) (1.110)
tenemos que
PF = ipH, (1.111)

Para ver que lo que hemos obtenido es consistente, podemos comprobar la regla de
conmutacién (1.100) usando la representacién sobre campos de los generadores del grupo de
Lorentz (1.107) y de las traslaciones (1.111) y teniendo en cuenta que S* es independiente
de las coordenadas espaciotemporales y por tanto conmuta con 0¥,

[PH, JP7) = [PF, 1P = [i0",i(2°0° — 270P)]
— _(gﬂpaﬂ o g,uo‘ap) _ '(g“pPU . guUPp)7 (1112)

donde hemos aplicado la regla [A, BC| = [A, B]C + A[B, C] y sustituido [0, x"] = g"”.

1.6.2 Representaciones sobre estados de una particula

Ya hemos visto todo lo que necesitamos para construir lagrangianos de campos invarian-
tes bajo Poincaré. Cuando cuanticemos los campos veremos que estos crean y destruyen
particulas (y antiparticulas). Es conveniente entonces identificar el espacio de Hilbert de
estados de una particula, invariante bajo Poincaré,es decir, irreps del grupo de Poincaré
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16 Tema 1: Simetrias de Lorentz y Poincaré en Teoria Cuantica de Campos

etiquetadas por sus operadores de Casimir cuyos vectores vienen especificados por ntimeros
cuanticos que son autovalores de un conjunto de generadores que conmuten entre si,

) = 1P, Jss---)
Estas irreps tienen que ser unitarias, para que los productos escalares entre estados sean
invariantes bajo cambios de sistema de referencia,

(W1v2) = (1] PTP o)

Por lo tanto, las transformaciones de Poincaré P vienen representadas por operadores
unitarios en este espacio, y sus generadores J* (rotaciones), K* (boosts) y P* (traslaciones)
por operadores hermiticos.

Como el grupo de Poincaré no es compacto sus representaciones unitarias son de dimen-
sién infinita. Por tanto el espacio de Hilbert de estados de una particula tiene dimensién
infinita. Sin embargo las representaciones bajo las que se transforman nuestros campos no
son necesariamente unitarias. Asi que es importante no confundir las representaciones de
los campos con las representaciones de los espacios de Hilbert de una particula.

El grupo de Poincaré tiene dos operadores de Casimir:
m? = P,P" y W,WH (1.113)
donde WH es el cuadrivector de Pauli-Lubanski definido por
1
WH = —56“”"”Jl,pPg. (1.114)
Ambos operadores conmutan, pues
1
[WH P = _§e“Vp”[JprU, P

L po
= —56“ p (Jl/p[PmPa] + [JVP’PQ]PU)

1
=59 B = gy Fp) s

—Laweep,p, i daewpp, o (1.115)

Ademids m? = P,P*y W,WHson invariantes Lorentz. Por tanto, son operadores de Casimir
(conmutan con PP y JP?) y podemos usar sus autovalores para etiquetar las irreps y
calcularlos en el sistema de referencia que queramos. Tenemos que distinguir dos casos
(clasificaciéon de Wigner):

Casom # 0

Usemos el sistema de referencia en reposo, p* = (m,0,0,0). Entonces,

wo=0
Wi = _ ko pik _ M gk pik _ i } = W, W = —m?j(j +1). (1.116)
2 2
Es decir, las irreps estan etiquetadas por m, j y los vectores por |j3 = —j...j), donde j es

el espin. Vemos que las particulas masivas de espin j tienen 25 + 1 grados de libertad. Esto
es asi porque, una vez que hemos hecho un boost para llevar la particula masiva al sistema
de referencia en el que su cuadrimomento es p* = (m,0,0,0), tenemos total libertad para
rotar en tres dimensiones el sistema. Decimos que el grupo SU(2) es su grupo de Lorentz
pequerio (conjunto de transformaciones de Lorentz que dejan invariante una eleccién dada
de p*).
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1.6. Grupo de Poincaré 17

Caso m =0

No existe el sistema de referencia en reposo. Podemos elegir uno en el que p* = (w, 0,0, w),
que describe una particula sin masa que se mueve en la direccion del eje z. Entonces,

—WO =w? = wJ?
Wt=w(J'+K?) } = W,WHF=—w?[(J'+K?*?+ (J? - KY3. (1.117)
W2 =w(J? - K1)

En este caso el grupo pequeno son las rotaciones en el plano perpendicular a la direccion
del movimiento (el plano (x,y) en nuestra eleccién), que es SO(2), cuyas irreps son unidi-
mensionales (grupo abeliano) y se etiquetan por un ntumero h € {0, :l:%, +1,...} llamado
helicidad (proyeccién del momento angular en la direccién del movimiento):4

h=p-J. (1.118)

Notese que h = j3 en nuestra eleccion de direccion del movimiento, con js3 = +j. Las
irreps h 'y —h son distintas (no se mezclan bajo transformaciones de Poincaré), aunque
en las teorias simétricas bajo paridad las particulas sin masa correspondientes reciben el
mismo nombre y se dice que estan en dos estados distintos de helicidad. Asi se habla de
fotéon (m = 0,57 = 1) dextrégiro/levégiro si h = +1. También decimos que el fotén es
una particula sin masa de espin 1, aunque en realidad no existe el estado con j3 = 0. Del
mismo modo, veremos que los campos de Weyl sin masa ¢y, y g (m = 0,j = %) tienen
helicidad h = —%, h = +%, respectivamente y representan a particulas distintas si la teoria
no es simétrica bajo paridad (e.g. en el modelo estandar si los neutrinos no tienen masa el
neutrino es vy, y el vg podria no existir).

Y para terminanr este tema introductorio, dos comentarios finales:

> Siempre podemos hablar de helicidad como la proyeccién del momento angular en la
direccién del movimiento, pero solamente es una cantidad invariante bajo transfor-
maciones de Poincaré para particulas sin masa. A veces se usa el término quiralidad,
que tiene que ver con si la particula se transforma bajo la representacién left-handed
o la right-handed del grupo de Lorentz. La quiralidad coincide con la helicidad para
particulas sin masa.

> Encajar representaciones unitarias del grupo de Poincaré (las particulas) en una
teoria de campos no es trivial. Por ejemplo, el vector V,, describe tanto espin 0 como
espin 1 (sobran grados de libertad).

— Para construir una teoria unitarios de campos de espin 1 con masa tenemos
que elegir cuidadosamene el lagrangiano para que no se excite la componente de
espin 0.

— Y para campos de espin 1 sin masa tenemos que elegir un lagrangiano que solo
propague los estados con polarizacién transversa (helicidades left y right). Esto
se logra introduciendo la invariancia gauge, un especie de simetria conectada
con la conservacion de la carga y que es ademas el origen de las interacciones.

4Los elementos de SO(2) en la irrep h vienen dados por R(6) = exp{—ih6}.
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Tema 2

Teoria Clasica de Campos

2.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Vamos a repasar primero el principio basico de la mecéanica clasica para un sistema de N
particulas en el formalismo lagrangiano. Este sistema tiene 3N grados de libertad descritos
por un conjunto de coordenadas ¢;(t),i = 1,2,...,3N.

El lagrangiano L es una funcion de las ¢; y de sus derivadas respecto del tiempo ¢;,
L = L(q,q). Generalmente, L(q,q) = >, %mzqf — V(q) (término cinético menos poten-
cial). Supondremos que el sistema es conservativo, de modo que el lagrangiano no depende
explicitamente del tiempo. La accidn S se define como

S = /dt L(g,9). (2.1)

El principio de minima accion establece que la trayectoria del sistema entre un estado
inicial ¢, = q(tin) y otro final gg = q(tg) fijos (figura 2.1) es un extremo (generalmente un
minimo) de la accién:

tg tg
0S = 5/ dt L(q,q) = / dt §L(q,q) = 0. (2.2)
tin tin
Podemos desarrollar
oL oL oL oL d
L= —0q; + —0¢q;| = ——0¢; + =——04q; |, 2.
’ ; [3%5(] * 3%64 ; [3%5(] * dq; dtéq (2:3)

Figura 2.1: Posibles caminos ¢;(t) que puede seguir un sistema en el espacio de las coordenadas
entre un instante inicial tj, y otro final 5.
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20 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

donde se ha usado que

. 8ql i 0 dqz a(h _ d .
0G; = a—aéa = % < i ) da = T <3 > da = a&ql (2.4)

siendo « un conjunto discreto de parametros tal que ¢; = ¢;(«, t) es suficientemente suave
de modo que las derivadas respecto a « y respecto a t conmutan, pues podemos discretizar
ambas variaciones. Por otro lado, integrando por partes:®

ta aL d 8L ta d 8L

Por tanto,
tg oL d oL
S = dt 7_*751’:7 5" 2.
s=[ a3 |5~ diag) w0 Y
L dOJL
- gql — dtgqi = 0| (FEcuaciones de Euler-Lagrange) (2.7)

Recordemos también que en el formalismo hamiltoniano el objeto béasico es

. oL
q) = ZpiQi —L, pi= D0 (2.8)

3 4qi

Diferenciando esta expresion obtenemos
. . oL oL .
dH =" {qidpi + pidd; — <in + .in> } (2.9)
9q; 9gi

. (2
K3

= Z {G:dp; — pida; } (2.10)

i

donde se han usado las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.7) y la definicién de momento en
(2.8). Esto demuestra que el hamiltoniano H es una funcién de p y ¢. La expresién anterior
conduce a:

oOH OH
li = = — jones de Hamilt 2.11
qi op; Di 9 (ecuaciones de Hamilton) ( )

Definiendo ahora el corchete de Poisson de dos variables dinamicas cualesquiera f1 y fo

OfL0fs 0f1 0
[f1, folp = Z{ajqfi 85 - 01]; 8‘2} (2.12)

es facil comprobar que

[q’l‘7pS]P = Ors (2.13)

v las ecuaciones de Hamilton pueden reescribirse como

qr = [QMH}P y Pr= [ T’vH]P (2'14)

b b

dv b du
& f N _— =
En efecto /a dt Uy [uv]e — / dt v
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2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange 21

y en general para cualquier variable dindmica f se tiene

0
=Y e+ (2.15)

donde 0f /0t aparece si f depende explicitamente del tiempo.

Supongamos ahora que, en vez de un sistema con un niimero finito de grados de libertad,
tenemos un medio continuo. Entonces el sistema viene descrito por un campo ¢(z),

qi(t) — o(t, T) = o(x) (2.16)
y su dindmica por un lagrangiano,

L= / Pz L(p,0,0). (2.17)

En adelante, llamaremos lagrangiano a la densidad lagrangiana L. La accién es entonces

S = /dt L= /d% L($,0u0). (2.18)

El principio de minima accién se escribe:

5S = /d4 [5¢+ (‘Z } /d4 [ “a(aaf¢)]5¢:0’ (2.19)

donde la condicién de contorno ahora no es que ¢;(tin) v ¢i(tq) fijos sino que los campos
permanecen constantes en el infinito, pues

. oC I 9 ol az

y se ha usado el teorema de Stokes,

/ d*z 9, [ 54 / dA n, [6(‘2%54 (2.21)

(n* es el vector normal a la superficie) y la mencionada condicién de contorno

0¢|s = 0. (2.22)
Asi que tenemos:
oL oL
— —0y=———=0 Fcuacion de Euler-Lagrange para el campo ¢). 2.23

Nétese que si se anade al lagrangiano un término de la forma (derivada total)
L— L+ 0,K"(p) (2.24)

las ecuaciones de movimiento no cambian debido a la condicién de contorno de que los
campos sean constantes en el infinito, pues usando de nuevo el teorema de Stokes,

/ d'z 9, K" = / dA n, K", (2.25)
Vv by

se anade una constante a la accién y la ecuacién (2.2) queda inalterada.
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22 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

En el formalismo hamiltoniano definimos el momento conjugado del campo ¢,

_ 0L(x)

TI(z) = 2.26
= Ba) (220
y la densidad hamiltoniana (o simplemente hamiltoniano),
H(w) = (2)dhd(x) — L(z) (2.27)
siendo,
H = /d3x H(x). (2.28)

2.2 Teorema de Noether

Vamos a discutir la relacion existente entre simetrias continuas y leyes de conservacion en
teoria clasica de campos.

Una transformacién infinitesimal global, i.e. con |€*| < 1 independiente de las coorde-
nadas, de los campos ¢; de lo que depende la accién S(¢) se escribe

¢i(x) = ¢i(2') = di(7) + €' Fia(¢,09) (2.29)
y para las coordenadas
ot s P = ot St = 2t + e AF(2), (2.30)

donde “a” puede ser un indice, dos, ... o ninguno. Decimos que esta transformacion es
una simetria si deja invariantes las ecuaciones del movimiento, i.e. si la accién no varia:

S(¢) = S(¢') = S(9). (2.31)

Entonces, a primer orden en dx,

0= S(¢) — S(6) = / d' L) — / da L) = / Az [£(') — L(z) + 8,80 L(x)] |

(2.32)
donde se ha usado
960 960
e = |27 qay, 222 2 35? 0 83;5351 =1+ 0,02" + O(6)2.
oz oz o Lt
. . o)
Ahora bien, como
L'(2) = L' (z) + 62"9,L(x) + O(dz)? (2.34)
y 0L(x) = L' (x) — L(z), la ecuacién (2.32) queda
0= /d4:c {0L(x) + Oy [0x L(2)]} . (2.35)
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2.2. Teorema de Noether 23

Por otro lado,

5L (x) = Z [‘%5@ 9k (am)]

ol 0(0ui)
oL oL oL
O Y| P PP S - |
2 56~ o) 9+ 0 ™ (230)
y a partir de
¢i(') = ¢i(a) + €' Fia = ¢i(a’ — e Al) + €' F 4 (2.37)
tenemos
oi(z) = ¢i(at — €AY + € F; o = ¢i(z) — * AL, ¢i(x) + €°F 4 (2.38)
de modo que
0¢i(z) = ¢;(x) — di(x) = —€"[A40udi(z) — Fid (2.39)
Por tanto, si ¢ = ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange, (2.35) queda
4
0—/d$8 [Za g0+ L) (2.40)
y sustituyendo dz# de (2.30) y d¢ de (2.39) tenemos
0= [ ats 9,200, (2.41)
donde
Z (2)0yi(z) — Fial9, 09)] — Al () L(z) (2.42)
a( udh

Supongamos por un momento que hacemos una transformacién local, €* = €*(x), sobre
esta accién invariante solo bajo transformaciones globales. Entonces no quedard invariante
sino que

S(¢') = 5(¢)+/d4x[6“(ﬂf)K (0) = (9ue") ik (9)] + O(90¢) + O(?), (2.43)
donde el coeficiente K,(¢) es cero, porque en el caso particular de €* constantes la inva-
riancia global implica [ d*z K,(¢) = 0, para cualquier ¢. Veamos por qué hemos llamado

precisamente —j4 (¢) al otro coeficiente. Si los €%(z) van suficientemente rapido a cero en
el infinito, podemos deducir del teorema de Stokes que

/ a8, (*78(6)) = 0 = — / Az (Bt (6) = / diz ()0, 0(8)  (2.44)
de donde

(&) - S(6) = / Az €(2)0,50(6). (2.45)
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24 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

Ahora bien, si tomamos en particular ¢ = ¢, una solucién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, que es un extremo de la accién, la ecuaciéon anterior expresa una variacion lineal
de la accién en torno a ese extremo y por tanto se anula. Es decir,

0= / A ()95 (D). (2.46)
Como esto ocurre para cualquier €*(x), tenemos que

Oujti(da) =0, (2.47)

es decir, j& (¢e1) son corrientes conservadas. Asi que (2.41) no solo implica que la integral
se anula, sino también el integrando.

Si definimos las cargas
Q= [ ¢ e (2.49)

vemos que la conservacion de la corriente j4 (z) implica que la carga Q, se conserva, i.e. es
independiente del tiempo, pues

Q0 — / B o0 (t,7) = — / Ba dii(t,7) =0, (2.49)

ya que los campos decrecen suficientemente répido en el infinito (de nuevo el teorema de
Stokes).

Las simetrias pueden ser internas, si no cambian las coordenadas, i.e. A4(z) = 0, o
espaciotemporales. La conservacién de la carga eléctrica, el isoespin, el nimero bariénico,
etc., son consecuencias de las primeras. Veamos ahora todos los ejemplos de las segundas:
invariancias bajo traslaciones espaciotemporales, rotaciones y boosts.

Traslaciones espaciotemporales

Vienen dadas por las siguientes transformaciones de coordenadas y campos (cualquier
componente, si tienen alguna):

st =t + et = =€, Al(x) = (2.50)
¢i(z) = ¢i(a') = di(z) = Fia(g,09) = 0. (2.51)
Por tanto, hay cuatro corrientes conservadas que conforman el tensor energia-momento,
oL
or, = —0yp; — 0L, 0,08, =0 2.52
Ei: 8(8p¢z) v 1 ( )

cuatro “cargas” que permanecen constantes, la energia las tres componentes del mo-
)
mento,

_ 3,00 _ 3 oL . _ 80
Py—/dxﬁy—/dxlzi:a(ao@)a,,@ 8oL . (2.53)

Es decir, la invariancia bajo traslaciones espaciotemporales implica la conservacién del
cuadrimomento,

P’ =0, v=0,1,23. (2.54)

Nétese que el Py definido en (2.53) coincide con el Hamiltoniamo, definido en (2.28).
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2.2. Teorema de Noether

25

Rotaciones y boosts

Consideremos por simplicidad un campo escalar. Las transformaciones de Lorentz son de

la forma
zt s ot =gt 4+ lwpa(c%‘&g — 056y )T, =€t =W = —wP,
1 v v
Ab(z) = 5(5550 —656))Ty
¢(z) = ¢ (2") = ¢(z) =Fa(d) =
Por tanto,
. oc 1 , y 1
oL 1 1
= — — Y _ M
() 2 (0p5 = Oopy) = 5 (90 = 06 p) L

—

= - (0“[,360— — Q”pr) , auj“pg =0.

\]

Es decir, el siguiente tensor contiene seis corrientes conservadas:
THP? = —(6#P2 — 7 2P), 0,TH" =0

v hay seis cargas o constantes del movimiento,

MP? = / 4’z T = / &Pz (2% — 276%),  9,M"" = 0.

(2.57)

(2.58)

(2.59)

de las cuales M (momento angular) se deben a la invariancia bajo rotaciones y M" a la

invariancia bajo boosts. Conviene ahora hacer dos comentarios:

1. Notese que la ecuacién (2.58) implica que el tensor energia-momento debe ser simétri-

co, pues 9,0 =0y

0 = 0, (P97 — 2701 = 2P, 01 — 270,01 + 0"7 55 — 94PST = 6P — 0°F. (2.60)

Como el 0" definido en (2.52) no es necesariamente simétrico, hay que anadirle una

derivada total de la forma Oy f*, con fM = — f#\ para que

O = 01 4 ONfI 00" = 0,0M + 9O\ = 9,0 =0

y como

/ APz 05 % = / &’z 9,/ =0= P = / &Pz 6% = / 4’z 6%,

(2.61)

(2.62)

las cargas conservadas son las mismas, siempre que los campos, de los que depende

f, se anulen suficientemente rapido en el infinito.

2. Estamos acostumbrados a la conservacién del momento angular (9;M% = 0) pero
no a la conservacién de cantidades asociadas a los boosts (0;M% = 0). En efecto, en

mecanica cuantica,

K* = M% = pkt — /d?’a: 2809 = MO (t)  (imagen de Heisenberg)

(2.63)
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26 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

y, como vimos en (1.106), ;M% = dM°* /dt = i[H, K*] + OK* /0t = i2P* + P* = 0.
Sin embargo, a diferencia de energia, momento y momento angular, estas cantidades
conservadas no sirven para etiquetar estados, ya que los operadores que representan
a los generadores de los boosts no siempre son hermiticos y ademas no conmutan con
el hamiltoniano. Nétese que estos K* son la representacién de los generadores en el
espacio infinitodimensional de campos escalares y que, a diferencia de los operado-
res matriciales 4 x 4 introducidos en el primer tema, dependen de las coordenadas
espaciotemporales.

2.3 Campos escalares

2.3.1 Ecuacién de Klein-Gordon

Consideremos para empezar un campo escalar real, ¢(z) = ¢*(z). Una accién que describa
una dindmica no trivial del campo debe contener derivadas, d,,¢. Los indices Lorentz deben

estar contraidos, pues la accién es un escalar. La accién més sencilla esP
1
S=3 /d% (000" — m?*¢?) = /d%« L(z). (2.64)
La ecuacion de Euler-Lagrange para ¢ es entonces la ecuacion de Klein-Gordon,
oL oL
= Oy = 0= (0 +m? =0, O=09,0" 2.65

Sus soluciones son ondas planas, eP* con pz = purt'y p? = pupt = ()2 — p% = m?. El
parametro m es la masa, que por definicion tomaremos m > 0. La soluciéon mas general de

la ecuacién de Klein-Gordon es por tanto,

d3 —ipx *_ipx
é(z) = /M(aﬁe PE Ly it (2.66)

p PO=Ez=++/m2+52

La normalizacion de los campos se ha elegido por conveniencia. Vemos que entre las so-
luciones hay modos de energia positiva (e~'P*) y modos de energia negativa (eTP), cuya
interpretacion surgira solo al cuantizar el campo. El signo de la accién se ha elegido de
modo que obtengamos un hamiltoniano definido positivo:

oL 1

My = 55— =000 = H =Tl ~ L = 5 [(009)* + (V9)* + m?¢?] > 0.  (2.67)

El tensor energia-momento es directamente simétrico,
O = Hpd" ¢ — g L (2.68)
y, en efecto, H = 0. En cuanto a las cargas conservadas asociadas a las rotaciones,

i

MY = / dx (2167 — 296" = / d*z [$L 00 — Dop LY ¢, (2.69)

PUn término de la forma ¢0¢ = ¢9,0" ¢ equivale a d,,¢d" ¢ salvo por una derivada total 9, (pd* ).
Un término lineal ¢®$ es equivalente a reparametrizar ¢ — ¢ — ¢ / m?2, que conduce a la misma dindmica.
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2.3. Campos escalares 27

donde se ha usado la definicién de L¥ en (1.80) y se ha integrado por partes con i # j,

/ APz & pxidhd) = 0 = / d3z & pa'dpp = — / B3z ¢z’ 0y, (2.70)

/d31: HOgpz'p) =0 = /d?’x Moyt = —/d31‘ Doz’ . (2.71)
Si definimos el producto escalar de dos campos reales como
i 3 o e
(B1]02) = 5 [ 4 10092, fOg = fOg—0fg, (2.72)
tenemos que
MY = (¢| LV |9), (2.73)

que es lo que uno esperaria, pues L¥ es la representacién del operador J% sobre el espacio
vectorial de los campos. Veamos que (¢1|p2) es independiente del tiempo si ¢1 y ¢ son
soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon, lo que estd de acuerdo con que M% es una
cantidad conservada. En efecto,

0 (0nl6a) = 5 [ &z hlr006s — oo
- / P {Oirdoda + 610860 — Rdrda — OodiOode)
= ;/d% {61V62 — V2610 — m* 16y + m*p1¢2}
:;/ﬁ%{—vw-vm+vm-vm}=a (2.74)
donde se ha usado

(O+m?) 12 =0= 12 = V1o —m’p12

/dgx V- (¢12Va1) =0= /d%; $12V%p21 = — /d% Vra- V. (2.75)

Andlogamente, podemos escribir

PH = /d% 0% = (9] 10" |¢) . (2.76)

En efecto, usando de nuevo la ecuacién de Klein-Gordon e integrando por partes,

PO = (0110 16) = (00 |6) = 5 [ & (6050 — (30

I
N o~ N
i

Bz [pV2p — m?¢* — (80¢)]
Bz (V)2 +m26? + (90)?] = / Bz 6, (2.77)
Bz [¢0'9y¢ — Bopd' @]

/ d*z ' pdyp = / d?z 00 = / d3z 0% (2.78)

Pl = (¢|i0'|¢) = —
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28 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

Y también,
MO = (6] L% |g) = / B (296% — 2ig™). (2.79)
En efecto,
— (612%1¢) == [ % 6(a%0° = 2'0) 06— n0(a"0" — ')
= [ {svansoto+ § ioogo - (anor?)}
_ / & {xomaw - %[(8@)2 V% + m2¢2]} L (2.80)

Noétese que, como habiamos anticipado, L*” y i0* son operadores hermiticos, por lo que
tenemos una representacién unitaria de dimensién infinita del grupo de Poincaré. Asi que
M v P* son cantidades reales.

Finalmente, podemos generalizar la accion de Klein-Gordon para incluir interacciones
del campo escalar introduciendo un potencial V' (¢),

S = l/“d4 { Oup0t'p — m*¢*] — (¢)}. (2.81)

Términos proporcionales a ¢3, ¢*, ... en el potencial dan lugar a contribuciones no lineales
en las ecuaciones de movimiento, que corresponden a auto-interacciones del campo:©
ov
O4+m?)ep=——— 2.82
(O +m?o =~ (282)

2.3.2 Campos complejos. Conservacion de la carga

Supongamos ahora un campo escalar complejo,

\2(% +i¢2) (2.83)

donde ¢1 y ¢2 son dos campos reales con la misma masa m. Entonces

¢ =

S = /& ,0* O — mPp*p)
=5 [ 45 @101 — o) + 5 [ @l (0,600 62 — i)
:/&xqm. (2.84)

Esté claro que la ecuacién de Klein-Gordon para ¢ es la misma que (2.65), pues tanto la
parte real como la imaginaria la satisfacen. La solucién méas general es

_ d3p —ipz ipz
P(x) = / (2n) /2, (ape™™" + bye'™)

p

(2.85)

pO=Ez=++/m2+p?

°Afiadir un término lineal ¢3¢ al potencial es equivalente a reparametrizar ¢ — ¢ — ¢ / m?, que conduce
a la misma dindmica.

© www.ugr.es/local /jillana 28



2.4. Campos espinoriales 29

La accion de este campo complejo es invariante bajo las transformaciones globales de
simetria del grupo U(1),

o(z) = ¢'(x) = e o(x), ¢*(x) > () = 9% (x) (2.86)

lo que significa que existe una corriente conservada asociada (tomar ¢; = (¢, ¢*)):

s 2P =2t = Al(2) =0 (2.87)
o(x) = ¢'(2) = B(x) — 06(x) ey Fea ——i0
§(@) > (@) =9 () +i06°@) TP Fpa= i (259
Oy 05 (67006 — g0Me) = igORs, (2.89)
0(0,9) * 9Guor)

La carga conservada es

3., 0 3. h
Q= [ @2 =i [ @ oG = 0lo). a0 (2.90)
consistente con que el generador de las simetrias e es el operador identidad y definiendo
el producto escalar de dos campos complejos ¢4 y ¢ como

(@alén) =i [ ¢z 630n0n. (2.91)

2.4 Campos espinoriales

2.4.1 Ecuacion de Weyl

Consideremos espinores de Weyl ¥r v ¥r. Entonces

Yho'vr, LML (2.92)

con o = (1,8), " = (1, —&), son cuadrivectores Lorentz. Para demostrar esto recordemos
que

YR+ exp {(i§+ 7) - g} UR. (2.93)

Consideremos, por ejemplo, un boost infinitesimal de rapidity n en la direccién x,

O‘1 0'1
Uhotbn = Whot VR + Uk 0 bR + kot R
L YRtr = Yhvr+nvRotvr

; . . 2.94
bholpr > Pholr + e kg, (2.94)

pues o'cd + oo’ = 26%. Vemos que ¢EU“¢R se transforma bajo ese boost igual que un
cuadrivector v*,

O = O O
— o O O

0
1
. |- (2.95)
3

SOOI =
OO L3
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30 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

Consideremos ahora una rotacién infinitesimal 6 alrededor del eje z,

O : a®
VRo" VR = Uho bR + 10U o bR — kot R

vhvr = Yhor

bpo'vr = Wpo'Ur — 0YRo* R (2.96)
Vho¥r = YhotPr + 0Pholvr ‘
1”3031#1% > 1”3031/11%,

pues ool — gigt = 2"k gF . Vemos que lb;O"u”L/JR se transforma bajo esa rotacion igual que
un cuadrivector v,

(2.97)

[enRen e i
o D™= O
—_ |
<>
— o O O
S . < <
w N = O

Y andlogamente para QZJTLE“wL.

Concentrémonos en 17,. Podemos construir la accién més sencilla para estos campos,?

S=i / d'z e,y = / d'z L(x). (2.98)

El factor i se introduce para que el lagrangiano sea hermitico. Hallemos sus ecuaciones de
Euler-Lagrange, considerando 17, y 97 como campos independientes:

Wil ot =0

n]: —iouplor =0 = 7 0w =0= (8 =By =0. (2.99)
: BFYL -

Esta ecuacion de Weyl para 11, es equivalente a una ecuacién de Klein-Gordon sin masa
para sus dos componentes,

dovbr, = o' 0, = Ogbr, = V>, = Opp = 0 (2.100)

y ademads aporta informacion sobre la helicidad de los distintos modos del campo. Si tomamos
un modo de energia positiva (negativa) de vy,

dr(r) = upe " (uge®”) (2.101)

con uy, un espinor constante y p* = (E,p) donde E = |p] (masa cero), recordando que

o 1.
= (]7 )UL = fﬁ-(}“u,; = huy, (2.102)

J = 5

o Qu

vemos que

E‘ua,ﬂﬁ[/ = (80 — O_iai)uLe$ipx = :Fi(E +7 -ﬁ)uLe$ipx =0=7- ]%'UL = —uy, (2.103)

dAcabamos de probar que 1/)25“1/}14 — A“pwzﬁ”dm = sz“pE”wL, pues A y & actian en distintos
espacios. Por otro lado, 0, — A,’0,. Entonces, el siguiente término es un escalar Lorentz pues usando
(1.15):
YT 0L > YL A NS Dopr = b5 g0 Dot = LT Db
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2.4. Campos espinoriales 31

lo que significa que los modos de ¥y, son todos de helicidad negativa h = —%. Por otro lado,
el tensor energia-momento es

oL
Or = =gV — gM L = il Oy, 2.104
a(aqu) v —g “/}LU (03 ( )

donde se ha usado que para los campos que satisfacen la ecuacién de Euler-Lagrange
(2.99) el lagrangiano £ = 0. El hamiltoniano es H = 6% = iw}a%b Ademas la accién es
invariante bajo transformaciones globales de simetria del grupo U(1),

pp - e Py, (2.105)
asi que existe una corriente conservada

oL
L — gt = 2.1
j a(a;ﬂﬁL)an Yrotpr, O 0 (2.106)

y una carga conservada
Q= /d% 50 = /d% Wi, 9Q=0. (2.107)

Andlogamente puede verse que la ecuacion de Weyl para ¢ es
o Oubr = 0= (0o + 0'0)Yr = 0, (2.108)
que es equivalente a una ecuacion de Klein-Gordon sin masa para sus dos componentes,
dovor = —0'Opr = Ofpr = Vg = Otbg = 0. (2.109)

Los modos de ¥ g tienen helicidad positiva h = % El tensor energia-momento, la corriente
y la carga conservada correspondientes son, respectivamente,

0 =il d pr, i =hotvr, Q= / &z pLyr. (2.110)

2.4.2 Ecuacién de Dirac
Noétese que, bajo una transformaciéon de Lorentz,
vr e A, Yre Artr, v ALAR = ARAL =K. (2.111)

Por tanto, 1/121/13 y w;[%w[/ son escalares Lorentz.

Bajo paridad (i1, <> ©¥r) las siguientes combinaciones hermiticas se transforman:

(Whvr+vhvn) = (vr+vhiL) (escalar)
i(wsz - 1/121#1;) — —1(1/121/13 - T/J}LWL) (pseudoescalar) (2.112)

Asi que el lagrangiano de Dirac,

Lp =il 70,01 + ipho" 0,0 — m(Wldr + ¥iir) (2.113)
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32 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

es invariante bajo paridad. El lagrangiano de Weyl no lo es. Hallemos las ecuaciones de
Euler-Lagrange:

[¢Z] : 1aua;;¢L - m@bf =0

[¢L] D —ig, /llZ} Eu_mﬂ) =0 togats) ¢L:me

(VR : igiaiiﬂz% - mi/J]Z =0 7 10“3::1/11% = myr, (2.114)
[YR] : —18Mw%a“ — mwz =0

que es la ecuacion de Dirac en términos de espinores de Weyl. Nétese que ¢p v ¥r ya
no son autoestados de helicidad y que las dos componentes de ; y también las de ¢¥g
satisfacen una ecuacion de Klein-Gordon de masa m, pues

ic"0, Y = myp = (10”0,)ic" 0 = mic” 0, ¥R
1
= —i(O'MEV + a”E“)E?M&,wL = m21/1L
= (0 +m®)yr, =0, (2.115)
donde se ha usado (2.108) y la identidad o#3" 4+ c”a* = 2¢"”. Lo mismo ocurre para ¥p,

(O +m?)pr =0. (2.116)
Es conveniente introducir el campo de Dirac, de 4 componentes,

~ (Yr(x) . ‘
P(x) = <1/JR($)> (representacion quiral) (2.117)

y definir las matrices gamma de Dirac,

01 : 0 o 0 ot
0 _ i_ ) b .. .
v (1 0> Y (—0’ 0> = (a“ 0 > (representacion quiral), (2.118)

que satisfacen el dlgebra de Clifford,

{Vy" + M} = 29" (2.119)
La ecuacion de Dirac queda entonces
(i —m)p =0, A=~"A,. (2.120)

También podemos escribir el lagrangiano de Dirac de forma compacta introduciendo

¥ =Ty (espinor adjunto). (2.121)

En la representacién quiral, 1) = (1/1}[%, wTL) y

Lp = (i@ — m)p. (2.122)
También se define la matriz 75 = i7%v'72y3 que es
-1 0 . .
V5 = ( 0 1) (representacion quiral) (2.123)

Por tanto, los operadores

1

1
P; = 5(1 — 75), Pr = 5(1 + ’)/5) (2.124)
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2.4. Campos espinoriales 33

proyectan sobre los espinores de Weyl ¥1, v ¥R, respectivamente,

Py = <¢L> . Py = ( 0 ) : (2.125)
0 YR
Pueden elegirse otras representaciones,
W(z) =Ud(x), " =Ur"U", () = ¢ (2)y", (2.126)

donde U es una matriz unitaria constante. De este modo,
Lp = Uy (190, — m)UY = ¢ ("0, — m)v, (2.127)

tiene la misma forma que el lagrangiano original. Ademas el dlgebra de Clifford permanece
invariante, {7y#+"" 4+ 7~} = 2¢*”. Una representacién que se usa con frecuencia es la
representacion estdndar o representacion de Dirac, que se obtiene a partir de la quiral
mediante

U= ;5 (_11 D . (2.128)

El campo y las matrices de Dirac quedan

_ 1 (Yr+dr
Y= 7 <¢R _ W) ; (2.129)
7’ = (é _01) , 7= (_?Ii Og) , =iyt = (2 (1]> : (2.130)

La representacion de Dirac resulta comoda en el limite no relativista, mientras que la quiral
es mas conveniente en el limite ultrarrelativista.

La solucién general de la ecuacion de Dirac es una superposicién de ondas planas,
Y(z) = u(p)e P* (modos de energia positiva E > 0), (2.131)
¥(z) = v(p)e”® (modos de energia negativa —F < 0), E = ++/m? + 2. (2.132)

Aplicando (2.120) a estas soluciones tenemos
(p—m)u(p) =0, (p+m)v(p)=0. (2.133)

Hallemos ahora la forma explicita de estas soluciones en la representacién quiral:

u(p) = <UL@> , o(f) = <Z;E?>> . (2.134)

ur(p)

Tomemos primero el caso m # 0. Entonces, en el sistema de referencia en reposo,

" = (m,0,0,0)
($—m)u(0) =0= ('yo — 1u(0) = 0= ur(0) = ur(0), (2.135)
(+m)v(0) =0= (7" + 1)v(0) = 0 = vz, (0) = —vg(0). (2.136)

Entonces, centrandonos en el espinor de energia positiva u(p), podemos elegir

US) (0) = US)(O) :\/E 5(8)7 s € {17 2}, 5(7‘)1‘&-(8) = 67’3’

33 (© www.ugr.es/local /jillana



34 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

e = ((1)) @ (?) | (2.137)

Las soluciones para p’ arbitrario se hallan haciendo un boost en la direccién 13’ = p/|pl,

1 %
770, (0)
- . 2.138
“7) = <5wmg@> (2138)
Desarrollando las exponenciales,
oG — 1 0k L5 5§: 1 .
| |
im0 (2F) o Gk +1)
- 1
=coshn+p-dsinhn=—(F£p-3d), (2.139)
m
donde se ha sustituido
E
coshn=~v=—, sinhn=74= Il (2.140)
m m
e insertando
(po) =puo" =E—p-d, (po)=p.,o"=E+p-7, (2.141)
obtenemos
1 (s) (s)
vm \ \/(p7) ui3(0) (po) €

Otra forma de escribir estas soluciones es

1-p-G 1+7-6
Bl |~y |+ VE- T |y | |
u®) (p) = L 5 : (2.143)
. O— —_— . O—
VE+T | =52 |+ VE-Ti |~ ) | &
donde se ha usado,
eT3PF — cosh ﬂ:ﬁ' sinh 1 = o3 (1 P U) t+e3 (1 TP U) (2.144)
2 2 2 2
et = Vcoshn £ sinhn = /vy £76 = Eim (2.145)
Si hacemos el limite ultrarrelativista (E > m), p* — (E,0,0, F),
[E ((1— %W\ _ (0
e~ (u+ﬁﬁ@“2E5@
[B (- oM@ _ o (6@
2(p) — ((1 e ) = V2E (5 (2.146)

vemos que u1) solo tiene componente right-handed y u® solo tiene componente left-handed,
es decir son campos de Dirac con helicidad bien definida (quiralidad), como corresponde a
campos de masa nula.
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Si repetimos el procedimiento para el espinor de energia negativa v(p) obtenemos

() (P) = b (_ (po) v (850) ) ( V (po) n's) > ’ n(r)]‘n(s) — b, (2.147)

Vm \=/2) v (0))  \=Vp7)
o bien
vERA (77 vETa (1) e
v () = N 4 : (2.148)
- JW(H;U) +/E =17l <1_§'U>] 7

P = _ig2e o ) — @ R (é) , (2.149)

Entonces, en el limite ultrarrelativista (E > m), p* — (E,0,0, E),
D) S ,/ ="\ _ g (1
P —(1+403 (1) 0
(1-o° —vaE( 2.150
2(p) = (1400 (2) e (2.150)

lo que significa que vV solo tiene componente left-handed y v(®) solo tiene componente
right-handed, es decir son campos de Dirac con helicidad bien definida y masa nula.

Introduciendo ahora los correspondientes espinores adjuntos,®
a=ul’, T=10140, (2.151)

que satisfacen las ecuaciones de Dirac,

a(P)(p —m) =0, v(P)(P+m)=0, (2.152)
pueden demostrarse las siguientes relaciones de ortonormalidad,
’LL(T) (ﬁ)u(s) (m = 2m0yg, 5(7") (]7)1)(8) (]5') = —2md,s (2153)
u(T)T(p)u(S)(ﬁ) = 2Ez0,s, U(T)T(ﬁ)v(s)(ﬁ) =2E;0,s, (2.154)
a") (p)0®) (5) =) (P)u () = 0 (2.155)
v las relaciones de completitud,
S uOEEO @ =g +m, Y O EEOE) = - m. (2.156)
s=1,2 s=1,2

Es importante notar que las 16 matrices,

Ly, 4] (2.157)

¥, s, M, s, o = 5

Usese la identidad v*T = 4%4#~°.
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36 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

son linealmente independientes y forman una base para las matrices 4 x 4. As{ que se
pueden definir los siguientes bilineales fermionicos con propiedades de transformacién bien
definidas (covariantes) bajo transformaciones de Lorentz,

E¢7 @757#7 @’Y“iﬂa @’7#751/}7 @UWW (2158)

Puede comprobarse también que las transformaciones de Lorentz del campo de Dirac
pueden escribirse, en cualquier representacién de las matrices gamma, de la forma

i 1
1 > exp {—iwwa’“’} Y, le. JM = 50’“’. (2.159)

1

(Basta comprobar que J* = 50" satisface el dlgebra de Lorentz (1.41).)

Una simetria global interesante que posee el lagrangiano de Dirac sin masa es la simetria
quiral,

U e 0y pp e RyYr (01 y 0r independientes), (2.160)
que, en términos del espinor de Dirac, puede escribirse
Y e . p s e BBy (o y B independientes). (2.161)

En efecto, haciendo transformaciones infinitesimales,

o= <¢L> oy — (( 1a)¢L> e Op =0 = a (2.162)
YR (1 i
b = <Z;> s efiﬁ%d, < L ;g wL) = 0p=-0 =0. (2.163)
Como
b e =T el (2.164)
P e e =) s pTelP50 = T 0e 7105 = 4o =105 (2.165)
pues 73 =5, {7, 95} =0, (2.166)

la invariancia del lagrangiano bajo ambas transformaciones independientes es clara:

Y e = L=y > ipePe M) = iy = L (2.167)
¥ eI = L= 1090 e e 08,00 = 1y = L. (2.168)

Hay por tanto dos corrientes conservadas,

gty =vy*y  (corriente vectorial), jY = y*ys5¢  (corriente azial). (2.169)
Si m # 0 solo la corriente vectorial se conserva. Basta usar la ecuaciéon de Dirac para
comprobarlo:
O A —
(i@ -mw=0= " o = me (2.170)

—i0 " = myp, pues AO0yHTA0 = A1
N Oujly = 0u(Pyp) = Oppy" b + Py 0unp = imypyp — imapnp = 0

Oujly = Ou(hy'y51p) = O yF 50 + Yy 50,1 = iImbysth + imipysth = 2imysip.
(2.171)
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2.5. Campo electromagnético 37

2.4.3 Masa de Majorana

Un campo de Majorana es un campo de Dirac autoconjugado,

YR

Es evidente que ¥, puede tener masa a pesar de estar generado por un solo espinor de
Weyl. Basta con escribir

Yt = (W), i = Co%h, [P =1. (2.172)

(i@ — m)Yar = 0 = " abr, = mpg = ilma?y} (2.173)
que conduce a una ecuacién de Klein-Gordon con masa para vy,
(O +m*)yr =0 (2.174)

independientemente de que 1 r venga o no dado por ;. No escribiremos el lagrangiano
clasico para s porque su término de masa seria proporcional a

B = wh-icude) (1 0) (104
= iCyl oy} —iC Yo%y = —iC oL + hee. (2.175)

que es nulo a no ser que las componentes de v sean tratadas como cantidades anticon-
mutantes (variables de Grassmann) pues

il o2y = YL — YIvL. (2.176)

Pero lo mas interesante es que, si bien el lagrangiano de Dirac es invariante bajo el grupo
U(1) de transformaciones globales

YL e Y, PR e PR, (2.177)

esta simetria no pueden tenerla los campos de Majorana pues las componentes left y right
estan conjugadas segun (2.172). Esto significa que un campo de Majorana no puede tener
cargas U(1), como la carga eléctrica, el nimero bariénico o el nimero lepténico. {Es el
neutrino un fermién de Majorana?

2.5 Campo electromagnético

2.5.1 Forma covariante de las ecuaciones de Maxwell

El campo electromagnético viene descrito por el cuadrivector A*. Definiendo el tensor
= OFAY — 9¥ AP, el campo eléctrico E y el campo magnético B vienen dados por

) ) ) . ) 1
El=—F% = _9,A' - VA", B = -3 eTRpIk — (v x A), (2.178)

de donde FU = —¢7*BF  pues e7keilm = §itgkm — simgkt,
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange al lagrangiano de Mazxwell,

1 1 =2 =
L= —ZFWF’“’ = 5(E2 - B?) (2.179)
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38 Tema 2: Teoria Clasica de Campos

que también puede escribirse £ = —%(8“141,8“14” — 0,A,0" A*), obtenemos las ecuaciones
de movimiento (ecuaciones de Mazwell en el vacio)

OF" =0=V-E=0, VxB=0E (2.180)

Las otras dos ecuaciones de Maxwell se obtienen a partir del tensor dual F** = %e’““’ PO F e s
cuya cuadridivergencia es nula, pues 9, F'*" = €"r?0,,0,A, = 0, asi que

O F" =0=V-B=0, VxE=-0B (2.181)

2.5.2 Simetria gauge

El lagrangiano de Maxwell es simétrico bajo transformaciones locales 6 = 0(x) de la forma
Ay(x) = Ay(xr) — 0,0(x)  (transformacion de gauge U(1)). (2.182)

La existencia de esta simetria local implica que A, () hace una descripcion redundante del
campo electromagnético, pues podemos usar la libertad de eleccion de gauge para restringir

Ay(x).

Solemos llamar “simetria” a una transformacién que deja invariante el lagrangiano (o
mas bien la accién), pero aunque la invariancia gauge implica la existencia de una simetria
global, con consecuencias fisicas como la conservacién de la carga (teorema de Noether),
la invariancia gauge no es una simetria del sistema fisico (los estados no se transforman).

Recordemos que la invariancia gauge es necesaria para poder describir particulas sin
masa de espin 1 (dos grados de libertad) mediante campos vectoriales de cuatro compo-
nentes (dos de ella son esptreas). La simetria gauge es en realidad una libertad gauge.

Podemos tomar Ay(x) = 0 eligiendo
t
A() o AL(x) = Ay () — B, / at’ Ao(t, ), (2.183)

pues asi Afj(x) = Ap(z) — Ag(x) = 0. Podemos también hacer otra transformacién, que no
cambia la componente Ag,

Py 0A"(t,7)

/ " / i N
A(x) s Al(x) = AL (x) — 0,0(F), ()= — / T i (2.184)
Aunque no lo parezca, esta 6 no depende de ¢, pues
El=—F% = 904" 4 94 = _9° 4" (2.185)

y como V - E = 9;E" = 0 en ausencia de fuentes tenemos que 9pd; A" = 0 y por tanto
o = 0. Asi que también Afj(x) = 0. Veamos qué consecuencias tiene esta transformacién
de gauge:

OA"(t, ) 1 OA" (z) -
29(% :—/d3 2 2 = =V A 2.1
V(%) Yy By Vi E = BIY V.-A, (2.186)
donde se ha usado que
1
of Y\ 3=
Vi <47r\f— gj) 0°(Z — 7)), (2.187)
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asi que
Al (x) = 0" A, (x) — 00 0(F) = V- A" =V - A' = V?0 = 0. (2.188)
Es decir podemos tomar también V - A=0.A esta eleccién,
A'=0, V-A=0 (2.189)

que solamente es posible en ausencia de fuentes, se le llama gauge de radiacion.

Otra eleccién, que puede hacerse siempre, es
Ay = A;L =A,—0,0, 0,0'0=0,A" (2.190)
de modo que podemos tomar
9, A" = 0. (2.191)
Es el llamado gauge de Lorenz.! Entonces
O F" =0= 0,(0""A” — 9"AF) =0AY = 0. (2.192)

Es decir, cada componente de A* satisface una ecuacién de Klein-Gordon sin masa. Sus
soluciones son de la forma (A" es un campo real de masa cero)

Ap(2) = eu(W)e T 4

n(k)e™, k* =0. (2.193)

La condicién (2.191) implica que el vector de polarizacién e (k) satisface
ke = 0. (2.194)

En el gauge de radiacién, compatible con el gauge de Lorenz, el campo es transverso pues
la polarizacién e =0y k- €= 0.

En este punto conviene hacer la siguiente aclaraciéon. A diferencia de la condiciéon V -
A= 0, que solo puede imponerse en ausencia de fuentes, la condicion A° = 0 puede
usarse siempre, aunque no suele hacerse cuando hay fuentes. Por ejemplo, consideremos un
observador frente a una carga e en reposo a una distancia r. En ese caso se suele tomar

AM:(¢,E):( ¢ o), (2.195)

A7y’

que conduce al campo electromagnético

E=-8,A-V¢= ¥, B=VxA=0. (2.196)

Sin embargo, podriamos haber elegido un gauge en el que

et
A7r?

A = (¢ Ay = (0, F> : (2.197)

fNo debe confundirse a L.V. Lorenz (fisico y matemadtico danés), autor del gauge de Lorenz, con
H.A. Lorentz (fisico holandés, premio Nobel en 1902), que propuso las transformaciones de Lorentz. Tam-
poco con E.N. Lorenz (matemdtico y meteorélogo norteamericano), fundador de la teorfa del caos, que
acufi el “efecto mariposa” y propuso el atractor de Lorenz.
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que conduce al mismo campo electromagnético,

E=-0A-V¢=-r B=vVxA=o. (2.198)
4grr2
Ambas elecciones estan conectadas mediante la transformacion de gauge
et
Al (x) = Ay(x) — 0,0(x), O(x) = s (2.199)

Hallemos ahora el tensor energia-momento. Aplicando el teorema de Noether obtenemos

oc .
W= —— 9" — g" L = —FHPHY 2 2 — v
b 8(8NA,,)8 Ap g L o Ap + 49 F*, F° = F,uuF > (2.200)

que no es invariante gauge ni tampoco simétrico. Podemos simetrizarlo anadiéndole d,(F** A"),
que cumple 9,,0,(F#*” A”) = 0 y ademaés lo convierte en invariante gauge,

1
T = —F"0" Ay + L g" F? 4 0,(F'PA”)

1 2
= FMF," + Zg‘“’F , cuando 0,F"" =0 . (2.201)
Las cargas conservadas bajo transformaciones espaciotemporales son por tanto
1 — —,
E = /dga: 7% = 2/d3x (E* 4+ B*) (energfa) (2.202)
Pt = /dgx T% = /d3x (E x B)" (vector de Poynting). (2.203)

2.5.3 Acoplamiento minimo con la materia

En presencia de fuentes del campo electromagnético (cargas y corrientes) las ecuaciones de
Maxwell son

OF" =" =V -E=p, VxB=8&E+]j j"=(pJj), (2.204)
g F" =0=>V-B=0, VxE=-B. (2.205)

Noétese que las dos tiltimas son las mismas que en ausencia de fuentes, debido a que 9, F* =
e’r99,,0,A, = 0 en cualquier caso. Estas ecuaciones se obtienen al minimizar la accién

1
S = / d*z <—4FWF’“’ — j“Au> = / dz L(x), (2.206)
que es invariante gauge solo si j* es una corriente conservada, 0,5* = 0, pues
JrAL = P A, — 510,0 (2.207)

y, como [diz 9,(05*) = 0= [d*x j#0,0 = — [ d*z 00,j* = 0, tenemos que
/ d*x 1A, / d*z j*A, < 0,5" = 0. (2.208)

La invariancia gauge es el principio que guia como deben ser las interacciones. Veamos
cémo funciona el método aplicandolo al lagrangiano de Dirac en presencia de un campo
electromagnético. El lagrangiano de Dirac

Lp =i —m)i (2.209)
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no es invariante bajo transformaciones de gauge U(1) (transformaciones de fase locales),
Y e 0@y s el0@), (2.210)

Sin embargo, el lagrangiano de Maxwell,

1

La= 1

F F* (2.211)
si es invariante bajo la transformacién de gauge
1

Ay — A+ -0,0(x). (2.212)
e

Podemos conseguir un lagrangiano total invariante gauge si cambiamos la derivada 0, por
la derivada covariante

Dy =0 +ieqd, (2.213)
pues entonces
D,y = (0, +ieqA,)Y — (0, +ieqA, + iqaug)e—iqé)w
= ¢ 19 (—igd,0 + 0, +ieqA, +iq0,0)¢Y = e D,1p  (2.214)

y el lagrangiano resultante,
— 1
L=v(iD —m)y — ZF’WFW

= (i — m)y — %FWF“” — eqA Yy (2.215)

es invariante gauge. De esta forma, hemos introducido una interacciéon de la forma j#A,
(acoplamiento minimo) entre la corriente fermiénica,

J* = eqy"y (2.216)

y el campo electromagnético, que nos permite restaurar la simetria local. Nétese que j*
es una corriente conservada debida a la invariancia global de Lp bajo transformaciones de
fase U(1). Por tanto,

Q= /dS:E 7%(x) = eq/dgm Py = eq/d?’x iy (2.217)

es la carga eléctrica. Otras interacciones invariantes gauge son posibles, pero involucran
términos de interaccién con dimension candnica mayor que cuatro, que por tanto deben
ir multiplicados por constantes que tienen dimensiones de masa elevada a una potencia
negativa. Por ejemplo, la interaccion dipolar magnética

L = apotF,,, [a]=M"". (2.218)

Tales acoplamientos surgirdn de forma natural al cuantizar la teoria y constituyen correc-
ciones al acoplamiento minimo de siguiente orden en teoria de perturbaciones.

Nota: En general, si {7} son los generadores del grupo de simetrias gauge, {W(x)} los
bosones de gauge asociados a cada generador y {6%(x)} los pardmetros de la transformacion,
es facil comprobar que si los campos se transforman

b e U, U= exp{—iT"0%x)} (2.219)
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W, — UWMUT—l—é(aMU)UT, W, = T°W?, (2.220)

introduciendo la derivada covariante

Dy, = 8, +igW, (2.221)
se tiene que
Dy — UDyy (2.222)
y el lagrangiano resultante
L =YD —m)y (2.223)

queda invariante. Para un grupo de simetrias no abeliano, el lagrangiano invariante de los
campos de gauge (2.211) debe generalizarse e incluye, ademéds de los términos cinéticos,
autointeracciones cubicas y cuarticas fijadas por las constantes de estructura:

1 7 1AW 1 a a,uv
Lo=—5Tr {WWW“ } = — Wi, W (2.224)
= Lyin + Leubic + Equartic (2225)
donde
1
L =~ (02 = 0,W) ("W — W)
Lo abe a a cv
Leubic = §gf b (6MWV - aVWM)Wb’MW ’ (2226)
1 abe pede yrra c v
Equartic = _192]0 b f d WNWBW ’qu’ (2227)
y
Wy = 0, W, — ,W,, + ig[W,, W,] = UW,, U' (2.228)
=SWs, = 0,We —0,Wi — g fWiW,. (2.229)

En el caso del grupo U(1) del electromagnetismo el tnico generador es un multiplo de la
identidad, T' = ¢, la carga del campo en unidades del acoplamiento g = e. En adelante la
llamaremos @, pues serd la carga eléctrica (en unidades de e) del fermién f que aniquila
el campo cuantico .
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Tema 3

Cuantizacion de campos libres

3.1 Campos escalares

3.1.1 Espacio de Fock

Recordemos que para cuantizar un sistema clasico de coordenadas ¢* y momentos p* en
la imagen de Schrodinger promovemos ¢' y p* a operadores e imponemos las reglas de
conmutacién (en unidades i = 1):

En la imagen de Heisenberg, en la que los operadores dependen del tiempo,
q;{(t) _ ethqjefth, p]H(t) _ ethpjefth (32)

(:>8tq}{ = in%I — iq%IH = —i[qy, H], si ohg’ = 0)
imponemos las reglas de conmutacién en tiempos iguales,

[qk (1), P (1) = 165, [aly (£), @y (8)] = [Py (£), Py (£)] = 0. (3.3)

En teorfa de campos hemos reemplazado g% (t) por ¢(t, %) y pl;(t) por (¢, T), asi que
para cuantizar los campos los promovemos a operadores e imponemos?®

[6(t, @), 11(t, )] = i0°(@ — ), [9(t, %), o(t, 9] = [[L(t, 7),IL(t,§)] = 0 (3-4)

Estudiemos en primer lugar el caso del campo escalar real,

a3 . .
¢(x) Z/(2 B p2E (ae " +ale?™), p* = Ey=+y/m? + 2, (3.5)
m 7

T

donde ahora ¢, azy a; son operadores. Recordando que

3 N , .
II(t,y) = 0ip(t,9) = / (3733 (—i %) (aqeﬂqy - a}elqy) (3.6)

2Este procedimiento se llama cuantizacion candnica. Existe un procedimiento alternativo, el formalismo
de integrales de camino que resulta particularmente 1til para cuantizar teorias de campos gauge.
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44 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

es facil comprobar que (3.4) implica

lag,al] = 2r)3B(F— ), lag ag = [a),al] = (3.7)

En efecto,

1 3 s — = — L d —
[ e o) g
donde se ha usado que
- dgp gz - -
@) = [ g™ S = 0@, (3.9)

Las reglas de conmutacién (3.7) nos recuerdan a los operadores creacion y destruccion
de modos de energia Aw de un oscilador armonico con hamiltoniano

P2 1 2 2
H_—i - .1
2m+2mwx, (3 0)

cuyas soluciones se hallan introduciendo los operadores (reinsertamos las i para refrescar
mejor la memoria):

T = 2mw(a+aT), p=—i\/ = (a—al), (3.11)
que satisfacen las reglas de conmutacién,
[z,p] = ih = [a,al] = 1. (3.12)
De ellas se deduce que
H=hw(a'a+1). (3.13)

Definiendo el estado de minima energia (el vacio) |0) como aquél que es aniquilado por el
operador a y aplicando (3.12)

[H,a'] = hwa', [H,a] = —hwa, (3.14)
tenemos que, normalizando (0[0) = 1,

al0) =0=dlaln) =nln), |n)= (a")™ |0) (3.15)

al-

de donde afa es el operador nimero de modos, |0) tiene energfa Fy = %hw (energia del
punto cero) y |n) tiene energia E,, = hw(n + 1). Los autoestados {|n)} del hamiltoniano
forman el espacio de Hilbert del sistema, llamado espacio de Fock.

Volviendo a nuestra teorfa de campos, vemos que (3.7) son las relaciones de conmutacion
de un conjunto infinito de osciladores armdnicos, uno por cada valor de p, excepto por un
factor de normalizacién que es el volumen (infinito) del sistema, pues

2rf 8- 1) = lin / BBy o IF-DF (2 o). (3.16)

lim
P—q
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3.1. Campos escalares 45

Podemos construir entonces el espacio de Fock de estados usando los operadores creacion
(a;) y destruccion (az) de modos de momento p, a partir de (3.7) y a;z|0) = 0. Asi obtenemos
los estados multiparticula:

By Ba. ) = \/2E5, /2B, -+l al, -+ |0). (3.17)

La normalizacién ha sido elegida convenientemente de modo que es invariante Lorentz. En
efecto, tomemos por simplicidad el estado de una particula de momento p,

) = 2By al|0) = (q1p) = \/2E4\/2E5 (0] aga);|0) = 2E5(27)*6% (5 — q) (3.18)

que es una normalizacién invariante pues si hacemos e.g. un boost en la direccion z,

E' =~(E+Bp.), Pyp=0e; Dy=0y, D,=7BE+p:) (3.19)
Veos que
(- q) EFp-q E
O -q) = = = =8 (71— q)
OF .+E) E
N (B N 1> v(Bp- + E)
Op

= Ey0*(p' — 7)) = Eg0*(5— q) - (3.20)

En el primer paso se ha usado

(@) — f(0)) = d‘}(“” @) =rhp) =A(BE+p) . (321)
1 & = x0)
y en el segundo,
j}i = % , pues E=+/m?+p?. (3.22)

Veamos ahora cudl es la energia de los estados multiparticula. Para ello expresaremos
primero el hamiltoniano en términos de operadores creacién y destruccién (hacemos el
célculo en t = 0 por simplicidad, pues el hamiltoniano es una constante del movimiento):

1
H= [ &z H(x / z < (I + (Vo) + m?¢?) = /d3/ /
/‘” v g (I (Vo) +m'e) zw\/ﬁ RN
— EyE; (aﬂq,e DT | gl glemIFHDT _ qalel =0T _ gl o=i=)7 )
—p- Cj(aﬁaf(p+®x+atage i(p+q)-T _ aﬁa:;ei(ﬁ—q‘).f_a;aqe—i(ﬁ_q).f>

4+ m2 (aﬁaq,el(pwj-x + agajffl(p+@-x 4 aﬁa:;ei(ﬁqu-f_i_ a;rs‘aq‘efj(ﬁfq').j) }

1 d3p i 1 d3p t 1
= 2/ 2n)? Eg(agap+ azay) = / 2n)? Ey( azap+ 5V . (3.23)
El segundo término es la suma de la energia del punto cero de todos los osciladores,
1 [ &% Eve 1 [ d%
Eve =V | mmE;= = =— | —=E; 3.24
vac 2 / (27_[_) pvac V 2 / (27_[_)3 P ( )

No nos preocupa que la energia total del sistema, que tiene un volumen infinito, sea di-
vergente. Pero vemos que, ademas, la densidad de energia del vacio pyac es infinita. Esto
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46 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

tampoco es un problema, pues estamos interesados en diferencias de energfa,” asi que
podemos substraer la energia del punto cero y declarar que el hamiltoniano es

3
= /d3 % 112 + (V)2 + m2¢?) - :/(;17:)93 EI;’(I;CLZ}' (3.25)

donde : O : es el orden normal de O, que consiste en escribir todos los operadores de
creacion a la izquierda de los de destruccién. Asi,

: aﬁa;: = a;;aﬁ. (3.26)

De este modo el vacio tiene energia cero y

- d’p
H|p1pg...>:/(2 5\/2E5 \/2Eg, - -al al, ---|0)

= (B + Ep, + "') |D1p2 .- ), (3.27)

donde se ha aplicado a; ;i = (2m)383(p — pi) + a;iaﬁ de (3.7) y az|0) = 0.

En cuanto al momento,

R C (zwg%ﬂfﬁ/ <2w)c313q2Ea

X { — Epglagage PHoT Ewia;a:;ei(pﬂ)m + quiaﬁage =)z . Bogt ata»e (p*q””} :

L[ & it bt
:2/(27T)3p (—apa_y — aza’ ;+ agay+ azap) :

d3p i
— / )7 paj;aﬁ, (3.28)

donde los dos primeros sumandos son nulos porque resultan de la integracién de una funcién
impar en un intervalo simétrico. Por tanto,

(= = d3p
P1|P1p2--->:/( 31)@*%7@\/% ﬁ -+10)

= (PL+po+-) 2. .) (3.29)

Noétese que los estados multiparticula |p1ps . ..) son simétricos bajo el intercambio de
dos particulas cualesquiera, porque los operadores creacién conmutan entre si. Por otro
lado, recordemos que del teorema de Noether se deduce que los campos escalares tienen
espin cero, asi que los cuantos que crea y destruye un campo escalar son particulas de
espin cero. Tenemos por tanto justificada la conexidn espin-estadistica que establece que
las particulas de espin entero (0, 1, 2, ...) son bosones, es decir, obedecen la estadistica
de Bose-Einstein, que implica que sus estados son simétricos bajo intercambio. Veremos
que la imposicién de reglas de anticonmutacién para la cuantizacién de campos de espin %,
para evitar que el hamiltoniano no esté acotado inferiormente, conduce también de forma
automatica a estados multiparticula antisimétricos bajo intercambio, como corresponde a
los fermiones. Es decir, en Teoria Cuantica de Campos la conexion espin-estadistica no es
un postulado sino un teorema.

PEsto no puede hacerse si se incluye gravedad, pues entonces la energia del vacio es relevante. La energfa
del punto cero estd relacionada con la constante cosmoldgica. Véase la discusién de Maggiore [1], p. 141.
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3.1. Campos escalares 47

3.1.2 Campos complejos. Antiparticulas

Si el campo escalar es complejo,

o= [ e (i) 0= [ ()

(3.30)
Entonces,
[6(t, &), T(t, )] = 163(7 — §) _, [om al] = [by, b = (27)30%(F — @)
[é(tvf)aqﬁ(ta g)] = [H(tvf)vl_I(t? g)] =0 [aﬁ7 atj’] = [bﬂv bd’] = [aﬁ7 btf] = [a’ﬁv b:g‘] =0.
(3.31)

De forma andaloga al caso del campo real, construimos el espacio de Fock a partir de
aﬁ\0> = bﬁ|0> = 0, (3.32)

aplicando a; y b;; sucesivamente. Es ficil demostrar que, tomando el orden normal,

d3p

@n)3 ?

dp

salay+blby), Pl = / H(alay + blbs). (3.33)

Vemos que los cuantos de un campo escalar complejo son dos especies de igual masa creadas

por a; y b;, respectivamente.

La carga U(1) conservada es

. o . d3p d3q
_ 3, . 4t R 3
Q_l/d v 9O e: _l/d $/(2W)3\/T Eﬁ/(QW)?’\/T Eq

X { (a;eipx + b~e_ipx) O (af_iqx + bteiqx) — 0 (a}eipx + bﬁe_ipx> (a(;e_iqz + b};eiqz) } :

:/d%/ 2m)3 \/ﬁ/ 2Eq~

X { <a;ra'eipx + b~e_lpl‘) E; (acj‘e b;_equ> + By <a£1px bﬁe—ipx) (aqe_iqx N bgem) } |
/ A3z / d3 ((21;33 : (a;a (Tei(Q—p)x _ ﬁb(}e_i(q_p)x) :
) / (277])03 (at% B (3.34)
Por tanto, el estado a}@\O} tiene carga Q = +1y b;|0) tiene carga Q = —1. Ya estamos en

situacién de interpretar las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon de energia negativa.
El coeficiente de la soluciéon de energia positiva de un campo complejo ¢ se convierte al
cuantizar el campo en el operador destruccién de una particula (carga unidad) mientras que
el coeficiente de la solucién de energia negativa se convierte en el operador creacion de su
antiparticula (carga opuesta). Para el campo ¢! ocurre lo contrario, pues se intercambian
los roles de particula y antiparticula. Si el campo es real, ay = by, entonces crea y destruye
particulas que coinciden con su propia antiparticula.
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48 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

3.2 Campos de espin %

3.2.1 Campo de Dirac

Para cuantizar el campo de Dirac, que es un campo complejo,

3
P(x) = dp Z (ansu (s) (p)e” ipr bT (s) (ﬁ)eipx> , (3.35)

(27) ./2Ep~s -,
Yi(z) = / o) \/TE Z (a ul” (j’)equ—i—bqrv Ot (g)e™ lq”), (3.36)

convertimos los coeficientes a s, by s y sus complejos conjugados en operadores y sus ope-
radores adjuntos, como hicimos con el campo escalar. Antes de imponer ninguna relacién
de (anti)conmutacién sobre los mismos, veamos qué forma tiene el operador hamiltoniano
resultante (de nuevo hacemos el cdlculo en ¢t = 0 por simplicidad):

H = / A3z 9% = / A3z Plidyy = / a3z / & / &p
27I' 3‘/2E‘T (27‘(‘)3\/2Ep-‘

x Z {a apse PTG Bl (5) — by, b, TP TN () B (5)

_ab . e i@p)@,(r) ((f)E-’U (m+bqrap7se(Q+ﬁ)x rT(q*)Eﬁu(s)(ﬁ)}

a7 DP;S

— 1/ d’ p3 { g M (F)ul® (5) — by bT 1 (50 (5)

~ ol 5 Wt D) + b (P (7))
- ﬁEﬂZ(aT a5 — by bl ) (3.37)
(271')3 p D,s DS p;5¥p,s/ :
S
donde hemos usado

U(T)T(ﬁ)u(s) (p) = 2E50,s, (r)T(m,U(s) (7) = 2E 56,
(=)o (p) = v (=p)u (5) = 0. (3.38)
Si ahora impusiéramos las mismas reglas de conmutaciéon que al campo escalar complejo
y aplicdramos el orden normal (substraccién de la energia del vacio), obtendriamos un
hamiltoniano no acotado inferiormente, pues los estados creados por b;;, que llamaremos

antiparticulas, contribuyen con energia negativa arbitrariamente grande. Para obtener un
espectro de energias que tenga sentido, debemos imponer las reglas de anticonmutacion

{o(t, 7), My (t,9)} = 10°(Z — )
{w(taf)7w(ta ?j)} - {Hw(t,f),ﬂdj(t, ?j)} =0
{agr,al,} = (b B} = (27)%0° (5 = D)o

; (3.39)
{aﬁ,rvatf,s} = {b”,ra qfs} = {aﬁ,r’sz',s} = {aﬁ,rab(is} =0.
y definir, consistentemente, el orden normal para operadores fermidnicos,
apwat D= —a;,raﬁ,r, : bﬁrb;r D= —bT D5 (3.40)
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3.2. Campos de espin % 49

lo que conduce al hamiltoniano
3 i d p
H= [ d’z "0y : = 2n)p pZaq aﬁ,s—i—b $bis)- (3.41)

Andlogamente, para el operador momento se obtiene

% % CaY) d p
P :/d3:1: .00 ::/d3x - pTi0%) - :/ 3p Z ay aﬁ;erb;;’sbﬁ,s). (3.42)

El momento angular (carga de Noether conservada asociada a la invariancia bajo rotacio-
nes) tiene una parte orbital (idéntica a la del campo escalar) y otra de espin (adicional).
Aplicando las expresiones generales para las corrientes de Noether, se puede demostrar que
la parte de espin en la representacién quiral es

§— / P 1Sy donde ¥ = ( Oi f) (3.43)

Expresado en el espacio de Fock, el espin en la direccion del eje z queda

-1t
2 27)3,/2E5 2773 2E;

XZ { i(q- mxaT a5 u D@30 (§) + @) Tp bT M ()30 (5)

e TPEGL B W (@E0O () + TP T g o (T ()] . (3.44)

q77‘ p75

Entonces el espin J, del estado creado por at <10) o bt < |0) en su sistema de referencia en
reposo (p'= 0) se obtiene aplicando S, a estos estados Recordemos que

u$(0) = ulP(0) = vim €0, 0{7(0) = —0(0) = Vi n® (3.45)

y que hemos introducido

() =@ W) )

La tltima linea en (3.44) se anula aplicando (3.38) y obtenemos

1 1
8- aby |0) = +3a0110),  S: af,[0) = —5af, [0}, (3.47)
1 1
S: 051 10) = 565,110, S b 410) = =362 10). (3.48)
donde se ha tenido en cuenta que : bﬁsb;;’ s = —b;;’ bps- Notese que gracias a que dado
un s hemos introducido 77(5) = —ig2¢(9)* para los espinores de las antiparticulas, que es

autovector de o3 con autovalor opuesto al de & () los estados de particula y antiparticula
con el mismo s tienen el mismo espin.

Como [K, J,] = 0, el estado resultante de hacer un boost en la direccién del eje z (en
la que hemos definido el espin) sigue siendo un autoestado del espin. A la proyeccién del
espin en la direccién del movimiento se le llama helicidad y se puede comprobar usando
las expresiones explicitas de los espinores (2.143) y (2.148) que

-5 u0@) = V@), pe S u@F) = —u@(F) (3.49)
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50 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

5 5u0@) = 0@, 5500 = +(p) (3.50)
con lo que el resultado de (3.47) y (3.48) es extensible a los estados de helicidad:
1 .= 1
S al, 10y =+5 aﬁl 0y, p-S al,|0)= —ia:m 10) (3.51)
1
B 10) = +gbh, 10, 55 Bh,10) =~ oL, 10}, (3.52)

es decir, los estados de particula y antzpartzcula con el mismo s tienen la misma helicidad.
Recordemos por tltimo que las helicidades son invariantes Lorentz solamente para estados
sin masa (quiralidades).

En cuanto a la carga U(1),
d3p
3. ot T T
Q= /d x Pl = / Gn) (ag 05,5 — by bps)- (3.53)

Por tanto, el campo cuantico 1 destruye particulas y crea antiparticulas de igual masa,
espin % y carga opuesta.

Veamos ahora qué significan las etiquetas s = 1,2 de los autoestados de espin. Asocia-
mos s con el espin del fermién correspondiente a lo largo de una direcciéon dada. Conside-
remos una direccién cualquiera 7i(6, ¢). Entonces los autoestados de espin en esa direccion
son

1 cos ¢ -
£(1) = D2(0, )M = < i -20> , pues (7 - 7)§(T) = +£(1), (3.54)

e'? sin 5
e ¥Ysin 2

1 — o A
fu)zDz(e,wf@)—( ) ) pues (7 - HEL) = —€()). (355)

COS 5

(En particular, £ = (€M) £®)) son los autoestados de espin a lo largo del eje z.) Pues
bien, el estado que tiene autovalor opuesto a cualquier & es n = —ig?£*, pues si (7 -7)& = &
entonces

(71 - &)y = (11 - &) (—i0’¢") = io%ii - 3°¢* = —(—i0¢") = —n, (3.56)

2 = —o25*. Asf que podemos denotar también

£ =) = —io® P = (1), —¢(1) (3.57)

para recordarnos que son autoestados con autovalor opuesto al dado. Notese, por cierto,
que una doble inversion del espin de & lo lleva a

—io?n* = —io?(—ic?*)* = o?0¥E = —¢ (3.58)
que no coincide con &, lo que refleja el hecho de que un giro de 27 no devuelve un sistema
de espin % a su estado original (para ello hay que rotar 47).

donde se ha usado que go

Resumiendo, los espinores que introdujimos en el tema anterior son
(s)
&) (7 = (VP S WO = (VP 3.5
W= (VEES0). o= L) (3.59)
Ast que, dado el campo () de (3.35), el operador ajz, destruye partl'culas cuyo espinor
u(®)(p) contiene a £() y el operador bJr crea antiparticulas cuyo espinor v(*)(p) contiene a

¢(=%). Esto simplificard mucho las cosas. Por ejemplo, veremos en §3.2.3 que el conjugado
de carga del campo ¢ (x) intercambia particulas por antiparticulas preservando el mismo
estado s, es decir, con el mismo espin o la misma helicidad.
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3.2.2 Campo de Weyl sin masa

En el limite ultrarrelativista (£ > m) recordemos que (vid. (2.146) y (2.150))

m_ (0 @2 _ (UL 1) _ (UL @_ (0
U _<UR>, U —(0>, v _<O>’ v _<UR>. (3.60)

Por tanto, el campo 1, destruye particulas de helicidad h = —% (espinor u?) y crea
antiparticulas de helicidad h = —1—% (espinor v())). El campo 1 destruye particulas de
helicidad h = +3 (espinor ul!)) y crea antiparticulas de helicidad h = —1 (espinor v(?).

323 C, P, T
Conjugacién de carga

El conjugado de carga del campo de Dirac clésico (representacién quiral) es

—io2Y%(z
00 = (o) = iour(a) (= -2 ) (3.61)

Veamos como actia la operacion conjugacién de carga sobre los estados de una particula.
Para ello necesitamos introducir un operador unitario C, con C? = 1, que transforme los
operadores creacion de la siguiente manera,

Caﬁ,sc = ncbp_’,s ) Cbﬁ,sc =TMNcags (362)

donde 17% =1, asi que nc = 1. Entonces, a partir de (3.59) tenemos

W@ ) = Ve (i) \ T (—io?ypar 0\
! —v/pa(—io¢)) 02 /po~ €0

—ig? (s)
“ (i 0 ) (Vi i) =0, )

(en el primer paso hemos usado 02702 = —7* con (02)2 = 1 y en el segundo 0%* = —a?)
de donde

w9 (@) = PP @, o B) = iy L (@) (3.64)
(pues (%)% = —1.) De esta forma se satisface la versién operatorial de (3.61):

Cy(x)C = TZC/ \/EZ ( s ) (Pe” lpw+aT v (ﬁ)elp‘”)
= —iTIC’Y2/ \/ﬁ Z ( s *oTIPT 4 a;s[u(s) (ﬁ)]*eipx)

= ey (@), (3.65)

Es decir, la conjugacion de carga intercambia particulas y antiparticulas preservando el
estado de espin, es decir, manteniendo las helicidades.

Para campos de Majorana, que a nivel clasico satisfacen

i (@) = () (3.66)
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52 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

se tiene que®
Cum(z)C = Yu(x)
s) ipx ipx
:>T}C/ \/EZ( 5su > (p)e” —|—a v ) (P)e )

~| @ mz(%su (B + bl o (7))

=55 = 1C bys (3.67)
es decir, particula y antiparticula coinciden, pues
Cal;, |0) = Cal, CC0) = nebl;, 0) = al, [0), (3.68)

donde se ha tomado C'|0) = |0).

Para un campo escalar complejo, basta ignorar espinores e indices de espin,
Co(x)C =neod*(z) = Ca;;C = ncb;; , C’b;.C’ = nca;. (3.69)

El campo de Majorana es el andlogo al campo escalar real.

Paridad

El transformado bajo paridad del campo de Dirac clésico (representacién quiral) es
Yr(z) Yr(2) o (YL(Z) 0, (= - -
wx:< — = )= z), donde z = (t,—2). 3.70
(=) Vr(z) vo(@)) ~ 7 \wr(@)) =7 V@) ( ). (370)
Buscamos que sobre los estados de una particula la paridad actie

PaﬁsP =TNal—_p,s » Pbﬁysp = nbbfﬁ,s s (371)
donde P es un operador unitario, con P? = 1, y 1,, 1 son fases que llamaremos paridades
intrinsecas de particula y antiparticula, respectivamente. Suponemos P |0) = |0). Como los
observables dependen de un nimero par de operadores fermiénicos, de la condicién P? = 1

podemos tomar ng,ng = 41 (el signo menos sera necesario para campos de Majorana).
Entonces,

" d3p |
P¢<t7 -’IJ)P / 27r \/ﬁ Z <17aa_p7su (me ipz + bT S) (ﬁ)elpx>
/ 27) \/TE Z <77aap,su —p)e P 4 bT,sU(S)(—meipi’)

- 7O/ 2m)3 \/TEZ (%%su (P)e " n;b;;sy(s)(ﬁ)eipi>

= 0P (t, — ), sin, = —n;, (3.72)

“La fase compleja ¢* a la derecha de la igualdad (3.66) estd incorporada en la definicién (3.62) que se
introduce a la izquierda de la igualdad (3.67), de modo que podemos decir que nc = ¢, y es por tanto
necesariamente real, pues nc = +1.
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3.2. Campos de espin % 53

donde en el primer paso se ha cambiado p por —p que implica sustituir px por pZ y en el
segundo se ha usado que

(=) =% (@), o (=p) = =) (). (3.73)

Si el campo es de Majorana entonces a = b y la condicién n, = —n} obliga a tomar 7, = =£i
(n2 = —1), como habfamos anticipado. Para cualquier otro caso podemos tomar paridades
reales, siendo la paridad intrinseca de un fermion n, = £1 opuesta a la de su antifermion
My = —1q. Si bien el valor de 7, (o np) es irrelevante para cualquier observable que involucre
solo fermiones (o antifermiones), la diferencia de signo tiene consecuencias si ambos estén
presentes (vid. el sistema del positronio, estado ligado de electrén y positrén).

Para un campo escalar, ignorando espinores e indices de espin, es ficil concluir que

Po(t,Z)P = nao(t,—Z), sin, =, (3.74)

es decir, la paridad intrinseca de una particula de espin cero y la de su antiparticula son
iguales.

Inversién temporal
Necesitamos que la inversién temporal T' cambie

tes —t, P —p, J— —J. (3.75)

Notemos primero que si H es invariante bajo inversion temporal entonces 1" ha de ser un
operador antiunitario pues Te 't = !*T Entonces para dos estados cualesquiera,

(Ta|Tb) = (a|b)* = (bla), T(zl|a))=2"T|a). (3.76)
La acciéon de T' queda definida por

TaysT = a Thy T =b_p s , (3.77)

—p,—s

donde
a—p—s = (a—p2, —a-p1) s bp—s = (b2, =b_p1). (3.78)

Entonces,
ro A7 = [ G e \/TE ZT(apsu (Do 481,00 10 7
/ 2m)3 J@Z( sl @) b O @) e )
=7’ / EZ(a—p,_su ~)(—p)e + b Sv(_s)(—ﬁ)e_im)

=79 ¢(— 736) : (3.79)
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54 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

donde primero se ha usado que

W gy = (VPTHREONY (io? ot €
P\ o (—ioelr) RPNl O

(“2 ) WO == )

= [ (@) = 7'yl S( —p), (3.80)
[ ()] =" (=), (3.81)

y después se ha cambiado s por —s y p por —p que implica sustituir pz por —pz’ con
' = (—t, 7).

Para un campo escalar, es facil obtener

Té(t, D)T = ¢(—t, ©). (3.82)

3.3 Campo electromagnético

3.3.1 Cuantizacién en el gauge de radiacién

Recordemos que en el gauge de radiacién,
A(z)=0, V-A=0, (3.83)
las tres componentes no nulas de A*(z) satisfacen una ecuacién de Klein-Gordon sin masa,
gA’ = 0. (3.84)

Sus soluciones son de la forma
con
k-ék,\) =0 = V-A=0 (3.86)

y E’(E, 1), E’(E, 2) dos wvectores de polarizacion ortogonales entre si. Hallemos los momentos
conjugados,

oL 1
0 = — = = —— 24
" (z) 00 40) 0, pues L 4FWF (3.87)
iy 9L i\ o0 i i o
II'(z) = A OoA) F’(z) = —0"A'(z) = E'(x) (campo eléctrico). (3.88)

Vemos que A°(x) = 0 (en este gauge) y I1%(z) = 0 (en general), asf que no son variables
dindmicas. Para cuantizar el campo electromagnético promovemos, como hasta ahora, A(x)
a operador e imponemos

la v ) = (2m)30%(k — o [aE’/\,a(T,,\/]:[a%)\,a;ﬁ,X]:0, (3.89)
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3.3. Campo electromagnético 55

donde aEA (ak ,) son operadores sobre el espacio de Fock que crean (destruyen) fotones.

Noétese que las relaciones de conmutacién anteriores implican

[A'(t,2), B (t, )] = wq(2ﬂ)353( — Q)0

f o | o

X{e_l(wk—w) i(F-7—q >Zei(l¥:',>\)ej*((f,x)

27)
. Pr pap (o5 Y e 4
= —1/ We (@=9) (6 J - EQ > =1qg ](str(x — y) (390)

En el dltimo paso se ha usado que el término entre llaves debe ser covariante bajo rotaciones
y por tanto es una combinacién de los tensores de dos indices bajo rotaciones que pueden
construirse con 6 y k', es decir,

,Z{ (k, ™ (K, ) + € (—k, \)el (—F, )\)}. (3.91)
Multiplicando por k%, a partir de (3.86) tenemos que
AW + B =0= A=-B, (3.92)

y tomando, por ejemplo, k= (0,0,wg), €(E, 1) =(1,0,0) y €(/_€, 2) = (0,1,0) basta mirar el
término ¢ = j = 1 para fijar

A:%(1+1):1. (3.93)

Si no fuera por el término k7 /k? en (3.90) habriamos obtenido

. B3k 7 . .

—i6 [ e = <57~ ) = i 5 (394)
Pero este término se encarga de mantener la condicion de transversalidad del campo elec-
tromagnético en el gauge de radiacién (k- € = 0), que proviene de V - A = 0 y también
V-FE=0. Asi,

(V- At,3), B (,7)) = VLAt ). Bt 3)) = i | (gi’;gei’?@—ﬁ)(kj W) =0, (395)

3 T . .
[AU(t, %),V - E(t, )] = V,[A'(L, &), E(t,7)] = —i / %eik'(xy)(kl —k)=0. (3.96)

—

Por eso hemos introducido en (3.90) la delta transversa 6w (Z — 7).
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56 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

Ya podemos construir el espacio de Fock actuando con a%A sobre el vacio definido

)

por ag \ |0) = 0. Aplicando el orden normal a la expresién cldsica, por razones que ya
conocemos, obtenemos entonces

1 3., .72, p2. dgk
H:§ d’z : E*+B°: = Zwka];)\a,;)\,
A12

. L d3k -
— 3. . - T
P—/dx .E><B.—/(27r)3 E ka’;/\ak)\ (3.97)

A=1,2

Por tanto ,/2wz a%A |0) es el estado de una particula sin masa, energia w; y momento k

con dos estados de polarizacién que ahora analizaremos. Aplicando el teorema de Noether
puede encontrarse (demuéstrese) que la cantidad conservada bajo rotaciones es

MU — / Pr GgA*F (207 — 219" AF + / A3z (A'9g A7 — AT AY). (3.98)

El primer término es el momento angular orbital y el segundo es la parte de espin. Con-
centrémonos en el espin:

S = / APz A9y AT — AT A"
_ s d3q /= I ,]* =N/ i% /o j "
=i | Grp 7 (@ NG N) = (@ N)E (T N)) o - (3.99)
)\I7A/l

Por tanto, usando (3.89),

agxral  10) = lagar,al 110) = (2m)°8°(§ — F)orx 10) (3.100)
obtenemos
S"ja%)\|0>:i%:(ei(lz,)\)ej*(l;,/\’) ¢ (k, N)é (k, /\)> a. 10} (3.101)

Tomemos ahora k = (0,0,w;) v hallemos la helicidad de los fotones, es decir, el espin
en la direccién del eje z, S3 = 12, Elijamos la base de estados de polarizacion lineal
ék,1) = (1,0,0) y €k, 2) = (0,1,0), es decir, €'(k, \) = §%. Entonces,

3,1 _ it
S aE1|0)—+1aE2|0)

S3al 10y =1 (6162 —6L6 0) = ; ; 3.102
i 0 %:(“ )\)\)kx|> S3a£2|0>:_ia£1|0> ( )

Vemos que las polarizaciones lineales no son autoestados de helicidad. Sin embargo, si lo
son las polarizaciones circulares,

- 1 S .
&k, +) = ﬁ(z(k, 1) +ie(k, 2)) (3.103)
pues
3 1 — a1 [ L
S ap 0) = +aE’+ |0), ap = \/5( +1aE2) , (3.104)
1 .
S%al. |0y = —a;%’_ 0), a%_ = ﬁ(a;%,l - 1a;%,2) : (3.105)

Por tanto, los estados /2wy a’% N |0) describen particulas sin masa, espin 1 y helicidad 1.

Conviene destacar finalmente que, a pesar de que la covariancia Lorentz estd rota por la
eleccion de este gauge, se puede comprobar que si se escriben los generadores de Poincaré
en términos de operadores creacién y destruccion se satisface el algebra.
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3.3.2 Cuantizacidén covariante

Nos gustaria poder imponer una cuantizacién covariante,
[A# (8, @), T (t,7)] = ig"'6*(F - q) , [A"(t,7), A" (t,§)] =0, (3.106)

sin embargo eso no es posible pues, como hemos visto en (3.87) y (3.88), I1°(z) = 0. En
cambio, si el lagrangiano fuera

1 1
L= —ZFWF“" - 5(8#/1“)2 , (3.107)

que no es el langragiano de Mazwell, tendriamos

o °(z) = —0, A" (x)
M (x) = 0(00A,) - II'(z) = —F% = E'(z) (como antes) (3.108)

y reescribiendo

1 1
L=~ (0uA 0" A" — 0, A,0" A") — 5" D, A, Do A” (3.109)

las ecuaciones de Euler-Lagrange son

oL, oL
94, "8(0,A,)
= OAY — 0”0, A" + 99, A" = 0

1 1
- 0 = 8” (_QFMV - lewaaAa) = 0

es decir, A* tiene masa cero, donde se ha usado

0 FM = 9,(0" A" — 9" AM) = DAY — 9”9, A"
09" a AY) = 0¥, A" | (3.111)

cuyas soluciones son
AP(z) = / T (6” F.Nag e e (R, )\)a;%)\eikx) . (3.112)
k A=0 ’

Como ahora no hemos impuesto ¢ = 0 ni kue* = 0, el campo A" tiene cuatro grados
de libertad, que etiquetamos mediante A = 0, 1,2, 3. Obviamente el lagrangiano £’ no es
invariante gauge. En particular, si tomamos k* = (k,0,0, k) entonces e“(E, A) = 6y, es
decir, e*(k,0) = (1,0,0,0), e“(k,1) = (0,1,0,0), e“(k,2) = (0,0, 1,0), e*(k,3) = (0,0,0,1).
Solamente e (k, 1) y e(k, 2) satisfacen kyet = 0.

Es facil comprobar que las reglas de conmutacién (3.106) implican
lag rafn) = Qo @2n)* 8 (k= @) . lag . aqx] = [af | al\ ] =0, (3.113)
donde

G=-1, G=@=G=1. (3.114)
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58 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

Los estados de una particula,

)E,A> - \/@ ak [0) (3.115)

tienen norma negativa para A = 0, ya que
<q, A’k >\> = 2w (0] agaal 10} = 2w (O [agas al ] 10) = O2wg(2m)°6 (K — @) . (3.116)
Esto no es aceptable, pues la normas se interpretan como probabilidades. De todas formas,

o) v [F3)

Nos podemos plantear recuperar el electromagnetismo imponiendo que sobre los estados
fisicos,

el lagrangiano £’ no es el del electromagnetismo vy, si lo fuera, los estados

no son fisicos.

(fis'| 9, A" [fis) = 0 . (3.117)

Es decir, en lugar de tomar 0,A* = 0 a nivel del lagrangiano, supondremos que el lagran-
giano es £’ pero imponemos la ecuacién anterior sobre los estados fisicos, lo que se conoce
como cuantizacion de Gupta-Bleuler. Veamos que en efecto esto es suficiente para eliminar
del espacio de Fock todos los estados no fisicos. Para ello, notemos que

O A" = (0, A" T + (0, A")~ (3.118)
donde hemos separado los estados de frecuencia positiva de los de frecuencia negativa,

(9, AF)F = / N Zk (R, Nz o

k/\ 0
AMYT =1 px A1
(0,AM) =i / o= \/ﬁzk’ﬁ (7. \a (3.119)

Como (8,A*)~ = [(8,A*)T]T, la condicién (3.117) se satisface siempre que
(0, A" |fis) =0 . (3.120)

Ademds, como (9, A")* es un operador lineal, si |fis) y [fisz) son estados fisicos también
lo son una combinacién arbitraria « |fis;) 4+ 5 |fise). Entonces, si tenemos un estado fisico
de una particula

W)=Y exal., [0) (3.121)
A
la condicién (3.120) implica
0= (0, A")T ) = —j/ @q exgue (@, Nag )\/at |0)
H 27T /2(/Jq WY I ) q,

= gmkue (F,A)|0) =0

w—»
= i\/g(co +¢3)[0) =0=co+c3=0 (3.122)
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si kbt = (wg,0,0,wp) y €*(k, A) = 6. Es decir un estado fisico es una combinacién arbitraria

|tor) de los estados transversos creados por at y a%Q, como esperabamos. Pero también

es fisica una combinacion de la forma

) = (al., —al..)[0) (3.123)

£,0

pues satisface la condicion ¢y + c¢3 = 0. Asi que el subespacio de estados fisicos de una
particula de momento k mas general es de la forma

W) = lor) +elg) . lbr)= Y exal 10) . (3.124)

A=1,2
Sin embargo, vamos a ver que, primero

(Blg) =0, (drld) =0= W) = WYrldr) (3.125)

y, segundo, |¢) y |tr) tienen la misma energia, momento, momento angular, etc. Por tanto,
podemos introducir una relacién de equivalencia

) ~ [¥r) st [¥) = [Yr) +clo) (3.126)

y elegir cualquier |¢) de la clase [¢)7) ya sea transverso o no, pues esta eleccién no tiene
consecuencias fisicas. Fn efecto, demostremos lo primero,

(916) = (0 (ag o — ag ) (al: | — af ) 10) = (O] (ayal. |+ ag zal. ) |0)
= (0l ([ag g, al, ] + lag 5.l ) [0) = 0 (3.127)

(Wrld) = (0] (cfag, + cag,)(ak  —ak )|0)=0. (3.128)

y ahora demostremos lo segundo: la energia y el momento vienen dados por

d3k i ;
H= /27r3 “E _aE,an,0+ Z Qg TR (3.129)
A=1,2,3
> 3k - t ;
b= (27r)3k _“E,oaﬁ,ﬁ Z % | (3.130)
A=1,2,3

Si calculamos los elementos de matriz de estos operadores, que contienen siempre la com-
binaciéon (—a% o%.0 + aig ag 3), entre dos estados fisicos, tengamos en cuenta que sobre un

estado fisico W)) lYr) + clo),
(a5 — agg) V) = clagy —ag ) 16) = elag, — agy)(ak  —al )|0) =0 (3.131)
y, por tanto

(fis'] ( a~ N a 5 3) |fis) = (fis'| (_GZ*OGE,O + at o050 —azs) + aJr 40%.3) fis)

= (fis'| ( aﬁ ak3+aﬂ )\ﬁs)

= — (fis’| ( aao - a%g)al—m) Ifis) =0, (3.132)

lo que significa que a la energia y al momento solamente contribuyen los osciladores trans-
Versos.
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60 Tema 3: Cuantizacién de campos libres

333 C,P,T

Finalmente, hallemos las propiedades de transformacién de A*(x) bajo C, P y T. Como
CipytpC = —py#¢, para que C sea una simetria del lagrangiano de QED necesitamos que
Lqep D qy*p A, permanezca invariante, es decir

CA*(2)C = —A(z) = Cap ,C = neay (3.133)

de donde la conjugacién de carga del fotén es no = —1. En cuanto a P, como /T(x) es un
vector tenemos que

PAM(t, x)P = A'u(t, —f) = PaEiP =npa_g (3134)

7:|: ’
donde la paridad intrinseca del fotén es np = —1, como corresponde a un estado que
tiene momento angular J = 1, consistentemente con la paridad de un sistema de momento
angular orbital L = 1, cuya funcién de onda viene dada por el arménico esférico Yzar(6, ¢),
que vale (—1)% = —1. Por tiltimo,

TAH(t, )T = Ay(—t,%) = Tay T =a_g

Pe (3.135)

del mismo modo que el vector T[Y(¢, Z)y"o(t, )T = (—t, B)y,(—t, ).

Con esto completamos las propiedades de transformacién bajo C, P y T de los campos
escalares (3.69, 3.74, 3.82), espinoriales (3.65, 3.72, 3.79)¢ y vectoriales® (3.133, 3.134,
3.135), que son los ladrillos que se usan para construir los lagrangianos que describen la
fisica de particulas elementales. Sus interacciones involucran productos invariantes Lorentz
de los campos y sus derivadas. Sabemos que las interacciones débiles violan C, P, CP y T,
aunque las interacciones fuertes y electromagnéticas preservan las tres simetrias discretas.
Un resultado interesante es el teorema CPT que establece que cualquier teoria cudntica de
campos (lagrangiano hermitico invariante Lorentz) es invariante bajo la accién combinada

de CPT,
CPT L(x) CPT = L(—x) . (3.136)

Esto se puede comprobar sobre cualquier combinacién hermitica de campos escalares y/o
bilineales covariantes contraidos con derivadas y/o campos vectoriales.

4En particular, es util deducir de ellas las propiedades de transformacién de los bilineales fermidnicos
(2.158) a partir de las de los campos espinoriales.
°Para un campo vectorial complejo la conjugacién de carga no es (3.133) sino CA*(x)C = —A**(z).
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Tema 4

Interacciones de campos y
diagramas de Feynman

4.1 La matriz S

En el tema anterior hemos cuantizado campos libres. Ahora supondremos interaccién entre
los campos,

H=Hot Hye , H = / B Hin () = — / B Lins(2) (4.1)

(si Lint no contiene derivadas de campos).

Por ejemplo, en QED, Liy = e@y“wA# y en la teorfa A\¢?, Lin = —%qb‘l. Supondremos
siempre que la constante de acoplamiento es pequena, lo que significa que podremos tratar
la interaccién perturbativamente. (En realidad el pardmetro relevante para el desarrollo
perturbativo en QED es o = ?/(4m) ~ 1/137 < 1.)

Nuestro objetivo es hallar la probabilidad de transicién entre un estado inicial y otro
final en un proceso de colisién o scattering. En la imagen de Schréodinger los estados depen-
den del tiempo. Sea |a(t)) la evolucién en un tiempo ¢ de |a) = |a(t;)), que en un instante
inicial ¢; es autoestado de un conjunto de observables compatibles cuyos autovalores a
sirven para etiquetarlo (e.g. momentos y espines de las particulas incidentes). Sea |b) el
estado que en un instante de tiempo ¢y, tras la colisién, sera autoestado con autovalores b,
|b) = |b(ty)). La amplitud de probabilidad de que |a) evolucione hasta |b) es entonces

(bla(ts)) = (ble = |a) . (4.2)

Se llama matriz S al operador evolucién e 1 (ts—t) en el lfmite (tf —ti) = oo, donde H es

el hamiltoniano de la teoria de campos. La amplitud de scattering viene dada por

OISla) = dim(ple= ) ja) (4.3)

Nétese que si (a|a) =1y |n) es una base completa de estados, Z |ny(n| =1, tenemos

n

1= [nlSla)[> =) (al STn)(n| S |a) = (a] STS |a) (4.4)

n
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62 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

lo que significa que SSt = 1, es decir, S es unitaria. Por tanto, la unitariedad de S expresa
la conservacién de la probabilidad. Conviene escribir

S=1+iT

oot — 1 —i(T —T") =TT". (4.5)

Entonces, definiendo Ty, = (b| T |a) tenemos que

Tba - a Z TbnT = 2ImT,, = Z |Tan‘2 (46)
n

que conduce al teorema dptico, cuyas implicaciones estudiaremos en §7.5.

En la imagen de Heisenberg son los operadores y no los estados los que dependen del
tiempo, lo cual es més apropiado para la TQC en la que los campos son operadores ¢(t, ).
Los estados |a) = |a(t;)) y [b) = |b(ts)) son en la imagen de Heisenberg |a);; = e |a(t)) ¥
b) ;7 = €lf11|b(t)), independientes del tiempo. Por tanto, definiendo los estados en la imagen
de Heisenberg |a;t;) = et |a) y |b;ts) = e |b), la matriz S serd

(| Sla)y = lm (e U= gy = lm  (bitslasts) . (4.7)

(tffti)ﬁoo (tffti)ﬁoo

4.2 La formula de reduccion de LSZ

Vamos a ver que la matriz S entre estados iniciales y finales de la misma especie etiquetados
por sus momentos (supongamos por simplicidad que no tienen indices de espin),

BBl S|Fakz Ko ) = (Bifs - Bus by |[Faka o Fmite) (4.8)

donde se sobreentiende que t; — —oo y ty — 400, puede expresarse en funciéon de valores
esperados en el vacio de productos de campos ordenados temporalmente (que enseguida
definiremos). Para ello, notemos en primer lugar que si tenemos un campo escalar real
libre,

d3p

¢free($) —/W\/ﬁﬁ

(ape™ ™" + ale™”) (4.9)

entonces

. < . <
\/ QEE ap = 1/d31' elkx 80 ¢free($) ) QEE CL;% - _i/d3$ e_lkx a0 stree(x) : (410)

En efecto,
/dgzc ek ao Dtree(x) = l/d3 /%\/ﬁ <a e (9 e lpx—i-atelkz (9 el >
/ A3 / 2Eﬂ —iaz(Ey + Ep)el )" +ial(E; - E,;)ei“”p)x)
2E; a . (4.11)
Esperamos que
¢(x) ———— ZY2in(x) ,  o(x) ot Z V2o (2) (4.12)
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donde ¢in (%) ¥ Pout(x) son campos libres (antes y después de la interaccion, respectivamen-
te) y Z es un factor constante denominado renormalizacion de la funcion de onda cuyo
significado comprenderemos més adelante (véase (4.121)). Por tanto, usando (4.10),

. . <>
\/ 23 ag )= _iz71/2 tl:’r_noo 3z e 9y () | (4.13)
T (out) 1/2 3 —ikx
Ey a; —iZ~ t£+moo d’z e 80 o(z) . (4.14)

Asi que

(Bis - Busty|Fka - K te) = \ 2Bz (B Braityl 0™

. “ . .
= —iZ7Y2 Y [ Pz e (i Fasty] B ¢(x)‘k2-~~km;ti> . (415)

E2"'Em;ti>

t——o0

Conviene escribir esta expresién en forma covariante notando que
\/2E <p1p2 p’nvtf’a/” )’k 7t>
t
2E/,—C‘1 (D1p2 -+ - D ty] (aE1 _ gflen )) )k; m,tz> (4.16)

T(out)

pues a. actia sobre (Pip3---Pn;ts| destruyendo una particula en el estado final de

momento k1 y como supondremos que en el proceso de scattering no hay particulas que
se comporten como meros espectadores (ningin EZ coincide con un pj) esta operacién da
cero. Es decir, en realidad estamos calculando la parte iT" de la matriz S. Y, por otro lado,
a partir de (4.13) y (4.14),

\/E(ag(in) _ a%(out)) _ iZ—l/Q/d4x 3o <e—ikx 5(’) ¢>
—iz7\/? / N R ey
— iz 1/2/ T [—1kazao¢+W W $92e —m}
_iz—1/2 /d4m [e—ikzagQS _ ¢(V2 _ m?)e—ikx]
_ iZl/Q/d% ¢~ (R — V2 + m2o)
=iz71/? /d4:r e k(O 4+ m?) () , (4.17)

donde en la primera igualdad se ha usado que

0
, . 3 - o 3 - 4 "
(tilmootilinoo>/d x f(t, @) = /_Oodt at/d z f(t,%) = /d x O f(t, ),

(4.18)
R
con f(t,7) = —1Z~1/2e7** 9y ¢; en la antepentiltima se ha sustituido
¢82 —ikx __ ¢(V2 . m2>e—ikx , (4_19)
ya que k2 = m?; y en la pentltima se ha usado que
/ 3z V(e *Ve) =0 = / Bz (Ve k) Vo = — / d3z e FV2g (4.20)
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64 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

de donde
0= / &z V2 (e k) = / &z v [( *lkm)¢+e*1’“v¢>}
:/d3x [(VQG—ikm)¢+2(Ve—ikx)v¢+e—ika:v2¢}
_ /d3a: [(VZefikm)d) _ efikmv2¢}
= / Br pV2e T = / Br e FrY2¢ (4.21)
Por tanto, podemos en efecto escribir (4.15) en forma covariante,
(P Bty | Tk - Ko )

=i7" 1/2/d4x e_lklx(D +m ) (D1p2 -+ Dnitsl d(x ’k‘g m7tl> . (4.22)
Se trata ahora de iterar el procedimiento hasta eliminar todas las particulas de los

estados inicial y final, dejando solamente combinaciones de campos actuando sobre el vacio.
Para ello, escribamos ahora

<ﬁlp§"‘ﬁn;tf‘¢(x) ‘EQE’nvt’L> = 2Eﬁ1 <p pn,tf‘a(ou (x) ‘EQ"'Em;ti>
= V2B, (5 -+ Bty T{(al™ = al)o(a)} o+ Fmiti)  (4.23)

donde hemos usado que a(fn)

k:g . lgm; ti> = 0 y hemos tenido que introducir el producto
ordenado temporal,

T 0 iL'O
T{¢(y)p(z)} = { z%zgy; Zo z 0 (4.24)
que implica
T{al"o(0)) = o@al” . Tl o)} = o™ o(a) (4.25)

A partir de (4.17) tenemos
2B5(ay" — o) =iz71/? / dly €PV(0, +m?)g(y) (4.26)
y sustituyendo en (4.23) llegamos a

<p1p2 pnatf|¢ ’kQ matz>

— 12—1/2/d4y eP(0y, +m?) (P Dot T{d(y)¢ ‘1@ Em; t,> . (4.27)
De donde ya es directo deducir

<l71p§ Pty ‘ElkZ ko ti>

(12 T ik T ipiys
= (iZ deze dejeﬂﬂ
i1 j=1
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X(Ogy +m?) -+ (Oy, +m?) (0| T{$(x1) - -~ d(xm)d(y1) - $lyn) }[0) . (4.28)

Si definimos ahora la funcion de Green de N puntos,
G(z1,...,on) = (0| T{d(z1) - d(xn)}0) (4.29)

y la escribimos en términos de su transformada de Fourier G,

N 4~ .~ ~
G(z1,...,2N) = / (H ((;W(J)Z4e_IQimi> G(q1,---,4n) » (4.30)
i=1

_ q2€:t1qx)

h)

o
_ (—iZ*1/2)m+” (ﬁ ng;k) —i(ki+ks i (72 _m2)>

/ 4 p (ﬁjipj)yj(ﬁ? _m2) é(lélv-"al;maﬁla“'vﬁn)

vemos que (sustituyendo Oe*l4

—

<ﬁ1p‘é “ D

:<_iZfl/2>m+n (ﬁ(kz_m ) ﬁ —m? ( kiy...y—km,D1,--.,Dn)

i=1
(4.31)

y despejando é(—kzl, ooy =KmsD1, -5 Pn),

(H k;—i”z2> [1 21_7?”2 (p1p3 - P iT ];;‘1;;;2 .. ;;;m>
= / (H d*z; e—ikixz> / H d4y o TiPsY; O|T{d(x1) - d(xm)d(y1) - - d(yn)} |0)

7j=1

(4.32)

Esta es la férmula de reduccion de LSZ (Lehmann-Symanzik-Zimmermann). Recuérdese
que para una particula fisica se cumple la relacién p? — m? = 0 (se dice que esté on-shell
o sobre su capa de masas). Por tanto, el miembro de la derecha de la fé6rmula LSZ tendra
polos cuando las particulas entrantes o salientes estén on-shell, pero (como veremos y es de
esperar) se cancelaran con los polos del prefactor del elemento de matriz S de la izquierda,
de modo que la matriz S tiene un valor finito.

4.3 Teoria de perturbaciones

Los campos ¢ de la formula LSZ son soluciones de H = Hy + Hiy v por tanto no vienen
dados por combinaciones de ondas planas, cuyos coeficientes hemos interpretado como
operadores creacién y destruccion de particulas a nivel cudntico. Sin embargo, podemos
definir el campo en la imagen de interaccion,

¢1(t, &) = eHol=10) g1y, e Holi=to) (4.33)
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66 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

que es un campo que coincide con el campo ¢(¢, ¥) de la imagen de Heisenberg solamente
en un tiempo de referencia t = tg y que por definicién es un campo libre,

R d3p —ipx ipz
016, = [ G o o). 3
p

cuya evolucién con el tiempo viene, por tanto, determinada por el hamiltoniano libre Hy.
Recordemos que un campo en la imagen de Heisenberg evoluciona con el tiempo segin

o(t, &) = 1) g1y, Z)e i (E=t0) (4.35)
Asi que, despejando de (4.33)
d(to, &) = e Holt=t0) g (¢ )l Holt—t0) (4.36)
vemos que ¢(x) y ¢r(x) estan relacionados mediante
o(t, &) = e tt)emito(t=t0) 4 (¢ i)eilo(t=to) o =iH (t=t0) — (7T (¢ 40)pr (¢, Z)U (L, t0) , (4.37)
U(t, tg) = efoli=to)gmifl(t=to) (4.38)

Vamos ahora a escribir perturbativamente ¢ en funcién de ¢;. Para ello notemos que

i%U(t, to) = etfolt=t)(F — Flg)e~tH(t=t0)

— eiHo (t_tO)Hint e—iHo (t—to)eiHo (t—to)e—iH(t—to)

— Hi()U(t,to) (4.39)
donde hemos introducido el hamiltoniano en la imagen de interaccion®
H(t) = etHolt=to) o~ Ho(t=to) (4.40)

La solucién de la ecuaciéon diferencial (4.39) con la condicién de contorno U(t,t) = 1 es
(compruébese sustituyéndola en la ecuacién):

t t1

U(t,to) =14+ (—i) dty H[(tl) + (—i)2 /t dty dtg H](tl)H[(tg)

to to to

+ (—i)3 /tt dty /tt1 dto /:2 dts Hr(t1)Hr(t2)Hr(ts) + ...
=1t () [yt + 7 [ an [ a6 )

to

+ (_1)3% /t: dtq /t: dto /t: dts T{H(t1)H(t2)Hy(t3)} + ...

=T {exp [—i/t: dt’ Hf(t’)] } . (4.41)

Otra forma de escribir U que nos permite deducir propiedades ttiles es

U(t,t/) _ eiHo(t—to)e—iH(t—t')e—iHO(t/—tO) (4.42)

*Noétese que en general [Ho, H] = [Ho, Hing] # 0.
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que efectivamente satisface U(t,t) =1y (4.39) pues

;U(t V) = eHolt—10) (Ff _ fg)e—iH(t=t)=ito(t'~to)
— eiHo(tfto)Hint efiHO(tfto)eiHo(tfto)efiH(tft/)efiHo(tlfto)
= Hi(t)U(t,t') . (4.43)
De aqui se deduce facilmente que U es unitario y que
U(tl, t2)U(t27 tg) — eiHO(tl *to)e*iH(h 7t2)efiHO(t27t0)eiHO(t2*tO)e*iH(tQ*tg,)e*iHo(tgfto)
= Ul(t1,t3)
:>U(t1,t3)UT(t2,t3) = U(tl,tg) . (4.44)

Veamos cémo calcular (0| ¢(x1)--- ¢(zy)|0), donde ya hemos tomado las x; ordenadas
temporalmente (t; > to >...>t,),

(Op(21) - - - d(25) |0)

¢r(x1)U (t1, 1)U (ta, to) 1 (w2)U (t2, to) - - - U (tn, t0)$1 () U (tn, to) |0)

Qr(z1)U(t1, t2)o1(x2)U(t2,t3) - - - Ultn—1, tn)d1(20)U (tn, to) |0)
1)o1(x)U (1, t2) - Ultn—1,tn)¢1(2n)U (tn, —t)U(—t,t0) |0)

T{¢1(x1) - dr(zn)U(t, t1)U(t1,t2) - - Ultn, —1)} U(—t,10) [0)

= (0| UT(t,to) T {@(wl) () exp {—i/_tt dt Hf(t’)} } U(—t,to) |0) (4.45)

—~
-
~+

donde en sucesivos pasos hemos introducido t > t1 > to >...> t, > —t y sustituido
Ul(ti,to) = Ut to)U(t,t1) ,  Ultn, to) = Ultn, —t)U(—t, to) (4.46)
t
Ut,t1)U(t1,ta) - Ultn, —t) =U(t,—t) =T {exp [—1/ dt/ HI(t/)] } . (4.47)
—t

Tomando ahora tg = —t con t — oo y sustituyendo el adjunto de

U0, —00) [0) = €l [0) | e = <0|T{exp [—i / T H](t’)] } 10) (4.48)

—00

tenemos finalmente que

O {or(ar) - ou(en) exp | i [ s 22 | 10)

0T {exp [_i/d% H](a?)] } 10)

Desarrollando en serie las exponenciales que aparecen en esta expresion y utilizando el
teorema de Wick, segin veremos en §4.5, podremos calcular orden a orden en teoria de
perturbaciones la amplitud de scattering a partir de la férmula LSZ (4.32) con ayuda de
los diagramas de Feynman, que veremos en §4.6.

OIT{p(z1) - - p(xn)} [0) =

(4.49)

Conviene notar que la dependencia funcional de H; en ¢; es la misma que la de Hint
en ¢. Por ejemplo,

3¢4 (4.50)

Hint = 41
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68 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

H; = eiHo(t—lfo)é(Zg4 —iHop(t—to)

e
4!
_ )\ iHo(t—to) —iHo(t—to) iHo(t—to) —iHo(t—to)
= (o) (ot el
y (eiHo(t—t0)¢e—iH0(t—to)) (eiHo(t—t0)¢e—iH0(t—t0)> = %gﬁ}l . (4.51)
4.4 Propagador de Feynman. Causalidad
Hallemos el propagador de Feynman, definido como
01T{¢1(x)p1(y)} 0) - (4.52)

De ahora en adelante omitiremos el subindice I, pues siempre nos referiremos a campos en
la imagen de interaccién, que se pueden descomponer en ¢(z) = ¢+ (z) + ¢~ (x) con

B d3p —ipx _ o dgp T ipx
¢+(x)_/Wﬁaﬁe é (ﬂs)—/w\/ﬁﬁaﬁe . (4.53)

Recuérdese que ¢ ]0) =0y (0] ¢~ = 0. Entonces,”

siz? —99>0:

T{o(x)p(y)} = ¢(x)(y)
= ¢ (@)¢T (y) + o ()" (y) + ¢ ()T (y) + ¢~ ()¢ (v)
=:9(x)p(y) : + 97 (x), 0~ (y)] , (4.54)

donde se ha sustituido

(@)™ (y) : +Ho (@), 67 (v)] (4.55)
Anélogamente,

siz? —9%<0:

T{¢(x)o(y)} = o(y)d(x)
=" ()" (2) + 0T ()¢ () + ¢~ (y)o" () + 67 (y)¢~ (2)
=:9(@)p(y) - + (07 (y), ¢~ (2)] , (4.56)
ya que : ¢(x)o(y) : = : ¢(y)p(x) :. Por tanto,
T{¢()p(y)} = : ¢(x)¢(y) : +Dp(x —y) (4.57)
donde
Dp(z —y) = 0(z" — ") Az —y) +0(y° — 2°) Ay — ) (4.58)

Si 29 = 4% entonces los campos ya estdn ordenados temporalmente, as{ que también se cumple

T{o(2)6(1)} = 6(@)d() = $(@)o(w) : +[6" (@), 6~ ()] = : )by : +(x)d(y)

ya que entonces [¢p1(2), 97 (y)] = [¢7 (y), ¢~ (2)], como puede comprobarse explicitamente en (4.63, 4.64).
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y como [az, al] = (27)35%(5 — 7).

3 .
Alw ) = 16" (0.6 = | g o P (4.59)

Asi que el propagador de Feynman es
O] T{o(x)o(y)} |0) = (0| (: ¢(x)9(y) : +Dr(x —y)) |0) = Drp(z —y) (4.60)

Veamos que podemos escribir (prescripcion de Feynman)

d4p i —in(x—
Dp(x —y) = / or)i it e PEY) - cone — 07 . (4.61)
En efecto,
4 . 3 0 . _in0(0_,0
[ e = Tl B = e e
m)4p? —m? +ie T —oo 2m (pV)? — E5 +ie
donde se ha escrito p? —m? = (p°)? — p — m? = (p°)? — EI% pues recordemos que Ey =
++/m?2 + p2. Por otro lado, nétese que
d3p ) d3p e efiEﬁ(xOfyO)
Alr —y) = / e i@y = / PE (4.63)
(2m)32E5 (2m)3 2E5
d3p ) d3p o eTiBR(0—y0)
Aly — z) = / etir(z—y) — el (T=9) (4.64)
(2m)32E; (2m)3 2E;
(en la segunda linea se ha cambiado p'por —p). Asi que basta demostrar que
0 qp0  je—ip’(@*—y") —iEs(x0—y°) HEz(z0—y")
/ e = 0" — ") T +0(° —a®) S (4.65)
o 2 (p0)2 — Eﬁ + 1€ 2E17 2EZ7

donde nétese que, cuando € — 0,

(p°)? — EZ +ie = [po + (E];— 125Eﬁ>] [ o_ (Eﬁ— 128Eﬁ>] (4.66)

Para evaluar la integral sobre p” en (4.62) hay que elegir el contorno apropiado sobre el
plano de p® complejo (figura 4.1). El factor ic aleja ligeramente los polos del eje real. El
polo p° = Ej se desplaza hacia abajo, p0 = Ez—ie/(2E;) y el polo p’ = —Ej se desplaza
hacia arriba, p® = —Ej; + ie/(2E5). Asi si 2 — y” > 0 conviene cerrar el contorno en el
plano inferior, rodeando el polo p° = Ez—i0" en sentido horario de modo que

%f(z) dz = —27i Res(f, z = 29) si(z%-9%) >0

© qpd  je—ir’ @@=y je— 1P (2°=1°) e~ 1B5(z"~y")
/ o s = —2m lim (0 — Ep) 0 0 =
oo 2m (pV)? — ES 4 e pO—Ey 2m)(P° + E5)(p° — Ep) 2E5
(4.67)
Y si 2 — 3% < 0 cerramos por arriba, rodeando p° = —Ez+ i0" en sentido antihorario

ygf(z) dz = 27 Res(f, z = 20p) si (22 —19°) <0
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|7

Figura 4.1: Posicién de los polos en el plano de p° complejo.

/oo dp? e =" ari lm (0 4 By o102 —y0) etiBH(z"—y°)
— =27 lim (p 5 =
o 21 (P0) — EZ e P P2m) (00 + Ep) (00 — Ejp) 2E5
(4.68)
Por tanto,
d*p i :
De(r — ) — —ip(z—y)
Fle=y) / (2m)Ap? —m? +ie ¢
d3p {5 (Bt . 0 0 : 0 0
_ e ep.(x—y) e(xo o yO)e—lEﬁ(m —y9) + H(y(] - xO)elEﬁ(m —yY)
(2m)32E5

=0(z” —y") Az —y) +0(4° — 2”)A(y — 2) (4.69)
como queriamos demostrar.©

La expresién (4.61) es conveniente porque de ella se lee directamente el propagador de
Feynman en el espacio de momentos, Dr(p),

d4p —ip(z—y) N N i
Dp(z —y) = / 2m)1 e P Dp(p) = Dr(p) = P—m?tie (4.70)

Nétese también que Dp(z — y) es una funcién de Green del operador de Klein-Gordon
(O, +m?) pues

dp i
(2m)4 p? —m? +ie

(Op +m®)Dp(z —y) = / (=p* +m?) e Y = —igh(@ —y) (4.71)
(independientemente de la prescripcién adoptada para sortear los polos) lo que justifica
por qué hemos llamado funcién de Green de N puntos a (0| T{¢(x1) - - ¢(xn)} |0). Nétese
ademas que el propagador de Feynman no es la tnica funcién de Green del operador de
Klein-Gordon, pues cambiando la prescripcién se obtienen otras.

Causalidad

El propagador de Feynman Dp(z — y) expresa la amplitud de probabilidad de que una
particula que se crea en y se propague libremente hasta = donde es aniquilada, si z°—y° > 0,
o que se propague y a z, si 2° — y? < 0. En efecto,

(0l 6(2)(y) 0) = Dr(z —y) = Az —y) = [6" (2), 6™ ()] = (0] ¢" (2)¢™ () 0) . (4.72)

¢Ahora ya entendemos por qué hemos introducido el factor 2 en la normalizacién covariante relativista
de los estados.
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v

Co
—im

Figura 4.2: Contorno para integrar A(x — y) en un intervalo espacial.

Veamos que, aparentemente, surge un problema: la probabilidad de propagaciéon de una
particula desde y hasta = con (z — y)? < 0 (intervalo espacial), es decir, fuera de su cono
de luz no es cero sino que cae exponencialmente para distancias grandes. En efecto, en
tal caso podemos elegir un sistema de referencia en el que (z —y) = (0,7) y entonces
(aqui llamaremos p = |p| y r = |7])

d3p eiﬁ-'F 27 1p7" cos 6
Am—y—/ / d(p/ dcosﬁ/ dp p?
( ) (2m)? 2Eﬁ p V% +m? m2
1 oo 71p7" 1pr
= 32 / Wy = 72 ——
(27’() 0 2 p —+ m2 1pr (27T 2r p -+ m2

(4.73)

Podemos evaluar esta integral en el plano de p complejo siguiendo el contorno de la
figura 4.2 (el integrando tiene cortes de rama que comienzan en los polos p = +im).
Aplicando el teorema de los residuos:

0:</co+/CR +/CR +/Cp+/q+/62>dpf(p). (4.74)

En el limite e — 0, p — 0, R — oo las integrales sobre c,, cr, y cg, se anulan.d Por tanto,

Az —y) = lim dp f(p) = — lim (/ /)dpf
]E%,p*:)o% o Ep—)O

ico im
/ dppelpr(p2+m2)—1/2+/ dppelp'r’(pQ+m2)—1/28—;2m>

im ico
i ico 1p7“
(4.75)
~ (2n)%2 \/ VE+m?
donde el factor e~32™ = —1 tiene en cuenta que la segunda integral se hace al otro lado

del corte de rama,® y se han intercambiado sus limites de integracién cambiando el signo
global. Conviene ahora hacer el cambio de variable p = ip,

. ) —pr 1 oS —pr
: 5 212/ dp 2 = [ g (4.76)

@2m)22r— Jo, iv/p? —m? Am?r Vot —m2’

4La integral sobre ¢, se anula cuando p — 0 porque lim (p — im)f(p) = 0.
p—im

Alr —y) =

°Recordemos que log z = log |z| + iarg(z) tiene una discontinuidad de 27i al cruzar el corte de rama y
que podemos escribir (p? + m?)~Y?% = exp{—3log(p” + m*)}.

71 © www.ugr.es/local /jillana



72 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

y finalmente el cambio p = mdt,

te—mrt m m T

m
Am2r [, V2 -1 42y 1(mr

donde se ha usado el limite de la funcién de Bessel modificada K.

o0

Al —y) =

— -mr 4.77
mr>>1 471'27’ 2mre ’ ( )

Este resultado parece indicarnos que se viola causalidad. Sin embargo no es asi. En
mecdanica cuantica lo importante es si conmutan dos observables medidos en x ey separados
espacialmente, i.e. con (z — y)? < 0. En tal caso ambas medidas no estén correlacionadas
y por tanto no pueden afectar una a la otra. En la préctica, el principio de causalidad
se preserva siempre que se anule el conmutador de dos campos evaluados en dos puntos
separados por un intervalo espacial. Veamos que en efecto, en ese caso, el conmutador se
anula.

—ipz T aipz —igy T niqy
age —i—aﬁe ),(a(;e +a§e )}

3 3
0001 = [ o5z | e |

{e—i(pz—qy) [aﬁ’ al;_,] + ei(pm—qy) [a;, Gq’]}

d3p d3q
/ (27‘()3\ / 2Eﬁ / (27T)3\ /2E‘T

_ / (;;1)93 {efip(xfy) _ eip(x*y)} =Alz—y)—Aly—x), (4.78)

donde se ha usado [ay, ajj] = (2m)383 (P — §). Ahora, si (z — y)? < 0 podemos elegir un
sistema de referencia en el que (z —y) = (0,7) y entonces (y —x) = (0, —7), y como hemos
visto que para puntos separados un intervalo espacial A(x — y) solamente depende del
modulo de 7 (4.77) tenemos que A(x —y) = Ay —x) y

[6(x),6(y)] =0, si(z—y)*<0, (4.79)

como queriamos demostrar.! En este punto es conveniente hacer varios comentarios impor-
tantes.

Para un campo escalar complejo el propagador se define como

Dr(x —y) = (0] T{¢(x)" (y)} 0)
= 0(z" — ") (0] (2)6" (1) 10) + 0(y° — 2°) (0] &' () () |0) (4.80)
que expresa la amplitud de probabilidad de que una particula que se crea en y se propague
libremente hasta « donde es aniquilada, si 2°—y° > 0, o bien la amplitud de probabilidad de
que una antiparticula que se crea en x se propague libremente hasta y donde es aniquilada,
siz? —yY <0.
Recordemos que si el campo es real, particula y antiparticula coinciden.

Para entender mejor el significado de las dos contribuciones al propagador de Feynman
(4.58) que se cancelan en (4.78) cuando (x —y)? < 0, hallemos el conmutador andlogo para
campos escalares complejos,

(). ') = [

dp / TI__ [(age + bl , (sge= + afei)]
(2m)3\/2E; ) (2m)3\/2E; L\ P T\ q
fSi (x — y)? > 0 (intervalo temporal) podemos elegir un sistema de referencia en el que (z — y) = (t,0)
y entonces

3, —iBst 4 oo —iy/p2+m? t 1 oo ' ‘
A(I—y):/(dpe P An / dpp267:72/ 4B /FZ 2 et o= (15 o0)
0

2m)3 2By (2m)3 2y/p2+m2  4n? ),

asi que A(z —y) — A(y — x) # 0 en este caso.
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4.5. Teorema de Wick 73

{e_i(px—qy) [aﬁ’ ag] + el(Pr—ay) [b;;, b(j]}

d3p d3q
/ (2m)3, /2Eﬁ/ (2m)3\/2E4
= (0] p(2)9" () 10) = (0] &' (y)d() [0) = A(z — y) — Ay — x) (4.81)

donde vemos que A(z — y) es la amplitud de probabilidad de que una particula creada en
y se propague hasta x mientras que A(y — z) es la amplitud de probabilidad de que una
antiparticula creada en x se propague hasta y. Si no existieran las antiparticulas se violaria
el principio de causalidad! pues ambas contribuciones son necesarias y gracias a que tienen
valores idénticos el conmutador (4.78) (o el (4.81) si el campo escalar es complejo) puede
anularse fuera del cono de luz impidiendo correlaciones entre observaciones no conectadas
causalmente.

Finalmente, nétese que en lo anterior ha sido fundamental que los campos escalares
satisfacen relaciones de conmutacién y no de anticonmutacién, pues de lo contrario el
principio de causalidad no se habria preservado. Puede verse que los campos fermidnicos
han de anticonmutar por la misma razén. Se pone de manifiesto entonces la estrecha
conexién entre el teorema espin-estadistica y la causalidad a nivel cudntico.

4.5 Teorema de Wick

Hemos visto que el producto ordenado temporal de dos campos en la imagen de interaccién
es T{p(x1)d(x2)} = : d(x1)d(x2) : +Dp(x1 — x2). Queremos ahora hallar el producto
ordenado temporal de n campos ¢; = ¢(z;). El teorema de Wick, que demostraremos a
continuacién, establece que

todas las combinaciones de orden normal
y contracciones de dos campos

T{¢1---¢n}=:¢1---¢n:+< ) (4.82)

donde contracciones de dos campos ¢(x;) y ¢(x;) significa

1 [
(b(ﬂ?z)gb(l‘]) = DF($Z — SC]') y o abreviadamente gf)ngj == Di]’ s (483)

y “todas las combinaciones de orden normal y contracciones de dos campos” significa, por
ejemplo,

— — — —
T{p192030a} = : d1d2030a : + : (91020304 + 1020304 + P1P20304 + P1P2d304
— — — — | =
+ 1020304 + D1020304 + 1020304 + 120304 + P1dad304) 1, (4.84)
donde
1 1 1
D 1020304 1 = P103 : P2 = D13 pads i, p1¢ap3¢s : = D12D3y,  etc.  (4.85)

Por consiguiente, al valor esperado en el vacio del producto ordenado temporal de campos
sélo contribuyen los términos en los que todos los campos estan contraidos, por ejemplo,

M/ — | [/ ]
(O] T{p1020304} |0) = P1$203P4 + 120304 + P1D20304

= D19D34 + D13Dog + D14Do3 (4.86)

y el valor esperado en el vacio del producto ordenado temporal de un nimero impar de
campos €es Cero.
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74 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

Para demostrar el teorema de Wick se procede por induccién. Ya sabemos que se cumple
para n = 2. Supongamos que es cierto para n — 1 campos. Entonces, si ponemos los campos
ya ordenados temporalmente (29 > ... > 29),

T{¢p1r¢2- - ¢n} = 192+~ In = Q1T{d2- - dn}

- o o) {or o (s dedo V)
Por otro lado,
¢y A2 Int = :{Py P2 dn}: (4.88)
pues ¢; indroduce un al ala izquierda, que ya esta ordenado normal, y
¢ A{d2 )= {da-- dn} 1 O +[0F,  {p2--bn}:]
o on) s (G (o s V) (g

Comprobemos esto dltimo con un ejemplo:

[0, : 203 : | = [0, ¢35 03 + ¢ b5 + b3 b3 + b3 b3 ]
= of oot + et oF + o5 o, 03] + [0, o3 1d5 + 5 letsoiT
+ 1ot 03103 + b5 [bEoi T + [0, 63108
[ 1 [ [ [ 1
= ¢y D103 + G130 + D1P2ds + P1d2dT =: (D123 + 1d203) : (4.90)

—
donde se ha usado [A, BC| = B[A,C]+[A, BIC'y ¢i¢; = [¢7, ¢; |, pues z? > 33?. Por tanto,

)

contracciones simples > . (4.91)

+ - . . L .. . .
(67 4010 (200} s = st 5 Comiueeones shup
todas las contracciones de dos _
campos que no involucren a ¢1 /)
obtendremos los términos con contracciones dobles, triples, etc., que faltan para demostrar
(4.82) a partir de (4.87) y (4.91).

Si ahora repetimos el procedimiento para (¢ +¢7) : <

4.6 Diagramas de Feynman. Reglas de Feynman

La férmula de reduccion de LSZ nos permite escribir la matriz S en términos de valo-
res esperados en el vacio de productos de campos en la imagen de interaccién ordenados
temporalmente,

O {o(ar)o(aa) sl exp | i [ a2t f10) (4.92)

que se calculan orden a orden en teoria de perturbaciones (TP), desarrollando en serie la
exponencial.

A orden cero (ausencia de interacciones) sélo necesitamos (0| T{¢(z1) - ¢d(zn)}|0),
que, aplicando el teorema de Wick, involucra productos de propagadores de particulas
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4.6. Diagramas de Feynman. Reglas de Feynman 75

entre puntos espaciotemporales distintos x; # x;, lo que nos da una imagen fisica muy
clara que admite una representacién gréfica sencilla:

[
(0] T{¢102} |0) = p1¢2 = D12

1 2
_ (4.93)
— —— | [ —
(0| T{p1020304} |0) = 1020304 + P1P20304 + P1P29304 = D12D34 + D13Doy + D14D23
1 2 1 2 1 2
_ N + P / (4.94)
3 4 3 4 3 4

y asi sucesivamente. Estos son los llamados diagramas de Feynman en el espacio de posi-
ciones.

A partir del primer orden en TP obtendremos interacciones locales que involucran pro-
ductos de campos en el mismo punto espaciotemporal x, que también tienen una represen-
tacién grafica sencilla en forma de diagramas de Feynman, como veremos a continuacion.
El célculo perturbativo es muy complejo pero puede sistematizarse con ayuda de reglas de
Feynman. La mejor manera de entender todo esto es con un ejemplo sencillo.

Consideremos el scattering 2 — 2 (dos particulas en el estado inicial y dos en el final)
en la teorfa de campos escalares autointeractuantes A¢*. La férmula LSZ en funcién de
campos en la imagen de interaccién es:

S

. 2 .

ivZ 1\/? o
51 T‘kk>

1p22—m2j1;[1k]2_m2<p1p21 1k2

-
Il

o {eeseetmete e |-ig [ d o')] o
/gd%ie( ) e <O|T{exp [ii!/d“xqu('x)]}m

Orden cero. En ausencia de interaccién el denominador de (4.95) es 1. El numerador es

(4.95)

4
NO _ /1_[(:14%,Z ei(p1x1+p2x2—k1:r:3—k2x4) <0‘ T{¢($1)¢($2)¢<1‘3)¢({B4)} ‘0>
=1

4
= /H dz; ei(p111+p2w2—k113—kzr4)(D12D34 + D13Day + Dy14Ds3)
=1
_ /d4x d* Xdty dty el(P1+p2) X+i(p1—p2) 5 —i(k1+k2)Y —i(k1—k2) § Dp(x)Dr(y)
+ /d4l' d4X d4y d4Y ei(Pl—kl)X-H(pl-l-kl)%+i(p2—k2)Y+i(p2+k2)% DF(x)DF(y)

+ /d4:1: d4 Xd4y ALY el(P1—k2) X+i(p1+k2) § —i(k1—p2)Y —i(k1+p2)§ Dr(x)Dp(y)
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76 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

B A 454 i i
= (2m)"0%(p1 +p2)(27)"6 (k1+k2)p%—m2 ki —m?

2m) 6% (p1 — k1) (2m)* 6% (e — K ! i
+ (2m)76" (p1 1)(27)%0% (p2 2)p% 2 p% —m2

454 454 i i
+ (2m)%6% (p1 — k2)(2m)%6% (p2 _kl)p% —m2 k% —m2

(4.96)

donde en el primer sumando de la tercera igualdad hemos hecho el cambio de variables

r=x1— T2, Y =3 — T4 $1:X+g, .’EgIYJr%
=

X1+ X2 xr3 + T4 x Y
2 2 2 9 M4 2

Oxy - 0wy I
daq dag = gw gX dedX =| 2 dedX = drdX , etc.,

Ozy  Ors 1

or 0X

el segundo sumando es andlogo al primero intercambiando zs <+ x3 lo que implica po <>
—kq; y el tercer sumando es andlogo al primero intercambiando xo <> x4 lo que implica
p2 <> —ko. En (4.96) hay términos con solamente dos polos, que no son suficientes para
cancelar los cuatro polos del miembro de la izquierda de (4.95), asi que

(p1p2|iT ‘E1E2> =0 a orden cero. (4.97)

Este resultado (amplitud nula) es general para diagramas disconezos (aquéllos en los que
algin punto externo no estd conectado a los demas).

Primer orden. Desarrollando la exponencial del numerador vemos que a O(\) obtenemos
productos de campos evaluados en el mismo punto espaciotemporal, lo que, aplicando el
teorema de Wick, da lugar a un vértice de interaccion. La tinica forma de obtener diagramas
conexos consiste en contraer cada ¢(z;) con ¢(x):

T
(O T{p(x1)d(x2)p(w3)$(wa) " ()} [0), = 4! : 12030400 bubudy :

X1 €3

= (4.98)

Z2 Zq

Hay 4! posibles combinaciones de tales contracciones, todas ellas idénticas: ¢(z1) con uno
de los 4 ¢(x), ¢(x2) con uno de los 3 ¢(x) restantes, ¢(x3) con uno los 2 ¢(z) restantes y
@(x4) con el ¢(z) restante. El factor 4! resultante cancela el 4! que hemos introducido en
el denominador de la constante de acoplamiento (ahora vemos su conveniencia) de modo
que, a primer orden, la tinica contribucion relevante al numerador de la amplitud 2 — 2
viene dada por el siguiente diagrama de Feynman en el espacio de momentos:

k1 1
4
_ /Hd4$1 ei(p1x1+p2z27k1x37k2x4)
i=1 i\
< (-3) 2t [ ate Deer — 0)Di(aa ~ 9)Dr(aa - )Pl —2)
k2 D2 4l
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4.6. Diagramas de Feynman. Reglas de Feynman 7

4
_ —i/\/Hd4yi diz ei(pl-i-pz—k‘l—kz)xei(p1y1+p2y2—k1y3—k2y4)DF(yl)DF(y2)DF(y3>DF(y4)
i=1

= —iA(2m)*0%(p1 + p2 — k1 — ko) Dp(p1)Dp(p2) Dp (k1) Dp(ks) (4.99)

donde se ha hecho el cambio de variables y; = z; — .

A
Hallemos ahora el denominador (0| T {exp [—1 / dz ¢tz )] } |0), que orden a orden

estd compuesto por diagramas desconectados y sin puntos externos formados por combi-
naciones de diagramas vacio-vacio:

08 @ «) |-

Supongamos uno de estos diagramas con n; piezas de cada tipo V;. Si llamamos también V;
al valor de la pieza de tipo 7, es facil convencerse de que ese tipo de diagramas contribuye
"

. V.
al denominador con Z G '
~

, donde el n;! proviene de la simetria de intercambio de n;

copias de V;. Para comprobar esto, consideremos sélo un tipo V;, y que éste sea el primero
de los diagramas vacio-vacio listados en (4.100). Entonces

A 1
=i d*x ¢m¢m¢m¢m X 3= éV = gV =V (4.101)

A\ 2 — o 1
5 _14'> /d43j ¢x¢x¢x¢x/d4y ¢y¢y¢y¢y x 32 = 5‘/12 (4'102)

7‘/3 (4.103)

QOQOQO

;
¢

y asi sucesivamente. La contribucién total al denominador serd por tanto,

(s

i n;

Y{T) = Hevi = exp{z Vl} , (4.104)

que viene dada por la exponencial de la suma de todos los posibles diagramas vacio-vacio.

Noétese que en el numerador tendremos, por cada diagrama conexo, la contribucion de
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78 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

un numero arbitrario de diagramas vacio-vacio. Por ejemplo,

Q@OO

> SN

_ ><<1+©©+C>C>+O©©+~->

(4.105)

Asi que la contribucién general al numerador puede escribirse como

Z (conexos) X exp {Z Vz} . (4.106)

Por tanto, las contribuciones vacio-vacio a numerador y denominador de la férmula LSZ se
cancelan y podemos concluir que para hallar la amplitud de scattering m — n basta con
calcular, orden a orden, la suma de diagramas conexos con m + n puntos externos.

Usando estos resultados e ignorando por el momento los factores Z (pronto veremos
que Z = 1+ O(A\?)), podemos calcular la amplitud de scattering 2 — 2 a primer orden,
que se deduce de (4.95) y (4.99),

A
41
Ya podriamos escribir algunas reglas que nos permiten obtener diagramaticamente la am-

plitud de scattering, pero ain no podemos deducirlas todas ya que todavia no nos hemos
encontrado con diagramas con lineas internas ni loops.

e = . (1| iT ’/5112{2> — AT (1 pe — K1 — ko) + O(ND) . (4.107)

Para ilustrar el caso de diagramas con lineas internas, vamos a suponer que nuestro
proceso 2 — 2 se debe a una interaccién distinta, Hiy = %¢3($)- Si buscamos los diagramas
conexos a orden mas bajo que den una contribucién no nula encontramos que la primera
contribucién es a O(A\?) y viene dada por los siguientes diagramas:

T 1 T i 11 x / Y1
T

T2 Yo T2 4 Y2 T2 4 Y2

Calculemos en detalle la contribucién del primero (se incluye la suma del mismo intercam-

biando x e y) que representaremos mediante el correspondiente diagrama de Feynman en
el espacio de momentos:

k1 P1

k1 + ko

ko D2
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_ /d4a:1d4a:2d4y1d4y2 el(P1z1+paza—kiy1 —kay2)

N 2
x % (_31;)\> (3!>22/d4$d4y Dp(x1 — 2)Dp(x2 — ) Dp(x — y)Dp(y — y1)Dr(y — y2)

[
—F— — — 1 |

p(x1)p(x2)d(y1)P(y2)P(x)p(x)p(2)d(y) P (y) P (y):
= (—i)\)Q/d4ii‘1d4:f2d4§1d4g2d4xd4y el (P1p2)z—i(ki+k2)y+i(p1E1+p2E2—k171—k272)
x Dp(21)Dp(Z2) Dp(§1) Dr(§2) Dr (2 — y)

— (_i)\)25F(pl)EF(pQ)EF(kl)BF(kz) /d4i‘d4y ei(m+p2)5:+i(p1+psz1sz)yDF(i«)

= (=iA)?(2m)*6" (p1 + p2 — k1 — k2) D (k1 + k2) Dp(p1) Dr(p2) De(ky) Dr (k) (4.108)

donde el factor (3!)? proviene de todas las contracciones de Wick equivalentes a la dada y el
factor 2 del intercambio de x con y. También se ha hecho el cambio de variables ; = z; —x,
Ui = y; —y y posteriormente & = x — y. Como en (4.99), hemos obtenido un factor (—i\)
por cada vértice, un factor (27)*6*(p1 + pa — k1 — k2) que expresa la conservaciéon del
cuadrimomento y el producto de los cuatro propagadores de las patas externas que se
cancelaran al despejar la amplitud de scattering de la férmula LSZ. Vemos que ademas
hay que introducir el propagador de cada linea interna. Notese finalmente que el factor
3! en el denominador de la constante de acoplamiento se ha cancelado al sumar todas las
contracciones de Wick equivalentes. Por tanto, sumando los tres diagramas en el espacio
de momentos

p1 ki P1

ky
-_-‘-—-‘—L'—\_,__— -_‘--"‘L.___‘_‘

+ ki-m + k1 —p2

k1 p1

k1 + ko

kQ P2 k2 —____.-J"'—F—'-‘-H_""-— P2 k‘Q P2 (4109)

obtenemos
A | .
Hint = §¢3 : (P1pa|iT ‘k1k2> = (—iA)?(2m) 6" (p1 + p2 — k1 — k2)
x [Dp(ky + ka) + Dp (ki — p1) + Dp(k1 — p2)] + O(AY) .
(4.110)

Notese que las integrales sobre las coordenadas de los puntos de interaccién implican la
conservacion del cuadrimomento en cada vértice.

Veamos ahora qué ocurre cuando hay loops en los diagramas. Volvamos a la teoria
A¢*. Para hallar la contribucién de O(A2?) a la amplitud 2 — 2 necesitamos calcular los
siguientes diagramas conexos:

T Y1 Z1 x y1 Z1 x ] Y1

x2 Y2 €2 Y Y2 €2 Y Y2
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80 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

En todos aparece un loop formado por dos lineas internas que comparten punto inicial y
final.# Miremos con detalle la contribucién del primero de estos diagramas (incluyendo la
suma del mismo intercambiando x e y) que representaremos mediante el siguiente diagrama
de Feynman en el espacio de momentos:

kq q D1

ko ki+ka—q N p,
_ /d4x1d4ac2d4y1d4y2 ei(p1x1+p2z2—k1y1—k2y2)

1 [—ix)°
< () x@x32x2x2 [[atadly Deor - 0)De(ea — DR ~ 9)Dily ~ ) Dily ~ )

I
19(21)9(@2)d(y1)d(y2)d(x)d(2)d(2)d(2) S (y) D (y) P (y) d(y):
— 1(—i)\)2/d4i‘1d4i2d47j1d4?j2d4$d4y el(P1tp2)e—i(ki+k2)y+i(p1Z1+p2E2—k191—k292)
2
x Dp(&1)Dp(i2) Dp (§1)Dp(j2) Dy (x — y)
_ %(_i)\)QﬁF(pl)ﬁF(pQ)ﬁF(kl)ﬁFU@) /d492'd4y ei(p1+p2)f+i(p1+p2—k1—kz)yD%‘(i.>

= %(—i)\)2(2ﬂ)454(p1 +po — ki — ko) Dp(p1) Dr(p2) Dr (k1) Dp (ko)

dYq ~ ~
« / (27:)14 Dr(q) Dk + ko — q) (4.111)
donde hemos sustituido
S F - ~ F - d* —igZ 7
[tz etpi @) = [ ata d D) [ i & PP
d¢ =~ ~
= W Dp(ki + k2 —q)Dr(q) - (4.112)

Vemos que, ademds del habitual factor (27)*5%(p; + p2 — k1 — k2) de la conservacién del
cuadrimomento, el factor (—i)\) por cada vértice y el propagador de cada linea interna,
aparece una integral sobre el cuadrimomento del loop dividida por (27)%. Obtenemos asi-
mismo un factor de simetria % procedente del recuento de factores 1/4! y contracciones
de Wick equivalentes (estos factores de simetria son frecuentemente una fuente de errores
en el célculo). También aparecen los propagadores de cada pata externa en el espacio de
momentos cuyos polos se cancelaran al despejar la amplitud de la férmula LSZ. Repitiendo

el procedimiento para los tres diagramas en el espacio de momentos:

ky q D1 ky D1 k1 / D1
+ p1— ki +gq q + p2—ki+gq q
ko ki +ka—q D2 ko D2 ko D2

€Un loop también puede provenir de una linea interna que empieza y acaba en el mismo punto. Véase
e.g. el diagrama de (4.114).
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obtenemos
1nt ¢4
<P1p2| iT ’k1kﬁ2> = (2m)*0 (1 + p2 — k1 — ko)

4 - ~
X { —iN+ ;(—i)\)Z/ (;1734 [Dr(q)Dp(ki + ko — q)

+ Dr(q)Dr(ki — p1 — q) (4.113)

+ Dr(q)Dr(ki — pa — q)]} L0

Si evaluamos las integrales del loop veremos que son divergentes en el ultravioleta, pues
tienden a infinito cuando q se hace grande. Para dotar de sentido a esta correccién infinita
a la prediccion que habiamos obtenido a orden més bajo en TP tendremos que renormalizar
la teoria. Abordaremos este problema en el Tema 7.

Hasta ahora hemos ignorado los factores Z (renormalizacién de la funcién de onda) que
aparecen en la formula LSZ. También hemos ignorado diagramas en los que el propagador
de alguna de las patas externas sufre una correccién como, por ejemplo:"

k1 q P1
b — (2m)*64 (k1 + ka2 — p1 — p2) (—iN) D (ko) Dr(p1) D (po)
_ 1 d4 i _ (4.114)
" . xDp (k1) % 2(—1)\)/ @)t m x Dp(ky)

que, aparte de la correccién debida al loop (que resulta ser divergente en el ultravioleta),
tiene un polo doble en ﬁp(k‘l) que no se cancela con el correspondiente polo simple de
la féormula LSZ, y por tanto nos da infinito. Nétese que la correccién a la pata externa
factoriza y se puede leer directamente del siguiente diagrama

~ ~ 4 i
g — Dr(p)(=iB)Dp(p) , —iB = %(—u) / (;?4(]2_”12 o (4115)
b b

Podemos resumar todas las correcciones de este tipo al propagador,

o

= Dy (p) + Dr(p)(—iB)Dr(p) + Dr(p)(—iB)Dr(p)(—iB)Dr(p
— Dr(p) |1+ (<iBDr(p)) + (~iBDr(p)* + ... |
~ 1 i 1 i

"En adelante omitiremos el ie de la prescripcién de Feynman, que asumiremos implicitamente.
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82 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

Vemos que el efecto neto de este tipo de correcciones consiste en desplazar la masa de m?
a m? + B. Podemos afiadir también otras correcciones, como por ejemplo la correccién

de O(\?) +@+ (que, a diferencia de la anterior, depende de p?) y todas las

demads. Para ello, sumamos todos los diagramas con dos patas externas que sean one-
particle irreducible (aquellos diagramas que no se separan en dos si cortamos sélo una linea
interna) y llamamos —iM?(p?) a la contribucién de todos los diagramas 1PI (eliminando

los propagadores externos),
_._._._ — iM2(p?) . (4.117)

Ahora podemos resumar todas las correcciones al propagador por el mismo procedimiento
de antes. Llamemos mg al parametro de masa que hemos introducido en el lagrangiano.
Entonces el propagador completo (a todo orden en TP) es

1 1 1

= + (M2 ()] 5——— + ...
o g P
i M2(p? M2(p2) \ 2
S PRSI
T = mo p° — mO p° — mo
i 1 i
= = ) 4.118
Fomd _MEGY o md - MG )
p*—my
La masa fisica m se define como el polo del propagador completo,
p*—mg = M*(p*)] o =0 (4.119)
Desarrollando en serie alrededor de p?> = m? obtenemos
dM?
Pt = mi = M*(p*) = p* —m§ — M*(m*) — —— (p* —m?) + ...
D™ |p2=m2
dM?
= (p? —m?) (1 - = ) (cerca de p? = m?) . (4.120)
dp p2=m?2
Por tanto,
iz 9 9
- + regular cerca de p* =m (4.121)
p2 —
donde

—1
m? =md + M*(m?) , Z= (1 — ) : (4.122)
p2=m2

Este residuo Z es el mismo factor que introdujimos en (4.12) para dar cuenta de la renor-
malizacién del campo debido a las interacciones. En el Tema 7 veremos que relaciona el

dp?
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4.6. Diagramas de Feynman. Reglas de Feynman 83

campo desnudo con el campo renormalizado. Vemos en particular que la primera correc-
cién a Z = 1 es de orden A2, como habfamos anticipado, pues la correccién de orden \ al
propagador (4.115) no depende de p?.

En vista de lo que sucede con las correcciones a las patas externas, conviene definir
diagramas amputados como aquéllos en los que quitamos todos los subdiagramas asociados
a las patas externas que se pueden separar cortando solo una linea. Es decir, eliminamos
el propagador completo de cada pata externa. Por ejemplo,

amputar
—_—

/N

Entonces la funcién de cuatro puntos de campos interactuantes

2 2
[ T ata: Tty oSt o T{oensle)ootm) ), (4123)

i=1 j=1

tiene la forma diagramaética siguiente

b1

(4.124)

Pn

Con esto ya podemos dar las reglas de Feynman para campos escalares reales en el
espacio de momentos. Consideremos que la interaccién de los campos es de la forma Hi, =
%qﬁN . Entonces para calcular la amplitud del proceso de scattering de m — n particulas:

1. Dibujar todos los diagramas conexos amputados con m patas entrantes y n salientes
unidos en vértices de N patas.
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84 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

2. Imponer conservacién del cuadrimomento en cada vértice.

3. Asociar un factor (—i\) a cada vértice.

~ i

4. Asociar a cada linea interna de momento p un factor Dp(p) = 5—5——.
pe—m* +1e

5. Integrar sobre los cuadrimomentos ¢ no fijados por conservacién del cuadrimomento
4

dlg
(2m)*

6. Multiplicar por el factor de simetria correspondiente.

(uno por cada loop) con medida

7. La suma de las contribuciones de todos los diagramas de Feynman conduce a la lla-
mada amplitud invariante iM(ky - - -k, — P1- - Pn) que se relaciona con el elemento
de matriz S = 1 4 iT mediante

<ﬁ1...ﬁnyi:r‘;;1.../;’m>:(27r)454 S =Y ki |iM, (4.125)
i J

. . m+n .
donde iM incluye los factores (\/7) , que son irrelevantes en calculos a orden

mas bajo en teoria de perturbaciones, pero son importantes para hallar correcciones
de orden superior.

Comentario sobre la virtualidad de los estados intermedios

Consideremos un diagrama con lineas internas, como por ejemplo (4.108). La férmula LSZ
exige que pongamos las particulas entrantes y salientes sobre su capa de masas,

y ademads impone conservacién del cuadrimomento en los vértices, lo que significa que la
particula intermedia que se propaga entre dos vértices estard off-shell,

P oo = (k1 + k2)? = k2 + k3 4 2(k1ko) = 2(m* + kiko) . (4.127)

Si elegimos, por ejemplo, el sistema de referencia centro de masas de las dos particulas
entrantes,

ki = (E,0,0,k), ky=(E,0,0,—k)= kiky = E? +k? = m? + 2k*
Es facil comprobar que el p?merm de las lineas internas de los otros dos diagramas en (4.109)

es incluso negativo. Asi que en TQC los estados intermedios que se propagan entre vértices
de interaccién son particulas virtuales, i.e. estan fuera de su capa de masas.

Reglas de Feynman para fermiones

Los campos fermidnicos apareceran en los hamiltonianos de interaccién por parejas y for-
mando parte de bilineales covariantes (2.158). Los campos fermidnicos satisfacen relaciones
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4.6. Diagramas de Feynman. Reglas de Feynman 85

de anticonmutacién (3.39) que nos han obligado a definir el orden normal para operadores
de fermiones de forma consistente (3.40). Asi, por ejemplo,

T
D Qprags

Rl T (— 1)2at LAprags = (= 1)3a£ta§’saﬁ’r . (4.129)

Del mismo modo, debemos definir de forma consistente el orden temporal de dos campos
fermiodnicos,

0

riai} = { LN (4.130)

—P(z2)p(21) , 2} <}

y andlogamente para T{u(x1)¥(x2)} v T{(z1)1(z2)}. Asi, por ejemplo, si 2§ > 2 >
:L'?l > :1:(2) entonces

T{Y(z1)Y(z2)Y(z3)¢(2a) } = —(@3) Y (1) (24) Y (22) - (4.131)

Veamos a hora cémo definir la contraccion de Wick de dos campos fermiénicos, para obtener
una expresién analoga a la de campos escalares,

T{p(@)p(y)} = : (@) (y) : +(@)P(y) - (4.132)

Separando las componentes de energia positiva y negativa,

dgp s —ipx — d p s ipz
¢+(w)—/wmzaﬁ,su()(me Y (@‘/WZ v (e
N ipz T — S) ipz
i@ = [ o 2Eﬂ2 e, T @)= [ o QEﬁZa e

(4.133)

tenemos que'

T{(x)(y)} = 0(x" — ) ()Y (y) — 0(y° — xo)@(y)w(w)

WwW(y) : +{w+<x>, Pt @) ()
@B () @) (9) )
— 0 =) [+ B YT @)+ @) @) 8 WY (@)
U )+ e (@) ]
[ e@) et @) 6 ()]
—0(y° = 2°) [: d)ela) : +{w~ (), 8 ()]

iSi 2% = 4° entonces los campos ya estdn ordenados temporalmente, as{ que también se cumple

I

T{ (@) (y)} = »(@)(y) = Y(@)d(y) : Ho T (2), 9 (1)} = : v(@)d(y) - +v(2)¥(y)

ya que entonces {¢" (x),% (y)} = f{E-‘r (x),¥~ (y)}, como puede comprobarse explicitamente en (4.140).
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86 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

= p()B()  +@)() (4.134)
donde al final hemos usado que : ¥(y)y(z) := — : (2)¥(y) : y hemos definido
B()D) = 0 — ) {6 (), 5 W)} - 0° — 22w (@), T ()} (4.135)

Es fécil comprobar que, como {a; s, bg’r} = 0, las siguientes contracciones se anulan,

P()¥(y) = (z)(y) =0. (4.136)

Puede mostrarse que el teorema de Wick tiene la misma forma para campos fermiénicos.
Hay que tener cuidado porque el orden normal de contracciones de Wick fermidnicas puede
llevar aparejado un cambio de signo. Por ejemplo,

M L
Dprihe i = —hory
1 1 1
D 1ethgthy 1 = —h1hsihathy (4.137)

Como el valor esperado en el vacio del orden normal de operadores es cero, tenemos que,
analogamente al caso de campos escalares, el propagador de Feynman para fermiones es

— —
O T{y(x)v(y)}0) = P(2)Y(y) = Sp(z —y) (4.138)
que puede escribirse, usando las relaciones de completitud (2.156), como

d3p 1 5)—(s) —ip(z—
Sp(x—y) = 0(350—:y0)/(27r)3 2Eﬁ2u;)ug)e p(z—y)

s

dB3p 1 ~
_ 0o_ .0 E (8)-=(s) ip(z—y)
bly" =) / (2m)3 2E5 U ©

s

dB3p 1 ;
= 00— o") [ g e mle e
(2m)3 2E5

dBp 1 -
_ 0_,0 Bl OV ip(x—y)

. Bp 1 i
= 0($0_y0)(1@x+m)/(2ﬂ_)32%e p(z—y)

. dgp 1 ip(x—
—00° = ") (i = m) [ S
p

— (i +m) Do~ )
4 i
= @t [ o F

(2m)4 p? —m? +ie

e~ PEy) (4.139)

Por tanto,

dp  iW+m) ey dp 1 ~ip(z—y)
)= i(e—y) _ in(x 4.140
Sel@—y) /(27r)4p2—m2+i.€e /(271)4y5—m+iee (4.140)
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y, en el espacio de momentos,
i

donde hemos usado que pp = p?. Vemos que el propagador de fermiones es una funcién de
Green del operador de Dirac pues

(i —m)Sp(z —y) = —(Ou +m*)Dp(x —y) =id*(z —y) . (4.142)

Es muy importante notar que S r(p) # S r(—p), asi que hay que tener cuidado con el signo
del momento.

Para hallar la matriz S entre estados fermiénicos necesitamos despejar los operadores
creacion y destruccién del campo libre ¥gee,

Vtree (1) = / 28 \/ﬁz [ap,su (Pe™ W+b}£v(s)(meiﬂ (4.143)

lo que conduce a

,/2E,—5 / Bz w" (k)e ™y gee () (4.144)

2Eg bl = [ @ o0 (B () (4.145)

T

V2B b, = / &2 Ppre ()7 0 (E) . (4.147)

26, af; = [ @ Pl e B (1146)

En efecto,
/ &3z 7" (k)e* 9 pee ()
= 3 Aul® () =P g p 7 ()04 i(k+p)z
_/d (2m)3 ,/inZ[%S“ (P)e P 4 bl ") (k)70 ()l
— \/WZ [akﬁ " (F)70ul® (F) +b£sﬂ(7“)(]};’)70v(8)(_]§)} = \/2E; ag, (4.148)
k s ’

donde se ha usado que

(k) °u) (k) = 288, , @ (F)y v (~k) =0 (4.149)
y lo mismo para los demds. Igual que para campos escalares, esperamos que

P(z) —— ZY%un(z) ,  B(z) —— ZY o (2) | (4.150)

t——o0 t——+o00

donde esta Z es la constante de renomalizacién del campo . Entonces,
\/2E; ai ) hm Z71/? / Bz P(x)y e o) (k) (4.151)
\/2E; a;%’jm = lim z7'/? / Bz P(z)y e *ru) (k) (4.152)

t—+00
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88 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

y su diferencia nos da una expresién covariante que necesitaremos como paso inicial para
obtener la férmula LSZ, usando (4.18),

2 (af2 ol = 27 (i — i ) [ Byl
Z1/2 /d4:): A (@(m)’yoe_ilm) u(’")(/z)
— integrando por partes y usando (¥ — m)u(k) =
— — : -
—iz"1/? / Az P(x) (i @y +m)e Fou (k) | (4.153)
Del mismo modo se puede obtener
\/ﬁ (b;i(n) B bng(;)ut)) _ g1 / dhe 50 (B (19, — m)(z) (154
\/TEIE (al(;l n) a;::t)) iz~ 1/2/d4x E(T)(E)elkx(law _ m)T/J(.’E) : (4155)
. B - ' .
\/TEE (bgr;) _ bg):t)) — _iZ_1/2/d4$ Tl)(x)(l @z +m)elkwv(r)(k) ] (4.156)

Asi que en la matriz S podemos sustituir un fermion entrante de momento ki y espin r
por

<ﬁ1"‘ﬁn;tf‘E1E2"‘Em;ti> = /2B Py Dnityl ( Ry, r) ajg(lort ) ’k 7tz>
— 7 1/2/d4x o—ik11 (P -~ pmtf\y) 1 ‘kg >( @zl +m)u ()(];’1)
(4.157)

y puede verse que, podemos sustituir a continuacién, por ejemplo, un antifermion entrante
de momento k2 y espin s por

(D1 Doty (1) ‘kg m,tz>
2B, (P Braity| T{B ) (01" =0} Ry Fons i)
wlﬂ/&xe@” O (Ra) iy —m) (B - B g DB b (2)} [y - Bt
(4.158)

Iterando el procedimiento puede encontrarse la férmula LSZ para fermiones. Supongamos
que de las m (n) particulas entrantes (salientes) hay my (ny) fermiones con espines r; (1)
y el resto son antifermiones con espines s; (s;) Entonces:

my o m o u i

=1 i=my+1 J=1 j=njs+1
m n m nf
= / [] " e‘”““) / [T %y et | T o990k T ()
= Jj=1 isz+l j=1
my ny no my n ,
x (0| T H P () H w) [Tew) TI @) ploy[Ju®) [T o)
i=m 41 i=1 j=1 j=ng+1 i=1 j=ns+1
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Veamos un caso particular sencillo, que es aplicaciéon directa del resultado que hemos
encontrado en (4.157) y (4.158). Estudiemos el scattering 2 — 2,

fermién(kq, r) + antifermion(ko, s) — escalar(py) + escalar(pz)
en la teoria de Yukawa, que tiene como lagrangiano
L= £Dirac + EKG - g&M’ = Hint = g@d"ﬁ . (4159)

Supongamos, para aliviar la notacion, que todos los campos tienen la misma masa m. La
amplitud de scattering viene dada por

(P1p2| 1T |k1k2)

2 2 .
_ (lZ;1/2) <1Z121/2> /d4$1d4$2d4$3d43§'4 el(pla:1+p2:c2—k;1m3—k2x4)(Dml +m2)(Dx2—|—m2)

X T (k) (e, — m) (0] T{(21)d(w2)B(w)1b ()} [0) (i 9, +m)ul (ky)
_ (_iZ(;l/Q)2 (iZ;1/2>2 (p% _ m2)(pg _ m2) /d4x1d41:2d4x3d4I4 el(P1z1+p2xo—k1z3—kowa)
% 59 (k) (—a — m) (O T{ (1) w2 Blas)b(za)}0) (—f + m)u® (k) (4.160)

donde se ha empleado la transformada de Fourier de la funcién de Green, de forma andloga
a como hicimos para llegar a (4.32). Estos campos no son libres. Para escribir los campos

en la imagen de interaccién reemplazamos (0| T{¢(x1)d(x2)1(x3)1(x4)} |0) por

01 {66t Tpte) exp | [ e )] } 10 (4.161)

Aplicamos el teorema de Wick y nos fijamos en las dos contribuciones conexas, que aparecen
a orden g2,

(4) 3 y __.-a"
+ (z < y)
4 T e g,
L= /=l |
F1020abs Vslnde Vyyey P 4192050 YutaGe Uytty

[ | 1

= _led)y ¢2¢1’ 1/}4$x % ywy 3 = _ﬁblgbx ¢2¢y ¢4Ey wyixd}xa?)
(B) *3 y o
Ny + (> y)
T4 v D €2
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— — |

1
: q,sulwgw Vo ha wywy?y : : ¢>1¢2@3¢4 P hede Jy@byqsy :

(4.163)

— 1 1 1 1
— 7¢1¢$ ¢2¢y 1/141% ¢Iwy¢y¢3 = _¢1¢y ¢2¢CE 7,/}41% wy¢x¢rw3

Consideremos el primero de los dos diagramas posibles, cuya contribucién basta multiplicar
por 2 para incluir el diagrama equivalente resultante de intercambiar z por y. Tengamos
en cuenta un cambio de signo al hacer el orden normal de las contracciones, de modo que

(12| 1T |k1k2) 4
4
2 2 .
=2x iz, ) (512, 7) 0k = )k - ) / [ ] d'wid adty elvimtparehizshary
i=1

x (~ig)? 5 x (1) X Dp(as ~ y)Dp(as — )

x T (ko) (fo +m) Sk (x4 — ) Sp(z — y)Sr(y — x3) (k1 — m)u™ (k1)
4
_(—19)2(]9% o m2)(p§ - m2) / Hd4j}zd4$d4y ei(plil+p2£2+k1537k25£"4)ei(p27k2)93+i(p17k1)y
=1

X Dp(i1)Dr(32)5®) (k) (2 +m)SF(54)Sr(z — y)Sp(Z3) (F1 — m)ul” (k1)
= _(—19)212/d4xd4y oilpa—ka)a+i(p1—k1 )y

x ) (k) (f2 + m)—h%mSF(ﬂf ) K i ol (e m)ul” (k1)

= (_jg)Q/d4jd4y el(P2—k2)Z oi(prtp2—k1=k2)y55(5) () S (2)u () (ky)

= (—ig)(2m)*6% (p1 + p2 — k1 — k2)T) (k») ul” (k) (4.164)

i
P2o—HF2—m
donde se han hecho los cambios 1 = x1 —y, T2 = 22—, T3 = y — x3, T4 = T4 — T, después
T =1x —vy,y se han puesto todas las Z = 1, pues sus correcciones no contribuyen hasta un
orden mas alto en g. El otro diagrama, incluyendo también x <> y, contribuye con

(D12 1T |k1ka) g
4
(it — )03 — m?) [ T[atrdtaaty dermarasburs-hazy
i=1
x Dp(x1 — 2)Dp(wz — y)o'® (ko) (k2 + m)Sp (x4 — 2)Sp(x — y)Sk(y — x3)(F1 — m)u™ (k1)
4
7(719)2(p% o m2)(p% o m2) / Hd4j}zd4xd4y ei(pljl+p252+k1§3—k2‘i4)ei(}71—kg)m—l-i(pg—kl)y

x Dp(%1)Dp(E2)0") (ko) (K2 + m)Sr(24)Sr(z — y)Sk(E3) (#1 — m)u (k)
= —(—ig)QiZ/d4xd4y ei(plka)l‘*H(pszl)y

x ) (k) (f2 + m)—kg%mSF(x - )k — (1 —m)u ") (k)

= (_jg)z/d4j»d4y el(P1—k)Zoiprtp2—k1—k2)yg(5) () § o (7)u) (ky )

= (—ig)?(2m)* 0" (p1 + p2 — k1 — k)7 (ko) -————u (k1) (4.165)

P — %2—
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donde se han hecho los cambios 1 = 1 — ¢, To = 9 — ¥y, T3 =Yy — X3, T4 = T4 — T, y
después © = x — y. Podemos expresar ambos diagramas en el espacio de momentos:

k1 rp1 k1 fpl
_-.-\‘-"‘--.___ _.-9"“ *‘.'
k1 —p1 + ki—pa v v
e _“‘_L‘ i r \i\

ko = T p2 ko )

La direccién del momento en una linea fermiénica es relevante. Se toma entrante para
estados iniciales y saliente para estados finales. El momento coincide con la direccién del
flujo de nimero fermionico para las lineas internas y para los estados de particula (para
un electrén se toma la direccién de la carga negativa), pero el momento tiene sentido
contrario al flujo para las antiparticulas. Las lineas fermiénicas se representan mediante
lineas continuas y el flujo fermiénico mediante una flecha insertada en la linea. Desde ahora
reservaremos las lineas discontinuas para los bosones escalares. Para escribir las reglas de
Feynman hay que recorrer cada linea fermidénica en sentido contrario al flujo fermiénico,
asignando espinores, vértices y propagadores segiin vayan apareciendo. Veamos cuéles son
las reglas de la teoria de Yukawa, que pueden deducirse del calculo anterior:

1. Para hallar la amplitud de scattering, no hay que escribir los propagadores externos
ni para escalares ni para fermiones, pues se cancelan en la férmula LSZ. Basta dibujar
todos los diagramas conexos amputados. Podemos ignorar los factores v/Z a orden
mas bajo en TP, pero habrd que incluirlos en correcciones de orden superior. Los
consideraremos incluidos dentro de la amplitud invariante iM que se define, como ya
hemos visto, extrayendo de la matriz S el factor (2m)464(>; pi — > kj).

2. Asociar espinores a las patas fermiénicas externas del siguiente modo (supondremos
que el tiempo fluye de izquierda a derecha):

fermion entrante: fermion saliente:
p p
~ P
antifermion entrante: antifermion saliente:
—4—/ =) (p) \—4—-— = v (p)
p—» %, 4P

4. Propagadores:
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92 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

p i
_____ ) — —
p? —m? +ie
b L ig+m)

p? —m?2 +ie

5. Hay que tener cuidado con los signos relativos entre diagramas que involucren varias
lineas fermidnicas debido a las contracciones de Wick. Por ejemplo, los siguientes
diagramas contribuyen con signos opuestos a la amplitud porque entre ellos hay una
permutacién impar de los campos fermidnicos:

k p1 ki
: \\T__,_.-»—""" ““"Lu._,,k
¥ +

k2 A Do kg

b1

- i =

i _ i

IM = (—ig)* |u(p2)u(ks) (k1 — p1)2 — m2 u(p1)u(ky) — u(p2)u(ks) (k1 — p2)? — m27

6. Asignar un factor (—1) a cada loop cerrado de fermiones, pues

= —Tr(§F§F§F§F)
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Observables

5.1 Normalizacién de estados relativistas y no relativistas

En mecénica cuantica no relativista, la funciéon de onda de una particula de momento p
que se mueve libremente en el interior de una caja de volumen V = L3 es

Uo@) = (#5) = C P con /v P W@ = 1= C = (5.1)

1
VvV
y los posibles momentos p’ estdn cuantizados, p; = (27/L)n; con n; = 0,4+1,42,....
Entonces, en el espacio de momentos,

(g " = /d3w (Pla)(x|q) = /dgw Pp(E)hg(x) = Opg - (5-2)

En TQC, que es una teoria cuantica relativista, la normalizacién anterior no es inva-
riante Lorentz. Por eso habiamos introducido la normalizacion

(pla) = 2E5(21)°6° (5 - q) , (5.3)
que es el limite cuando el volumen se hace infinito de
(D|q) = 2E5V 657 (5.4)
pues recordemos que
lim (2)36% (5 — §) = lim_ / da® 7P — V(- x0) . (5.5)
PG P4
Comparando ambas normalizaciones, vemos que
7 = BE;V)"2 7)™ (5.6)
y por tanto,
D1 ) = H(gEﬁiv)l/Z D1 - - .ﬁn>(NR) ) (5.7)
i=1

En mecéanica cuantica no relativista, se escribe la matriz S = 1417 entre un estado inicial
|i) y otro final |f) como

Spi =8+ 2m) 8NPy — Py) iy (5.8)

93



94 Tema 5: Observables

donde se extrae por conveniencia el factor (27)*6*(Py — P;) que expresa la conservacién de
la energia y el momento. En TQC hemos 1ntrodu(:1do de forma analoga la matriz invariante

M entre dos estados relativistas |i ‘kle > y |f) = |PiP2 - - Pn), asi que estd claro
que

Myi = [[@E V)2 []@Ex V)T . (5.9)

=1 Jj=1
5.2 Anchura de desintegracion

Supongamos que el estado inicial es [i) = ’]_5>, una particula de masa M y momento E,

y el estado final |f) = |pipa---Pn) son n particulas de masas m; y momentos pj. La
probabilidad de que la particula inicial se desintegre en n particulas (1 — n) con |f) # |i)
serd

dw = |(2m)*64 (P — P)iTi|*dNy = (2n)*6*(Py — P)VT|T:|*dN; (5.10)

donde se ha sustituido simbélicamente (27)%6%(0) = VT a partir de

Iim (27)46% (p — ¢) = lim [ d*z P97 = V(= o) (5.11)

p—q p—q

y dN; es el nimero de estados de n particulas con momentos entre p; y p; + dp;. Hallemos
primero el nimero de estados entre p'y p' + dp, que corresponden al caso de solo una
particula final. Para ello usaremos la relacién de completitud

3
-5 ‘;32]} 7 (5.12)

que se comprueba ficilmente, pues

0= [ G100 = [ G MG -l Gy

vy que nos permite escribir dN como el producto de la probabilidad de que la particula
tenga un momento entre p'y p+dp, que viene a ser (p|p) = 2E;V, y la densidad de estados
en ese intervalo,

d3p Vdip
dN =2E3V = (5.14)
PU(2m)32E;  (2m)°
Por tanto, en el caso de n particulas en el estado final,
n
Vd3pj
= 3 (5.15)
j=1

Asi que la probabilidad de desintegracién por unidad de tiempo, que llamaremos anchura
de desintegracion, viene dada por

dw 44 2
dr = < = (2m)'6'(P; - P, vw]]Il

Vd3p]
2m)3

(5.16)
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5.2. Anchura de desintegracion 95

que, usando (5.9), puede expresarse como

1
= —|Mgl2do,
d QEE\MfZ\d (5.17)

donde se ha introducido el elemento de volumen de espacio fdsico de n cuerpos,

j=1 j=1

La anchura tiene dimensiones de energia o de inverso de tiempo en nuestro sistema de
unidades naturales. Si trabajamos en el sistema de referencia en reposo de la particula que
se desintegra, la energia es - = M, la masa de esa particula.

Consideremos por ejemplo la desintegracion 1 — 2:
ﬁlu miy
B, M
ﬁZa ma

La integral sobre el espacio fasico de n = 2 particulas finales en el sistema centro de masas
(CM) se reduce a una integral sobre el dngulo sélido de una de ellas (la otra sale en la
misma direccién y sentido contrario):

d®py d®ps
®y = (2m)* [ & ~-P
/d 2 ( 71') /6 (pl +p2 )(27T)32E1 (271’)32E2
d3p1
= [ §E1+FEy—FE _—
/(1+ 2= Eem) g m e,

_/ |p]2dQ E\E,
] (27)24E1E; |pl(Ey + E»)
_ / _lpde (5.19)

16m2Ecm

donde se ha usado

d®p1 = |p1[*d|py|dQ (5.20)
6(lpr] — Ip1)

O(E1 + By — Ecm) = 6(f(|p1]) = 5T = D] (5.21)

Ey=\/mi+ |2, Ey=\/m3+|—pf? (5.22)

. of OBy | Of 0By _|p1| | I;|l . (Ei+Es
! — - + — _ _|_ _— = . 523

Como estamos estudiando la desintegraciéon de una particula, Ecy = M. Notese que las
masas M, my y mg determinan completamente la energia y los momentos finales:
M2—m%+m% M2—m%+m%

E: E:
! oM b2 oM ’
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96 Tema 5: Observables

{[M2 = (my + m2)2)[M? — (m; — m2)2]}"/*

3 (5.24)

P = ;1| = || =

La anchura total se obtiene sumando las anchuras parciales a todos los canales de desinte-
gracion. Su inversa es la vida media de la particula,

=171 (5.25)

5.3 Seccion eficaz

YA
Y
o' ®
[ ’
1 @
P
’
NG

e o \9
e__

1 ° ! NB
| @0 - Blanco
e T
NH g
Haz

Figura 5.1: Blanco con Ny particulas bombardeado por un haz de Ny particulas de velocidad v.

La seccién eficaz o es el drea efectiva de una particula (blanco) vista por un proyectil
(en el haz incidente). Supongamos que en el blanco hay Np particulas y que la superficie
de colision es A. Entonces, la probabilidad de colisién es

Npo
P=— 5.26
- (5.26)
Si en el haz hay Ny particulas, entonces el niimero de sucesos es NP,
N
(# sucesos) = NH%G =0 = WA . (5.27)

En la préctica, el haz estd formado por una nube de particulas de densidad p que se mueven
con velocidad v, asi que

(# sucesos) (# sucesos)
Ng =pvtA =0 = A=
H=pv 7 puvtANp pv tNp

_ probabilidad de transicién por unidad de tiempo

flujo incidente

n Vd?’p'

(2m)*0" Py = POVITHP [ 5
j=1

~ do = = , (5.28)
pv

donde hemos sustituido la probabilidad de transicién por unidad de tiempo (ntimero de
sucesos por cada dispersor) por la misma expresién que nos da la anchura en (5.16) (pues es
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5.3. Seccion eficaz 97

equivalente al nimero de desintegraciones si el estado inicial consiste en una sola particula).
Hallemos ahora el flujo incidente pv correspondiente a una particula por unidad de volumen,
k1 ko

Eyg Ep

L

Enk: — Euk 2 _ pp2pg2)1/2
oo = |t — | = _ |EBk1 — Enks| _ {(Kik2) i M3}

VEyEgp - VELEg

V (5.29)

donde (¥} — ) es la velocidad relativa entre una particula del haz y otra del blanco, de
masas M; y Mj respectivamente, que supondremos colineales (k1||k2),* de modo que, en
efecto, obtenemos una expresién para el flujo que es invariante bajo boosts en la direccién
colineal,

ki = (Eg, k1), ko= (Ep,ks)

= (kik2)? — M{M3 = (EgEp + |k1||ka|)? — MEM3 = |Egky — Egks|* ,  (5.30)
donde hemos supuesto que los dos haces son colineales al tomar ki - ks = —|ki||ks|. Por
tanto, a partir de (5.28) y (5.29), la seccidn eficaz de [i ‘k1k2> a |f) = |PiD2- - Dn)
queda
(2m) 64 (Pr — P)| Tyl 217 Vs
do = 2Eg2EBV . 5.31
77 {(ha)? - MG H 20y 31
y sustituyendo (5.9), tenemos finalmente
d ! |Mpi2d® 5.32
g = 1 n .
1{(kaks)? = MEMZY2 (532)

Noétese que si hay n, particulas idénticas de la especie r en el estado final la seccion eficaz
total, tras integrar sobre el espacio fasico, debe dividirse por el factor de simetria

S=]]n! (5.33)

Y si el estado incial no estd polarizado y/o la polarizacién del estado final no se mide debe
promediarse sobre las polarizaciones iniciales y/o sumarse sobre las finales, respectivamen-
te.

Consideremos ahora el caso particular del scattering 2 — 2 en el sistema CM:

klle ﬁl,ml

ko, Mo D2, M2

La integral sobre el espacio fasico aparece en (5.19). El factor de flujo se obtiene de

ki = (B k), ky=(Fa—k), Eou=EFEi+Ey, 4{(kiko)?— MIMZ}'V? = 4Ec\lk| .
(5.34)

#Asf nos vale tanto para colisiones de blanco fijo, como el de la figura (5.1), como para colisionadores de
particulas en los que se hacen chocar dos haces.
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98 Tema 5: Observables

Asi que

do 1 P 2
L Lz 5.35
dQ  6472ER), |k| Myl (5.35)

Finalmente, un comentario sobre las dimensiones de las magnitudes utilizadas:

Spi =065+ (277)454(Pf — B)iTs = [Sp) = [energia]o . Trl = [energia]4

ni+ny
Mi = H (2EjV)1/27}z' = [My;] = [energfa]? " "
j=1
d®, = (27")454(Pf - B) ﬁ p; = [d®,] = [energl’a]_4+2n
ey (2%)32Ej
i Qd(I)n
dO'(?’LZ' =2 n) = ’Mf ’ [O’] _ [energl’a]_2 _ [longitud]2

= =
4{(k1ko)? — MFM3}1/?
1
dl(n; =1 n) = | M #i|2d®,, = [[] = [energia] = [tiempo]
Resultan convenientes los factores de conversién:

i~ 6.582 x 10722 MeV s (5.36)
(hic)? = 0.389 GeV? mbarn (5.37)

que son faciles de recordar a partir de (1.1):

1= hc~ 200 MeV fm , c%3><108m/s, 1fm=10"%m, 1 barn=10"* cm?

5.4 Limite no relativista: potenciales de interaccién

En el limite no relativista (NR) los célculos realizados mediante diagramas de Feynman
(TQC) deben reproducir los resultados de la mecénica cudntica no relativista, donde la
interaccién entre particulas se describe en términos de un potencial V (Z).

E/

Para hallar el potencial recordemos que la seccién eficaz eldstica de dispersién de una
particula de masa m por un potencial V(Z) es

& )P (5.39)

donde 0 es el dngulo de scattering y f(0) es la amplitud de scattering no relativista, que
puede calcularse perturbativamente. A primer orden (aprozimacion de Born),
m —

fO) = o [ @ V@) g=K k., k=I[k=F]. (5.39)
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5.4. Limite no relativista: potenciales de interaccion 99

Si el potencial es central, V' = V(r), la expresién anterior se convierte en

o0 0
f(o) = —2:: dr rV(r)singr , q=|q] =2k sin§ : (5.40)
0

Consideremos k& < m (propio del limite NR) y sea el blanco que genera el potencial una
particula muy pesada de masa M4 > m. Esta es, por ejemplo, la situacion tipica cuando
un electrén es dispersado por un nicleo, de modo que podemos despreciar el retroceso del
ntcleo. Diagraméaticamente:

k K k K

La seccién eficaz eldstica (k = |k| = ||, Ecu ~ M) es

dogjsisi = ——— 1°d) % ————= | M £;|2d2 . 5.41
elast 64 QE% |]€H’ |Mf1| 64 2]‘[2‘ fz| ( )

Para encontrar la expresiéon no relativista correspondiente, recordemos que
My = 2B V) 2B, V)2 2EAV) 2 (2EAV) Ty m AmMaV Ty (5.42)

de modo que en el limite NR, ignorando los factores de V' que sabemos deben cancelarse
en la férmula correcta,

doelsst ~ A2 ’7}1’ dQ (543)
lo que, comparando con (5.38), nos dice que
m
0) = 5T 5.44
10 = 275 (5.44)

donde el signo global es el apropiado segiin demostrara un calculo concreto, y a partir de
(5.39),

d3q

Tri(@) = — / &Pz TV (3) = V(E) = - / (%)Se@fﬁi@
3 s
= V(@) = _4777}7\4,4 / (STF§3 e Mpi(q). (5.45)

Noétese que el potencial de interaccién es un concepto no relativista, que describe una
interaccion instantdnea. Sin embargo, la descripcién mas precisa de la TQC se basa en el
intercambio y propagacién de particulas, como hemos visto a lo largo del curso.
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Tema 6

Procesos elementales en QED

6.1 El lagrangiano y las reglas de Feynman de la QED

La electrodindmica cudntica (QED) describe la interaccién entre electrones (o cualquier
otra particula cargada de espin 1/2) y fotones. Resulta conveniente cuantizar el campo
de Maxwell de forma covariante, como hicimos en §3.3.2. Conviene ademads generalizar
ligeramente el lagrangiano (3.107) que describe el campo electromagnético libre y escribir

1
2%

donde £ es un parametro genérico. En §3.3.2 usamos & = 1, pero puede demostrarse igual-
mente que si se impone que 9, A* se anule entre estados fisicos, el espectro de la teoria viene
dado exclusivamente por los estados de polarizacion transversa del fotén. El efecto neto del
segundo término de (6.1), que se llama término de gauge fizing, es romper la invariancia
gauge del lagrangiano, pero los elementos de matriz entre estados fisicos seran indepen-
dientes de la eleccion de £.* Sin embargo, las reglas de conmutacion entre los campos y el
propagador dependeran de &. Es aconsejable trabajar con £ genérico y al final comprobar
la correccion de los calculos verificando que £ se cancela en los elementos de matriz entre
estados fisicos. No obstante, dependiendo del tipo de problema, los calculos se simplifican
bastante si se elige el llamado R¢ gauge apropiado. En particular, £ = 1 es el gauge de 't
Hooft-Feynman, £ = 0 es el gauge de Landauy § — oo es el gauge unitario (en el que sélo
intervienen los grados de libertad fisicos).

L= —iF,wF’“’ (0,AM)?2 (6.1)

Hallemos el progagador del foton. Para aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a este
lagrangiano, nétese que

L= —%(QLAV@“A” — 0, A 0" AF) — 2159’””8#141,8&140‘ (6.2)
de modo que
oL oL 1
- = Fr + —9Y0" A, =
oA, 8“8(@“41,) 0= 0, +€88 u=0

Ny (1 - é) DA, =0

“En presencia de interacciones la independencia en & se logra siempre que A, se acople a la materia
respetando la invariancia gauge, es decir si lo hace a una corriente conservada.

101



102 Tema 6: Procesos elementales en QED

=

g0 — (1 - 2) aﬂaV] A, =0 (6.3)

Ya sabemos que el propagador es una funcién de Green del operador que actia sobre el
campo en la ecuacién anterior. En el espacio de momentos, el propagador del fotén es, por
tanto, el inverso de

—Kk*g" + (1 - ;) KHEY (6.4)

Nétese que este operador es invertible gracias a que hemos introducido el término de gauge
fizing, pues —k2gh¥ + kMkY es singular (tiene autovalor nulo k), lo que tiene que ver con
la simetria gauge: AL = A, + 0, A también es solucién de (¢"*0 — 0*0")A, = 0. El inverso
de (6.4), incluyendo la prescripcién de Feynman que ya hemos discutido, es el propagador
del foton

Dy (k) = g+ (- (6.5)
F k2 +ie k2
En efecto,
~ 1 .
DY (k) [—k2gl,p + (1 - 5) kykp} =i . (6.6)

La eleccién del signo global es la apropiada pues, mientras que para campos escalares las
reglas de conmutacion son [ag, a}] = (2m)383(p — @), para el campo de Maxwell con & = 1

son [az », a:%A,] = OO (2m)383(5 — @) = —gon (27)303 (P — §), segiin vimos en (3.113).

Recordemos que las ecuaciones de Maxwell en presencia de fuentes vienen descritas a
nivel clasico a partir del lagrangiano invariante gauge U(1) que se obtiene introduciendo
en el lagrangiano de Dirac una derivada covariante (2.213) lo que conduce al acoplamiento
minimo del campo electromagnético con cargas y corrientes j* = (p, j) =eQ@ fafy“w, donde
Q¢ es la carga eléctrica en unidades de e del fermién f aniquilado por el campo 1. De
esta forma se obtiene el lagrangiano de la electrodindmica clésica (2.215). Para describir
la interaccién electromagnética a nivel cuantico (QED) hemos de fijar el gauge, como en
(6.1), e interpretar las interacciones entre campos cuanticos como intercambio de particulas

(fotones, electrones y antielectrones o positrones). El lagrangiano de partida es

o 1 , 1 .
Lqrp = (D — m) — ZFWF“ — 2(8”14“)2 , D, =0, +ieQsA, (6.7)

que contiene una interaccion de la forma

Lint = —leAuﬂfy“w ) (6.8)

Para hallar perturbativamente la matriz de scattering de un proceso en QED basta con
aplicar las reglas de Feynman correspondientes. Respecto a los casos que hemos tratado
en el tema anterior, las novedades son: el propagador del fotén, que se lee directamente
de (6.5), el vértice de interaccién, que se deduce trivialmente de (6.8), y un factor de
polarizacién cuando el fotén se encuentra en una pata externa, que no existe en el caso de
un campo escalar. Resumimos a continuacion las reglas de Feynman de la QED:

— Patas externas:
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fermion entrante:

=y (P)

L@

antifermion entrante:

I
S

=@
S

p —»

fotén entrante:

fermion saliente:

>—f_ — 7 ()

antifermion saliente:

fotén saliente:

= ¢ (k,\)
o

— Vértice:
poo=—ieQp"
— Propagadores:
p im)

T
o

p? —m? +ie

6.2 Un proceso sencillo: efe™ — umu~

Figura 6.1: El proceso e™e™ — pt ™ a nivel drbol en QED.

Consideremos la aniquilacién de un electrén y un positrén para dar un muén y un antimudn.
En QED este proceso viene descrito a orden mas bajo de TP (nivel drbol) por el diagrama
de la figura 6.1. E1 muén tiene la misma carga del electrén, @, = Q. = —1, y una masa M
unas 200 veces mayor que la masa m del electréon. Vamos a hallar paso a paso y en detalle
la seccién eficaz de este proceso.

En primer lugar, asignamos momentos a todas las particulas del diagrama y usamos
la conservacién del cuadrimomento en cada vértice, lo que fija el cuadrimomento del fotén
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104 Tema 6: Procesos elementales en QED

virtual que se propaga entre los dos vértices de interaccién,

q=ki+ks=p1+p2. (6.9)
Las patas externas son fermiones, cuyos espines etiquetamos mediante indices 71,9, 1, So
que toman dos valores posibles (1,2).

Aplicando las reglas de Feynman, recorriendo cada linea fermiénica en sentido contrario
al flujo fermidnico, el elemento de matriz invariante viene dado por

iM = a0 () (iey”)o )(pl)q‘ 9ap — (1—5)(];& o (k1) (iey®)u (k) . (6.10)

Noétese que como los fermiones externos estan sobre su capa de masas satisfacen las res-
pectivas ecuaciones de Dirac,

Fro (ky) = —mot™ (k1) ou™ (k) = mul™ (ko) | (6.11)
asi que la amplitud no depende del parametro £, como deber ser, ya que
g0 (k1)y ul™) (ky) = o) (k1) (1 + K2)u™) (k) = 0 . (6.12)
Podriamos haber trabajado desde el principio en el gauge de 't Hooft-Feynman (£ = 1).
Por tanto,
2

M= a2 )y o) () o (™) () (6.13)

Para hallar [ M|?, nétese que

(@y*v)* = vTy¥ 4y = 01407057 u = Ty | (6.14)

donde se ha usado

a=ul’, P T=ra, =197 (6.15)

Se trata ademéas de un nimero complejo que podemos multiplicar en cualquier orden. Lo
mismo ocurre con la otra linea fermiénica. Conviene escribir,

4
\MP:%H(”)(@)V%(S)(pl) 7 (517 ul™) (52) 7 (B ) e (By) 1) (Ba)yav ™) (y) -

(6.16)
Podemos ahora hacer uso de las propiedades de espinores y matrices de Dirac, que

conducen a multitud de identidades (Diracologia). En particular, puede verse que los dos
estados de espin a lo largo del eje z satisfacen

V(a0 () = 6+ m) (6.17)
25y () = (5 +m) (6.18)
D@0 = (- m) 22 (6.19)
D@ @) = (- m) -2 (6.20)
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donde n* = (0,0,0, 1) en el sistema de referencia en el que p* = (m,0,0,0). En general,

(g () = 66+ m) ) = om) (6o

proyectan sobre polarizaciones bien definidas a lo largo de una direccién n*, que cumple
n?=-1y pun* = 0. Si elegimos, por simplicidad, el eje z como direccién del movimiento,
p* = (E,0,0,|p]), los operadores anteriores proyectan sobre los dos estados de helicidad
de particula y antiparticula, respectivamente, si tomamos n* = =£(|p]/m,0,0, E/m). En
particular, en el limite ultrarrelativista (E > m) los proyectores sobre quiralidades right y

left de particula y antiparticula son:

Va0 @) = (6 +m) I ) = ) T (622)
D@ @) = 5+ m) P ) =m0 (629
OO = - m) T ) = -m S (629)
VDT E) = (5 —m) (R = (om0 (625)
Otra propiedad que se demuestra facilmente de lo anterior es
a7 () =T [0+ m) ] o) =1 - m)

(6.26)

donde I' es una matriz 4 x 4 arbitraria. Por otro lado, si los fermiones no estén polarizados
el cédlculo se simplifica notablemente pues podemos aplicar directamente las relaciones de
completitud,

E:M@@W@Mﬁ:¢+my EZMQ@W@@gzﬁ_m, (6.27)

que conducen a

Y aEa (@) =T L@ +m)] , Y o @ (@) =T L@ —m)] . (6.28)

Volvamos a nuestro calculo (6.16) y supongamos por simplicidad que tanto los fermiones
iniciales como los finales no estdn polarizados. Tenemos entonces que promediar sobre
espines iniciales y sumar sobre espines finales:

S Y IME = 1303 M

Ti Si T S;

64
Te[y* (1 — MY (P2 + M) Te[ya (B2 + m)ys(fr —m)] . (6.29)

T g
que aparece como el producto de las trazas de las dos cadenas fermidnicas.

Para hallar las trazas volvemos a recurrir a la Diracologia. Necesitamos en particular,

Tr[# impar +'s] = 0 (6.30)
Trly"y"] = 4g" (6.31)
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Tr[y"y"yP77] = 4(9"9” — 9" 9" + "7 ™) (6.32)
de donde

Te[y* (1 — M7 (2 + M)] = Te[y*p1v po] — MPTr[y7”)

= 4(p§ps — (P1p2)g®? + pips) — 4M3g"P (6.33)
Trlya (2 +m)vs(f — m)] = Tr[yakiysha] — m*Tr[yans)
= 4(]4310(14325 — (l{:lkg)gaﬁ + k‘lgk‘QQ) — 4m2ga5 (6.34)
y por tanto,
Z Z M? = (plkl)(szz) (p1p2)(k1k2) + (pika) (p2k1) — m*(p1pa)

— (p1p2)(k1k2) + 4(p1p2) (k1ka) — (p1p2) (k1k2) + 4m® (p1p2)
+ (p1k2) (p2k1) — (p1p2) (k1k2) + (prk1) (pak2) — m? (p1p2)
— M?(kiko) + 4M?(kiko) — M?(kyks) + 4M?m?]

4
= 8;4[(plkl>(p2k2) (p1ka)(pak1) + m>(p1pe) + M2 (kiks) + 2M>*m?] .

(6.35)

El siguiente paso es elegir un sistema de referencia. Supongamos el sistema centro de
masas y sea 0 el dngulo que forma el p* saliente con el et incidente,

K = E(1,0,0,8) ,
kY = BE(1,0,0,-8), Bi=+/1-m2/E?, (6.36)
pi = E(1,Bysin6,0, By cosb) ,
Py = E(1,—Bfsin6,0,—B;cos) , Br=+/1—- M2/E? . (6.37)
Entonces,
¢* = (k1 + ko) = (01 + p2)? = Bl = 4B, (6.38)
(p1k1) = (p2ka) = E2(1 — Biffcosh) (6.39)
(p1k2) = (p2k1) = E2(1 + Biffcosb) , (6.40)
(pip2) = E*(14 B7) = E*(2— M*/E?) , (6.41)
(kike) = E*(1+ 7)) = E*(2 — m*/E?) (6.42)

y la expresién (6.35) queda

ZZ|M|2 2E4 2E4( + B2B% cos? ) + 2B (m? + M?)]

24 M? 4m? 4M?
= [1 + 4% + <1 — T) (1 - —5 > cos? 0} . (6.43)
Eem Eem Eém

La seccién eficaz diferencial del proceso se obtiene a partir de la expresion (5.35),

d 2 E&\ —AM? >+ M? 4m? AM?
Z-2 S R [1 TR (1 = T) <1 - > cos’ 0] (6.44)
a0 ~ 1B2, \| B2 — 4m EZ,, EZ,, B2y,

© www.ugr.es/local /jillana 106



6.3. Comentarios 107

donde se ha sustituido la constante de estructura fina a = €?/(47). Nétese que Ecy > 2M,
la energia umbral del proceso. La seccién eficaz total es

do do
a—/deQ—27r/dcos0dQ. (6.45)
En el limite ultrarrelativista (Ecy > M, m),
do a? 9
— = ——1 0 A4
" 4E%M( + cos” ) (6.46)
4 2
e (6.47)
3E&\

6.3 Comentarios

6.3.1 Sobre el propagador y los estados de polarizacion

Al cuantizar el campo de Maxwell de forma covariante hemos introducido (3.112) cuatro
vectores de polarizacion e”(k, \) que satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad
y completitud:

6;(/’;, Net (B, N) = G, Co=-1, G=CG=¢G=1, (6.48)

3
D e (kN (R, A) = =g (6.49)
A=0

Sea nt un vector tipo temporal que satisface n,nt =1y n® > 0. Diremos que
e (k,0) = n* (6.50)

es el vector de polarizacién escalar. Llamaremos e“(l;, 3) polarizacién longitudinal en el
plano n — k si €,(k,3)n* = 0y €,(k, 3)e*(k,3) = —1, es decir,

Kt — (kn)n*

e (k, 3) =R

(6.51)

Los otros dos vectores de polarizacién (transversa) e“(E, 1)y e“(E, 2) los tomamos ortogo-
nales entre si y perpendiculares al plano n — k, de modo que

e (kN (kB N) = =6, AN =1,2. (6.52)

Por ejemplo, en el sistema de referencia en el que el vector de propagacién k define el eje
zyn*=(1,0,0,0) de lo anterior deducimos que

*(k,0) = (1,0,0,0) , €“(k,3) = (0,0,0,1) , (6.53)
y podemos escoger varias bases para las polarizaciones transversas, como
(k,1) = (0,1,0,0) , €*(k,2) =(0,0,1,0) (lineales) (6.54)
o bien

*(k,L) = (0,cos0,isin0,0) , e (k,R) = (0,cosf,—isinf,0) (elipticas) (6.55)
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108 Tema 6: Procesos elementales en QED

(que se llaman circulares si 0 = 7/4).

Ya hemos visto que el estado de polarizacién escalar ‘E, 0> tiene norma negativa (3.116).

Por otro lado, el campo electromagnético clésico en ausencia de fuentes (radiacién) sélo
tiene dos estados de polarizacién, mientras que su versién cudntica parece tener cuatro.
Ambos problemas estan relacionados y se resuelven, como ya hemos visto, imponiendo que
0, A* evaluado entre estados fisicos se anula (cuantizaciéon de Gupta-Bleuler): solamente
los dos estados de polarizacién transversos contribuyen a los observables fisicos, asi que
no tenemos que preocuparnos por los escalares ni los longitudinales. Sin embargo todos
contribuyen al propagador, que no es un observable. Veamos esto.

Tomemos, para empezar, el gauge de 't Hooft-Feynman (£ = 1), en el que el propagador
es

~ ighv

que usando las relaciones de completitud (6.49) puede escribirse como

D (k) =

k2 & deﬂ (B, \)e"*(k, \) . (6.57)

Separando las contribuciones transversa, longitudinal y escalar tenemos

2 E e+ i S B e (659
—12

i
k? +ie

DI (k) =

Los dos ultimos términos los podemos reescribir como suma de

in#*n?

D (k) = o

y D¥(k) = kP — (kn)(KFn” 4+ K'nt)] . (6.59)

R = 7]

Si tomamos el sistema de referencia en el que n* = (1,0,0,0), es decir n* = g"% y kn = k°,
vemos que el primero de ellos es

d4]€ ~ : / d3k 1O g0 ~* 7—7 dk .0 (.0 __ .70
BV Y 4 —ik(z—2") _ 99 k-(Z—-2") —ik? (2 —z'?)
D¢ (x — ') /(277)4DC (k)e / orF 12 e' / (277)6

1 gh0g+° 0
5(z0 — 29 . 6.60
- (2 — 2% (6.60)

Para entender el significado de las distintas contribuciones, consideremos un proceso
de scattering mediado por el intercambio de un fotén (e.g. figura 6.1). En esta situacién
estamos en presencia de fuentes. El elemento de matriz de este proceso puede escribirse
como

/d4 /d4:1:/ Jiu(z) D (2 — 2') jou () (6.61)

donde j{'(z) y jh(2') son dos densidades de corriente que interactian mediante el campo
del foton. La parte D’éy del propagador, en el sistema de referencia que hemos elegido,

/d4 /d4 / .71 (.%'/) 5(1,0 _ ZC’O) ’ (6.62)

47r]a:—x]

contribuye con
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6.3. Comentarios 109

que no es otra cosa que la interacccion instantinea de Coulomb (jen el mismo instante de
tiempo!) entre las dos densidades de carga j{(z) y j9(z'). En cuanto a la parte restante
D4, nétese que (6.61) en el espacio de momentos es

4 ~
/ (;’;4 i DR () o () (6.63)

y que las corrientes son conservadas, es decir, 9,j*(x) = 0 o bien k,j*(k) = 0. Por consi-
guiente los términos proporcionales a k* 6 k¥ en 57;’ son irrelevantes y 5%’(1{) no contri-
buye a la interaccion. Por cierto, ésta es la razén por la que el gauge de 't Hooft-Feynman
es valido: si no hubiéramos tomado £ = 1 habria términos extra en el propagador propor-
cionales a k*k", que son irrelevantes porque se acoplan a una corriente conservada.

Vemos que el campo de la interaccién electromagnética tiene una triple naturaleza:®

una parte es completamente arbitraria (debido a la invariancia gauge); otra, llamado cam-
po constrained o constrenido (la interaccién coulombiana, en el sistema de referencia que
hemos elegido), estd totalmente determinada por las fuentes; y la tercera parte es dindmi-
ca, consistente en grados de libertad independientes, es la radiacion electromagnética pura,
que en electrodindmica cuantica se corresponde con los fotones. La parte dinamica, pre-
sente incluso en ausencia de fuentes, puede ser subdominante respecto a la constrenida.
Asi por ejemplo, es la interacccién coulombiana la que explica en primera aproximacion
la estructura del 4tomo de hidrégeno: el potencial de Coulomb viene dado por la posicién
del electrén. Esta dltima es un operador en mecénica cudntica (lo que determina que las
6rbitas estén cuantizadas) pero esto no significa que involucre grados de libertad cudnticos
del campo electromagnético. Solamente si hacemos un tratamiento refinado descubriremos
los efectos cuénticos (el efecto Lamb, por ejemplo).

6.3.2 Sobre los signos relativos entre diagramas

En QED se trabaja con campos espinoriales y ya hemos visto que hay que tener cuidado
porque las contracciones de Wick de estos campos pueden dar lugar a signos relativos entre
los distintos diagramas que contribuyen a la amplitud de un proceso. Recordemos que hay

que mirar si la reordenacién de los espinores corresponde a una permutacién par o impar.
Veamos unos cuantos ejemplos.

— Scattering de Bhabha: ete™ — eTe™

-_‘-_‘-""“--..._ﬂ

4 1 4l e 1

UTVV3U4 —UU4V3V2

— Scattering de Moller: e e~ — e e~

PPasa igual con todas las fuerzas fundamentales.
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110 Tema 6: Procesos elementales en QED

t 3 4 /3

UTU2UIUL —ULU4UIUD

— Scattering de Compton: ey — ey (jno hay cambio de signo!)

2 12/ 1 2 1

U U2 +urus

6.3.3 Sobre particulas idénticas

Recordemos también que si hay dos particulas idénticas en el estado final (por ejemplo,
vy, eTet, e”e) la seccién eficaz total es

1 do

6.3.4 Sobre las polarizaciones de los bosones vectoriales

— Caso del foton. Tiene dos estados de polarizacién (transversos). Supongamos el sis-
tema de referencia en el que k* = (w,0,0,w) (nuestras conclusiones seran indepen-
dientes de esta eleccién gracias a la covariancia Lorentz). Entonces, pueden ser

(
(

En cualquier caso, si sumamos sobre los dos estados de polarizacién,

1) =(0,1,0,0), e (k. 2)
L) = (0,cos6,isinf,0), €*(k,R)

lineales:

(0’ 0’ ]" 0)
(0,cos 6, —isinh,0) .

et (k, =
elipticas:  €"(k, =

1 0 0 O
* (7. 7 0 0 0 0

z}\: Eu(kv )‘)el/(kv A) = —Guv + Q,uy s Q;u/ = 00 0 0 . (665)
0 00 —1

Veamos que, debido a la invariancia gauge, en la practica podemos ignorar el término
Q- En efecto, la amplitud de un proceso arbitrario de QED que involucre un fotén
externo con momento k (tomamos un fotén saliente) puede escribirse con toda gene-
ralidad como

M(E, ) = € (k, )M (k) (6.66)
y cualquier observable, en este sistema de referencia, serd proporcional a

SOIMENP =D €k Ney (B, )M (k) MY* (k)
A

A=1,2
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= MU F)P + IME(R)P (6.67)

Ahora bien, sabemos que el campo del fotén se acopla a una corriente conservada
mediante una interaccién [ d*z j#(z)A,(x), con 95" (x) = 0, asf que

Mo(R) = / dtz & (f] () Ji (6.68)

donde los estados inicial y final incluyen todas las particulas externas excepto el fotén
en cuestion. Como la simetria gauge se debe preservar también a nivel cuantico, de
la conservacién de la corriente y la expresion anterior deducimos® que

ke MP(E) = i / die e (f| 9,5 (x) i) =0 . (6.69)
y por tanto,
ke MP(E) = wMO(K) —wMB(E) = 0 = MO(k) = M3(k) . (6.70)
Asf que podemos reescribir (6.67) como

> ek, New(k, N M (k)M (k)
A=1,2
= [M'(F)? + IMP(B)P + IMP (B — IMO(R)P . (6.71)
que equivale a reemplazar

—

> ek New (B, A) = —gpu - (6.72)
A

— Caso de un boson vectorial masivo. Tiene tres estados de polarizacién (uno longi-
tudinal y dos transversos). En este caso podemos elegir el sistema de referencia en
reposo, k* = (M,0,0,0) y los estados de polarizacién

é"(k,1) = (0,1,0,0) , €*(k,2) = (0,0,1,0), €¢*(k,3)=(0,0,0,1).  (6.73)

Si sumamos sobre polarizaciones,

Z 6:(E7 )‘)EV(E7 )‘) = —Guv + Q/w ) Q;w =
A

(6.74)

o O O
o O O O
o O O O
o O O O

en el sistema de referencia en reposo. Podemos obtener la expresién vélida para
k* = (kY k) con M? = (k%)% — k2 haciendo un boost con v = k° /M, v3 = k/M,

v B B2 VB3

noo_ 'Yﬁl 3.
Mo =16+ -1 ff j (6.75)
753
que conduce a
kK,

Z €Z(Ev A)GV(Ea A) = _gul/ + AO'U,AOV = _g;u/ + (676)

A

M2

0= /d4m d, [e”" (f] 5" () m] - iku/d‘lx e* (] () |d) +/d4ac e (f| 0ug" () ).
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112 Tema 6: Procesos elementales en QED

6.3.5 Sobre la simetria de crossing y las variables de Mandelstam

1 3 3 4

CTrossing

1+2—-3+14 1+3—=2+4

Los elementos de matriz de procesos tales como 1 +2 — 3 +4y 1+ 3 — 2 + 4 estan rela-
cionados mediante la llamada simetria de crossing: la matriz S es la misma reemplazando
los momentos convenientemente. En este caso,

Crossin
klv k? — D1, P2 (__—g_> kla —p1 — _k27 b2 (677)

Antes de poner algunos ejemplos de procesos cuyas amplitudes estan relacionadas por la
simetria de crossing, conviene introducir las wvariables de Mandelstam que resultan muy
céomodas para describir la cinemadtica de los procesos de dos cuerpos — dos cuerpos y
facilitan mucho la aplicacion de esta simetria. Para el proceso del ejemplo anterior,

s = (k1 + k2)? = (p1 + p2)?

t= (kl —p1)2 = (p2 - k2)2 (57 t, u)
U= (k‘l —p2)2 = (p1 - k2)2

crossing t, s, ) (6.78)

ko<>—p1

Es fécil comprobar que s+t+u =), m2 la suma del cuadrado de las masas de las cuatro
particulas externas. Asi, en términos de var1ables de Mandelstam, la cinematica del proceso
que hemos calculado antes en detalle, ete™ — u*u~, queda

¢ =s, (6.79)
(p1k1) = (paka) = (m +M?—1)/2, (6.80)
(prk2) = (p2k1) = (m® + M? —u)/2 , (6.81)
(p1p2) = (s —2M?)/2 , (6.82)
(k1ka) = (s —2m?)/2 (6.83)

que conduce a
— 8e? £\ 2 u\ 2
+ - +,,7)12 = 25 _ -
TE ES. IM(eTe™ = u p )" = 2 [<2> +(2)] . (6.84)

Se dice que este proceso tiene lugar en canal s. La simetria de crossing nos permite encontrar
la amplitud del proceso “cruzado” e*p~ — eTu~ intercambiando s con t en la expresién
anterior,

Sy o eor -5 (G @] e

Ti 8§

que tiene lugar en canal t:
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e I I 2
“‘“-L_,_k
Crossing
s>t
ete” — ;ﬁ'u‘ e+u_ — e+,u_

Otros ejemplos, en los que contribuyen dos canales, son:

crossing
e e

Bhabha Mygller

ete™ > ete™ e e —e e

1/l/l crossing TV\
«—
st S"‘
—--""f."-
Compton Aniquilacion
ey —>e vy ete™ — Yy
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Tema 7

Introduccion a las correcciones
radiativas

7.1 Correcciones cuanticas: Loops

En esta seccién veremos que el desarrollo perturbativo en la constante de acoplamiento, que
hemos introducido en el tema anterior, es también un desarrollo en potencias de £, es decir,
en efectos cudnticos.® Para comprobarlo, reinsertaremos las constantes /i, manteniendo atn
un sistema de unidades en el que ¢ = 1. En este sistema longitudes y tiempos tienen las
mismas dimensiones y lo mismo ocurre con energias y momentos. Sin embargo, longitudes
y energias no tienen dimensiones inversas, lo que si ocurre en el sistema de unidades en el
que h = 1. Recordemos que

h~ 6.582 x 107% MeV s, (7.1)

asi que h tiene dimensiones de energia (o momento) por tiempo (o longitud).

Hay dos fuentes principales de potencias de & en el proceso de cuantizacion. La primera
estd en las relaciones de conmutacién (o anticonmutacién). Por ejemplo, en el caso escalar
habria que reemplazar la ecuacién (3.4) por

[6(t,2),11(t, 7)) =ihd* (T —§) = |apal] = 2r)°ho*(F—q) . (7.2)

Repitiendo los pasos necesarios para calcular el propagador de Feynman (véase §4.4) ob-
tenemos entonces que cada propagador incluye una potencia de h:

d4p i —ip(x—
DF(m_y)_/(27r)4p2—m2+iee Pz=y)  cone— 0% . (7.3)

El segundo lugar en el que tenemos que introducir explicitamente una potencia de
I es el vértice de interaccién. La razén es que el producto Ht (accién), donde H es un
hamiltoniano y t el tiempo, tiene las dimensiones de i y por tanto en el operador evolucién
aparece con un factor 1/A para que el argumento de la exponencial sea adimensional. Esto
afecta a la teoria de perturbaciones discutida en §4.3. Por ejemplo, el campo en la imagen
de interaccién (4.33) se define

o1(t, 7) = eHolt=to)/hgpy 7)e=iHolt=to)/h (7.4)

2Historicamente se ha llamado correcciones radiativas a las correcciones cudnticas, porque se calcularon
en primer lugar para sistemas atémicos en procesos donde se emite o se absorbe radiacién electromagnética.
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116 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

y asi sucesivamente. Siendo cuidadosos con los factores de h obtenemos que la teoria de
perturbaciones toma la forma final

O {ortor) -+ autenyexp | i [ ate way/n) L)

<mT{mpLﬁ/&xﬂmmﬂ4}m

Al desarrollar en serie las exponenciales obtendremos que por cada vértice de nuestra teoria
de perturbaciones tenemos que anadir una potencia de 1/h.

OIT{p(x1) - - ¢(2n)} [0) = (7.5)

Con estas dos reglas, cada propagador introduce una potencia de h y cada vértice una
de ™!, podemos discutir la relacién entre el niimero de loops y el de potencias de A en
un diagrama de Feynman conexo amputado arbitrario.” Podemos definir el ntiimero de
loops como el nimero L de cuadrimomentos no fijados por la regla de conservacién del
momento sobre los que tenemos que integrar para calcular el resultado de la amplitud
correspondiente. Asi, en un diagrama con [ lineas internas y V' vértices tenemos

L=1-(V-1)=I-V+1. (7.6)

En efecto, tenemos I cuadrimomentos circulando por las lineas internas, sobre los que
imponemos V' — 1 restricciones (una por cada vértice, excepto la global que corresponde a
conservacién del cuadrimomento total). Veamos algunos ejemplos:

L=0-1+1=0 L=1-2+1=0
L=1-1+1=1 L=2-2+1=1 (7.7)
L=T-4+1=4 L=6-4+1=3

Noétese que normalmente L coincide con el ntimero de lazos en el diagrama de Feynman.
Pero no siempre, como se ve en el dltimo ejemplo, en el que hay 4 lazos pero L = 3.

Aplicando ahora que cada propagador conlleva una potencia de A y cada vértice una
de ! vemos que un diagrama conexo amputado con L loops es de orden A~V = pE—1,
Por tanto, el desarrollo en loops corresponde a un desarrollo en potencias de h.

Puede sorprender sin embargo que el primer término del desarrollo perturbativo sea
proporcional ™!, pero esto se debe a que hemos normalizado la accién dividiendo por h
por argumentos dimensionales, de manera que debemos descontar ese factor y concluir que
realmente la contribucién de cero loops (orden i) corresponde al limite cldsico (7 — 0).

Otro comentario importante es que en teorias con un tnico acoplamiento, el desarrollo
perturbativo en ese acoplamiento y el desarrollo en loops coinciden, si fijamos el ntimero de
patas externas. La razén es que en ese caso existe una relaciéon entre L y V. Por ejemplo,
en la teorfa A\¢? cada vértice tiene cuatro patas, asi que

AV=E+2] = L=1-V+4+1=V-E/2+1, (7.8)

> Aunque hayamos mostrado el ejemplo explicito del caso escalar, la misma regla aplica al caso de campos
de espines arbitrarios.
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siendo E el nimero de patas externas e [ el de lineas internas. Esta relacién viene de que
4V es el numero total de lineas que confluyen en vértices, pero las que corresponden a
lineas internas cuentan dos veces. Es facil comprobar que esta relacién se cumple en todos
los ejemplos de (7.7), excepto para el primero de la columna de la derecha, en el que los
vértices tienen tres patas, pues corresponden a una teorfa A\¢> y la relacién es entonces

3V=E+2] = L=I-V+4+1=V/2-E/2+1. (7.9)

7.2 Divergencias ultravioletas

El hecho de que los célculos a uno o mas loops involucren una integracion sobre momentos,
cuyos médulos van de cero hasta infinito, conduce a una intrigante propiedad de la teoria
cuantica de campos: la posible apariciéon de divergencias en los calculos perturbativos. El
origen y naturaleza de estas divergencias es diverso y su estudio da lugar a algunos de los
aspectos mas interesantes de la teoria cudntica de campos, como el grupo de renormaliza-
cién. En este curso nos vamos a limitar a hacer una breve introduccién a algunos de estos
fenémenos, poniendo énfasis en la realizacién de cédlculos explicitos.

Veamos en un ejemplo concreto cémo aparecen algunas de estas divergencias. Tomemos
de nuevo la teoria A¢* y calculemos el diagrama amputado que aparece en (4.115)

q _iB= 1(—i>\)/d4qi . (7.10)

2m)t @ —m?
p p

Esta integral puede abordase mas facilmente en el espacio Euclideo, haciendo el cambio
de variables ¢ = ig% (rotacién de Wick), manteniendo § = ¢ y por tanto sustituyendo
¢ = —q%. De esta forma la integral factoriza en el producto de una integral angular en
cuatro dimensiones por una integral sobre la coordenada radial gg entre cero e infinito
(estudiaremos en detalle este procedimiento en un nimero arbitario de dimensiones en la

seccion §7.3):
_/\/d4QE 1 _A/dm /“d s 1 Ao /”d _dp
=3 i+ m? 2/ et ), ) QEq%erz T 202t /, QEq]QEJFmQ.

La integral resultante es divergente. Para poder dar sentido al resultado regularizaremos
la integral para aislar la divergencia. En esta ocasién usaremos como requlador un cut-off
en momentos, es decir, integraremos hasta un valor finito A que al final haremos tender a
infinito. Haciendo esto tenemos

A A q3 Y m2
B=— d E__ — A? In—— | . 7.12
167‘(’2/0 qEq%—i—mQ 3272 ( +m nm2 —I—A2> ( )

Vemos por tanto que este diagrama presenta una divergencia ultravioleta, es decir, en el
limite de momento infinito. En ocasiones un diagrama puede también tener divergencias
infrarrojas (en el limite de momento cero).

En el resto de este tema veremos cémo clasificar, regularizar e interpretar las divergen-
cias ultravioletas que aparecen en célculos a nivel de uno o méas loops en teoria cudntica de
campos.
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118 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

El comportamiento ultravioleta de un diagrama se puede caracterizar por su grado
superficial de divergencia, D, que se define como la diferencia entre el nimero de potencias
del momento de integracion en el numerador menos las del denominador. En teorias en las
que los vértices no dependen del momento, el grado superficial de divergencia depende del
numero de loops (potencias positivas del momento) y del nimero y tipo de propagadores
(potencias negativas del momento, simples para fermiones, dobles para bosones). Asi por
ejemplo tenemos

A" (n>3) = D=4L-2] (7.13)

QED = D=4L-2I,—1I; (7.14)

donde I, r se refiere al ntimero de lineas internas foténicas y fermiénicas, respectivamente.

En general, un diagrama divergerd logaritmicamente, linealmente, cuadraticamente y asi

sucesivamente para D > 0, aunque esto es condicion necesaria pero no suficiente, pues

hay excepciones a esta regla. Antes, reescribamos D de una manera mas 0til en términos

del nimero de patas externas y vértices. La expresién depende de la teoria en cuestion.
Estudiemos cada caso por separado.

721 Ap"

En este caso (7.13) conduce a

D=4L—-2I=(n—-4)V—-FE+4, (7.15)
donde hemos usado las relaciones

L=I-V+4+1, nV=E+4+2I. (7.16)

Vemos que cuanto mayor es el nimero de patas externas, a igual nimero de vértices, menor
es D. Tenemos pues un nimero finito de posibles diagramas divergentes (D > 0), llamados
divergencias primitivas. Veamos cudles son en el caso de A¢* (n = 4), es decir

D=4-FE>0. (7.17)
Nétese que en este caso E es siempre par.
» FE = 0: Los diagramas vacio-vacio que aparecen en (4.100). Son cuérticamente diver-

gentes (oc A%) y contribuyen a la energia del vacio, pero no son relevantes para hallar
las amplitudes de scattering pues se cancelan en la formula LSZ.

= F = 2: Las funciones de Green de dos puntos. Son cuadraticamente divergentes
(< A%) y contribuyen a la autoenergia del campo:

06 Q e

= F = 4: Las funciones de Green de cuatro puntos. Son logaritmicamente divergentes
(x InA) y contribuyen a la correccion al vértice:

X OO 8 R
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7.2. Divergencias ultravioletas 119

Podria pensarse que diagramas con D < 0, es decir E/ > 6 son finitos, pero esto solamente
es cierto si no contienen subdiagramas divergentes (con E = 2 o E = 4). Por ejemplo, los
siguientes diagramas con D = —2 (E = 6) son divergentes:

(7.20)

[}

I

1

""I'? /
(S S

e
]
1
ol = -

En realidad, para que un diagrama sea finito, su grado superficial de divergencia D y el de
todos sus subdiagramas debe ser negativo (teorema de Weinberg).

Vemos por tanto que en la teorfa A¢? hay un nimero finito de divergencias primitivas
(dos en este caso) que afectan a la prediccién de nuestros observables: la autoenergia del
campo y la correcciéon al vértice. Cuando esto ocurre la teoria es renormalizable que, como
veremos, quiere decir que podemos reabsorber todos los infinitos que aparezcan con un
numero finito de medidas, estando el resto de predicciones de la teoria bien definidas. Este
proceso de reabsorber infinitos se denomina renormalizacion y lo discutiremos brevemente
mas adelante, en el caso de la QED.

La teorfa A¢> también tiene un niimero finito de divergencias primitivas, pues en este
caso D = 4 — EF— V. Al aumentar el nimero de patas externas, independientemente del
nimero de vértices, llegaremos a D < (0. Pero, ademas, en este caso ocurre que diagra-
mas con el mismo nimero de patas externas son cada vez mas convergentes haciéndose
finitos a partir de un nimero determinado de loops. Este tipo de teorias se llaman super-
renormalizables.

Teorias A¢™ con n > 4, por el contrario, son no renormalizables puesto que, cualquiera
que sea el ntimero de patas externas de un diagrama, D siempre sera positivo para un
namero suficientemente alto de vértices. Esto quiere decir que hay un nimero infinito de
divergencias primitivas, que requeririan un numero infinito de medidas para ser reabsorbi-
das.

El hecho de que A¢" con n < 4 sean teorias renormalizables es un ejemplo del criterio
de renormalizabilidad que establece que un lagrangiano de interaccion cuyos coeficientes
(constantes de acoplamiento) tengan dimensiones de masa elevada a una potencia positiva
o nula (adimensionales) es renormalizable. En nuestro ejemplo, como [£] = M* y [¢] = M,
las constantes tienen dimensiones [A\] = M4~™. Podemos entender el criterio de renorma-
lizabilidad del siguiente modo: si cada vértice de interaccion introduce un acoplamiento
con dimensiones de masa negativas entonces, por argumentos dimensionales, éste debe
compensarse con algin otro pardmetro con dimensiones positivas de masa (por ejemplo el
cut-off A) si no hay cancelaciones debidas a alguna simetria. En tal caso habrd un nimero
indeterminado de funciones de Green que seran divergentes cuando A — oo y por tanto no
podremos reabsorber todos los infinitos en un nimero finito de medidas.

Hemos visto ejemplos (7.20) en los que D puede ser negativo y ain asi el diagrama
es divergente. Pero también puede ocurrir lo opuesto: diagramas con grado superficial de
divergencia positivo, y por tanto a priori divergentes, que den un resultado finito. Esto es
debido a la presencia de simetrias que reducen el grado de divergencia de algunos diagramas.
Esto es lo que ocurre en QED, como veremos a continuacion.
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120 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

7.2.2 QED

En este caso (7.14) conduce a

D:4L—217—If:4—E7—gEf (7.21)
donde hemos usado las relaciones
L=1-V+1=L,+1;-V+1, V=E,+2I,, 2V =~E+2I;. (7.22)

Vemos pues que en QED los diagramas con divergencias primitivas son potencialmente
aquellos para los que D > 0, es decir

3
E,+3Ep<4. (7.23)

Antes de discutir todas las posibilidades conviene demostrar el Teorema de Furry que
establece que funciones de Green sin lineas externas fermiénicas (Ey = 0) y con un niime-
ro impar de lineas externas foténicas (£, = impar) son cero a todo orden en teoria de
perturbaciones debido a la conservacion de la conjugacion de carga de la QED:

7

=0, n impar (7.24)
(O Apy (1) - - Ay, () e 470 Hamn |0y
= (0] (C A, (21)C) - - - (C Ay, (2,)C)C e~ d'oHazn o)
= (—1)" 0] Apy (21) - Ay, () &7 412 amD 0y (7.25)

donde hemos usado C% =1, C'|0) = |0), CA4,C = —A, y CHqepC = Hqep. Para n impar
estas funciones de Green coinciden con su opuesta y por tanto deben anularse.

Una vez descartadas estas funciones de Green, clasifiquemos el resto que cumplen (7.23),
esdecirD:4—E7—%Ef20:

[ ] Ef:O

e E, = 0: Energia del vacio. Cuarticamente divergente pero irrelevante para pro-
cesos de scattering.

o E., = 2: Autoenergia del fotén. A priori cuadraticamente divergente, aunque la
simetria gauge hace que la divergencia sea en realidad logaritmica.

(7.26)
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7.3. Regularizacién dimensional 121

o E, = 4: Light by light scattering. A priori logaritmicamente divergente aunque
de nuevo la simetria gauge la protege haciéndola finita.

1 1 . (7.27)

lEf:2

o I, = 0: Autoenergia del fermion. A priori linealmente divergente, aunque en
este caso la simetria quiral reduce la divergencia a logaritmica.

;\/\/HZ (7.28)

e E, = 1: Correccion al vértice. Divergencia logarftmica.

(7.29)

Las divergencias primitivas en QED son por tanto la autoenergia del fotén, la auto-
energia del fermién y la correccién al vértice. Sus contribuciones a un loop se muestran en
(7.26), (7.28) y (7.29), respectivamente.

7.3 Regularizacion dimensional

Hemos anunciado previamente que en teoria cuantica de campos se pueden hacer predic-
ciones precisas y sin ambigiiedades a pesar de la aparicién de infinitos en los calculos a
uno o mas loops. El procedimiento, denominado renormalizacion, consiste en absorber los
infinitos en un numero finito de medidas experimentales de manera que todos los demas
observables seran finitos. Pero antes tenemos que regularizar los infinitos para poder mani-
pularlos. En la seccién anterior usamos un regulador muy sencillo, un cut-off en el momento
del loop, pero este regulador no resulta éptimo. La razén es que viola explicitamente algu-
nas de las simetrias de la teoria que son importantes a la hora de implementar el proceso
de renormalizacién. En particular, en (7.12) se viola la invariancia Lorentz. En esta sec-
cién estudiaremos, mediante el ejemplo concreto de la autoenergia del electrén, un tipo de
regularizacién que si mantiene todas las simetrias relevantes, incluyendo las invariancias
Lorentz y gauge. El método que emplearemos se conoce como regularizacion dimensio-
nal y consiste en asumir que en lugar de 4 dimensiones espacio-temporales trabajamos en
d = 4 — e.° Eligiendo el valor de € adecuado cualquier diagrama se puede hacer finito. Al

°No confundir este € con el ¢ — 07 de la prescripcién de Feynman para los propagadores, que en adelante
se sobreentiende y no escribiremos.
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122 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

final del calculo, y después del proceso de renormalizacién, tomaremos el limite e — 0 para
eliminar el regulador.

Veamos cémo calcular la autoenergia del electron. Ya sabemos que el propagador fer-
miodnico en el espacio de momentos es la transformada de Fourier de la funcién de dos

puntos,
'*_<::>_*_ :(/}ﬁx<miﬁw¢w¢%0ﬂwo>emz (7.30)

que podemos resolver perturbativamente en términos de funciones de dos puntos 1PI, como
hicimos para campos escalares en (4.118 — 4.122):

1+ 210 +< 210 >2+...

i

G | T me
i 1 1
“Fome, S0 Fomo-S®) (731

P —mo

donde los diagramas 1PI amputados son
— _ix() (7.32)

G i Erm)
B BT

(propagador libre). (7.33)

Veamos que, como ocurre con la autoenergia M?(p) del campo escalar, la autonergia del
electron X(p) contribuye a la masa fisica (m) y a la renormalizacién de la funcién de onda
del electrén (Zy):

¥—mo— S|, =0 (7.34)
y por tanto, cerca de p = m,

¢—mo—z<¢>:¢—mo—z<m>—f§d_ ¥ —m) = —m) (1—‘5#_ ) . (7.35)

Asi que

iz
—>—O—>— = ﬁ + regular cerca de p =m (7.36)

de donde

1
m = mo + S(m) | Z¢:<1i§]/_> . (7.37)
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Para hallar X(p) se procede orden a orden en TP:

) % . s Oy 2 o

+ ... (7.38)
Vamos a calcularla ahora a 1 loop para ilustrar el método de regularizacién dimensional:
pP—q
v diq i(¢ +mo) —ig
—i2M(p) = / —ie)y* O I (e ~.
§]\/\/‘72 ( ) (271')4( ) q2 _mg (p*Q)Z( )
p p
q

(7.39)
Como hemos dicho esta integral es divergente y para regularizarla la hallaremos en d = 4—¢
dimensiones:

_ip) _ _e2u4—d/ A% y*(d +mo)vu ’ (7.40)
(2m)¢ (¢* — m)(p — ¢)?
donde hemos introducido un pardmetro p con dimensiones de masa, para que 3 mantenga
las dimensiones correctas independientemente del valor de d. Este pardmetro no es fisico,
lo hemos introducido por consistencia en el proceso de regularizacién y no afectara a
ninguin observable fisico, aunque puede aparecer en calculos intermedios de magnitudes no
observables.

A continuacién describiremos, usando este ejemplo como ilustracién, algunas de las
técnicas estandar en calculos a un loop.

1. En primer lugar necesitamos extender las reglas de la Diracologia a d dimensiones.
Para ello hay que notar que los indices espacio-temporales recorren las d dimensiones
mientras que las matrices de Dirac siguen siendo matrices 4 x 4 (espacio espinorial).
Se cumplen por tanto las siguientes relaciones:

Yy =20"1xa s 9 =0, =d, (7.41)

que conducen a las identidades
’Y“'Y,u =dlyxs = (4 - 6)14><4 ) (7.42)
Vi =—d" " +24d=—(d—-2)d = —-(2—-e)q. (7.43)

2. Otra técnica consiste en la introduccién de pardmetros de Feynman, que nos permiten
agrupar el producto de propagadores en una expresion que manipularemos después de
forma sencilla. La forma general para n propagadores se basa en la siguiente igualdad
(facilmente demostrable):

1—/101 das ... dzy Zn: 1 (n— 1) (7.44)
Ay A, [y RO A (21 A1 + .. Fandpn
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En nuestro célculo hay dos factores en el denominador (dos propagadores),

1 ! 1
= d 7.45
A1A2 /0 v [Z‘Al + (1 — JZ‘)AQP ( )
que podemos identificar como Ay = ¢ —m3 y A1 = (p — q)?, asi que

1 1 1
(@@ —md)(p—q)? /0 dr [¢? + z(p? — 2pq) — (1 —z)m3]?

(7.46)

. Lo interesante de esta parametrizacién es que ahora podemos hacer un cambio de

variable para completar un cuadrado perfecto en el denominador, desplazando el mo-
mento de integracion. En nuestro caso, si introducimos un nuevo momento

l=q—xp (7.47)

n (7.40), usamos las identidades (7.42) y (7.43), e introducimos el pardmetro de
Feynman de (7.46) tenemos

sl _g2ied / e A sasam

donde
A=—2(1—2)p*+ (1 —x)md . (7.49)

Una cuestiéon muy importante es que el cambio de variable realizado no es méas que
una traslacién, que no introduce ningun factor jacobiano. Sin embargo, s6lo tenemos
garantizado que la integral no cambia bajo esa traslacion de la variable de integracién
si la integral es finita, lo cual se cumple gracias a que la hemos regularizado antes de
hacer estas manipulaciones.

. Para integrar (7.48) realizamos lo que se conoce como rotacion de Wick, que consiste

en hacer un nuevo cambio de variable:

—

O =i, I=lp=0r=0Y-0FP=—(0%>-0%=-0. (7.50)
Im ¢°

€
_\/g + 12—\/5 A 900

[ ]
>
>

Re /Y

[}
A +V0 — \/3 cond =024+ A

(A es una funcién de x definida positiva en la regién de momentos de interés, como
pronto veremos.)

El subindice E nos recuerda que con la rotacion de Wick pasamos del espacio de
Minkowski al espacio Fuclideo, en el que el médulo al cuadrado de un cuadrivector
es la suma de los cuadrados de todas sus componentes, sin signo relativo entre la
componente temporal y las espaciales.
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De nuevo es necesario hacer un comentario importante. El cambio de variable que
genera la rotacion de Wick puede resultar extrano a primera vista, pues define mo-
mentos complejos. Sin embargo lo inico que estamos haciendo es girar el contorno de
integracién originalmente sobre el eje /0 real, rotdndolo 90° en el sentido opuesto a
las agujas del reloj. El teorema de Cauchy garantiza que la integral no varia pues en
este giro los contornos no cruzan ninguno de los polos definidos por la prescripcién
ie de Feynman.

5. Ahora que la integral se calcula en el espacio Euclideo podemos descomponerla en
una parte radial y otra angular en d dimensiones. Supongamos que el exponente del
denominador es n en lugar de 2, para resolver un caso mas general. Entonces

ot o o o (3)

donde d€2; es el elemento de dngulo sélido en d dimensiones. En efecto:

[MIsH

a) A partir de la integral de una gaussiana:

(V)= </dx e"ﬂ)d = /dd:c exp{ix?} = /de/OOO dz ot te"
- / df2q % /Ooo dt 5~ le! = / dQy %F(d/2) (7.52)

donde hemos introducido la funcién Gamma de Euler:
o0
[(a) = / dt t* e . (7.53)
0

Por tanto,

d

/ 0, = FZZT;Q) | (7.54)

b) En cuanto a la parte radial:

o0 EdE—l o0 t**l
by —————— = dt
/o HGEINE /0 (t+ A

n—d/2 1

( / dz z"_%_l(l - z)%_l
0
(

1
5)
( % >"d/2 T(n —d/2)T(d/2)
"

I'(n)
donde se ha hecho el cambio z = A /(¢

1
2
1
2
1
) (7.55)

A) y hemos introducido la funcién Beta

de Euler:
! L'(a)l'(8)
Ba,ﬁ:/dzzaw—zﬁl:. 7.56
@8= | (-2 = s g (7.56)
6. Conviene conocer algunas propiedades de la Gamma de Euler:
Ne+1)=a2'(z) = T(n)=m-1)! sineN. (7.57)
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126 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

I'(z) tiene polos simples en z = 0, —1, —2,... Desarrollando en serie en torno a los
polos,
1
z= 0; T'(x)=—-—-v+0(), (7.58)
x
xr=-1; I'a)=———+~v—14---+0(x+1), 7.59
@) =Gt (o+1) (7.59)

donde v = 0.5772. .. es la constante de Euler-Mascheroni. En particular, en el limite
e = 0 (d — 4) tenemos

(2= d/2) = T(e/2) = % 40 (7.60)
P(d/2) =T(2) = 1. (7.61)

Ya podemos calcular la integral (7.48), haciendo la rotacién de Wick (7.50) y usando
el resultado (7.51) para n = 2:

—ie2 1 .
i) = ) /0 dz T(e/2)[—(2 — )ap + (4 — emo] A=/2, (7.62)

donde hemos utilizado que la integral sobre { es cero por ser el integrando impar y el dominio
de integracion simétrico. Ahora, ademas de desarrollar en serie la funcion Gamma, debemos
también desarrollar las potencias cuyo exponente es proporcional a €

(4m)/% = eaim — 1 4 gln A + O(e) , (7.63)
A —€/2 € A
(,ﬂ) =1-;h el O(e) . (7.64)

Poniéndolo todo junto obtenemos finalmente

PV 1 A A
iy — 161;2 /0 dz {x];s {_2 (AE —In u2> + 2] +mo [4 <A€ —In /ﬂ> - 2] } +0(e) ,

(7.65)

donde hemos definido

2
Ac=-——v+Indr. (7.66)
€

Este resultado presenta varias propiedades interesantes. En primer lugar, hemos para-
metrizado las divergencias ultravioletas en forma de polos en e. En segundo lugar, X (p)
depende a un loop explicitamente del pardmetro p. Esto puede ocurrir porque ¥ no es un
observable. Centrando nuestra atencién en la parte divergente? podemos hacer ficilmente
la integral sobre el pardmetro de Feynman obteniendo

2
(&
S = — (g + 4myg) + finito . 7.67
o+ 4mo) (7.67)
9Hemos ignorado una divergencia infrarroja, que se puede tratar introduciendo una masa ficticia para
el fotén (evita que A se anule) que al final del cdlculo se hace tender a cero.
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7.4 Renormalizacion de la QED

Hemos visto que las divergencias primitivas de la QED son la autoenergia del electrén, la del
fotén y la correccién al vértice. Acabamos de calcular la primera a un loop en regularizacion

dimensional:
f'w"i ——ix0 () . (7.68)

Procediendo de forma analoga pueden hallarse las otras dos

u/\/\Q\/\/V =i (k) . T(k) = (P — kb )TOR) . (7.69)

W

= ieA/(}) (p,p) . (7.70)

p p

En (7.69) se ha introducido TI(k?), llamada polarizacién del vacio por razones que veremos
enseguida, asumiendo una estructura tensorial para la autoenergia del foton Hw,(kz) que
esta justificada por covariancia Lorentz,

L (k%) = A(K?) gy + B(k) Kk, (7.71)
e invariancia gauge,®

kML, (k%) = kT, (k%) =0 . (7.72)

Para ver sus implicaciones, desarrollemos perturbativamente en términos de funciones de
dos puntos 1PI:

MW@\/sz’\/\/\/\/\/—I—++

= O+ =R — PRI S5

k2 k2 2
—igw | —ig —ig o
= k; + TWAPVH(kQ) + TWAPUA I (K2 + ..
_ —igu | —igup 2 212
= T CAL IR + T (R?) + ]
kuk,\ i i kuky

— <—guu+ ‘];2> ﬁ[lJrH(kQ) + Ik +...] - = 22
__ gw kb I1(k?) (7.73)

K-k | & 1- (k2

°Esta propiedad del tensor II,,, se obtiene a partir de la identidad de Ward-Takahashi (7.113-7.116), que
es una consecuencia de la invariancia gauge.
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donde hemos definido

Kk,
A =8 - =

AP A%, = AP, (7.74)

y podemos ignorar el término a la derecha de (7.73) pues el campo del fotén se acopla
a una corriente conservada (invariancia gauge) y por tanto los términos propocionales a
su momento no contribuyen a los elementos de matriz. Asi que las correcciones cuanticas
renormalizan la funcién de onda pero no generan una masa para el foton:

—iguZa 1
=" -1 . = p=-——:. .
u«AA<:>vv»u ot AT 1T-11(0) (7.75)

Describamos ahora la renormalizacion de la QED, es decir, cémo absorber los infinitos
que encontramos al hallar (7.68), (7.69) y (7.70).

1. El lagrangiano cldsico original es una funcién de campos y parametros desnudos:
— — — 1
L =iy — mop + eopyup AP — (9" AY — 97 AM)? . (7.76)

Se excluye el término de gauge firing pues no necesita renormalizacion.

2. Los campos y parametros desnudos estan relacionados con campos y pardmetros
renormalizados mediante constantes de renormalizacion:

v=2%y,, (7.77)
At = 742 An (7.78)
mo = Zmm , (7.79)

e =Zee . (7.80)

3. El lagrangiano se descompone en el lagrangiano original expresado en funcion de
campos y pardmetros renormalizados (L), mas un lagrangiano de contratérminos

(6L):

L= 2o i — Zo mBabn + Z1 €,y A — Zs i(amz _oVARY?  (7.81)
=L, +0L, (7.82)

_ —_ — 1
Lr =iy — mipythy + ey, Alf — 2 (AT = 07 A)? (7.83)

_ _ _ 1
0L = 325 ity — 620 My + 02y ey Al — 525 L (DMAY — O AL)?
(7.84)

que introducen diagramas y reglas de Feynman adicionales:

_>_®_>_ (57> — mS ) (7.85)

'\/»@«/\, = —i(k?gu — kuky)6 23 (7.86)

fPor cada derivada de un campo 0,1 asociar —ip,, donde p, es el momento de la particula entrante.

© www.ugr.es/local /jillana 128



7.4. Renormalizacién de la QED 129

= iey"d 72, (7.87)

4. Los contratérminos se relacionan con las constantes de renormalizacion que hemos
introducido mediante:

Zy=1+62y =2y, (7.88)
Zo=1+6Z0 = ZmZy , (7.89)
Z1=14021 =2 szl/ 2 (7.90)
Zs=1+075 = (7.91)

5. Las funciones renormalizadas S(p), T(k
mas con contratérminos (7.85), (7.86) y

S\N\/‘ﬂl + —>—®—>— = —iSW () = - () + i(§5Zy — mdZ)

(7.92)
“/\Q\N «/\@W k2 gy — kuky, ) IID (k2)

M) =0V (k%) — 625 (7.93)

k?)
(7.

7). A si por ejemplo, a 1 loop:

6. Los contratérminos se calculan orden a orden en TP y se fijan mediante condiciones de
renormalizacion de modo que las divergencias se cancelan. Existen distintos modos de
lograr este objetivo, llamados esquemas de renormalizacion. El mismo contratérmino
en dos esquemas de renormalizacién distintos difiere a lo sumo en una cantidad finita.

En QED se utiliza el esquema de renormalizacion on-shell, en el que los contratérminos se
fijan mediante las siguientes condiciones de renormalizacién:

— El propagador renormalizado del electrén es

—— = + regular cerca de p=m , (7.94)
m

donde

-1
. (7.95)
)

Para que la masa que aparece en el propagador sea la masa fisica debe imponerse

~

X(m)=0=mdZy=—X(m) (7.96)

y el residuo del propagador debe ser Z,;, = 1, lo que implica:

d N
dap

S|, =0~ 5%= o] (7.7
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130 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

— El propagador renormalizado del fotén es

i ig;wZA

2 + ... (7.98)
donde
1
T (7.99)

Para que coincida con el propagador de un fotén sin masa el residuo debe ser Z4 =1,
lo que implica:

I1(0) = 0 = 6Z5 = I1(0) (7.100)

— El vértice renormalizado del electron es
= iel"(p,p') = iey" +ieA¥ (p, p') (7.101)

donde, por ejemplo a 1 loop:

(7.102)

Se puede demostrar que la estructura Lorentz més general de este vértice para elec-
trones on-shell es

aqy
om |’

il (9, 1)] oo e = 1€ | F1(@*)" +iF2(q°) (7.103)

donde los factores de forma F} y Fb estan relacionados con la carga y el momento
dipolar magnético anémalo, respectivamente. La unidad de carga eléctrica e se define
a partir del acoplamiento de un electrén on-shell con un fotén cuando el momento
transferido ¢ = p’ — p — 0 (lémite de Thomson):

iel'*(p,p) = iey” . (7.104)

Por tanto

~

Alp.p)=0 = 62 = —8F(0) (7.105)

donde hemos definido por conveniencia F;(q?) = 1+ 6F1(¢?). Nétese que a 1 loop a
F5 no contribuye ningin contratérmino que pueda usarse para absorber una diver-
gencia, y de hecho es finito. Esto ocurre en teorias renormalizables con los factores
de forma que acompanan a operadores de dimensién candénica mayor que 4 (en este
caso o1pF,, que tiene dimensién 5).
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Las constantes de renormalizacién que acabamos de fijar no son independientes, sino
que estan relacionadas por la simetria gauge mediante la identidad de Ward-Takahashi:

dx

“a (7.106)

Au(p,p) =

Analicemos esto brevemente. Recordemos que la simetria gauge determina la forma de la
interaccién (acoplamiento minimo), que a nivel drbol (orden cero) es

iel'?) (p,p) =iy, | (7.107)

Por tanto, podemos escribir

¢TOwp+a)=d=@F+d—m)— F—m) = [15;1(;) +q) — i§;1(p)] o (7.108)

Esta relacién resulta ser valida a todo orden en TP, asi que también se cumple
¢Tulpp+0) = [iIS55 0+ )~ iS5 )] . 1S5 =p-m-S(@).  (7109)

Esta igualdad, que es la base de la identidad (7.106), relaciona funciones de Green de dos
y de tres puntos. Si ahora usamos (7.101) la expresién anterior implica

T, p+q) =d+d"MNupr+q¢) =¢d—Sp+q) +E(p) . (7.110)

Tomando el limite ¢ — 0 obtenemos finalmente (7.106). La identidad de WT se define
para el lagrangiano original. Para conseguir que el lagrangiano renormalizado preserve la

simetria gauge, hemos de imponer que las contribuciones de los contratérminos también
verifiquen la igualdad (7.106). A partir de (7.92) y (7.102),

AST =907y, SCT = (525 — méZy) (7.111)
asi que,
CT dser

que es la relacién constantes de renormalizaciéon que habiamos anunciado.

La identidad de WT (7.110) implica (7.72). En efecto, diagramaticamente:

L4

HW\QWVV = u v (7.113)

q+k

4 - ~
iHW,(k:Q) = - / (§W§4Tr {ie'YuSF(q + k‘)ieru(% q -+ k‘)SF(q)} (7.114)

4 . ~
BT, () = —e2 / (;‘)14 T {5 Sr(a + W Tula.q + K)Sr(a) )

= [ St S - e ]} =0 (T

donde se ha usado (7.109) y se ha desplazado la variable de integracién de g a g + k. Para
demostrar que también k“I1,,, (k?*) = 0 basta escribir:

v = uw\@i)/w (7.110)
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132 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

Nétese que hemos representado el diagrama dos maneras (7.113) y (7.116) pero no podemos
poner I en ambos vértices pues en tal caso estariamos contando dos veces diagramas como

el siguiente:
w\@\m (7.117)

La identidad de WT (7.112) tiene otra importante consecuencia: la renormalizacién
de la carga es universal, independiente del fermién, pues se debe exclusivamente a las
correcciones cuanticas al propagador del fotén, ya que como Z; = Z5 tenemos

_ _ 1
co="Zee=212;"7;""e=2;"e = e=+Zseo, Z3= T—T) (7.118)
Veamos que la carga (constante de acoplamiento) que encontramos experimentalmente
cuando medimos la intensidad de una interaccién electromagnética (figura 7.1) no es la
carga fisica e sino una carga efectiva e(Q?) que depende del momento transferido en el
proceso (convencionalmente Q*=—¢>> 0):8

e e 73t e? e?

— 2(02 ‘
1-TI(¢2)  1-M(¢%) 1-[(¢2) —T1(0)] 1-Ti(g2) (Q7) (7.119)

De hecho vemos que en efecto la carga fisica es e = e(0), la correspondiente al limite de
Thomson (¢ — 0) en el que el electrén no se desvia, es decir, las cargas estdn muy alejadas.
Si calculamos TI(¢?) a un loop usando regularizacién dimensional obtenemos

9 1 2 _ (1 — 2)a? 2
5 = _a/ dz z(1 —x) [AE —m® a:(2 2)q , a= e (7.120)
T Jo I a7
Si nos vamos a distancias muy cortas,
« 5 Q?
Q%) = —— | A —In = ¢ 2 7.121
(@) 37T< +3>+ R ¢ >m (7.121)

Asi que usando (7.119) podemos definir una constante de acoplamiento efectiva

(@) @
—[(Q2) — 1(Q))

Q%) = 7 7 (7.122)
Q3

de modo que el parametro p que se introduce en regularizacién dimensional cobra un
significado: = Qq es la escala a la que sustraemos las divergencias que es la escala a la
que medimos experimentalmente la constante de acoplamiento. Llamamos running a esta
dependencia de la constante de acoplamiento con la escala.

1——1

A distancias grandes (Q? < m?) la dependencia no es logarftmica en realidad, pero no
importa, pues entonces podemos escribir (7.120)

Q%) = — 2 A+ 2a ! dz (1 — x) [m <1 n (mW> n u;}

€
3T 7™ Jo

8Para ver que un fotén intercambiado en canal ¢ tiene ¢* < 0 elijamos el sistema de referencia en el que
el electrén inicial estd en reposo. Entonces ¢? = (p' — p)* = 2(m? — pp’) = 2m(m — E’) que es negativo
o nulo porque E' > m. Por otro lado el limite de Q> — 0 corresponde en el sistema CM a éngulos de
scattering 6 — 0, lo que se ve més claramente en el limite ultrarrelativista (E, E’ >> m) pues entonces
Q*=—-¢*=2(FE —p-7) =2EFE'(1 — cosb).
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€0 €0 e(Q2>

la i correcciones | _
cuanticas

€0 €0 e(Q2)

Figura 7.1: La modificacién del acoplamiento se debe exclusivamente a las correcciones cuanti-
cas al propagador del fotén, lo que da lugar a un acoplamiento efectivo que depende del
momento transferido en el proceso y es independiente del fermidn. Nétese que éstos no son
todos lo diagramas que intervienen en el proceso de scattering, sino los relevantes para corregir

o
L
@@ @ Q@
%0

Figura 7.2: Polarizacién del vacio.

%

2 9 1 2
_OA +O‘1nm2+o‘/ da :,:2(1—:1:)2@2
0 m

37 ° 3r T
Q a . m? a Q2

— A S X 2 2 12
3 +37T nuz 15 m?2’ @ <m®, (7.123)

asi que si Q?, Q% < m? practicamente no hay running:

a(Qp)
o QP —Q

" 15m m2

a(Q?) = ~ a(Q3) ~ a(0) = «. (7.124)

Esta correccién a la carga dependiente de la escala/distancia puede interpretarse como
el resultado del apantallamiento de la carga desnuda (ep) en un medio dieléctrico (el vacio),
segtin se ilustra en la figura 7.2: a grandes distancias (Q? < m?) la carga que observamos
es (infinitamente) menor que ey pues ésta se encuentra apantallada por la creacién de pares
virtuales f f en el vacio. Por eso a II(¢?) se le llama polarizacién del vacio. El running se ha
observado experimentalmente midiendo a(Q?) a distintas escalas, pasando de a(0) ~ 1/137
a a(M%) ~ 1/128 de acuerdo con la prediccién de la QED. Para calcular esta prediccién
a un loop debemos tener en cuenta que no sélo contribuyen electrones (m, ~ 0.511 MeV)
al loop fermidnico, sino también el resto de fermiones cargados del Modelo Estandar cuyas
masas m cumplan My > m (recordemos que Mz ~ 91 GeV): muones (m, ~ 106 MeV) y
taus (m,; =~ 1.78 GeV) que son también leptones de carga —1; quarks up (m, ~ 2 MeV)
y charm (m. ~ 1.5 GeV) de carga 2/3; y quarks down (mg ~ 5 MeV), strange (ms =
150 MeV) y bottom (mp ~ 5 MeV) de carga —1/3. El quark top es demasiado pesado
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134 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

(my = 173 GeV). Ademads cada quark tiene 3 colores, asi que

2 «(0)
a(Q?) = ﬁ(Q2) (7.125)
donde, para m? > Q% > m2,
S« ) Q2 Q2 Q2 5
a ) QQ QQ 5
(g
1 Q2 QQ Q2 5
3a< 3) [ln—l—ln : lnm§—3><3} . (7.126)
Por tanto,
“1(M2) = a1(0) [1 - ﬁ(Mg)} ~ 137(1 — 0.0672) ~ 128 . (7.127)

Como comentario final, nétese que ademas de acusar el efecto de apantallamiento de la
carga, el vértice renormalizado depende de factores de forma que son funcién de ¢2,

{1+ om(@) - sm0) 7 + P T 2 |

. T _
iel"(p,p+q) = — 1 5
(7.128)

7.5 Teorema 6ptico. Resonancias

Hemos hallado en §5.2 la anchura de desintegracion de una particula inestable A de masa
m a un estado final f de n; particulas, que en el sistema CM es

1 ng d3p‘ n
j=1 I j=1

(7.129)

Sin embargo no esta claro que esta expresion tenga sentido, pues una particula inestable
no puede ser un estado asintético. Veamos como la férmula LSZ y el teorema 6ptico nos
conducen al mismo resultado y nos permiten entender su rango de validez.

En (4.5) y (4.6) obtuvimos el teorema dptico como consecuencia de la unitariedad de
la matriz S =1+ 1T,

2ImT = T'T . (7.130)

Consideremos el proceso de scattering a — b con |a) = ‘E1E2> y |b) = |pip2). Usando la
relacién de completitud (5.12)

1—Z/H QMHMM%\ (7.131)
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y escribiendo la matriz T en términos de la matriz invariante M (4.125) tenemos que

Im (p1pa| T ‘151E2> = (27T)454(k1 + k2 — p1 — p2) ImM(a — b) , (7.132)

(Pip| T'T ‘k1/€2 Z/ QQE el TV} (@ T )E1E2>

nf
_ qu 454
—;/}I e (28 01 2= S0 )

J

x (2m)164 (ke + k2 — D gj)M(a — f)

= (27)* 6 (k1 + ko — p1 — p2) Z/d@nf M*(b— iM(a — f) .
f
(7.133)

El teorema éptico (7.130) conduce entonces a:

2AmM(a —b) = / d®,, M*(b— f)M(a— f) . (7.134)

Si ahora tomamos EZ = p; obtenemos una forma del teorema éptico que relaciona la seccion
eficaz total de un proceso con la amplitud de scattering forward (hacia delante):

AmM (ks = Fiko) = 3 / A, MRy — )P (7.135)

= ImM (k1 ko — k1ko) = 2B |k|o(kiks — todo) | (7.136)

siendo k el momento de cada particula en el sistema CM (se ha usado (5.32) y (5.34)).

Este es un resultado interesante, pero volvamos al caso de la desintegracién de una
particula inestable. Nétese que la expresién (7.134) es igualmente valida si tomamos como
|a) el estado de una sola particula de momento p. Consideremos el caso de espin cero, por
simplicidad. Recordemos que la funcién de Green de dos puntos de una particula escalar

es (4.118)
p i
= 7.137
~O - (7197

donde la cantidad —iM?(p?) es la suma de todas las inserciones 1PI en el propagador
(4.117), lo que también puede verse como la suma de todos los diagramas amputados de
un hipotético proceso de scattering 1 — 1:

= = —iM?*(p?) . (7.138)

Por tanto, aplicando la férmula LSZ (4.124) tenemos que

iMp—p) = \F —P—‘—P—

M(p — p) = —ZM*(p*) (7.139)

Ahora podemos distinguir dos casos:
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136 Tema 7: Introduccion a las correcciones radiativas

1. La particula es estable: M(p — f) = 0. Entonces a partir de (7.135) y (7.139)
M(p = f) =0=TmM(p = p) =0= M*(p*) R . (7.140)

Ya sabemos que entonces cerca de p? = m? (4.121)

iz
—>—O—>— =5 (7.141)

donde la masa fisica y la constante de renormalizacién del campo son (4.122)

-1
2 2) . (7.142)
pe=m

2. La particula es inestable: M(p — f) # 0. Entonces a partir de (7.135) y (7.139)

dM?
dp?

m? =md + M*(m?) , Z= (1—

M(p—=f)#0=ImM(p—p) # 0= M*(p*) eC. (7.143)
En este caso, la masa fisica y la constante de renormalizacién del campo vienen dadas
por
dReM? -
e
m? =mi+ReM*(m?), Z= (1 — 5 ) . (7.144)
dp p2=m?2
ya que
O
~ p?2 —m2 — Re M2(p?) — iImM?2(p?)
B i
B dReM?
P —mj —Re M2(m?) - (p? —m?2) — i ImM2(p?)
dp p2=m?2

T (p* —m?) — iZIm M2(p?) (7.145)

Si esta particula inestable se intercambiara en canal s en un proceso de scattering se
produciria una resonancia cerca de s = p> = m?. La seccién eficaz serfa

1

7.146

7% s —m2 — iZIm M2(s) 2 (7.146)
que toma la forma de una distribucion de Breit- Wigner:
1 1

= 7.147
oBW & |s —m?2+1iml]2 (s —m?2)?2 + m?2T? ( )

donde I es la anchura de la particula. Comparando ambas expresiones, vemos que si
la resonancia es estrecha podemos identificar

VA

[=——ImM*(m?) . (7.148)
Usando (7.139) y el teorema 6ptico (7.134) con a = b = p tenemos
CImMp—p) 1 ,

Pe T m;/d@m (M(p = f)l (7.149)

que es exactamente la expresion (7.129) que querfamos justificar.
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