
Caṕıtulo 3

DVS. Geometŕıa del ajuste.

3.1. Planteamiento general del ajuste en un espacio eucĺıdeo pon-
derado.

El tratamiento del AFG, ACP y ACS del apartado anterior, supone obviar un planteamiento general
en un espacio eucĺıdeo ponderado, con métrica ponderada, puesto que aunque en ACS se han considerado
las masas de los puntos, la forma cuadrática que define la métrica χ2, como métrica eucĺıdea ponderada,
no ha sido considerada como tal, reconvirtiendo el problema a la métrica eucĺıdea clásica, al no realizarse
un tratamiento matricial. Para este planteamiento general vamos a considerar los siguientes elementos del
problema:

Sea una tabla Y de orden I×J y vamos a ajustar a la nube de I puntos fila, en el espacio J-dimensional,
un subespacio óptimo.

Sea S ⊂ RJ un subespacio K∗-dimensional de baja dimensión que se va a ajustar a la nube.

Dado un punto cualquiera de la nube, yi, con masa ωi; sea ŷi el punto del subespacio S, que ajusta al
yi.

El punto ŷi va a ser elegido de manera que la distancia di es:

d2i =|| yi − ŷi ||2Dq
= (yi − ŷi)

′
Dq(yi − ŷi) (3.1)

siendo Dq la matriz diagonal que define la métrica en el espacio J−dimensional.

La función criterio para elegir el subespacio S es :

Ψ(S; y1, · · · , yI) =
∑
i

ωid
2
i =

∑
i

ωi(yi − ŷi)
′
Dq(yi − ŷi) (3.2)

y el criterio de optimación es:
mı́n
S

Ψ(S; y1, · · · , yI) (3.3)

Comentario 3.1.1 El centroide de la nube en el J-espacio, ȳ, es el punto que minimiza1 la función Ψ
cuando el subespacio S es de dimensión K∗ = 0, es decir:

mı́n
s

{∑
i

ωi(yi − s)
′
Dq(yi − s)

}
; s = ȳ (3.4)

Demostración:

∂Ψ

∂s
= −2

∑
i

ωi(yi − s)Dq = 0
∑
i

ωiyiDq =
∑
i

ωisDq s =

∑
i ωiyi∑
i ωi

= ȳ

1La suma de los cuadrados de todos los valores respecto a su media es mı́nima.

15
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Comentario 3.1.2 El subespacio óptimo debe contener al centroide, por lo que se simplifica la búsqueda a
aquellos que lo contienen.

Figura 3.1: El subespacio óptimo debe contener al centroide

Demostración:
Sea S

′
un subespacio paralelo a S que no contiene al centroide ȳ, vamos a demostrar que no es óptimo en el

sentido de mı́nimos cuadrados.
Sea y

′

i ∈ S
′
la proyección del punto yi sobre S

′
, se verifica:

Ψ(S
′
; y1, . . . , yI) =

∑
i

ωi(yi − y
′

i)
′
Dq(yi − y

′

i)

Si suponemos que
∑

i ωi = 1, sea ȳ
′ ∈ S

′
el punto más cercano a ȳ y sea t = ȳ − ȳ

′
y t = ŷi − y

′

i, la

distancia de la nube a S
′
, la podemos expresar:

Ψ(S
′
; y1, . . . , yI) =

∑
i

ωi(yi − ŷi + ŷi − y
′

i)
′
Dq(yi − ŷi + ŷi − y

′

i) =

=
∑
i

ωi(yi − ŷi)
′
Dq(yi − ŷi) +

∑
i

ωi(ŷi − y
′

i)
′
Dq(ŷi − y

′

i) + 2
∑
i

ωi(yi − ŷi)
′
Dq(ŷi − y

′

i) =

=
∑
i

ωi(yi − ŷi)
′
Dq(yi − ŷi) + t

′
Dqt

ya que el tercer término de la expresión anterior vale cero, por ser ŷi−y
′

i = t un vector constante y cumplirse:∑
i

ωi(yi − ŷi) =
∑
i

ωiyi −
∑
i

ωiŷi = ȳ −
∑
i

ωi(y
′

i + t) = ȳ − (
∑
i

ωiy
′

i + t) = ȳ − (ȳ
′
+ t) = ȳ − ȳ = 0

Por lo tanto encontramos un subespacio S que contiene a ȳ y que mejora la distancia al subespacio S
′
en

t
′Dqt.

Comentario 3.1.3 La formulación del problema puede expresarse: Sea {u1, u2, · · · , uK∗} una base del

subespacio S, entonces se puede poner: ŷi = ȳ +
∑K∗

k=1 fikuk y el criterio de optimización se puede
formular:

mı́n
S

Ψ(S; y1, . . . , yI) = mı́n
{u1,...,uK∗}

∑
i

ωi

(
yi − ȳ −

K∗∑
k=1

fikuk

)′

Dq

(
yi − ȳ −

K∗∑
k=1

fikuk

) (3.5)

por lo que la búsqueda de S se reduce a encontrar losK∗ vectores {u1, · · · , uK∗} y a calcularK∗×J escalares,
al estar en un espacio J-dimensional. Para identificar la base de vectores solución óptima del problema, de
entre las infinitas bases K∗ dimensionales aún restringiéndonos a las ortonormales, no vamos a recurrir a la
diferenciación, sino a la Descomposición en Valores Singulares de una matriz.
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3.2. D.V.S. Introducción.

La descomposición en valores singulares de una matriz es la factorización de una matriz en producto de
otras tres, cuya estructura y geometŕıa asociadas son fáciles de interpretar. Permiten en esencia, resolver los
problemas de optimización al ajustar los subespacios factoriales a las nubes de puntos. El desarrollo de la
DVS, lo haremos en espacios eucĺıdeos y en espacios eucĺıdeos ponderados.

3.3. DVS en el caso eucĺıdeo.

Vamos a analizar la descomposición en valores singulares de una matriz (DVS), suponiendo de partida
un espacio eucĺıdeo, posteriormente extenderemos este concepto a un espacio eucĺıdeo ponderado.

Definición 3.1 Se llama DVS de la matriz real AI×J a una factorización en tres matrices del tipo:

AI×J = VI×K(Dα)K×KU
′

K×J (3.6)

en donde

K = rg(A) ≤ mı́n(I, J)

Dα es una matriz diagonal donde α = (α1, · · · , αK)
′
son todos reales positivos. Estos valores se llaman

valores singulares de la matriz A.

V y U son ortonormales: V
′
V = U

′
U = IK . A las columnas vk de VI×K , se les denomina vectores

singulares por la izquierda de A, y a las columnas uk de UJ×K se les denomina vectores singulares por
la derecha de A.

Los vectores vk forman una base ortonormal para las columnas de A en el espacio I−dimensional, y
los uk forman una base ortonormal para las filas de A en el espacio J−dimensional.

Comentario 3.3.1 Otra forma de escribir la DVS es2:

A =
∑
k

αkvku
′

k k = 1, · · · ,K α1, · · · , αk ≥ 0 (3.7)

es decir la DVS de A se puede interpretar como una combinación lineal en términos de las matrices
(vku

′

k ; k = 1, · · · ,K) que son de rango uno, donde los coeficientes αk, ponderan la importancia del respectivo
término k−ésimo matricial, en la representación de A.

3.3.1. Autodescomposición de una matriz.

Definición 3.2 La DVS para una matriz cuadrada real y simétrica3: BJ×J , (donde rg(B) = K ≤ J) es:

BJ×J = VJ×K(Dλ)K×KV
′

K×J =
∑
k∈K

λkvkv
′

k Dλ = diag(λ1, · · · ;λK) ; V
′
V = I (3.8)

Los valores singulares son en este caso autovalores, y las matrices de vectores singulares a la izquierda y
derecha coinciden y son los autovectores. Como B es simétrica y real, sus autovalores son reales4.

2Esta expresión corresponde a la ya conocida de la reconstrucción de la matriz A donde X =
∑p

α=1

√
λαvαu

′
α siendo

αk =
√
λk.

3B es ortogonalmente diagonalizable.
4La función criterio proviene de la autodescomposición de X′X = UDλU

′ =⇒ U ′X′XU = Dλ
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3.4. Algunos resultados sobre la DVS.

Comentario 3.4.1 La existencia de la DVS de una matriz real AI×J se demuestra sin más que
presuponer la existencia de las autodescomposiciones5 de A

′
A y AA

′
. Si se consideran dichas matrices

tenemos:

A = V DαU
′

A
′
= UDαV

′
A

′
A = UDαV

′
V DαU

′
= UDα2U

′
AA

′
= V DαU

′
UDαV

′
= V Dα2V

′

pero por la autodescomposición de A
′
A y AA

′
tenemos6 :

A
′
A = UDλU

′
AA

′
= V DλV

′
=⇒ λk = α2

k Dα = D
1
2

λ = D
1
2
µ (3.9)

Comentario 3.4.2 Si U está formada por columnas con los autovectores asociados a los autovalores λk

de A
′
A y V está formada por columnas con los autovectores asociados a los µk autovalores de AA

′
, en-

tonces la DVS de A es: A = V DαU
′
. Conviene en este punto no confundir la DVS de A con las

autodescomposiciones de A
′
A y AA

′
, es decir podemos expresar la DVS de A:

AI×J = VI×K(Dα)K×KU
′

K×J V
′
V = U

′
U = I

en donde

Dα, valores singulares de A, son las ráıces cuadradas de los autovalores de A
′
A o de AA

′
.

Las columnas de V , vectores singulares por la izquierda de A, son los autovectores de la matriz AA
′
.

Las columnas de U , vectores singulares por la derecha de A, son los autovectores de la matriz A
′
A.

Definición 3.3 Coordenadas de las filas y columnas de A, respecto de los vectores base en U y
V . Hemos dicho antes que los vectores singulares por la izquierda vk (columnas de V ) forman una base
I−dimensional para las columnas de A, y que los uk, columnas de U , forman una base J−dimensional para
las filas de A, ambas ortonormalizadas, entonces:

FI×K = VI×K(Dα)K×K GJ×K = UJ×K(Dα)K×K (3.10)

estas matrices F y G aśı definidas son precisamente las coordenadas de las filas y columnas de A.

En efecto: {
A = V DαU

′
= FU

′
=⇒ F = AU =⇒ ai =

∑K
k=1 fikuk

A′ = UDαV
′ = GV ′ =⇒ G = A′V =⇒ aj =

∑K
k=1 gjkvk

(3.11)

siendo ai la fila i−ésima de A (aj la j−ésima columna de A). La fila i−ésima de F , (columna j−ésima de G),
representa por tanto las coordenadas de ai, (aj) respecto de los vectores base uk, (vk). Recordemos aqúı las
expresiones de las coordenadas de las filas y columnas de una matriz X en AFG:

F = Xuα =
√
λαvα G = X

′
vα =

√
λαuα

3.4.1. DVS completa.

Definición 3.4 Interesa a veces para ciertos cálculos completar las bases ortonormales de V y U en sus
respectivos espacios de forma que se obtengan matrices cuadradas:

Ṽ = (v1, · · · , vK ; · · · , vI) ; I × I Ũ = (u1, · · · , uK ; · · · , uJ) ; J × J

donde vK+1, · · · , vI son I − K vectores ortonormales a v1, v2, · · · , vK y uK+1, · · · , uJ son J − K vectores
ortonormales a u1, u2, · · · , uK de forma que :

Ṽ
′
Ṽ = I ; Ũ

′
Ũ = I ; AI×J = ṼI×I∆I×JŨ

′

J×J ; siendo ∆ =

(
Dα 0
0 0

)
(3.12)

Hay infinitas formas de completar las bases.

5Las autodescomposiciones existen, al ser los productos A
′
A y AA

′
matrices reales y simétricas, pag 625 J. de Burgos.

6Este desarrollo corresponde con los resultados del método no matricial.
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3.5. Aproximación de una matriz por otra de bajo rango mediante
DVS.

Dada una matriz AI×J real, la DVS se puede expresar:

A =

K∑
k

αkvku
′

k ; α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αK > 0 ; (Fórmula de reconstrucción de la matriz) (3.13)

El concepto de aproximación de A surge, cuando a partir de un cierto K∗ los valores singulares son pequeños
comparados con los anteriores de forma que αK∗+1, αK∗+2, · · · , αK representan valores pequeños en relación

a α1, α2, · · · , αK∗ . En este caso podemos considerar A[K∗] =
∑K∗

k=1 αkvku
′

k como una aproximación de menor
rango de A.
En efecto si consideramos la función objetivo7:

tr
(
(A−X)(A−X)

′
)
=
∑
i∈I

∑
j∈J

(aij − xij)
2 ; AI×J ; XI×J (3.14)

con el criterio de minimizarla (mı́nimos cuadrados) se verifica:

mı́n
X∈F

tr
(
(A−X)(A−X)

′
)
= tr

(
(A−A[K∗])(A−A[K∗])

′
)

(3.15)

en donde F es el espacio de todas las matrices (I × J) de rango ≤ K∗.

Comentario 3.5.1 La demostración de este resultado es como sigue: Sea AI×J y consideremos su DVS
completa, entonces la función objetivo se puede poner8:

tr
(
(A−X)(A−X)

′
)
= tr

(
Ṽ Ṽ

′
(A−X)Ũ Ũ

′
(A−X)

′
)
= tr

[
[Ṽ Ṽ

′
A− Ṽ Ṽ

′
X][Ũ Ũ

′
A

′
− Ũ Ũ

′
X

′
]
]
=

= tr(Ṽ Ṽ
′
AŨ︸ ︷︷ ︸
∆

Ũ
′
A

′
− Ṽ Ṽ

′
AŨ︸ ︷︷ ︸
∆

Ũ
′
X

′
− Ṽ Ṽ

′
XŨ︸ ︷︷ ︸
Θ

Ũ
′
A

′
+ Ṽ Ṽ

′
XŨ︸ ︷︷ ︸
Θ

Ũ
′
X

′
) = (9)

= tr(∆∆
′
−∆Θ

′
−Θ∆

′
+ΘΘ

′
) = tr

(
(∆−Θ)(∆−Θ)

′
)

donde:{
∆ = Ṽ

′
AŨ ∆

′
= Ũ

′
A

′
Ṽ

Θ = Ṽ ′XŨ Θ′ = Ũ ′X ′Ṽ
y como

{
A = Ṽ∆Ũ ′ A′ = Ũ∆′Ṽ ′

X = ṼΘŨ ′ X ′ = ŨΘ′Ṽ ′ ∆ =

(
Dα 0
0 0

)

tenemos: tr
(
(∆−Θ)(∆−Θ)

′
)
=

K∑
k=1

(αk − θkk)
2 +

K∑
k=1

K∑
l=1
l ̸=k

θ2kl (
10) (3.16)

7La traza del cuadrado de la diferencia entre dos matrices define el cuadrado de la distancia entre ambas, en sentido eucĺıdeo.
8Por ser la DVS de A completa: Ṽ Ṽ

′
= I ŨŨ

′
= I.

9tr[Ṽ (∆Ũ
′
A

′
)] = tr[(∆Ũ

′
A

′
)Ṽ ] = tr[∆(Ũ

′
A

′
Ṽ )] = tr[∆∆

′
].

10

Si la matriz A3×4 ∆−Θ =

 α1 0 0 0
0 α2 0 0
0 0 α3 0

−

 θ11 θ12 θ13 θ14
θ21 θ22 θ23 θ24
θ31 θ32 θ33 θ34



tr
(
(∆−Θ)(∆−Θ)

′)
= tr


 (α1 − θ11) −θ12 −θ13 −θ14

−θ21 (α2 − θ22) −θ23 −θ24
−θ31 −θ32 (α3 − θ33) −θ34

 (α1 − θ11) −θ12 −θ13 −θ14
−θ21 (α2 − θ22) −θ23 −θ24
−θ31 −θ32 (α3 − θ33) −θ34

′ =

= (α1 − θ11)
2 + θ212 + θ213 + θ214 + θ221 + (α2 − θ22)

2 + θ223 + θ224 + θ231 + θ232 + (α3 − θ33)
2 + θ234 =

= (α1 − θ11)
2 + (α2 − θ22)

2 + (α3 − θ33)
2 + θ212 + θ213 + θ214 + θ221 + θ223 + θ224 + θ231 + θ232 + θ234.
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siendo rg(Θ) = rg(X)(11) y la matriz óptima X = ṼΘŨ ′, al tener los mismos vectores singulares que A,
tiene los mismos autovalores, siendo Θ una matriz diagonal de elementos α1, · · · , αK∗ y los demás valores
cero. Por tanto X = A[K∗] es la óptima, puesto que:

tr
(
(∆−Θ)(∆−Θ)

′
)
=

K∑
k=K∗+1

α2
k

Comentario 3.5.2 Vamos a adaptar la notación de la DVS de A cuando utilizamos una aproximación
de bajo rango, en efecto:

V =
[
V[K∗] | V[K−K∗]

]
; Dα =

(
Dα[K∗] 0

0 Dα[K−K∗]

)
; U =

[
U[K∗] | U[K−K∗]

]
A = A[K∗] +

[
A−A[K∗]

]
= V[K∗]Dα[K∗]U

′

[K∗] + V[K−K∗]Dα[K−K∗]U
′

[K−K∗]︸ ︷︷ ︸
matriz de residuos

(3.17)

es decir tenemos las matrices:

A =
K∑

k=1

αkvku
′

k ; A[K∗] =
K∗∑
k=1

αkvku
′

k ; A−A[K∗] =
K∑

k=K∗+1

αkvku
′

k (3.18)

Luego las sumas de los elementos al cuadrado de estas matrices (es decir las trazas de cada matriz por su
traspuesta), son:

tr(AA
′
) =

K∑
k=1

α2
k = tr(A

′
A) tr(A[K∗]A

′

[K∗]) =
K∗∑
k=1

α2
k tr

(
(A−A[K∗])(A−A[K∗])

′
)
=

K∑
k=K∗+1

α2
k

(3.19)
Se suele tomar en ACP y en Análisis Datos como medida de la calidad de la aproximación por bajo rango,
la tasa de inercia:

τK∗ =

∑K∗

k=1 α
2
k∑K

k=1 α
2
k

(3.20)

3.6. DVS en el caso eucĺıdeo ponderado.

Hasta ahora hemos supuesto espacios eucĺıdeos con métrica eucĺıdea clásica, vamos ahora a considerar
espacios eucĺıdeos ponderados. Supongamos que en los espacios de dimensiones I, J de la matriz AI×J ,
tenemos dos matrices cuadradas: ΩI×I y ΦJ×J , definidas positivas y simétricas, tales que la normalidad de
un vector n , I−dimensional por ejemplo, significa que n

′
Ωn = 1.

Definición 3.5 DVS generalizada: Se comprueba fácilmente que existe una DVS extendida a esta situa-
ción métrica más general cuya expresión es:

AI×J = NI×K(Dα)K×KM
′

K×J =

K∑
k=1

αknkm
′

k r(A) = K (3.21)

donde:

Dα es una matriz diagonal de valores: α1 ≥ α2 ≥, · · · , αk > 0 llamados valores singulares generalizados
de A.

nk, columnas de N , cumplen N
′
ΩN = I y son los vectores singulares generalizados por la izquierda de

A.

11Θ = Ṽ
′
XŨ y X = ṼΘŨ

′
(DVS de X), luego Θ debe ser diagonal y rg(Θ) = rg(X).
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mk, columnas de M , cumplen M
′
ΦM = I y son los vectores singulares generalizados por la derecha

de A.

ΩI×I y ΦJ×J son cuadradas, definidas positivas y simétricas.

Comentario 3.6.1 Demostración: Sea la DVS de la matriz: (Ω
1
2AΦ

1
2 )I×J , es decir:

Ω
1
2AΦ

1
2 = V DαU

′
V

′
V = U

′
U = I A = Ω− 1

2V DαU
′
Φ− 1

2 (3.22)

definimos:

N = Ω− 1
2V ; M = Φ− 1

2U =⇒ NDαM
′
= Ω− 1

2V DαU
′
Φ− 1

2 = Ω− 1
2Ω

1
2AΦ

1
2Φ− 1

2 = A

y además se verifica:

N
′
ΩN = V

′
Ω− 1

2ΩΩ− 1
2V = V

′
V = I ; M

′
ΦM = U

′
Φ− 1

2ΦΦ− 1
2U = U

′
U = I

Definición 3.6 Coordenadas de las filas y columnas de A, respecto de los vectores base en M y N .

FI×K = NI×K(Dα)K×K = Ω− 1
2V Dα GJ×K = MJ×K(Dα)K×K = Φ− 1

2UDα (3.23)

estas matrices F y G son las coordenadas de las filas y columnas de A respecto a los vectores de las bases
en M y N ya que: {

A = NDαM
′
= FM

′
=⇒ F = AΦM =⇒ ai =

∑K
k=1 fikmk

A′ = MDαN
′ = GN ′ =⇒ G = A′ΩN =⇒ aj =

∑K
k=1 gjknk

(3.24)

Definición 3.7 Aproximación de bajo rango en el caso generalizado. Si eliminamos los últimos
AK−K∗ términos de A =

∑K
k αknkm

′
k, la expresión siguiente:

A[K∗] =
K∗∑
k=1

αknkm
′

k = N[K∗]DαM
′

[K∗] (3.25)

es la aproximación generalizada de A de rango K∗, que es mı́nimo cuadrática, es decir minimiza:

mı́n
X∈F

tr
(
Ω(A−X)Φ(A−X)

′
)

(3.26)

donde F es el espacio de todas las matrices I × J de rango ≤ K∗.

En la práctica se elige la dimensión K∗ del subespacio en función de que presente una clara diferencia entre
αK∗ y αK∗+1.

3.7. La DVS y la solución del problema de ajuste de un subespa-
cio.

Hab́ıamos visto en el problema de optimización planteado antes, que el subespacio que se trata de ajustar
a la nube de puntos dada (yi; i = 1, · · · , I), se obtiene determinando un conjunto de ejes {u1, · · · , uK∗} en
el espacio J−dimensional de forma que determinen un subespacio S óptimo, en el sentido de minimizar la
expresión (3.5):

mı́n
{u1,··· ,uK∗}

∑
i

ωi

(
yi − ȳ −

K∗∑
k=1

fikuk

)′

Dq

(
yi − ȳ −

K∗∑
k=1

fikuk

)
estas expresiones dependen de:

1. Las masas wi asignadas a cada punto yi ; i = 1, · · · , I.
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2. La métrica eucĺıdea ponderada asociada al J−espacio, definida por (Dq)J×J de pesos, cuya diagonal
contiene las ponderaciones de cada dimensión del espacio J−dimensional.

Comentario 3.7.1 La descomposición:

AI×J = NI×K(Dα)K×KM
′

K×J =
K∑

k=1

αknkm
′

k N
′
ΩN = M

′
ΦM = I

no es más que la DVS no generalizada, adaptada a una estructura de espacio eucĺıdeo ponderado, ya que las
matrices Ω y Φ respecto de las que ortonormalizamos, no son más que las que definen las métricas de masas
y pesos, en los espacios I y J dimensionales.

Comentario 3.7.2 Se puede considerar que la búsqueda de un subespacio óptimo S determinado por los
ejes {u1, · · · , uK∗} es un caso particular de la optimización conseguida por la DVS generalizada.

En efecto, cuando Ω es la matriz diagonal Dw de las masas de los puntos y cuando Φ es la matriz diagonal
Dq de las ponderaciones asociadas a cada dimensión del espacio J−dimensional, la expresión a minimizar se
escribe:

tr
(
Dw(A−X)Dq(A−X)

′
)
=

I∑
i=1

wi(ai − xi)
′
Dq(ai − xi) (3.27)

donde:

1. (Dw)I×I = diag(w1, · · · , wI) ;wi = masas i = 1, · · · , I

2. (Dq)J×J = diag(q1, · · · , qJ ) ; qj = pesos j = 1, · · · J

3. ai = fila i−ésima de A escrita como columna, (ai)J×1 ; i = 1, · · · , I

4. xi = fila i−ésima de X escrita como columna, (xi)J×1 ; i = 1, · · · , I

Por lo tanto podemos resolver el problema de optimización, mediante la DVS generalizada, de forma que la
solución es:

X = A[K∗] =
K∗∑
k=1

αknkm
′

k = N[K∗]Dα[K∗]M
′

[K∗]

verificándose que:

1. Los vectores m1, · · · ,m[K∗] definen los ejes factoriales o ejes principales, es decir el subespacio ajustado
S ⊂ RJ que queŕıamos obtener, para las filas de la matriz A.

2. Los vectores n1, · · · , n[K∗] definen los ejes factoriales del subespacio ajustado K∗-dimensional S′ ⊂ RI

para las columnas de la matriz A, mediante un procedimiento similar al utilizado para las filas de la
matriz.

3. Las filas de F[K∗] =
(
N[K∗]Dα[K∗]

)
I×K∗ =

[
α1n1 | α2n2 |, · · · , | α[K∗]n[K∗]

]
son las coordenadas de los

puntos-filas proyectados de la nube, sobre la estructura factorial anterior m[K∗].

4. Las filas de G[K∗] =
(
M[K∗]Dα[K∗]

)
J×K∗ =

[
α1m1 | α2m2 |, · · · , | α[K∗]m[K∗]

]
son las coordenadas de

los puntos-columnas proyectados de la nube, sobre la estructura factorial anterior n[K∗].

5. αk ; k = 1, · · · ,K∗, son los K∗ primeros valores singulares de A en orden decreciente.

Comentario 3.7.3 Comparando (3.5) con (3.27) observamos que la matriz A, se define como la matriz de
filas centradas de Y : A = Y − 1ȳ

′
:

I∑
i=1

wi(ai − xi)
′
Dq(ai − xi) =

∑
i

ωi

yi − ȳ︸ ︷︷ ︸
ai

−
K∗∑
k=1

fikuk


′

Dq

(
yi − ȳ −

K∗∑
k=1

fikuk

)
donde ȳ es el centroide de la nube de puntos fila de A.

Por lo que la matriz A de la DVS generalizada (3.21), es una matriz centrada.


	Ejemplo de DVS
	Sin título




Ejemplo de la DVS de una matriz (trans-5)


A3×4 =








a11 a12 a13 a14


a21 a22 a23 a24


a31 a32 a33 a34





 r(A) = 2 =⇒ A3×4 = V3×2Dα2×2U
′


2×4
~v1, ~v2 ∈ R


3 ~u1, ~u2 ∈ R
4


A =
(


~v1, ~v2


)
Dα


(
~u′


1


~u′


2


)


=








v11 v21


v12 v22


v13 v23








(
α1


α2


) (
u11 u12 u13 u14


u21 u22 u23 u24


)


=


= α1








v11


v12


v13





 (u11, u12, u13, u14) + α2








v21


v22


v23





 (u21, u22, u23, u24) = α1~v1~u
′


1
+ α2~v2~u


′


2
=


2∑


k=1


αk~vk~u
′


k


A3×4 =








1 2 3 5


4 1 2 3


5 3 5 8





 r(A) = 2 ; (1a + 2a = 3a)


A =










−0.4389020 0.68849958


−0.3768071 −0.72435010


−0.8157091
︸ ︷︷ ︸


~v1


−0.03585052
︸ ︷︷ ︸


~v2

















13.59568︸ ︷︷ ︸
α1


2.67534︸ ︷︷ ︸
α2



















−0.4431316 −0.8926543


−0.2722731 0.2037489


−0.4522661 0.1635478


−0.7245392
︸ ︷︷ ︸


~u1


0.3672967︸ ︷︷ ︸


~u2












′







DVS de una matriz cuadrada real y simétrica(trans-6)


B4×4


B =











1 2 3 4


2 3 4 5


3 4 4 5


4 5 5 6











{
r(B) = 3


(2a + 3a
− 1a = 4a)


B =












0.3392814 0.697213 0.3857230


0.4630156 0.4517884 −0.5757637


0.5138280 −0.2512294 0.6502804


0.6375622︸ ︷︷ ︸
~v1


−0.4966539
︸ ︷︷ ︸


~v2


−0.3112063
︸ ︷︷ ︸


~v3












·


·














15.78939︸ ︷︷ ︸
λ1


−1.634384
︸ ︷︷ ︸


λ2


−0.1550031
︸ ︷︷ ︸


λ3














·












0.3392814 0.697213 0.3857230


0.4630156 0.4517884 −0.5757637


0.5138280 −0.2512294 0.6502804


0.6375622︸ ︷︷ ︸
~v1


−0.4966539
︸ ︷︷ ︸


~v2


−0.3112063
︸ ︷︷ ︸


~v3












′







Existencia de la DVS de una matriz A(trans-7)


A =








1 2 3 5


4 1 2 3


5 3 5 8





 ==








−0.4389020 0.68849958


−0.3768071 −0.72435010


−0.8157091 −0.03585052








(
13.59568


2.67534


)











−0.4431316 −0.8926543


−0.2722731 0.2037489


−0.4522661 0.1635478


−0.7245392 0.3672967











′


AA
′


=








39 27 66


27 30 57


66 57 123





 =


=








−0.4389020 0.68849958


−0.3768071 −0.72435010


−0.8157091 −0.03585052








(
184.8426


7.157443


) (
−0.4389020 −0.3768071 −0.8157091


0.68849958 −0.72435010 −0.03585052


)


A
′


A =











42 21 36 57


21 14 23 37


36 23 38 61


57 37 61 98











=


=











−0.4431316 −0.8926543


−0.2722731 0.2037489


−0.4522661 0.1635478


−0.7245392 0.3672967











(
184.8426


7.157443


)











−0.4431316 −0.8926543


−0.2722731 0.2037489


−0.4522661 0.1635478


−0.7245392 0.3672967











′
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