Capitulo 6

Introduccién al Analisis Cluster.
Consideraciones generales.

6.1. El problema de la clasificacion.

Una de las actividades més primitivas, comunes y béasicas del hombre consiste en clasificar objetos en
categorias. Las personas, objetos y sucesos encontrados en un dia son demasiado numerosos para procesarlos
mentalmente como entidades aisladas.

Clasificacién o identificacién es el proceso o acto de asignar un nuevo objeto u observacién en su lugar
correspondiente dentro de un conjunto de categorias establecido. Los atributos esenciales de cada categoria
son conocidos, aunque haya algunas incertidumbres a la hora de asignar alguna observacién dada. Como
ejemplo claro, la clasificacién se necesita para el desarrollo del lenguaje, el cual consiste en palabras que nos
ayudan a reconocer y discutir los diferentes tipos de sucesos, objetos y gentes que nos encontramos. Cada
nombre es una etiqueta usada para describir una clase de objetos que poseen notables caracteristicas en
comun. Nombrar es clasificar.

Al igual que es una actividad humana conceptual basica, la clasificacién es también fundamental en la
mayoria de las ramas de la ciencia. En Biologia, por ejemplo, la clasificacion de organismos ha sido una
preocupacién desde las primeras investigaciones bioldgicas. Aristételes construyé un elaborado sistema de
clasificacién de especies del reino animal; él empezé dividiendo los animales en dos grupos principales: los
que tenfan sangre roja (correspondiente a los vertebrados) y los que no la tienen (invertebrados). Ademas
subdividié esos dos grupos de acuerdo a la forma en la que los descendientes venfan al mundo (oviparos y
viviparos). Tras Aristételes, Te6frates redact6 el primer informe fundamental sobre la estructura y clasifica-
cién de las plantas. El resultado fue unos libros ampliamente documentados y profundos, abarcando tantos
conceptos en sus temas que nos han provisto de la base de las investigaciones bioldgicas durante muchos
siglos. Fueron sustituidos en los siglos XVII y XVIII cuando los grandes exploradores europeos dieron lu-
gar a la segunda busqueda y coleccion, bajo la direccién del naturalista sueco Linnaens. Dicho naturalista
publicé su trabajo Genera Plantarum, en el cual podemos leer:

...Todo el conocimiento real que nosotros poseemos depende de los métodos por los cuales
distinguimos lo similar de lo no similar. El gran nimero de diferencias naturales que este método
comprende llega a darnos una idea més clara de las cosas...

En Biologia, la teoria y practica de la clasificacién de los organismos es conocida generamente como
Taxonomia. Inicialmente, la taxonomia en un sentido méas amplio fue, quizds, méds un arte que un método
cientifico, pero, eventualmente, fueron desarrolladas técnicas menos subjetivas por Adanson (1727-1806),
quien es avalado por Sokal y Sneath (1963) con la introduccién del polithetic, tipo de sistemas dentro
de la Biologia en los cuales las clasificaciones se basan en muchas caracteristicas de los objetos, siendo
estudiados por oposicién a los sitemas monothetic, los cuales usan una tnica caracteristica para producir
una clasificacion.

La clasificaciéon de animales y plantas ha jugado un papel importante en el campo de la Biologia y de la
Zoologia, particularmente como una base para la teoria de la evolucién de Darwin. Pero la clasificacién ha
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jugado también un papel central en el desarrollo de teorias en otros campos de la ciencia. La clasificacién de los
elementos en la tabla periddica, por ejemplo, producida por Mendelejev en 1860 causé un profundo impacto
en el entendimiento de la estructura del dtomo. En Astronomia, la clasificacién de las estrellas en enanas
y gigantes usando el campo Herstsprung-Russell de temperatura frente a luminosidad, afect6é fuertemente a
las teorias de la evolucién de las estrellas.

Las técnicas numéricas para obtener clasificaciones se originaron en las ciencias naturales como la Biologia
y la Zoologia, en un esfuerzo por librar a la Taxonomia de su subjetivismo tradicional y proporcionar
clasificaciones objetivas y estables, objetivas en el sentido de que el andlisis del mismo conjunto de organismos
por diferentes métodos numéricos proporcionen la misma clasificacion y estables en el sentido de que la
clasificacién permanezca igual bajo la inclusién de una gran variedad de organismos o de nuevos caracteres.

La segunda mitad de este siglo ha visto un gran aumento en el nimero de técnicas numéricas de clasifi-
cacién disponibles. Este crecimiento ha ido paralelo con el desarrollo de los ordenadores, que son necesarios
para poder realizar el gran nimero de operaciones aritméticas que se precisan. Asimismo, un desarrollo
similar ha tenido lugar en las dreas de aplicacién. Actualmente tales técnicas son usadas en campos como la
arqueologia, psiquiatria, astronomia e investigacién de mercados.

Una variedad de nombres han sido aplicados a estos métodos, dependiendo del area de aplicacién.
Taxonomia Numérica se usa en Biologia. En Psicologia se emplea el término Q-analisis. En inteligencia artifi-
cial se usa el nombre de Reconocimiento de Patrones. En otras dreas se emplea Agrupacién y agrupamiento.
Actualmente, no obstante, el término més genérico es Andlisis Cluster. El problema con el que estas técnicas
se encuentran puede ser establecido en general como sigue:

Dado un conjunto de m objetos individuales (animales, plantas, etc.), cada uno de los cuales
viene descrito por un conjunto de n caracteristicas o variables, deducir una divisiéon 1til en un
numero de clases. Tanto el niimero de clases como las propiedades de dichas clases deben ser
determinadas.

La solucion generalmente buscada es una particion de los m objetos, o sea, un conjunto de grupos donde un
objeto pertenezca a un grupo sélo y el conjunto de dichos grupos contenga a todos los objetos. Formalmente

hablando, se parte de una muestra = de m individuos, X1, ..., X,,, cada uno de los cuales esta representado
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por un vector n-dimensional, X; = (z;1,%j2,...,2;n)’, j = 1,...,m y debemos encontrar una particién de
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C
o=z
=1

wiﬁwj:@ 5 Z;éj

El problema de la clasificacién puede ser complicado debido a varios factores, como la presencia de clases
definidas de forma imperfecta, la existencia de categorias solapadas y posibles variaciones aleatorias en las
observaciones. Una forma de tratar estos problemas, desde el punto de vista estadistico, seria encontrar la
probabilidad que tiene cada nueva observacién de pertenecer a cada categoria. En este sentido, el criterio de
clasificacién més simple seria elegir la categoria mé&s probable, mientras que pueden necesitarse reglas més
sofisticadas si las categorias no son igualmente probables o si los costos de mala clasificacién varian entre las
categorias.

6.2. El Analisis Cluster.

Anélisis Cluster es el nombre genérico de una amplia variedad de procedimientos que pueden ser usados
para crear una clasificacién. Mas concretamente, un método cluster es un procedimiento estadistico multi-
variante que comienza con un conjunto de datos conteniendo informacién sobre una muestra de entidades e
intenta reorganizarlas en grupos relativamente homogéneos a los que llamaremos clusters.

En Anélisis Cluster poca o ninguna informacion es conocida sobre la estructura de las categorias, lo cual
lo diferencia de los métodos multivariantes de asignacién y discriminacion. De todo lo que se dispone es de
una coleccién de observaciones, siendo el objetivo operacional en este caso, descubrir la estructura de las
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categorias en la que se encajan las observaciones. Mas concretamente, el objetivo es ordenar las observaciones
en grupos tales que el grado de asociacion natural es alto entre los miembros del mismo grupo y bajo entre
miembros de grupos diferentes.

Aunque poco o nada se conoce sobre la estructura de las categorias a priori, se tiene con frecuencia algunas
nociones sobre caracteristicas deseables e inaceptables a la hora de establecer un determinado esquema de
clasificacién. En términos operacionales, el analista es informado suficientemente sobre el problema, de tal
forma que puede distinguir entre buenas y malas estructuras de categorias cuando se encuentra con ellas.
Entonces, ;por qué no enumerar todas las posibilidades y elegir la més atrayente?

El niimero de formas en las que se pueden clasificar m observaciones en k grupos es un ntimero de Stirling
de segunda especie (Abramowitz y Stegun, 1968).

1 & k
(}9):7 _1\k—1 -m
S =1 ;( 1) (Z>z

El problema se complica atin méas por el hecho de que usualmente el nimero de grupos es desconocido,
por lo que el nimero de posibilidades es suma de nimeros de Stirling; asi, por ejemplo, en el caso de m
observaciones tendriamos que el nimero total de posibles clasificaciones seria

> s
j=1

que es un numero excesivamente grande, por lo que el nimero de posibles clasificaciones puede ser enorme
25

(por ejemplo, en el caso de 25 observaciones, se tiene que E Sg%) >4 x 1018). Asi es necesario encontrar
=1
una solucién aceptable considerando sélo un pequenio niimero de alternativas.

Los métodos cluster han sido desarrollados a lo largo de este siglo, pero la mayor parte de la literatura
sobre Analisis Cluster ha sido escrita durante las pasadas tres décadas. El principal estimulo para el desarrollo
de estos métodos fue el libro Principios de Taxonomia Numeérica, publicado en 1963 por dos bidlogos, Sokal
y Sneath. Dichos autores argumentan que un procedimiento eficiente para la generacién de clasificaciones
biolégicas debe recoger todos los posibles datos sobre un conjunto de organismos de interés, estimar el grado
de similaridad entre esos organismos y usar un método cluster para colocar los organismos similares en un
mismo grupo. Una vez que los grupos de organismos similares han sido encontrados, los miembros de cada uno
de ellos deben ser analizados para determinar si representan especies bioldgicas diferentes. En efecto, Sokal
y Sneath asumen que el proceso de reconocimiento de patrones debe ser usado como base para comprender
el proceso evolutivo.

A partir de ese momento, la literatura sobre Andlisis Cluster se desarrolla de forma considerable. Hay
dos razones para el rapido crecimiento y desarrollo de este tipo de técnicas:

1. El desarrollo de los ordenadores.

Antes del auge de los ordenadores, los métodos clusters resultaban molestos y dificultosos desde el punto
de vista computacional cuando eran aplicados a conjuntos grandes de datos. Por ejemplo, clasificar un
conjunto de datos con 200 entidades requiere buscar una matriz de similaridad con 19.900 valores,
y trabajar con una matriz de ese tamano es una tarea costosa en tiempo que muchos investigadores
debian emprender. Obviamente, con la difusiéon de los ordenadores, el proceso de manejo de grandes
matrices se vuelve mucho més factible.

2. La importancia fundamental de la clasificacion como un procedimiento cientifico.

Todas las ciencias estdn construidas sobre clasificaciones que estructuran sus dominios de investigacion.
Una clasificacién contiene los mejores conceptos usados en una ciencia. La clasificacién de los elementos,
por ejemplo, es la base para comprender la quimica inorganica y la teoria atomica de la materia; la
clasificacién de las enfermedades proporciona la base estructural para la medicina.

A pesar de su popularidad, los métodos cluster estan todavia poco comprendidos y desarrollados en com-
paracién con otros procedimientos estadisticos multivariantes como el andlisis factorial, anélisis discriminante
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o multidimensional scaling. La literatura en las ciencias sociales sobre cluster refleja una serie desconcertante
y con frecuencia contradictoria de terminologia, métodos y aproximaciones, lo cual ha creado un complejo
mundo que es virtualmente impenetrable.

Como hemos notado, los métodos cluster se han disefiado para crear grupos homogéneos de casos o
entidades. La mayor parte de los usos del Anélisis Cluster pueden ser resumidos bajo cuatro objetivos
principales:

1. Desarrollar una tipologia o clasificacion.

2. Investigar esquemas conceptuales ttiles para agrupar entidades.
3. Generar hipétesis a través de la exploracién de los datos.
4

. Contrastar hipétesis o intentar determinar si tipos definidos por otros procedimientos estan de hecho
presentes en un conjunto de datos.

De estos objetivos, la creacion de clasificaciones, probablemente, resulta el objetivo mas frecuente de los
métodos cluster, pero en la mayor parte de los casos muchos de estos objetivos se combinan para formar la
base de estudio.

No obstante, hay que tener algunas precauciones sobre los métodos cluster:

1. La mayor parte de los métodos de Andlisis Cluster son procedimientos que, en la mayor parte de
los casos, no estdn soportados por un cuerpo de doctrina estadistica tedrica. En otras palabras, la
mayor parte de los métodos son heuristicos. Esto contrasta con otros procedimientos como el Andlisis
Factorial, por ejemplo, que estd basado sobre una extensa teoria estadistica.

2. La mayor parte de los métodos clusters han nacido al amparo de ciertas ramas de la ciencia, por lo que,
inevitablemente, estan impregnados de un cierto sesgo procedente de esas disciplinas. Esta cuestion es
importante puesto que cada disciplina tiene sus propias preferencias tales como los tipos de datos a
emplear en la construccién de la clasificacién. Asi puede haber, por ejemplo, métodos que sean ttiles
en psicologia pero no en biologia o viceversa.

3. Distintos procedimientos clusters pueden generar soluciones diferentes sobre el mismo conjunto de
datos. Una razén para ello radica en el hecho ya comentado de que los métodos clusters se han desarro-
llado a partir de fuentes dispares que han dado origen a reglas diferentes de formacién de grupos. De
esta manera, légicamente, es necesaria la existencia de técnicas que puedan ser usadas para determinar
qué método produce los grupos naturalmente mas homogéneos en los datos.

6.3. Cluster por individuos y por variables.

El punto de partida para el Analisis Cluster es, en general, una matriz X que proporciona los valores de
las variables para cada uno de los individuos objeto de estudio, o sea

T11 e T1j e T1in
X = Ti1 . ng . Tin

La i-ésima fila de la matriz X contiene los valores de cada variable para el i-ésimo individuo, mientras que
la j-ésima columna muestra los valores pertenecientes a la j-ésima variable a lo largo de todos los individuos
de la muestra.

El objetivo de clasificar los datos, como ya se ha comentado, es agrupar individuos u objetos represen-
tados por las filas de X. Aparentemente no hay razén para que estos procedimientos no se apliquen a X ',
obteniéndose asi una clasificacién de las variables que describen cada individuo. De hecho, muchas de las
técnicas cluster existentes (no todas) pueden ser aplicadas para clasificar variables; incluso algunos paque-
tes estadisticos, como es el caso de BMDP, incluyen implementaciones por separado que permiten realizar
anglisis cluster por variables (1M) y andlisis cluster por individuos (2M).
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6.4. Clasificacién de las técnicas clusters.

La clasificacién que vamos a dar esta referida a algunas de las distintas técnicas clusters existentes. Como
se podra comprobar, es bastante extensa, ya que miultiples son los métodos existentes. Asimismo hay que
hacer notar que no todos los procedimientos mencionados van a ser tratados con posterioridad, sino que
trataremos solamente los méas usuales en las aplicaciones practicas, y por ende sobre los que se posee un
mayor grado de experiencia, y que suelen ser los normalmente implementados en los paquetes estadisticos
existentes, ya que no se debe perder de vista que sin un potente ordenador y programa informético no es
factible el desarrollo practico de ninguna técnica cluster.

A grandes rasgos se distinguen dos grandes categorias de métodos clusters: métodos jerarquicos y métodos
no jerarquicos.

6.4.1. Meétodos Jerarquicos.

Estos métodos tienen por objetivo agrupar clusters para formar uno nuevo o bien separar alguno ya
existente para dar origen a otros dos, de tal forma que se minimice alguna funcién distancia o bien se
maximice alguna medida de similitud.

Los métodos jerarquicos se subdividen a su vez en aglomerativos y disociativos. Los aglomerativos co-
mienzan el andlisis con tantos grupos como individuos haya en el estudio. A partir de ahi se van formando
grupos de forma ascendente, hasta que, al final del proceso, todos los casos estan englobados en un mismo
conglomerado. Los métodos disociativos o divisivos realizan el proceso inverso al anterior. Empiezan con un
conglomerado que engloba a todos los individuos. A partir de este grupo inicial se van formando, a través
de sucesivas divisiones, grupos cada vez més pequenos. Al final del proceso se tienen tantos grupos como
individuos en la muestra estudiada.

Independientemente del proceso de agrupamiento, hay diversos criterios para ir formando los conglome-
rados; todos estos criterios se basan en una matriz de distancias o similitudes. Por ejemplo, dentro de los
métodos aglomerativos destacan:

1. Método del amalgamamiento simple.
2. Método del amalgamamiento completo.

Método del promedio entre grupos.

- W

Método del centroide.
5. Método de la mediana.

6. Método de Ward.
Dentro de los métodos disociativos, destacan, ademés de los anteriores, que siguen siendo véalidos:

1. El analisis de asociacién.

2. El detector automéatico de interaccién.

6.4.2. Meétodos no Jerarquicos.

En cuanto a los métodos no jerdrquicos, también conocidos como partitivos o de optimizacién, tienen por
objetivo realizar una sola particién de los individuos en K grupos. Ello implica que el investigador debe espe-
cificar a priori los grupos que deben ser formados, siendo ésta, posiblemente, la principal diferencia respecto
de los métodos jerdrquicos, (no obstante hay que senalar que hay diversas versiones de estos procedimientos
que flexibilizan un tanto el nimero final de clusters a obtener). La asignacién de individuos a los grupos se
hace mediante algin proceso que optimice el criterio de seleccién. Otra diferencia de estos métodos respecto
a los jerdrquicos reside en que trabajan con la matriz de datos original y no precisan su conversion en una
matriz de distancias o similitudes. Pedret en 1986 agrupa los métodos no jerarquicos en cuatro familias:
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1. Métodos de Reasignacion.

Permiten que un individuo asignado a un grupo en un determinado paso del proceso sea reasignado a
otro grupo en un paso posterior, si ello optimiza el criterio de seleccién. El proceso acaba cuando no
quedan individuos cuya reasignacién permita optimizar el resultado que se ha conseguido. Dentro de
estos métodos estan:

a) El método K-Medias.
b) El Quick-Cluster andlisis.
¢) El método de Forgy.

d) El método de las nubes dindmicas.

2. Métodos de biisqueda de la densidad.

Dentro de estos métodos estan los que proporcionan una aproximacién tipoldgica y una aproximacion
probabilistica.

En el primer tipo, los grupos se forman buscando las zonas en las cuales se da una mayor concentracion
de individuos. Entre ellos destacan:

a) El andlisis modal de Wishart.
b) El método Taxmap.

c) El método de Fortin.

En el segundo tipo se parte del postulado de que las variables siguen una ley de probabilidad segun la
cual los pardmetros varfan de un grupo a otro. Se trata de encontrar los individuos que pertenecen a
la misma distribucién. Entre los métodos de este tipo destaca el método de las combinaciones de Wolf.

3. Métodos directos.

Permiten clasificar simultaneamente a los individuos y a las variables. El algoritmo mas conocido dentro
de este grupo es el Block-Clustering.
4. Métodos de reduccién de dimensiones.

Estos métodos consisten en la busqueda de unos factores en el espacio de los individuos; cada factor
corresponde a un grupo. Se les conoce como Andlisis Factorial tipo Q.
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Linkage Simple
Linkage Completo
Promedio entre grupos
Método del Centroide
Método de la Mediana
Método de Ward

Aglomerativos

Jerarquicos Linkage Simple
Linkage Completo
Promedio entre grupos
Método del Centroide

Disociativos Método de la Mediana
Método de Ward
Anélisis de Asociacién
Métodos Detector Automético de Interaccién
de
Anélisis
Cluster K-Medias
Centroides Quick-Cluster
Métodos de Reasignacion Método de Forgy
Nubes Dindmicas
Anélisis Modal
No Jerarquicos Aproximacién Tipoldgica Método Taxmap
Busqueda de densidad Método de Fortin

Aproximacién Probabilistica: Método de Wolf

Métodos Directos: Block-Clustering

Metodos Reductivos: Anélisis Factorial tipo Q

6.5. Etapas en Analisis Cluster.
Las etapas a seguir en el empleo de una técnica cluster pueden ser resumidas en los siguientes puntos:

1. Eleccion de las variables.

La eleccién inicial del conjunto concreto de caracteristicas usadas para describir a cada individuo cons-
tituye un marco de referencia para establecer las agrupaciones o clusters; dicha eleccién, posiblemente,
refleje la opinién del investigador acerca de su propédsito de clasificacién. Consecuentemente, la primera
cuestion a responder sobre la eleccion de variables es si son relevantes para el tipo de clasificacion que
se va buscando. Es importante tener en cuenta que la eleccién inicial de variables es, en si misma, una
categorizacién de los datos, para lo cual s6lo hay limitadas directrices matematicas y estadisticas.

La siguiente cuestién que debe considerarse es el niimero de variables a emplear. En muchas aplicaciones
es probable que el investigador se equivoque tomando demasiadas medidas, lo cual puede dar origen a
diversos problemas, bien sea a nivel computacional o bien porque dichas variables adicionales oscurezcan
la estructura de los grupos.

En muchas aplicaciones las variables que describen los objetos a clasificar no estan medidas en las mis-
mas unidades. En efecto, puede haber variables de tipos completamente diferentes, algunas categdricas,
otras ordinales e incluso otras que tengan una escala de tipo intervalo.

Es claro que no seria correcto tratar como equivalentes en algin sentido, por ejemplo, el peso medido
en kilos, la altura en milimetros y valorar la ansiedad en una escala de cuatro puntos.
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Para variables de tipo intervalo, la solucién general consiste en tipificar las variables antes del analisis,
calculando las desviaciones tipicas a partir de todos los individuos. Algunos autores, por ejemplo Fleiss
y Zubin (1969), consideran que esta técnica puede tener serias desventajas al diluir las diferencias
entre grupos sobre las variables que mas discriminen; como alternativa sugieren emplear la desviacion
estandar entre grupos para tipificar.

Cuando las variables son de tipos diferentes se suele convertir todas las variables en binarias antes de
calcular las similaridades. Esta técnica tiene la ventaja de ser muy clarificadora, pero la desventaja de
sacrificar informacién. Una alternativa mds atractiva es usar un coeficiente de similaridad que pueda
incorporar informacién de diferentes tipos de variables de una forma sensible, como el propuesto por
Gower en 1971 y que después trataremos. Asimismo, para variables mixtas existe la posibilidad de
hacer un anélisis por separado e intentar sintetizar los resultados a partir de los diferentes estudios.

Eleccion de la medida de asociacién.

La mayor parte de los métodos cluster requieren establecer una medida de asociaciéon que permita
medir la proximidad de los objetos en estudio. Cuando se realiza un Andlisis Cluster de individuos,
la proximidad suele venir expresada en términos de distancias, mientras que el Anélisis Cluster por
variables involucra generalmente medidas del tipo coeficiente de correlacion, algunas de las cuales tienen
interpretaciones en distintos sentidos mientras que otras son dificiles de describir, dado el carédcter
subjetivo de las mismas.

En el capitulo 2 se hace un breve repaso a las medidas de asociaciéon més usuales que suelen emplearse.
Destacamos el hecho de estar clasificadas en medidas para variables y para individuos, si bien algunas
de ellas pueden considerarse de uso comun. La clasificacién se ha establecido sobre todo atendiendo
a que las préacticas en ordenador se realizaran con el paquete estadistico BMDP, donde existen dos
capitulos especificos, uno para Andlisis Cluster por variables y otro por individuos, cada uno de los
cuales proporciona un conjunto de medidas a poder usar.

Hay que tener en cuenta, asimismo, la importancia que tienen los tipos de datos a emplear, bien sean
éstos categoricos o no. En el capitulo 2 se muestra toda una serie de posibles medidas que abarcan
diversas posibilidades segun el tipo de datos a utilizar.

Eleccién de la técnica cluster a emplear en el estudio.

Los métodos cluster que se han propuesto y desarrollado en los tltimos anos son bastante numerosos
y muy diversos en cuanto a su concepcién, clasificindose, en un primer estado, en jerarquicos y no
jerarquicos, distinguiéndose los primeros de los segundos en que las asignaciones de los individuos,
hechas por los métodos jerarquicos a los clusters que se van creando permanecen estables durante todo
el proceso, no permitiendo reasignaciones posteriores a clusters distintos si hubiera lugar a ello, cuestion
que si es factible en los métodos no jerarquicos. Ademas, en los métodos jerarquicos, el investigador
deberd sacar sus propias conclusiones mientras que en los procedimientos no jerarquicos el niimero final
de clusters esta, por lo general, impuesto de antemano, si bien se han desarrollado, dentro de este tipo
de métodos, técnicas que permiten una cierta flexibilidad en el ntimero final de clusters, con el fin de
evitar posibles perturbaciones en los resultados definitivos.

Asi pues, en algunos problemas practicos, la eleccién del método a emplear serd relativamente natural,
dependiendo, sobre todo, de la naturaleza de los datos usados y de los objetivos finales perseguidos, si
bien en otros la eleccién no sera tan clara. Lo que si es conveniente siempre, a la hora de las aplicaciones
préacticas, es no elegir un sélo procedimiento, sino abarcar un amplio abanico de posibilidades y contras-
tar los resultados obtenidos con cada una de ellas. De este modo, si los resultados finales son parecidos,
podremos obtener unas conclusiones mucho mas validas sobre la estructura natural de los datos. En
caso contrario no obtendremos mucha informacion, si bien grandes diferencias en los resultados obte-
nidos pueden llevar a plantearnos el hecho de que tal vez los datos con los que se estd trabajando no
obedezcan a una estructura bien definida.

En los capitulos 3 y 4 desarrollamos los principales métodos cluster existentes, tanto jerarquicos como
no jerarquicos.
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4. Validacién de los resultados e interpretaciéon de los mismos.

Esta es la tdltima etapa en la secuencia légica en la que se desarrolla una investigacién a través de un
método cluster. Sin duda alguna es la méds importante, ya que es en ella donde se van a obtener las
conclusiones definitivas del estudio.

Son diversos los métodos propuestos para validar un procedimiento cluster. Por ejemplo, cuando se
estd trabajando con métodos jerarquicos se plantean dos problemas:

a) ;En qué medida representa la estructura final obtenida las similitudes o diferencias entre los
objetos de estudio?

b) ;Cuadl es el nimero idéneo de clusters que mejor representa la estructura natural de los datos?

El argumento méas empleado para responder a la primera pregunta es el empleo del coeficiente de
correlacién cofenético, propuesto por Sokal y Rohlf en 1962. Dicho coeficiente mide la correlacion entre
las distancias iniciales, tomadas a partir de los datos originales, y las distancias finales con las cuales los
individuos se han unido durante el desarrollo del método. Altos valores de tal coeficiente mostraran que
durante el proceso no ha ocurrido una gran perturbacién en lo que concierne a la estructura original de
los datos. En cuanto a la segunda pregunta, muchas son las técnicas existentes, algunas de las cuales,
las méas empleadas a nivel préactico, estan recogidas en el capitulo 3.

En cuanto a los métodos no jerarquicos, las cuestiones anteriores van perdiendo sentido, mientras que los
procedimientos empleados para validar los resultados van encaminados al estudio de la homogeneidad
de los grupos encontrados durante el desarrollo del método. Algunos autores han propuesto el empleo de
técnicas multivariantes como el andlisis multivariante de la varianza (MANOVA), o bien (como BMDP
incluye) desarrollar multiples andlisis de la varianza (ANOVA) sobre cada variable en cada cluster.
Estos procedimientos, evidentemente, plantean serios problemas y no deben ser considerados como
definitivos. Una técnica usualmente empleada, de tipo remuestreo, es la de tomar varias submuestras
de la muestra original y repetir el andlisis sobre cada una. Si tras repetir el andlisis sobre ellas se
consiguen soluciones aproximadamente iguales, y parecidas a la obtenida con la muestra principal, se
puede intuir que la solucién obtenida puede ser vélida, si bien ésto no seria argumento suficiente para
adoptar tal decisién. No obstante, este método es mas 1til empleado de forma inversa, en el sentido de
que si las soluciones obtenidas en las diversas submuestras no guardan una cierta similitud, entonces
parece evidente que se debiera dudar de la estructura obtenida con la totalidad de la muestra.
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Capitulo 7

Medidas de Asociacion.

7.1. Introduccion.

Una vez considerado que el objetivo del Anélisis Cluster consiste en encontrar agrupaciones naturales del
conjunto de individuos de la muestra, es necesario definir qué se entiende por agrupaciones naturales y, por
lo tanto, con arreglo a qué criterio se puede decir que dos grupos son mas o menos similares. Esta cuestién
conlleva otras dos, a saber:

1. Cémo se puede medir la similitud entre dos individuos de la muestra.
2. Cémo se puede evaluar cuando dos clusters pueden ser o no agrupados.

A continuacién vamos a centrarnos en las posibles funciones que pueden elegirse para medir la similitud
entre los grupos que sucesivamente se van formando, distinguiendo primeramente entre distancias métricas
y similaridades.

7.2. Distancias y Similaridades. Definiciones preliminares.

7.2.1. Distancias.

Definicién 7.1 Sea U un conjunto finito o infinito de elementos. Una funcion d : U x U — R se llama
una distancia métrica si Vx,y € U se tiene:

Comentario 7.2.1

La definicion anterior de distancia métrica puede exponerse sin necesidad de tantos axiomas. En efecto
se puede comprobar que una distancia métrica es una funcion d : U x U — R que verifica los siguientes
ariomas

1. d(z,y) =0 & z=y
2. d(y,z) < d(z,y) +d(z,2) , Vo,y,2 € U

Comentario 7.2.2

Ciertos autores realizan una cierta distincion entre lo que es una funcion distancia y lo que es una
distancia métrica. Para ello definen una distancia como aquella funcion d : U x U — R que verifica

67
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1. d(z,y) >0
2. d(z,z) =
3. d(x,y) = d(y,x)
y reservan el nombre de distancia métrica a aquellas distancias que ademds verifican
1. d(z,y) =0 = z=y
2. d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) , V2 €U

Comentario 7.2.3

Ezxtendiendo el concepto cldsico de distancia plasmado anteriormente, algunos autores definen distancias
métricas que pueden tomar valores negativos. De esta manera una funcion distancia métrica seria una funcion
d:U x U — R tal que cumple los siguientes aziomas

1. d(z,y) > do

2. d(z,y)=dy & z=1y

3. d(z,y) = d(y,z)

4. d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) , VzeU

donde dy puede ser menor que cero. Tal definicion la realizan ampardndose en el hecho de que, dada una
tal funcion distancia métrica d, se puede definir otra d a partir de ella, de la forma d (z,y) = d(x,y) — do,
demostrdndose fdcilmente que d’ es una distancia métrica en el sentido expuesto en la definicion 7.1

Comentario 7.2.4

1. Una funcion que verifique los tres primeros apartados de la definicion 7.1, pero no asi la desigualdad
triangular, es llamada semimétrica.

2. Se llama ultramétrica a toda métrica que verifiqgue adicionalmente la propiedad

d(z,z) < Max {d(z,y),d(y,2)}

7.2.2. Similaridades.

De forma similar a las distancias, tenemos la siguiente definicién de similaridad

Definicién 7.2 Sea U un conjunto finito o infinito de elementos. Una funcion s : U x U — R se llama
similaridad si cumple las siguientes propiedades: Vx,y € U

1. s(z,y) < s
2. s(x,x) = sg
3. s(x,y) = s(y,x)
donde sg es un numero real finito arbitrario.

Definicién 7.3 Una funcion s, verificando las condiciones de la definicion 7.2, se llama similaridad métrica
si, ademds, verifica:

1. s(z,y) =80 = z=y

2. |s(z,y) + s(y, 2)|s(x, 2) = s(z,y)s(y, 2) , V2 €U
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Notemos que el segundo apartado de la definiciéon anterior corresponde al hecho de que la méaxima
similaridad sélo la poseen dos elementos idénticos.

En las siguientes secciones expondremos algunas de las distancias y similaridades mas usuales en la
préactica.

Consideraremos, en general, m individuos sobre los cuales se han medido n variables Xi,...,X,,. Con
ello tenemos m x n datos que colocaremos en una matriz m X n dimensional

T11 T4 Tin
X = Tl Lij Lin
‘rm]. DY xm] DY xmn

La i-ésima fila de la matriz X contiene los valores de cada variable para el i-ésimo individuo, mientras que
la j-ésima columna muestra los valores pertenecientes a la j-ésima variable a lo largo de todos los individuos
de la muestra.

Distinguiremos entre medidas de asociacién para individuos y para variables, aunque, técnicamente ha-
blando, son validas tanto para individuos como para variables (basta, para ello, considerar dichas medidas
en un espacio n-dimensional o m-dimensional, esto es, trasponer la matriz).

7.3. Medidas de asociacion entre variables.

Para poder unir variables es necesario tener algunas medidas numéricas que caractericen las relaciones
entre variables. La base de trabajo de todas las técnicas cluster es que las medidas numéricas de asociacién
sean comparables, esto es, si la medida de asociacién de una par de variables es 0,72 y el de otro par es 0,59,
entonces el primer par estd més fuertemente asociado que el segundo. Por supuesto, cada medida refleja
asociaciéon en un sentido particular y es necesario elegir una medida apropiada para el problema concreto
que se esté tratando.

7.3.1. Coseno del angulo de vectores.

Consideremos dos variables X; y X, muestreadas sobre m individuos, y sean x; y x; los vectores cuyas
k—ésimas componentes indiquen el valor de la variable correspondiente en el k—ésimo individuo:

’ ’

Ty = (xliy-"ammi) ;o Iy = (931]‘, s ij)

Como es conocido, el producto escalar de dos vectores es:

m

!

a:ixj: E a:lixlj
=1

que en Estadistica se conoce como la suma de los productos cruzados entre x; y x;, mientras que el producto
escalar de un vector por si mismo, norma al cuadrado del vector, se llama suma de cuadrados.
Asfi se tiene:

wixj = ||zi||l|2;]| cos(B) (7.1)

donde 3 es el angulo entre los vectores x; y x;.

Observando la figura (7.1), la distancia desde el origen (O) a B vale ||z;|| cos(8), siendo esta cantidad
la proyeccién ortogonal de x; sobre x;. Asi el producto escalar puede interpretarse como el producto de la
longitud del vector x; por la longitud de la proyeccién de x; sobre x;.

A partir de (7.1) se tiene
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Figura 7.1: Angulo entre vectores

m
, le’ixlj
L& =1
cos(B) = ) 7.2
Dol ™ 7z )2 (7.2)
wlilej
=1 =1

El coseno del angulo es una medida de similaridad entre x; y x;, con valores entre —1 y 1 en virtud de
la desigualdad de Schwarz. Ademas es la mejor
medida para establecer el paralelismo entre dos vectores, ya que dos vectores son paralelos cuando el coseno
del dngulo que forman es uno en valor absoluto.

Esta medida es independiente, salvo signo, de la longitud de los vectores considerados. Algebrdicamente,
sean b y ¢ dos escalares cualesquiera y definamos

Ti=bx; ; Tj=cxr; ; bc#0
Entonces:

m

. E bxyiczy;
=1

Lij

cos(Z;,Z5)

-

@l m

m 2
2,2 2,.2
E bxlig cxy;
=1

=1

m
be g %15
=1

= + Sgn(be) cos(x;, x5)

m 2

m
|bc Z af, Z xl2j
=1

=1

con lo cual el coseno entre x; y x; es invariante ante homotecias, excepto un eventual cambio de signo.

7.3.2. Coeficiente de correlacion.

Consideremos ahora las variables X; y X;, anteriores y centrémoslas respecto de sus medias, obteniendo
unas nuevas variables cuyos valores para la muestra de los m individuos seran

’ ’

@-:(xu—@,...,xmi—xi) N @:(xlj—fj,...,xmj—@)

El producto escalar de las dos variables Z; y Z; se llama dispersion (scatter en la literatura anglosajona)
de z; y x;. El producto escalar de Z; por si mismo es llamado la dispersién de x; o la suma de los cuadrados
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de las desviaciones respecto a x;. Dividiendo por m ambas expresiones obtenemos la covarianza y la varianza,
respectivamente.

A~ m
T,7; 1
Cov(wi,x;) = =L = = "(ay; — Ti)(w1; — T)
m m =

Var(xi) = ’;TL = m Z(xh — fi)2

La correlacién muestral entre z; y =; se define como

. Cov(z;, ;) _ =1 (73)
(Var(z;) Var(z;))? m m
D (@i =) (w; - T;)°

=1 =1

Nl=

lo cual muestra que 7 es el coseno del angulo entre los vectores centrados z; y ;.
Alternativamente, si se tipifican las variables anteriores:

L — Xy

Ty =—7"7 ; l=1,....m
(Var(z;))2

z;‘j:ijl o l=1,...,m
(Var(z;))*

entonces la correlacion entre z; y z; es la covarianza entre 7 y x7.

Puesto que el coeficiente de correlaciéon es el coseno del dngulo entre los vectores centrados, posee la
propiedad vista con anterioridad, de invarianza, salvo signo, del coseno. Ademas, es invariante a las adiciones
de una constante a cada elemento de x; y z;. En efecto, si llamamos z; = x; + b, se tiene:

T, —T; = ($i+b)—(fi+b) =X, — T

Por ello, la correlacién es invariante frente a transformaciones lineales, excepto posibles cambios de signo.

Asi se observa que el coeficiente de correlacién posee una invarianza mas restrictiva que el coseno. Sin
embargo, esta propiedad indica que el coeficiente de correlaciéon discrimina menos que el coseno a la hora de
establecer diferencias entre dos variables, ya que, dadas dos variables X e Y, hay muchos més elementos en
la clase de equivalencia de todas las transformaciones lineales de X e Y que en la clase de equivalencia de
las homotecias de X e Y.

La diferencia esencial entre las dos medidas (dngulo entre variables y el coeficiente de correlacién) es
que el coseno se basa en los datos originales y por ende emplea las desviaciones al origen mientras que el
coeficiente de correlacion usa los datos centrados y por tanto emplea las desviaciones respecto a la media. Si
el origen esta bien establecido y tiene sentido, entonces los datos originales tienen sentido de forma absoluta
y el coseno es una medida apropiada de asociacién; si, por el contrario, el origen es arbitrario o elegido a
conveniencia, entonces los datos originales tienen sentido relativo respecto a su media, pero no respecto al
origen. En tal caso es més apropiado el coeficiente de correlacion.

7.3.3. Medidas para datos binarios o dicotomicos.

En ocasiones encontramos variables que pueden tomar dos valores (blanco-negro, si-no, hombre-mujer,
verdadero-falso, etc). En tales casos se emplea, con frecuencia, el convenio de usar los valores dicotémicos 1
y 0 para ambos valores.

Al relacionar dos variables binarias, se forma una tabla de contingencia 2 x 2, que se puede esquematizar
de la forma
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X\ X; 1 0 Totales

1 a b a+b

0 c d c+d (7.4)
Totales |a+¢ b+d|m=a+b+c+d

En la anterior tabla se tiene:

1. a representa el numero de individuos que toman el valor 1 en cada variable de forma simultdnea.

b indica el nimero de individuos de la muestra que toman el valor 1 en la variable X; y 0 en la X;.
c es el nimero de individuos de la muestra que toman el valor 0 en la variable X; y 1 en la X;.

d representa el nimero de individuos que toman el valor 0 en cada variable, al mismo tiempo.

A B

a + ¢ muestra el nimero de veces que la variable X; toma el valor 1, independientemente del valor
tomado por Xj;.

6. b+ d es el nimero de veces que la variable X; toma el valor 0, independientemente del valor tomado
por X;.

7. a + b es el nimero de veces que la variable X; toma el valor 1, independientemente del valor tomado
por X;.

8. ¢+ d es el nimero de veces que la variable X; toma el valor 0, independientemente del valor tomado
por X;.

A continuacién presentamos la versién binaria de las medidas introducidas anteriormente.

Medida de Ochiai

En el caso particular de variables dicotémicas, se tiene

m
’
T;Tj = E Ty = a
=1

m

’

z@; = ||z |* = § af; = a+b
=1

m
’
T;rj = |5 :leQj =a+c
=1

con lo cual el coseno del angulo entre x; y x; queda en la forma:

W [(aib> (aic)r (7.5)

medida que es atribuida al zo6logo japonés Ochiai.

En el proceso seguido con las variables dicotémicas puede surgir una situaciéon ambigua, como es el hecho
de por qué y como asignar los valores 1 y 0 a los valores binarios. Puede ocurrir el caso de que intercambiando
los papeles de dichos valores se llegue a resultados distintos, lo cual no es deseable. Por ello, en ocasiones, se
toma la media geométrica de los cosenos obtenidos tomando ambos criterios y, més concretamente, se toma
el cuadrado de dicha media geométrica, obteniéndose:

Kaib) (aj—c> (bid) (Cfd)]é (7.6)

Hagamos notar que cada uno de los términos de la expresién anterior es una probabilidad condicionada.
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a
1.
a+b

ha tomado el valor 1 en la variable X;.

es la probabilidad condicionada de que un individuo tome el valor 1 en la variable X; dado que

m es la probabilidad condicionada de que un individuo tome el valor 1 en la variable X; dado que
a+c
ha tomado el valor 1 en la variable X;.

5 i pi es la probabilidad condicionada de que un individuo tome el valor 0 en la variable X; dado que
ha tomado el valor 0 en la variable X;.

es la probabilidad condicionada de que un individuo tome el valor 0 en la variable X; dado que

c
ha tomado el valor 0 en la variable X;.

De esta forma, la medida de Ochiai es la media geométrica de las probabilidades condicionadas asociadas
con la celda con el valor a, mientras que la expresién (7.6) muestra el cuadrado de la media geométrica de
las probabilidades condicionadas asociadas con la diagonal de la tabla (7.4).

Medida ®
Esta medida se obtiene haciendo uso del coeficiente de correlacion sobre dos variables dicotémicas.

m 1 m m

g Ll — — g Lii g L5
m

=1 =1

=1

Nl

2 1 2 1
S et (L) - (o
=1 =1 =1 =1
y teniendo en cuenta que

m m m
g Tyxy = a E T, =a+b E Ty =a+c
=1 =1 =1

m m
E rh=a+b E lej:a—i—c
I=1 1=1

se tiene

(a+b)(a+c)

r= e =

o0 &5} oo 5T

am — (a+b)(a+c) _
[(a+b){m —(a+0b)}(a+c){m—(atc)}]?

= ad = be ;i (m=a+b+c+d) (7.7)

[(a+b)(c+d)(a+c)b+d)?

Notemos, para finalizar, que, puesto que r es invariante bajo transformaciones lineales, los valores 0 y 1
son arbitrarios, ya que pueden ser transformados de forma lineal a otro par de valores.
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Medidas basadas en coincidencias

Una forma intuitiva de medir la similaridad en variables dicotémicas es contar el nimero de veces que
ambas variables toman el mismo valor de forma simultdnea. Con ello dos variables serfan mas parecidas en
tanto en cuanto mayor fuera el nimero de coincidencias a lo largo de los individuos.

No obstante, algunos factores influyen en las medidas que se pueden definir. Por ejemplo, una primera
cuestion es qué hacer con las parejas del tipo 0 — 0, ya que si las dicotomias son del tipo presencia-ausencia,
los datos de la casilla d no poseen ningin atributo y no deberian tomar parte en la medida de asociacién.
Otra cuestion que surge es cémo ponderar las coincidencias y cémo las no coincidencias, o lo que es lo mismo,
una diagonal u otra de la tabla (7.4).

A continuacién exponemos algunas de las medidas que han ido surgiendo, atendiendo a varios criterios
como los anteriormente expuestos.

1. Medida de Russell y Rao

a a

atbtctd m (7.8)

Este coeficiente mide la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga el valor 1 en ambas
variables. Notemos que este coeficiente excluye la pareja 0 — 0, al contar el nimero de coincidencias
pero no lo hace asi al contar el nimero de posibles parejas. Asimismo, esta medida proporciona igual
peso a las coincidencias y a las no coincidencias.

2. Medida de parejas simples

a+d a+d
= 7.9
at+b+c+d m (7.9)

Este coeficiente mide la probabilidad de que un individuo elegido al azar presente una coincidencia de
cualquier tipo, pesando de igual forma las coincidencias y las no coincidencias.

3. Medida de Jaccard

a

_— 7.10
at+b+ec ( )

Esta medida mide la probabilidad condicionada de que un individuo elegido al azar presente un 1 en
ambas variables, dado que las coincidencias del tipo 0 — 0 han sido descartadas primero y por lo tanto
han sido tratadas de forma irrelevante.

4. Medida de Dice

2a

_ 7.11
2a +b+c ( )

Esta medida excluye el par 0 — 0 de forma completa, pesando de forma doble las coincidencias del tipo
1 — 1. Se puede ver este coeficiente como una extensién de la medida de Jaccard, aunque su sentido
probabilistico se pierde.

5. Medida de Rogers-Tanimoto

a+d

a+d+2(b+c) (7.12)

Este coeficiente puede interpretarse como una extensién de la medida de parejas simples, pesando con
el doble valor las no coincidencias.
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6. Medida de Kulcynski

a

b+c

(7.13)

Esta medida muestra el cociente entre coincidencias y no coincidencias, excluyendo los pares 0 — 0.

No son éstas las tinicas medidas de este tipo que existen. Podiamos seguir citando muchas mas y, entre
ellas, a modo de ejemplo:

a+d a+d 2a 2(a+d)
b+c a+b+c 2(a+d)+b+c 2(a+d) +b+c
(7.14)
2(a+d) a a a+d
2a+b+c a+d+2(0b+c¢) a+2(0b+c) a+2(0b+c)

7.3.4. Medidas basadas en probabilidades condicionadas.

Notemos que, de entre las medidas citadas con anterioridad, (7.8), (7.10) y (7.11) poseen interpretaciones
probabilisticas razonables. Hay otras medidas que también poseen fundamentos probabilisticos.

a
Asi, como ya se ha comentado con anterioridad, P es la probabilidad condicionada de que un individuo
a

elegido al azar presente el valor 1 en la variable X; dado que ha presentado un 1 en la variable X;. Asimismo,

n es la probabilidad condicionada de que un individuo elegido al azar presente un 1 en la variable X;
a+c

dado que lo ha presentado en la variable X .
Asi podriamos pensar en una medida que marcara la probabilidad de que un individuo presente un 1 en
una variable, dado que ha presentado un 1 en la otra, surgiendo la medida

;[ £ 42 } (7.15)

a+b a+c

Como sabemos, no es claro que la codificaciéon hecha sea la mejor. Por ello se puede optar por tener en
cuenta también las otras coincidencias, dando lugar a la medida

1[ a a d d } (7.16)

- + + +
4la+b a+c b+d c+d
Estas expresiones son similares a las obtenidas a partir del coseno del dngulo entre variables en el caso

de datos binarios, salvo que en lugar de tomar medias geométricas se toman medias aritméticas.
Por tltimo se puede citar la medida de Hamann

2(a+d) (a+d)—(b+¢)
_ = 1
a+b+c+d a+b+c+d (7.17)

que indica la probabilidad de que un caso elegido al azar presente una coincidencia menos la probabilidad
de que presente una diferencia en alguna de las variables.

7.4. Medidas de asociacion entre individuos.

7.4.1. Distancias euclidea, de Minkowski y de Mahalanobis.

Consideremos ahora dos individuos tomados de la poblacién, lo cual corresponde a tomar dos filas en la
matriz de datos X:

’

Ti = (Ti1, ... Tin)

’

xj = (l‘jl, e ,l‘jn)
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La métrica més conocida, que corresponde a la generalizaciéon a mas de dos dimensiones de la distancia
entre dos puntos en el plano, es la derivada de la norma Lo de un vector: !

||zill2 = 4/ zjzi =

obteniéndose, a partir de ella, la distancia euclidea

dy (i, x5) = [|zs — 5|2 = \/(xz' — ;) (i — ) = | Y (@ —20) (7.18)

Esta métrica tiene la propiedad, al igual que la norma Lo, de que todos sus valores son invariantes respecto
de las transformaciones ortogonales ; = 0x;, donde 6 es una matriz n x n que verifica § § = 00 = I. En
efecto:

6ill2 = (/0 0; = \Jrs = il

y asi se tiene

dg(ﬁxi, 91‘]) = dQ(xivxj)

Ademas se verifica que estas transformaciones, ademads de las traslaciones, son las Unicas para las cuales
dy es invariante 2 .

En cuanto a las distancias de Minkowski, éstas proceden de las normas L,

T

n

laillp = (S lzal?)  p>1

=1

dando origen a

B =

n

dy (w5, 25) = |Jwi = a5llp = | D | — wpl” (7.19)
=1

Es facil comprobar que esta distancia es invariante ante traslaciones, siendo éstas las tnicas funciones
para las cuales d, posee esta propiedad.
Ademas se verifica la conocida relacién

dp(Ti75) < dg(wi,25) © p>q

Algunos casos particulares para valores de p concretos son 3

1Recordemos que dado un espacio vectorial X sobre un cuerpo K, una norma es una aplicacién ||-|| : X — K que verifica
1. ||z|]|=0&2=0

2. ||az|| = |a||lz|] Yae K Ve X

3 lz+yll < zfl + llyll Vo,y e X

2En efecto, si consideramos 7; = a + z; y ; = a + x;, entonces se tiene:

d2 (%3, 7;) = |70 — Z5ll2 = || (a + @) — (a+z5) |2 = ||z — zj]|2 = d2 (i, 25)

3Notemos que esta distancia generaliza a la distancia euclidea, en tanto en cuanto, esta tltima es un caso particular para
p=2.
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1. Distancia d; o distancia ciudad (City Block) (p = 1)

n

di (23, 25) = Z |zt — x5 (7.20)

1=1
2. Distancia de Chebychev o distancia del méximo (p = o0)
doo (24, 5) =l_l\{lax |z — x5 (7.21)

,n

Por otra parte, se puede generalizar la distancia euclidea, a partir de la norma

llzill B = \/ ;B

donde B es una matriz definida positiva. La métrica correspondiente a dicha norma es:

n n
DB(Z‘i,Ij) = \/(JZZ - mj)/ B (m, - xj) = Z Z blha:“xjh (7.22)
1=1 h=1
En el caso particular en que B sea una matriz diagonal, sus elementos son pesos positivos para las
componentes del vector que corresponde a las variables en la matriz de datos.
Esta distancia se mantiene invariante frente a transformaciones (semejanzas) efectuadas por una matriz
P que verifique P'BP = B. En efecto:

Dp(Px;, Pxj) = \/(Pa:i — Pz;) B(Pz; — Px;) =

= \/(”31' — ;) P'BP (2; — x;) = \/(xi — ;) B(x: — z;) = Dp(wi,75)
La llamada métrica de Mahalanobis se obtiene tomando en 7.22 una matriz B determinada. Dicha matriz

es la llamada matriz de varianzas-covarianzas de las variables (columnas de la matriz X de datos).
Los elementos de la matriz .S, matriz de varianzas-covarianzas, se definen de la siguiente forma:

m

1
Sup = EZ(xlu_fu)(Ilv —Ty) 5 uw,v=1,...,n (7.23)
=1

Matricialmente tenemos dicha matriz expresada en la forma:
15, > ~ ~ . )
S=—X'X con X=(y); Tiyj=a;—-2; i=1,....m ; j=1,...,n (7.24)
m
A partir de la matriz S se puede definir la matriz de correlaciones, R, cuyos elementos son
Sij .
Notemos que si m > n, entonces la matriz de varianzas-covarianzas S es definida positiva y tiene sentido
definir la distancia de Mahalanobis, para individuos, como:

i,i=1,...,n

Ds(ai,35) = A/ (2 — ;) S~V (s — ;) (7.25)

Esta distancia es invariante frente a transformaciones regidas por una matriz C,, x, no singular. En efecto,
4

4Notemos que la matriz de varianzas-covarianzas de las variables transformadas queda de la forma:

1 o~
S=—-CX'XC
m
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-1
Ds(Cxy, Cj) = \/(Cxi — Cu;) [ C)?/)NCC’} (Cx; — Cxj) =

1
m

m

= \/(:ci —z;) C'(C)1 [1)?/5(:] B CTIC (2 —zj) =

= \/(Ii — ;) S~ (w; — x;) = Ds(wi, ;)

Si, en particular, C' es una matriz diagonal con los elementos no nulos, la transformacién de X por C
significa que el valor de cada variable en X es multiplicado por una constante, o sea, se ha hecho un cambio
de escala. Por ello la métrica de Mahalanobis es invariante frente a cambios de escala, propiedad que no
posee, por ejemplo, la métrica euclidea.

En la aplicacion de las técnicas cluster la métrica de Mahalanobis presenta la desventaja de que el calculo
de la matriz S estd basado en todos los individuos de forma conjunta y no trata, como seria de desear, de
manera separada los objetos de cada cluster; ademas, su cédlculo es mucho maés laborioso que el de otras
métricas. Por estas razones no suele emplearse en las técnicas cluster, si bien puede utilizarse dentro de cada
cluster formado en una etapa determinada.

7.4.2. Correlacién entre individuos.

Formalmente hablando, el coeficiente de correlacion entre vectores de individuos puede ser usado como
una medida de asociacion entre individuos.

.. . !
Individuo i  x; = (%1, Zi2, - - -, Tin)

P . i
Individuo j  z; = (zj1,%j2,...,%jn)

> (@i —T) (wj — )
oy = 121 (7.26)

SiSj

donde se ha definido

1 n
T, = — Z Th h =1,57 Media de cada individuo
Lt

n
— \2 .. . .z o . o s
57 = E (xp —Tp)” h=1i,j Desviacién cuadratica de cada individuo
=1

El principal problema de este coeficiente radica en el hecho de que en un vector de datos correspondiente
a un individuo hay muchas unidades de medida diferentes, lo cual hace muy dificil comparar las medias y
las varianzas.
No obstante, Cronbach y Gleser, en 1953, demostraron que este coeficiente posee un cardcter métrico.
En efecto, sea x;; el valor de la k-ésima variable sobre el i-ésimo individuo y transformemos ese dato en
~ ik — Ty
Ti = ————
S
Entonces, la distancia euclidea al cuadrado entre dos individuos sobre los que se ha efectuado ese tipo de
transformacién sera:

" T x T 2
2/~ AN il — Ly gl — 4Ly o
dQ(I’i,l’j) = E |: — =

S; S
=1 ¢ J
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52 5iS;

—\2 — \2 — —

(za —2$i) Ll s m) @a =T (=T | (1= 7))

S=
T J

n
=1

Observemos que las dos medidas de la variable k-ésima, x;; y ;% son sometidas a transformaciones
distintas

~ Tk — Ty

Tik = ————
S4

Tik — T

~ T J
J

por lo que los nuevos valores no son comparables. Ademads, se observa que 1 — r, complemento a uno del
coeficiente de correlacién, es una métrica (si r;; — 1 = d(Z;,Z;) — 0), pero lo es en el espacio en el que
los datos se han transformado al tipificarlos.

Otra observacién a hacer es que si se cambia la unidad de medida de una variable, cambia una componente
en cada uno de los vectores de individuos: asi si cambiamos la unidad de medida en la variable k-ésima,
cambian los datos x;, ¥ ;i; en consecuencia, cambian Z;, T;, s; y s; y asi cambia el coeficiente de correlacién.
Asi pues, 75, es dependiente de cambios en unidades de medida. Es decir, estos cambios sopesan de manera
distinta a las variables.

Por tltimo, los valores de cada individuo pueden ser transformados de la siguiente manera

~ Tik

T = ———

n 2
2
>

=1
Al igual que antes se puede demostrar, lo cual se deja como ejercicio al lector, que
dg (i‘\i,i‘\j) = 2(1 — COS(Oéij))
donde

n
g Tl g1
=1
1 1
n 2 n 2
2 2
E Ty E L5
=1 =1

cos(a;;) =

¥y, por lo tanto, 1 — cos(a;) es una métrica.

7.4.3. Distancias derivadas de la distancia 2.

Hay muchas medidas de asociacién que se basan en el estadistico x2, de uso familiar en el andlisis de
tablas de contingencia. Notemos

0;; = valor observado en la celda ¢,

e;; = valor esperado bajo la hipétesis de independencia

Con dicha notacién se define el estadistico x? como

2

2 (015 — €3j)
N Z P (7.27)
i=1 j=1

donde p y ¢ son el nimero de modalidades de las variables estudiadas.
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Var A\VarB| 1 .-+ 4§ -+ ¢
1 nyi - Niy - Nig | N1
p Mp1 - Mpj -+ Tpg | Tp.
ng 0 Ny o Mg | N

Bajo la hipotesis de independencia de ambas variables, el valor esperado en la celda i, j es

ng.n.;

eij = fi.fin

pero, por otra parte:

con lo cual

=1 j= i=1 j=1
P P q
(fijn. fzfj (fij — fify)" nZ f1 ) -
=nN.. =nNn.. =

- i = fif ) it ;

S 9D DL = EELER ) 9 gl
i=1 j=1 i=1 j=1

i=1 j= 1”7

Ahora bien, esta cantidad, que es muy util para contrastes en tablas de contingencia, no lo es tanto como
medida de asociacién, puesto que aumenta cuando n.. crece. Por ello se considera la medida ®2, llamada
contingencia cuadratica media, definida como

2= (7.29)

n..

Sin embargo, este coeficiente depende del tamafio de la tabla. Por ejemplo, supongamos que p = q y que
las variables estédn asociadas de forma perfecta, o sea, n;. = n.; = n;; Vi (notemos que en tal caso sélo hay p
casillas con valores distintos de cero). En este caso

x> =n.(p—1)

P2=p—1

En el caso de una tabla rectangular con las variables perfectamente relacionadas, el niimero de casillas
no nulas es Min(p, q), por lo que

X2 =n.Min(p—1,q—1)

®? = Min(p — 1, — 1)

Con estas ideas en mente, se han hecho algunos intentos para normalizar la medida ®2 al rango [0, 1].
Por ejemplo:
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81
o2 :
Medida de Tschuprow: T=|———=
[(p—1)(¢g—1)]*
P2 ? (7.30)
Medi : = ’
edida de Cramer C (Min(p T 1q= 1))

(1)2 % X2 %
Coeficiente de contingencia de Pearson: P=(-— | =|—F—
14 @2 n.. + x?
Obviamente, este tipo de medidas son empleadas en los casos en los que los datos que se poseen son conteos

de frecuencias. Asi, supongamos que tenemos m individuos sobre los que se han observado n variables. Sea
x;; la frecuencia observada de la j-ésima variable sobre el i-ésimo individuo

Var 1 Var j Var n
Ind. 1 T11 T1j T1in xI1.
Ind. ¢ Ti1 Tij Tin ZT;.
Ind. m | ;1 Tonj Tomn | Tm.
xT.1 X4 T.n xT..

Consideremos dos individuos ; y ; y sea la tabla 2 x n formada a partir de ellos

Var 1 Var n
n
Ind. ¢ Ti1 Tin E Tl
=1
n
Ind. J Tj1 Tjn E Zjl
=1
n
Ti1 + X451 Tin + Tjn g le+le
=1

Obviamente, cada individuo presenta un total de frecuencia marginal distinto (z.; y x.;), por lo que no

son comparables uno a uno. En este caso hay que buscar la semejanza teniendo en cuenta la proporcionalidad
entre ambos. Por ello el empleo de distancias basadas en la distancia x? es ttil

En nuestro caso, la forma que adopta el estadistico es:

o | (a—ean)®  (wp—ep)’
¥ = Z 4 J (7.31)
=1 €il €51
donde
n
Zasz (zin + xjn)
ekh:ll 3 k:iaj7 hzla ,

Z T4 + x]l
=1

y asi, si x* — 0 se tiene la proporcionalidad buscada entre las dos filas y, por lo tanto, los dos individuos
presentan el mismo perfil a lo largo de las variables, con lo cual dichos individuos seran parecidos
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7.4.4. Medidas no métricas: Coeficiente de Bray-Curtis.

Dados dos individuos

T; = (%‘1, s a»’ﬂm)/

T; = ({,th N ,{I?jn)/

el coeficiente de Bray-Curtis viene definido por la expresion

n
Z|zzl 1
Dyj=tt—

Z T4 +x_]l

=1

(7.32)

El numerador no es otra cosa que la métrica Ly, mientras que el denominador puede ser interpretado
como una medida de la magnitud total de los dos individuos.

Hay que hacer notar que es aconsejable usar esta medida con datos no negativos, ya que pudiera haber
cancelaciones en el denominador, pudiéndose obtener resultados poco aconsejables; por ejemplo, usando esta
medida, no es aconsejable centrar los datos previamente. Ademads, puesto que para cada par de individuos
se emplea un denominador distinto, esta medida no satisface siempre la desigualdad triangular.

7.4.5. Medidas para datos binarios.

Con alguna excepcién, las medidas de asociacién que se mencionaron para variables de tipo binario
pueden ser aplicadas para medir la asociaciéon entre individuos. En este caso la tabla de contingencia que se
tiene es

Ind. T\Ind. J 1 0 Totales
1 a b a+b
0 c d c+d (7.33)
Totales at+c b+d|n=a+b+c+d

Evidentemente, ahora a representa el nimero de veces que los individuos i y j presentan, de forma
simultdnea, un 1 sobre una misma variable.



Capitulo 8

Métodos Jerarquicos de Analisis
Cluster.

8.1. Introduccion.

Los llamados métodos jerarquicos tienen por objetivo agrupar clusters para formar uno nuevo o bien
separar alguno ya existente para dar origen a otros dos, de tal forma que, si sucesivamente se va efectuando
este proceso de aglomeracién o divisién, se minimice alguna distancia o bien se maximice alguna medida de
similitud.

Los métodos jerarquicos se subdividen en aglomerativos y disociativos. Cada una de estas categorias
presenta una gran diversidad de variantes.

1. Los métodos aglomerativos, también conocidos como ascendentes, comienzan el andlisis con tantos
grupos como individuos haya. A partir de estas unidades iniciales se van formando grupos, de forma
ascendente, hasta que al final del proceso todos los casos tratados estdn englobados en un mismo
conglomerado.

2. Los métodos disociativos, también llamados descendentes, constituyen el proceso inverso al anterior.
Comienzan con un conglomerado que engloba a todos los casos tratados y, a partir de este grupo inicial,
a través de sucesivas divisiones, se van formando grupos cada vez mds pequenos. Al final del proceso
se tienen tantas agrupaciones como casos han sido tratados.

Para fijar ideas, centrémonos un segundo en los métodos aglomerativos. Sea n el conjunto de individuos
de la muestra, de donde resulta el nivel K = 0, con n grupos. En el siguiente nivel se agruparan aquellos dos
individuos que tengan la mayor similitud (o menor distancia), resultando asi n — 1 grupos; a continuacién,
y siguiendo con la misma estrategia, se agruparén en el nivel posterior, aquellos dos individuos (o clusters
ya formados) con menor distancia o mayor similitud; de esta forma, en el nivel L tendremos n — L grupos
formados. Si se contintia agrupando de esta forma, se llega al nivel L = n — 1 en el que sélo hay un grupo,
formado por todos los individuos de la muestra.

Esta manera de formar nuevos grupos tiene la particularidad de que si en un determinado nivel se agrupan
dos clusters, éstos quedan ya jerarquicamente agrupados para el resto de los niveles.

Los métodos jerarquicos permiten la construccién de un arbol de clasificacién, que recibe el nombre de
dendrograma (figura 8.1), en el cual se puede seguir de forma gréfica el procedimiento de unién seguido,
mostrando que grupos se van uniendo, en que nivel concreto lo hacen, asi como el valor de la medida de
asociacién entre los grupos cuando éstos se agrupan (valor que llamaremos nivel de fusién).

En resumen, la forma general de operar de estos métodos es bastante simple. Por ejemplo, en los métodos
aglomerativos se parte de tantos grupos como individuos haya. A continuacién se selecciona una medida de
similitud, agrupandose los dos grupos o clusters con mayor similitud. Asi se continiia hasta que:

1. Se forma un solo grupo.

2. Se alcanza el nimero de grupos prefijado.

83
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Figura 8.1: Dendrograma

|_J I

3. Se detecta, a través de un contraste de significacién, que hay razones estadisticas para no continuar
agrupando clusters, ya que los més similares no son lo suficientemente homogéneos como para deter-
minar una misma agrupacion.

8.2. Meétodos Jerarquicos Aglomerativos.

A continuacién vamos a presentar algunas de las estrategias que pueden ser empleadas a la hora de unir
los clusters en las diversas etapas o niveles de un procedimiento jerarquico. Ninguno de estos procedimientos
proporciona una solucién éptima para todos los problemas que se pueden plantear, ya que es
posible llegar a distintos resultados segtin el método elegido. El buen criterio del investigador, el conocimiento
del problema planteado y la experiencia, sugeriran el método méas adecuado. De todas formas, es conveniente,
siempre, usar varios procedimientos con la idea de contrastar los resultados obtenidos y sacar conclusiones,
tanto como si hubiera coincidencias en los resultados obtenidos con métodos distintos como si no las hubiera.

8.2.1. Estrategia de la distancia minima o similitud maxima.

Esta estrategia recibe en la literatura anglosajona el nombre de amalgamamiento simple (single linkage).
En este método se considera que la distancia o similitud entre dos clusters viene dada, respectivamente, por
la minima distancia (o méxima similitud) entre sus componentes.

Asi, si tras efectuar la etapa K-ésima, tenemos ya formados n — K clusters, la distancia entre los clusters
C; (con n; elementos) y C; (con n; elementos) serfa:

d(C;, Cj) = Mig {dz1,2m)} 1=1,...,n;5; m=1,...,n, (8.1)
mientras que la similitud, si estuviéramos empleando una medida de tal tipo, entre los dos clusters seria:
s(Cy,C5) = Macx {s(zi,zm)} l=1,....,n;; m=1,...,n; (8.2)
r€C;

Tm €C;

Con ello, la estrategia seguida en el nivel K + 1 sera:

1. En el caso de emplear distancias, se uniran los clusters C; y C; si

d(C:, C5) = i1 jlzl\l/ﬁ.l.ln—l( {d(C, G} =

11771
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= Min Min {d(x;,2m)} I=1,...,n5 ; m=1,...,nj
t,1=1,...,n—K | z€C5;
171 zm€Cjy

2. En el caso de emplear similitudes, se unirdn los clusters C; y Cj si

s(C;,Cy) = Max  {s(C;,,Cj)}t =
i1,51=1,....,n—K
1171
:ihjl:l\{l,?fn—K a:lzvé%)i (s m)} b=1,...,my ym=1...,m;
11751 zm €C),

donde, como es natural, se ha seguido la norma general de maximizar las similitudes o bien minimizar las
distancias.

Ejemplo 8.1 Partiendo de la matriz de distancias inicial entre 7 individuos

A B C D E F G

0
215 0
0,7 153 0

1,07 1,14 043 0

0,85 1,38 021 029 0

1,16 1,01 055 0,22 041 0
1,56 2,83 1,86 2,04 2,02 2,05 0

los pasos segquidos en un procedimiento cluster jerdrquico ascendente, empleando la estrategia del amalgama-
miento simple, serian los siguientes:

1. Nivel K=1
Min {d(C;, C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).
2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:

QEoEHgQ®E >

A B (CEf D F G

0
2,15 0
07 1,38 0

1,07 1,14 029 0
1,16 1,01 041 022 0
1,56 2,83 1,86 2,04 2,05 0

a
Q"ljU*Ej/Ud|>

Ahora bien, Min{d(C;,C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).
3. Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:

A B (C,E) (D,F) G
A 0
B |215 0

(C,E) | 0,7 1,38 0

(D,F) | 1,07 1,01 0,29 0
G |156 28 1,8 204 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{(C, E), (D, F)} = 0,29, formdndose el cluster ((C, E), (D, F)).
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4. Nivel K=4

La matriz de distancias en este paso es:

A B ((CE),D,F) G
A 0
B 2,15 0
((C,E),(D,F)) | 0,7 1,01 0
G 1,56 2,83 1,86 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{A, ((C,E),(D, F))} = 0,7, formdndose el cluster
(4, ((C, E), (D, F))).

5. Nivel K=5

La matriz de distancias en este paso es:

(A,((C,E),(D,F))) B G
(A,((C,E),(D,F))) 0
B 1,01 0
G 1,56 2,83 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{B, (4, ((C, E), (D
(B, (A, ((C,E), (D, F)))).

,I)))} = 1,01, formdndose el cluster

6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

(B,(A,((C,E),(D,F)))) G
(B,(A,((C,E),(D,F)))) 0
G 1,56 0

Este sera el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
individuos.

El dendrograma asociado es el de la figura 8.2

8.2.2. Estrategia de la distancia maxima o similitud minima.

En este método, también conocido como el procedimiento de amalgamamiento completo (complete
linkage), se considera que la distancia o similitud entre dos clusters hay que medirla atendiendo a sus
elementos mas dispares, o sea, la distancia o similitud entre clusters viene dada, respectivamente, por la
maxima distancia (o minima similitud) entre sus componentes.

Asi pues, al igual que en la estrategia anterior, si estamos ya en la etapa K-ésima, y por lo tanto hay
ya formados n — K clusters, la distancia y similitud entre los clusters C; y C; (con n; y n; elementos
respectivamente), serdn:

d(C;,Cj) = /Maé(_ {d(z1, )} 1=1,...,n;; m=1,...,n; (8.3)
imeCh

s(Cy, Cj) = Melg {s(zj,zn)} 1=1,....,n;; m=1...,n (8.4)
z i

Tm, ECj

y con ello, la estrategia seguida en el siguiente nivel, K + 1, sera:
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Figura 8.2: Método del amalgamamiento simple

0 B G

021 |
022
0.29 |
07"
L0 ) I
156 - e

Linkage Simple

1. En el caso de emplear distancias, se uniran los clusters C; y Cj si
d(CHOJ) = Min {d(ciucjl)} =
i ji=1,...,n—K
11751
= Min Max {d(z;,zm)} Il=1,...,n45 ; m=1,..

i1,j1=1,...n—=K | z,€C;
11751 zm€Cy,

2. En el caso de emplear similitudes, se unirdn los clusters C; y C} si

s(Ci,Cj) = Max  {s(C;,,Cj,)} =
i1,j1=1,....n—K
1171
= Max Min {s(zi,zm)} l=1,...,n; ; m=1,...

i1,j1=1,...,n—K | €0y
i17£J1 zm €Cy,

Ejemplo 8.2 En el mismo ejemplo anterior se tendrd:

1. Nivel K=1

Min {d(C;,C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).

2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CEf D F G
0

2,15 0

085 1,53 0

1,07 1,14 043 0

1,16 1,01 055 022 0
1,56 2,83 2,02 204 205 0

a
QWUEUJ>

.,njl
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Ahora bien, Min {d(C;, C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).

. Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CE) (D)F) G
A 0
B [215 0

(C,E) | 0,85 1,53 0
(D,F) | 1,16 1,14 0,55 0
G |156 28 202 205 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{(C, E), (D, F)} = 0,55, formdndose el cluster ((C, E), (D, F)).

. Nivel K=4

La matriz de distancias en este paso es:

A B ((CE),D,F) G
A 0
B 2,15 0
((CE),(D,F)) [ 1,16 1,53 0
G 1,56 2,83 2,05 0
En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{A, ((C,E), (D, F))} = 1,16,
formdndose el cluster (A, ((C, E), (D, F))).
. Nivel K=5
La matriz de distancias en este paso es:
(A,((C.E),(D)F))) B G
(A,((C,E),(D,F))) 0
B 2,15 0
G 2,05 2,83 0

En este caso, Min {d(C;,C;)} = d{G, (4, ((C,E), (D, F)))} = 2,05, formdndose el cluster
(G, (A, ((C, E), (D, F)))).

6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

(G,(A,((C,E),(D,F)))) B
(G,(A,((C,E),(D,F)))) 0
B 2,83 0

Este serd el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
individuos.

El dendrograma asociado es el de la figura 8.3
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Figura 8.3: Método del amalgamamiento completo
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8.2.3. [Estrategia de la distancia, o similitud, promedio no ponderada. (Weigh-
ted aritmethic average)

En esta estrategia la distancia, o similitud, del cluster C; con el C; se obtiene como la media aritmética
entre la distancia, o similitud, de las componentes de dichos clusters.

Asi, si el cluster C; (con n; elementos) estd compuesto, a su vez, por dos clusters C;, y C;, (con n;, y
n;, elementos respectivamente), y el cluster C; posee n; elementos, la distancia, o similitud, entre ellos se
calcula como

d(ci1 ) CJ) + d(Ciz ) CJ)
2

Notemos que en este método no se tiene en cuenta el tamano de ninguno de los clusters involucrados en el
célculo, lo cual significa que concede igual importancia a la distancia d(Cj,, C;) que a la distancia d(C;,, C;).

d(C;, Cj) =

(8.5)

Ejemplo 8.3 Continuando con el ejemplo anterior, ahora tendremos:

1. Nivel K=1
Min{d(C;, C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).

2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CE) D F G
A 0
B |215 0
(C,E) | 0,775 1455 0
D | 1,07 1,04 036 0
F | 1,06 101 048 022 0
G | 156 28 1,94 204 205 0

Ahora bien, Min {d(C;,C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).
3. Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:
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A B (C,E) (D,F) G
A 0
B | 215 0
(C,E) | 0,775 1455 0
(D,F) | 1,115 1,075 0,42 0
G 1,56 283 1,94 2,045 O
En este caso, Min {d(C;,C;)} = d{(C,E),(D, F)} = 0,42, formdndose el cluster ((C, E), (D, F)).
4. Nivel K=4
La matriz de distancias en este paso es:
A B ((CE),DJF)) G
A 0
B 2,15 0
((C,E),(D,F)) | 0,945 1,265 0
G 1,56 2,83 1,9925 0
En este caso, Min {d(C;,C;)} = d{A, ((C, E), (D, F))} = 0,945, formdndose el cluster
(4, ((C,E), (D, F))).
5. Nivel K=5

La matriz de distancias en este paso es:

(A,((C.E),(D,F))) B G
(A,((C,E),(D,F))) 0
B 1,7075 0
G 1,77625 2,83 0

En este caso, Min {d(C;,C;)} = d{B, (4, ((C, E), (D
(B, (A, ((C, E), (D, F)))).

6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

,I))} = 1,7075, formdndose el cluster

(B,(A,((C,E),(D,F)))) G
(B,(A,((C,E),(D,F)))) 0
G 2,303125 0

Este serd el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
individuos.

El dendrograma asociado a este ejemplo es el de la figura 8.4

8.2.4. Estrategia de la distancia, o similitud, promedio ponderada. (unweighted

aritmethic average)

Se considera que la distancia, o similitud, entre dos clusters, viene definida por el promedio ponderado
de las distancias, o similitudes, de los componentes de un cluster respecto a los del otro.

Sea dos clusters, C; y C;; supongamos que el cluster C; estd formado, a su vez, por otros dos clusters,
Ci, y Ci,, con n;, y ny, elementos respectivamente. Sea n; = n;, + n;, el numero de elementos de C; y n;
el nimero de elementos que componen C;. Entonces, en términos de distancias (igual puede hacerse para
similitudes), la distancia promedio ponderada serfa, notando z; € C;, ;, € C;y, z;, € Ciy, z; € C
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Figura 8.4: Método del promedio no ponderado
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Niy +Niy ny

d(C;, Cj) = (nl ) Z del,xj

i=1 j=1

’I’Lzl n; 7742 n;

= g g d(xi,,x; g g d(xy,x;
17 J 129 _]
(nzl + le i1=1j5=1 TLZ + le i2=1j=1
Niy nj Nig
:— E E d(zi,, zj) + —————— E E d(ziy, xj) =
(i, + nig)ni =1 =1 (ni, + nzz MiNy =
i, Ty
= (CZUC ) (Clzvc )
nll + n’lz nzl + n’Lz

_ nild(cilacj) + nizd(clév C]) (8 6)
Niy + Niy )

con lo cual la distancia d(C;, C;) es el promedio ponderado de las distancias de cada uno de los dos clusters
previos, C;, y Cj,, con respecto al cluster Cj.

Ejemplo 8.4 Comprobar que, con la estrategia de la distancia promedio ponderada, se tiene

d(a,d) + d(a,e) +d(a, f) + d(b,d) + d(b,e) + d(b, f) + d(c,d) + d(c, e) + d(c, f)
9

Ejemplo 8.5 Siguiendo con el ejemplo tratado anteriormente, ahora tendremos:

1. Nivel K=1
Min {d(C;, C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).

2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:
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A B (CE) D F G
A 0
B |215 0
(C,E) | 0,775 1455 0
D | 107 1,04 036 0
F | 1,16 101 048 022 0
G | 156 28 194 204 205 0

Ahora bien, Min {d(C;,C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).

Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:

A B (C,E) (D,F) G
A 0
B |215 0
(C,E) | 0,775 1455 0
(D,F) | 1,115 1,075 0,42 0
G | 156 28 194 2045 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{(C, E), (D, F)} = 0,42, formdndose el cluster ((C, E), (D, F)).
. Nivel K=4

La matriz de distancias en este paso es:

A B ((CE),(D,F)) G
A 0
B 215 0
((C,E),(D,F)) | 0,945 1,265 0
G 1,56 2,83 1,9925 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{A, ((C,E), (D, F))} = 0,945, formdndose el cluster
(4, ((C, E), (D, F))).

Nivel K=5
La matriz de distancias en este paso es:
(A,((CE),(D,F)) B G
(A,((C,E),(D,F))) 0
B 1,442 0
G 1,906 283 0
En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{B, (A, ((C,E),(D, F)))} = 1,442, formdndose el cluster
(B,(4,((C.E), (D, F)))).
6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

(B,(A,((C,E),(D,F)))) G
(B,(A,((C,E),(D,F)))) 0
G 2,06

0

Este serd el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
individuos.

El dendrograma asociado a este ejemplo es el de la figura 8.5
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Figura 8.5: Método del promedio ponderado
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8.2.5. Meétodos basados en el centroide.

En estos métodos, la semejanza entre dos clusters viene dada por la semejanza entre sus centroides, esto
es, los vectores de medias de las variables medidas sobre los individuos del cluster.
Entre ellos distinguiremos dos:

1. Método del centroide ponderado, en el que los tamanos de los clusters son considerados a la hora de
efectuar los célculos.

2. Método del centroide no ponderado, o método de la mediana, en el cual los tamanos de los clusters no
son considerados.

Veamos cada uno de ellos por separado:

1. En cuanto al primero de ellos y centrdndonos en la distancia euclidea al cuadrado, supongamos que
pretendemos medir la distancia entre los clusters C; (compuesto por n; elementos) y C; (formado
a su vez por dos clusters, C;, y C;,, con n;, y n;, elementos, respectivamente). Sean m?, mh y
m los centroides de los clusters anteriormente citados (obviamente, esos centroides son vectores n
dimensionales).

Asi, el centroide del cluster C; vendra dado en notacién vectorial por:

n;, m' 4+ n;,m'?

N, + N,

m' =

cuyas componentes seran:

71 19
niy i+ iy,
Ny + Ny

mf: =1

Con ello, la distancia euclidea al cuadrado entre los clusters C; y C; vendra dada por:
Y j )\ 2 S L ong,mit 4 ng,m?? ?
d3(0j70¢)=2<m{—m;) =3 mj - T o

=1 =1 My + Ny

n i1 i2
iy my! A+ nigm

m?)? — 2m?
[( l) : Ny + iy

=1
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(nil)z(m§1)2 + (ni2)2(m§2)2 + N, Ny, (m§1)2 + N, Ny, (m§2)2

+
(nil + ni2)2

+

11\2 i2\2 o i1, %2
_nilni2(ml ) _nilni2(ml ) +2n11nl2ml my

+
(ni1 + ng, )2

il i2

i MG, My + Ny,
(m])? —2m] —+—L—"=2—L
1 Mgy + My

n
=

(nil + niz)nil (m§1)2 + (nil + ni2)ni2 (’m‘lm)2

(nh + niz)Q

_ T [(m;1)2 + (mfz)2 - 2m§1mf2] =

_ i gy (m{)Z + Ny (m?)2 gy (m;‘l)Q iy (m;‘z)Q B

1=1 nll + nlz nll + le nll + le
b ) .
—om’ g, My _ g MMy iy Ty [mh _ mzz]2 —
l n; + l n; 4+ n, 2 l l -
i1 iz i1 in  (Niy +Miy)

- Tlil TLi2

TLil TLi2
= —2—d3(Cy,, Cj) + ——*—d3(Ci,, Cj) —

d2(C;i,, C; 8.7
ni1+ni2 nil +ni2 (nil +ni2)2 2( 2) ( )

Comentario 8.2.1 Ndtese que la relacion anterior se ha establecido para el caso particular de la
distancia euclidea. No obstante, dicha relacion se sigue verificando si la distancia empleada viene
definida a partir de una norma que proceda de un producto escalar. *

Esta hipdtesis puede relajarse aun mds hasta considerar distancias que procedan de una norma que
verifique la ley del paralelogramo

[l +ylI? + [lo =yl =2 [ll=|* + [|yII*]

ya que en tales circunstancias se puede definir un producto escalar a partir de ella como

<ay>= [l +yll* —llz = ylP]

|

1Dado un producto escalar en un espacio vectorial, se puede definir la norma de un vector como la raiz cuadrada positiva
del producto escalar del vector por si mismo.
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2. Una desventaja del procedimiento anterior estriba en que si los tamafios n;, y n;, de los componentes
de C; son muy diferentes entre si, se corre el peligro de que el centroide de dicho cluster, m?, esté in-
fluenciado excesivamente por el componente con tamano superior y las cualidades del grupo pequenio
no se tengan practicamente en cuenta.

Asf la estrategia de la distancia mediana, al considerar de forma arbitraria que n,;, = n;,, provoca que
el centroide del cluster C; esté situado entre los clusters C;, y C;, vy con ello el centroide del cluster
(Cy, C;) esté localizado en el punto central o mediana del tridngulo formado por los clusters C;,, C;, v
C;.

Salvo esta diferencia, la estrategia de la distancia mediana es analoga a la anterior y, por lo tanto, goza
de sus mismas caracteristicas. Asi, si estamos hablando de distancias, la distancia entre el cluster C; y
el C; viene dada por

1
d(027C]) = [d(OZUC]) + d(Ow?O])] - 1d(0i170i2)

N | =

y si hablamos de similitudes

1

s(Ci, Cg) = 5 [s(Ciy, C5) + 5(Ciy, C)] + 1 [1 = 8(Ciy, Oy )]

[N

Notemos que una caracteristica de los métodos basados en el centroide y sus variantes es que el valor de
similaridad o la distancia asociada con los clusters enlazados puede aumentar o disminuir de una etapa a
otra. Por ejemplo, cuando la medida es una distancia, la distancia entre los centroides puede ser menor que
la de otro par de centroides unidos en una etapa anterior. Esto puede ocurrir ya que los centroides, en cada
etapa, pueden cambiar de lugar. Este problema puede llevar a que el dendrograma resultante sea complicado
de interpretar.

Ejemplo 8.6 Consideremos los siguientes individuos sobre los cuales se han medido dos variables y apli-
quemos los métodos del centroide ponderado y el de la mediana, empleando para ello la distancia euclidea al
cuadrado.

Individuo | X1 | Xo
A 10 5
B 20 | 20
C 30| 10
D 30| 15
E 51 10

Método del Centroide Ponderado.

1. Nivel 1:

La matriz inicial de distancias es

A B C D E

0
325 0
425 200 O

500 125 25 O
50 325 625 650 O

s#EOoQ®E»

A la vista de esta matriz se unen los individuos C' y D. El centroide del cluster (C, D) es (30,12,5).

2. Nivel 2:

La matriz de distancias en este paso es
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A B (CD) E
A 0
B 325 0

(C,D) | 456,25 156,25 0
E 50 325 631,25 0

uniéndose en este nivel los individuos A y E. El centroide del cluster (A, E) es (7,5,7,5).

3. Nivel 3:

La matriz de distancias en este nivel es

(A,E) B (G,D)
(ALE) [ 0

B | 3125 0
(C,D) | 531,25 156,25 0

En este nivel se unen los clusters (C, D) y B. El centroide del cluster (B,C, D) es (26,66, 15).

4. Nivel 4:

La matriz de distancias en este nivel es

(A,E) (B,C,D)
(A.E) 0
(B,C,D) | 423,35 0

completdndose asi la jerarquia. El centroide es el punto (19,12).

El dendrograma asociado es el de la figura 8.6

Figura 8.6: Método del centroide ponderado
A E C D B

- IO | S —

156,25 - =~ === = cmm e f

42335 --------=--=--~

Centroide Ponderado

Método de la mediana.
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1. Nivel 1:

La matriz inicial de distancias es

A B C D E

0
325 0
425 200 O

500 125 25 O
50 325 625 650 O

EoQws

A la vista de esta matriz se unen los individuos C' y D. El centroide del cluster (C, D) es (30,12,5).
2. Nivel 2:

La matriz de distancias en este paso es

A B (CD) E
A 0
B 325 0
(C,D) | 456,25 156,25 0
E 50 325 631,25 0

uniéndose en este nivel los individuos A y E. El centroide del cluster (A, E) es (7,5,7,5).
3. Nivel 3:

La matriz de distancias en este nivel es

(AJE) B (C,D)
(AE)| 0

B | 3125 0
(C,D) | 531,25 15625 0

En este nivel se unen los clusters (C, D) y B. El centroide del cluster (B,C, D) es (25,16,25).
4. Nivel 4:

La matriz de distancias en este nivel es

(AE) (B,C,D)
(AE) 0
(B,C,D) | 382,31 0

completdndose asi la jerarquia. El centroide es el punto (16,25,11,875)

El dendrograma asociado es el de la figura 8.7

8.2.6. Método de Ward.

El método de Ward es un procedimiento jerarquico en el cual, en cada etapa, se unen los dos clusters
para los cuales se tenga el menor incremento en el valor total de la suma de los cuadrados de las diferencias,
dentro de cada cluster, de cada individuo al centroide del cluster.

Notemos por

= mfj al valor de la j—ésima variable sobre el 1—ésimo individuo del k—ésimo cluster, suponiendo que
dicho cluster posee ny individuos.

k

» mF al centroide del cluster k, con componentes m;.
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Figura 8.7: Método de la mediana
A E C D B

o J ...... |
o
156,26 |-~ <~ oo
382,81 f - ccm e
Mediana

= F}. ala suma de cuadrados de los errores del cluster k, o sea, la distancia euclidea al cuadrado entre
cada individuo del cluster k a su centroide

ng n ng n n
Ek - Z Z(Z’” B m?)z = ZZ(xlj)z - Nk Z(m§)2
=1 j=1 i=1 j=1 j=1

= F alasuma de cuadrados de los errores para todos los clusters, o sea, si suponemos que hay h clusters
h
E=) E
k=1

El proceso comienza con m clusters, cada uno de los cuales estd compuesto por un solo individuo, por
lo que cada individuo coincide con el centro del cluster y por lo tanto en este primer paso se tendrd E =0
para cada cluster y con ello, F = 0. El objetivo del método de Ward es encontrar en cada etapa aquellos dos
clusters cuya unién proporcione el menor incremento en la suma total de errores, F.

Supongamos ahora que los clusters C}, y C; se unen resultando un nuevo cluster C;. Entonces el incremento
de E serd

= DD @) = ey (mf)?| = [P0 (@) —mp Y (m)P| | DD (@) —ng Yy (m))?| =
i=1j=1 j=1 i=1 j=1 J=1 i=1 j=1 Jj=1
=y y_(m5)* gy (m)* —ne Y (m})”
Jj=1 j=1 j=1
Ahora bien

de donde
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y como

se tiene

n?(mé)Q = np(np + nq)(m§)2 + ng(ny + nq)(m?)2 - npnq(m§ —mj)?
Dado que ny = n, + ny, dividiendo por n? se obtiene

2 _ Mpo opyva Mg, g2 Tlg, p  q\2
(mj) ey (mj) + Ty (mj) n? (mj mj)
con lo cual se obtiene la siguiente expresiéon de AE,,:
- - " n n Nnpn,
o Y4 S = 3 2R+ S = 2
j=1 j=1 j=1 t
n n n n n.n
AByy =y 3 (m8) g D (m)? = my S () =g D)+ TSl —
j=1 j=1 j=1 j=1 toi=1

n
_ NpNg p q\2
— TtZ(mj —mj)
J=1

Asi el menor incremento de los errores cuadréticos es proporcional a la distancia euclidea al cuadrado de
los centroides de los clusters unidos. La suma E es no decreciente y el método, por lo tanto, no presenta los

problemas de los métodos del centroide anteriores.
Veamos, para finalizar, como se pueden calcular los distintos incrementos a partir de otros calculados con

anterioridad.
Sea C} el cluster resultado de unir C, y C,; y sea C,. otro cluster distinto a los otros dos. El incremento

potencial en E que se produciria con la unién de C, y C; es

n
NNy .
AE,; = ———" E (mj — m§)2
Ny + Ny =

Teniendo en cuenta que

. npm§+nqmg-

mt= P23 45

J Ny

ne = Np+nyg

y la expresion

t\2 _ M, pyv2 Mg, g2 TMpllg, p q\2
m;)” = — + — F—m
(m)? = 2 m)? 4 20 m)? — P2 (o — )

se deduce
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Np P\2 q a2 Nplg, p q\2
—n*t(mg—mj) +,7t(m§_mj) T (mjj —mj)
con lo cual
O p—
AE,, = —" 1 Zm —mt)? =
rt nr"’nt j:1( 7 ])
n
Ny Tpor _oom2, " av2  TTq o pgy2| _
nr—i—nt =1 |:nt(m] mJ) +nt(m] mj) n? ( 7 mj):|
. NNy NpNyn -
rTp r P2 qMr r a\2 rTpllq p a2
_ = S g gy VS e
n,. + ny ,:1( J ;) nr—|—ntj:1( J ) nt(nr+nt)j:1( ! )
n
= S (] — )P g~ m)? — P )2 =
nr+ntj=1 J J J J np+ng J

1
= T, (M +1p) AEp + (0 + ng) AErg — 1 AEp,]

Al igual que en los anteriores métodos del centroide se puede demostrar que la relacién anterior se sigue
verificando para una distancia que venga definida a partir de una norma que proceda de un producto escalar
o que verifique la ley del paralelogramo.

Ejemplo 8.7 Veamos cédmo funciona este procedimiento en el caso de 5 individuos sobre los cuales se miden
dos variables. Los datos son los siguientes

Individuo | X1 | X9
A 10 5
B 20 | 20
C 30| 10
D 30| 15
E 51 10

Nivel 1

En este primer paso hemos de calcular las (g) = 10 posibles combinaciones.
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Particion Centroides By E AFE
(A,B),C,D,E | Cap = (15,12,5) Eap = 162,5 162,5 | 162,5
) ) ) ) ) ) EC — ED — EE — 0 ) )
B Eac =2125
(A,C),B,D,E | Cac = (20,7,5) Eo e By = By —0 | 2125|2125
_ Eap = 250

(A,D),B,C,E | Cap = (20,10) Eor o= Ep—o |20 |250

(A,E),B,C,D | Cag = (7.5,7,5) Eap =125 25 |25

) ) ) ) b ) EB — EC — ED — O

B Epc = 100

(B,C),A,D,E | Cpc = (25,15) Fhe By — Ey—o | 100 | 100
B Epp = 62,5

(B,D),A,C,E | Cpp = (25,17,5) | 7 p "0 o 1625 625
B Epp = 162,5

(B,E),A,C,D | Cgp = (12,5,15) B B = By —q | 16251625
B Ecp =125

(C,D),A,B,E | Cop=(30,12,5) | 07 "p " o (1125 | 125
B . Ecp = 3125

(C,E),A,B,D | Ccp = (17,5;10) Eae By — By —0 | 31253125
B , Epp = 325

(D,E),A,B,C | Cpp = (175,125) | 7 57 o 1325 | 325
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de donde se deduce que en esta etapa se unen los elementos C y D. La configuracion actual es (C, D), A, B, E.

Nivel 2

A partir de la configuracion actual tomamos las (

de donde se deduce que en esta etapa se unen los elementos A y E. La configuracion actual es

4

2

) = 6 combinaciones posibles.

Particion Centroides Ey E AE
(A,C,D),B,E | Cacp = (23,33,10) Eacp =316.66 1 16 66 | 504 16
Ep=Ep=0
~ Epcp = 116,66
(B,C,D),A,E | Cpep = (26,66,15) B By =0 116,66 | 104,16
B Ecpr = 433,33
(C,D,E), A,B | Copp = (21,66,11,66) | 077 o "70% | 433,33 | 420,83
Eap = 1625
Cap = (15,12,5) b
(4,B),(C,D), B | ¥~ (30.12.5) Ecp =125 175 162,5
Ep =0
Eag =25
CAE = (7757 775) _
(4,8),(CD),B | 7"~ (30.12.5) Ecp =125 37,5 |25
Ep=0
B Epp = 1625
(B,E),(C,D), A Upr = (12,5,15) Ecp =125 175 162,5
Ceop = (30,12,5) e
A =

(A, E),(C,D),B.

Paso 3

A partir de la configuracion actual tomamos las (

3
2

) = 3 combinaciones posibles.
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Particion Centroides Ey, E AFE
(A,C,D,E),B | Cacpr = (18,75,10) Eacpp = 568,75 568,75 | 531,25

Ep =0
Cape = (11,66,11,66) | Eapp = 233,33
(A B, E),(C.D) | o7 (30,12,5) Fop =125 2458 | 208,3
CAE = (7a57 775) EAE =25
(A.E),(B.C.D) | 2" " o6 66, 15) Eoep — 11666 | 141,66 | 10416

de donde se deduce que en esta etapa se unen los clusters B y (C, D). La configuracion actual es
(A, E),(B,C,D).
Paso 4

FEvidentemente en este paso se unirdn los dos clusters existentes. Los valores del centroide y de los
incrementos de las distancias serdn los siguientes

Particion Centroide F AFE
(A,B,C,D,FE) | Capcpr = (19,12) | 650 | 508,34

El dendrograma asociado es el de la figura 8.8

Figura 8.8: Método de Ward

125k - o oo e e L 1
25 |- | it
10416 ----------- -+ pooo -
508.34 F---------o
Ward

8.3. Foérmula de recurrencia de Lance y Williams.

A continuacién vamos a exponer una expresion debida a Lance y Williams en 1967 que intenta aglutinar
todos los métodos anteriores bajo una misma férmula. Concretamente la expresion que dedujeron dichos
autores proporciona la distancia entre un grupo K y otro grupo (I, J) formado en una etapa anterior por
la fusién de dos grupos. Obviamente dicha expresion tiene importantes aplicaciones desde el punto de vista
computacional ya que permite una reducciéon considerable en los calculos.

La féormula en cuestion es la siguiente

d(K,(1,J)) =ard(K,I)+ ayd(K,J)+ Bd(I,J) +~|d(K,I) — d(K,J)|
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De esta manera el cdlculo de las distancias entre grupos usadas por las técnicas jerarquicas descritas
anteriormente son casos particulares de la expresion anterior, para una elecciéon conveniente de los pardmetros
ag, ay, By ~y. Algunos de estos coeficientes han sido ya deducidos en la descripcién de los métodos anteriores
(métodos del promedio ponderado y no ponderado, método del centroide, método de la mediana y método
de Ward).

Veamos ahora cémo el método del amalgamamiento simple y el del amalgamamiento completo pueden
ser también englobados bajo esta filosofia.

Amalgamamiento simple

Supongamos que en una etapa se dispone de un cluster C; y de otro C; que es fruto de la unién de
otros dos clusters, C;, y C;, en una etapa anterior. El método del amalgamamiento simple determina que la
distancia entre ambos clusters se establece como la menor distancia existente entre los elementos de ambos
clusters; evidentemente, al estar constituido el cluster C; por otros dos clusters C;, y C;,, dicho criterio
equivale a calcular el minimo de las distancias entre el cluster C; y C;, y entre C; y C,. Teniendo en cuenta
la siguiente igualdad (de fécil comprobacién)

1 1
Min(a, b) = §(a+b) — §|a7 bl

se tiene

d(Cy,C;) = Min{d(Cj, C;,),d(C;, Cy,) } =

1 1 1
= §d(CJ7 Ch) + id(CJ’ Clz) - §|d(CJ’ 021) - d(CJ’ Clz)|

que corresponde a la expresiéon anterior con

ar=oy =g ; f=0; v=—3

Amalgamamiento completo

En las mismas hipétesis que en el caso anterior y usando la expresién

1 1
Max(a,b) = §(a+b) + §|a— b|

se tiene para el método del amalgamamiento completo

d(Cj, C;) = Max {d(C}, C;, ), d(C;, Cy, ) } =

1 1 1
= 5d(C5,Cy) + 5d(Cy, Ci) + 51d(C, Co,) = d(C, Cy)
que corresponde a la férmula de Lance y Williams con

1 1

ar=a;=g =0 ; T=5

Extrayendo los resultados obtenidos en apartados anteriores para otros procedimientos se puede compro-
bar la validez de la formula de recurrencia para dichos pardmetros. Concretamente:

1. Método del promedio no ponderado

1
ap=ay=5; f=v=0
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2. Método del promedio ponderado

Lz Ny

ap=——"— 3 ag=—-—""— 3 Bf=7=0
ZH + Ty T4y + TNy
3. Método del centroide
Para la distancia euclidea al cuadrado se tiene
nil Tliz
ap=—r— 3 ag=—F1—; f=-aja; ; v=0
Ny + Ny Ny + Ny
4. Método de la mediana
1 1
—a; =~ = =0
oy ag 2 ) ﬂ 4 .
5. Método de Ward
Para la distancia euclidea al cuadrado se tiene
L L R e 1 R O R
nil —+ TLiQ —+ le Tlil —+ 77,1'2 + nj n,;l + 7’1,1'2 —+ nj

8.4. Meétodos Jerarquicos Disociativos.

Como se comento6 en la introduccién de este capitulo, los métodos disociativos, constituyen el proceso
inverso a los aglomerativos. Comienzan con un conglomerado que engloba a todos los casos tratados y, a
partir de este grupo inicial, a través de sucesivas divisiones, se van formando grupos cada vez menores. Al
final del proceso se tienen tantas agrupaciones como casos han sido tratados.

En cuanto a la clasificacién de estos métodos se puede decir que la filosofia de los métodos aglomerativos
puede mantenerse para este otro tipo de procedimientos en lo que concierne a la forma de calcular la
distancia entre los grupos, si bien, como es légico, al partir de un grupo tnico que hay que subdividir, se
seguird la estrategia de maximizar las distancias, o minimizar las similaridades, puesto que buscamos ahora
los individuos menos similares para separarlos del resto del conglomerado.

Esta clase de métodos son esencialmente de dos tipos:

1. Monotéticos, los cuales dividen los datos sobre la base de un solo atributo y suelen emplearse cuando
los datos son de tipo binario.

2. Politéticos, cuyas divisiones se basan en los valores tomados por todas las variables.

Esta clase de procedimientos es bastante menos popular que los ascendentes por lo que la literatura sobre
ellos no es muy extensa. Una cuestién importante que puede surgir en su desarrollo es el hecho de cudndo
un cluster determinado debe dejar de dividirse para proceder con la division de otro conglomerado distinto.
Dicha cuestién puede resolverse con la siguiente variante expuesta por MacNaughton-Smith en 1964 y que
estd concebida para aquellas medidas de asociacién que sean positivas.

Dicho procedimiento comienza con la eliminacién del grupo principal de aquel individuo cuya distancia
sea mayor, o cuya similaridad sea menor, al cluster formado por los restantes individuos, tomando como base
para calcular dichas distancias o similaridades cualquiera de los procedimientos anteriormente descritos en
los métodos ascendentes. Asi se tiene un cluster unitario y otro formado por los restantes individuos.

A continuacién se anadird al cluster unitario aquel elemento cuya distancia (similaridad) total al resto
de los elementos que componen su actual cluster menos la distancia (similaridad) al cluster anteriormente
formado sea méxima (minima). Cuando esta diferencia sea negativa dicho elemento no se afiade y se repite
el proceso sobre los dos subgrupos.
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Ejemplo 8.8 Retomemos la matriz de distancias del ejemplo 8.1
El método de cdlculo de las distancias serd la del método del amalgamamiento simple. (Se propone como
ejercicio el empleo de los otros tipos de estrategia).

A B C D E F G
0

215 0

0,7 153 0

1,07 1,14 043 0

0,85 1,38 021 029 0

1,16 1,01 055 0,22 041 0
1,56 2,83 1,86 2,04 2,02 2,05 0

QEEgQwE >

Paso 1

Las distancias de cada individuo al cluster formado por el resto es

0,7

1,01
0,21
0,22
0,21
0,22
1,56

QEEDTQ®E >

por lo que el individuo empleado para comenzar la division serd el individuo etiquetado G (notemos que ahora
el criterio que se sigue es mazimizar la distancia). Tenemos con ello dos clusters, (G) y (A,B,C,D,E,F).

Paso 2

A continuacion calculamos la distancia de cada individuo del cluster principal al resto, la distancia de
cada individuo de dicho grupo al nuevo cluster formado asi como la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster
A 0,7 1,56 —0,86
B 1,01 2,83 —1,82
C 0,21 1,86 —1,65
D 0,22 2,04 —1,82
E 0,21 2,02 —1,81
F 0,22 2,05 —1,83

A la vista de estos resultados es obvio que ningin elemento se anadird al cluster anterior, por lo que
procede comenzar con la division del grupo principal, empezando por el individuo B. Tenemos asi la division
(G), (B) (A,C,D,E,F).

Paso 3

Volvemos a calcular la distancia entre cada individuo del cluster (A,C, D, E, F) asi como la distancia de
cada individuo de dicho grupo al nuevo cluster formado y la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

A 0,7 2,15 —1,45

C 0,21 1,53 -1,32

D 0,22 1,14 —0,92

E 0,21 1,38 -1,17

F 0,22 1,01 —0,79
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de donde se deduce que ningin individuo se anadird al nuevo cluster formado. Ahora se empezard a dividir

el cluster (A,C,D, E, F) por el individuo A.

Paso 4

Calculamos la distancia entre cada individuo del cluster (C, D, E, F) asi como la distancia de cada indi-

Métodos Jerarquicos de Anélisis Cluster.

viduo de dicho grupo al nuevo cluster formado y la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

C 0,21 0,7 —0,49

D 0,22 1,07 -0,85

E 0,21 0,85 —0,64

F 0,22 1,16 —0,94

Ningin elemento se anadird al cluster formado por el individuo A. Elegimos ahora el individuo D (tam-
bién podiamos haber elegido el F').

Paso 5

Calculamos la distancia entre cada individuo del cluster (C, E, F) asi como la distancia de cada individuo
de dicho grupo al nuevo cluster formado y la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

C 0,21 0,43 —0,22

E 0,21 0,29 —0,08

F 0,41 0,22 0,19

A la vista del resultado anterior se tiene que el individuo F se suma al individuo D. Vemos si algun otro

individuo se une

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

C 0,21 0,43 —0,22

E 0,21 0,29 —0,08

con lo cual no se anade ningun individuo.
Paso 6

El proceso se sequiria ahora descomponiendo los dos clusters que quedan, a saber, (D, F) y (C,E), em-
pezando con el primero de ellos pues es el que mds distancia presenta entre sus elementos.

Las técnicas monotéticas son generalmente empleadas cuando los datos son de tipo binario. Ahora la
division se inicia en aquellos individuos que poseen y aquellos que no poseen algin atributo especifico.
Teniendo en cuenta este criterio, para un conjunto de datos con m variables binarias hay m divisiones
potenciales del conjunto inicial, m — 1 para cada uno de los dos subgrupos formados y asi sucesivamente; de
ello se deduce que hay que determinar algin criterio para elegir la variable sobre la cual se va a proceder a
la division.

El criterio que suele ser méas usual es el basado en los estadisticos del tipo x? obtenidos a partir de la
tabla de doble entrada para cada par de variables

s (ad — bc)®’N
Xk = a5 0)(a+ )b +d)(c + d)

y tomar la variable k tal que Z ka sea MAaximo.
i#k
Otros criterios alternativos pueden ser
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Maxz \/E

MaXZ |ad — be|

Max Z(ad — be)?

Por ejemplo consideremos el siguiente ejemplo en el cual se tienen 5 individuos sobre los cuales se miden
tres variables de tipo binario

O R~ Pk O
>

O = ==
o

—_ o~ O
e

Calculemos primero los estadisticos x? para cada par de variables. Por ejemplo, para las variables X; y
X5 se tiene

XQ\Xl 1 0| Total
1 3 1 4
0 0 1 1
Total |3 2 5
de donde
45
2
= — =1,875
X12 24 )
Asimismo x?%; = % =222y x3 = % = 0,83. Ahora, aplicando el criterio MaxZX?k, se tiene

Jj#k
XT2 + X35 = 4,09
X%2 + X%B =27
XT3 + X33 = 3,05

de donde la divisién se basara en la determinacién de quien posee la caracteristica asociada a la variable X
y quien no, obteniéndose asi los dos clusters (2, I3, 14) v (11, I5). De forma sucesiva se seguirfa aplicando
este criterio a ambos subgrupos.

8.5. La matriz cofenética. Coeficiente de correlacion cofenético.

Los métodos jerarquicos imponen una estructura sobre los datos y es necesario con frecuencia considerar
si es aceptable o si se introducen distorsiones inaceptables en las relaciones originales. El método mas usado

para verificar este hecho, o sea, para ver la relacién entre el dendrograma y la matriz de proximidades

- : » » . . n(n—1)
original, es el coeficiente de correlacién cofenético, el cual es simplemente la correlacién entre los ——=

elementos de la parte superior de la matriz de proximidades observada y los correspondientes en la llamada
matriz cofenética, C, cuyos elementos, c;;, se definen como aquellos que determinan la proximidad entre los
elementos ¢ y j cuando éstos se unen en el mismo cluster.

Asi, si tras el empleo de varios procedimientos cluster distintos, éstos conducen a soluciones parecidas,
surge la pregunta de qué método elegiremos como definitivo. La respuesta la da el coeficiente cofenético,
yva que aquel método que tenga un coeficiente cofenético més elevado serd aquel que presente una menor
distorsién en las relaciones originales existentes entre los elementos en estudio.

Ejemplo 8.9 Culculemos las matrices cofenéticas y los coeficientes de correlacion cofenéticos asociados a
los ejemplos 8.1 a 8.5
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1. Método del amalgamamiento simple

A B C D E F G
0

1,01 0

07 10l 0

0,7 101 029 0

0,7 1,01 021 029 0

0,7 101 0,29 022 029 0
1,56 1,56 1,56 1,56 1,56 1,56 0

QEHEHgQ®E >

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.911438774

2. Método del amalgamamiento completo

A B C D E F G

0
283 0
1,16 283 0

1,16 2,83 055 0

1,16 2,83 021 055 0

1,16 283 055 022 055 0
2,05 2,83 2,05 2,05 2,05 205 0

QEoEHgQ®E >

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.788405653

3. Método de la distancia promedio no ponderada

A B C D E F G
A 0

B| 1,7075 0

C| 0945  1,7075 0

D| 0945  1,7075 0,41 0

E| 0945  1,7075 0,21 0,41 0

F| 0945  1,7075 0,41 0,22 0,41 0

G | 2,303125 2,303125 2,303125 2,303125 2,303125 2,303125 0

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.911167777

4. Método de la distancia promedio ponderada

A B C D E F G
0

1,442 0

0,045 1,442 0

0,045 1,442 042 0

0,045 1,442 021 042 0

0,045 1,442 042 0,22 042 0
2,06 2,06 206 2,06 206 206 O

QEEgQ®E >

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.911359728
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8.6. El problema del nimero de clusters a determinar.

Con frecuencia, cuando se emplean técnicas clusters jerarquicas, el investigador no esta interesado en
la jerarquia completa sino en un subconjunto de particiones obtenidas a partir de ella. Las particiones se
obtienen cortando el dendrograma o seleccionando una de las soluciones en la sucesién encajada de clusters
que comprende la jerarquia.

Desafortunadamente este paso fundamental estd entre los problemas que todavia no estdn totalmente
resueltos. Entre las razones méas importantes que se pueden citar para que dicho problema siga siendo un
campo abierto estan las siguientes:

1. La inexistencia de una hipétesis nula apropiada.

En efecto, la dificultad para crear una hipdtesis nula operativa radica en la falta de una definicién clara
y comprensiva de lo que significa no estructura en un conjunto de datos. El concepto de no estructura
(que podfa ser una posible hipdtesis nula) estd bastante lejos de ser clara, lo cual conlleva a no saber
qué tipos de contrastes hay que desarrollar para determinar si una determinada estructura esta presente
o no en el conjunto de datos. Dubes y Jain (1980) comentan sobre este hecho lo siguiente:

... el rechazo de la hipétesis nula no es significativo porque no han sido desarrolladas hipdtesis
alternativas significativas; todavia no existe una definicién util y préactica de estructura
cluster, matematicamente hablando.

2. La naturaleza compleja de las distribuciones muestrales multivariantes.

Igualmente intratable es el problema de la mixtura de las distribuciones muestrales multivariantes en
el andlisis de datos reales. Aunque son muchos los aspectos conocidos y desarrollados acerca de la
distribucién normal multivariante, no es ni esperable ni razonable que los datos que se manejen en
estos estudios obedezcan a dicha ley, sino que existirdn mixturas de diversas distribuciones muestrales
que pueden ser incluso desconocidas.

Las soluciones propuestas a estas cuestiones han sido multiples. En algunos campos de aplicacién, como
puede ser algunos tipos de investigaciones en las ciencias bioldgicas, el problema de determinar el nimero
de clusters no es un tema que parezca excesivamente importante ya que el objetivo puede ser simplemente
explorar el patrén general de las relaciones existentes entre los individuos objeto de estudio, lo cual puede ser
observado a partir del dendrograma. Sin embargo hay campos de aplicacion en los cuales se pretende ir més
lejos en el estudio y obtener una clasificacién de los individuos lo mas realista posible, lo cual conlleva tener
que estudiar con més énfasis el problema del nimero de clusters a determinar. Esta cuestién ha motivado la
aparicién de multiples reglas. Algunas de estas reglas son simples métodos heuristicos, otras estan basadas en
contrastes de hipdtesis formales, los cuales han sido desarrollados al amparo de la hipdtesis de la existencia
de una determinada distribucién muestral (casi siempre la normal multivariante), mientras que otros son
procedimientos asimismo heuristicos pero que extraen la filosofia de los contrastes existentes en poblaciones
normales. A continuacién vamos a citar algunas de estas reglas, si bien hay que decir que son muchisimos
los procedimientos que en los ultimos anos han sido desarrollados, con frecuencia orientados a técnicas
particulares.

e La primera técnica que podemos citar se basa simplemente en cortar el dendrograma de forma subjetiva
tras visualizarlo. Obviamente este procedimiento no es nada satisfactorio puesto que estd generalmente
sesgado por la opinién que el investigador posee sobre sus datos.

e Un método més formal, pero asimismo heuristico, se basa en representar en una gréafica el nimero de
clusters que se observan en los distintos niveles del dendrograma frente a los niveles de fusién a los que los
clusters se unen en cada nivel. La presencia de una pendiente poco pronunciada sugiere que la siguiente unién
de clusters no aporta apenas informacién adicional sobre la aportada en el nivel anterior. Este método, por
lo tanto, se basa en la existencia de pequenos saltos o discontinuidades en los niveles de fusién.

e Mojena (1977) siguié con la idea de estudiar los saltos relativos en los valores de fusién y sugirié otro
procedimiento heuristico bastante divulgado y que ha sido fuente de bastantes investigaciones posteriores.
En su método se compara el valor de fusién de cada etapa con el promedio de los valores de fusién sumado
con el producto de una cierta constante por la cuasidesviacion tipica de los valores de fusiéon. Cuando un
valor de fusién supera dicha cantidad se concluye que el nivel precedente es el que origina la soluciéon éptima.
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Mojena sugirié que el valor de la constante debia de estar comprendido en el rango de 2.75 a 3.50 si bien
Milligan, en 1985, tras una detallada investigacién de valores en funcién del nimero de clusters, establece
que el valor éptimo para dicha constante debe ser 1.25.

e Beale en (1969) propuso el uso de un contraste basado en la distribucién F de Snedecor para contrastar
la hipétesis de la existencia de cy clusters frente a la existencia de ¢y clusters, siendo ¢ > ¢;. Para ello se
consideran la suma, para cada particién, de las desviaciones cuadréticas medias de los elementos de cada
cluster a su centroide, llamémoslas DCy y DCy:

Cl1 N4

1 _
DCy = fzz || —$i||2
L R
1 C2 Ny
DCy = —— "> " ||lzi; — =l
L e

donde se ha supuesto que el cluster t—ésimo posee n; elementos y n es el total de la muestra. El estadistico
considerado es

DCy — DCy
DCYy

2
(o) (3) -
n — Cco C1

Un resultado significativo indica que la division en ¢y clusters representa una mejoria frente a la divisién
en c; clusters. Notemos que este contraste no impone ninguna distribucién concreta de la muestra.

Los siguientes métodos que vamos a comentar ahora proceden en su mayoria de la abstraccién de proce-
dimientos inherentes en su mayoria al andlisis multivariante paramétrico. Para su desarrollo, definimos las
siguientes matrices:

F(p(ca —c1),p(n —c2)) =

ng

k
T=>"> (i =7z —7)

i=1 j=1

ko n;
W = Z Z(:EU — ) (zij — T)

i=1j=1

’

k
B= Zni(@ —T)(T; — T)

Estas matrices representan, respectivamente, la dispersion total de todos los individuos respecto de su
centroide, la suma de las dispersiones en cada grupo (desviacién intra clusters) y la dispersién entre los
grupos (desviacién entre clusters). Asimismo k representa el nimero total de clusters y n es el tamafio total
de la muestra (n =nq + -+ ng).

Se puede comprobar que se cumple la igualdad T" = W + B. Dicha igualdad es la extensién al caso
multivariante de la conocida descomposicion de la variabilidad del andlisis de la varianza de una via. Para
fijar ideas y particularizando al caso unidimensional, es obvio que en tales circunstancias un criterio légico
para determinar el nimero de clusters seria elegir aquella particién que tuviera el menor valor en la desviacién
intra-clusters o, equivalentemente, el mayor valor en la desviacion entre-clusters.

Siguiendo con esta idea se puede extender dicha situacién al caso multivariante, si bien el empleo de las
matrices antes resenadas no hace tan inmediata dicha extension. Por ello surgen diversos procedimientos,
entre los cuales podemos citar los siguientes:

1. Minimizacion de la traza de W.

Esta es la extensién mas inmediata al criterio anteriormente comentado para el caso unidimensional.
Evidentemente esto es equivalente a minimizar la suma de los cuadrados de las distancias euclideas
entre cada individuo a la media del cluster al que ha sido asignado.
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Hay que hacer notar que este criterio esta implicito en diversos métodos no jerarquicos que seran
descritos en el capitulo siguiente, como el de Forgy, Jancey y el de las k-medias, asi como, dentro de
los métodos jerarquicos, el de Ward.

Notemos asimismo que como T = W + B, entonces tr[T] = tr[W] + tr[B], por lo que minimizar la
traza de W equivale a maximizar la traza de B ya que, sea cual sea la configuracién de clusters que se
establezca, la matriz T no varia y, por tanto, tampoco su traza.

2. Minimizacién de k%|W|.

Marriot en 1971 sugiere el empleo de k?|W |, tomandose el valor de k tal que haga esa cantidad minimo.

3. Minimizacién del determinante de W.

En el andlisis de la varianza multivariante de una via (MANOVA) son diversos los criterios empleados
basados en la distribuciéon de la razén de verosimilitudes. Entre ellos destaca el criterio de Wilks, el
cual considera el cociente

L L
T|  |W+ B|

rechazandose la hipotesis nula de igualdad de las medias poblacionales si ese cociente es menor que un
valor predeterminado o, lo que es equivalente, si el cociente

1T
W

es mayor que un determinado valor.

Es evidente que en nuestro ambiente no podemos aplicar este contraste ya que carecemos de las hipdtesis
de normalidad multivariante, pero se puede abstraer la filosofia de dicho contraste y aplicarlo para
nuestros propositos, lo cual no deja de ser un método puramente heuristico. Asi pues y puesto que
para todas las particiones de los individuos en k grupos la matriz T" permanece constante, Friedman y
Rubin sugirieron en 1967 la maximizacién de dicho cociente, lo cual equivale a la minimizacién de |WW].

4. Maximizacién de la traza de BW 1.

Siguiendo con la misma idea anterior, otro de los criterios que se pueden aplicar en el andlisis de la
varianza multivariante de una via es el debido a Lawley y Hotelling, quienes proponen el empleo del
estadistico

tr[BW 1]

siendo rechazada la hipétesis nula cuando dicha traza supere un cierto valor impuesto de antemano.
En nuestro caso, y siempre abstrayendo la filosofia del criterio expuesto, debemos seleccionar aquella
particién que produzca la maximizacion de esa traza.

5. Por otro lado, Calinski y Harabasz (1974) proponen el estadistico

tr[B]

k—1

tomando como numero éptimo de clusters aquel que produzca el mayor valor de C.
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