Capitulo 5

Analisis de Correspondencias Simple.

Supongamos una Tabla Estadistica del tipo Tabla de Contingencia. En este tipo de tabla se miden
frecuencias (en principio, hoy dia se consideran también tablas de contingencia més generales en este sentido),
es decir, nimero de individuos k;; pertenecientes a la clase ¢ de la caracteristica I y a la clase j de la
caracteristica .JJ. Tanto I como J clasifican o particionan una misma poblacién. La tabla bruta inicial, pues,
es del tipo (k;;).

Como ocurre en general con cualquier tipo de tabla, (de contingencia, de rangos, de medidas, booleanas,
etc), la Tabla bruta inicial debe ser transformada adecuadamente, teniendo en cuenta su naturaleza y carac-
teristicas, de manera que se transforme en otra sobre la que las nociones y métodos generales del Analisis
Factorial General puedan ser aplicados y sean ttiles para analizar la tabla respectiva.

En una tabla de contingencia, por otra parte, no tiene sentido distinguir entre wariables e individuos.
Aqui ambos juegan un papel simétrico.

5.1. Transformacién de una Tabla de Contingencia Bruta.
Dada una tabla de contingencia, con elementos k;;, podemos escribirla asi:

Modalidad J

1 .« .. ] .« .. p
. .
Modalidad T :
(3 kij
n

Consideramos la tabla transformada siguiente, llamada a veces tabla o matriz de correspondencias:

Modalidad J

1
Modalidad T | . kis
z e P ? fl-
n .
Total fj 1
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fij = k?” (5.2)
p P ki
fz—Zfzj:Zf (53)
=1 j=1
n n ki
fi=Y gy =t (5.4
1=1 =1

Nota: La razén, en principio, de introducir la nueva tabla transformada es la siguiente: Supongamos una
tabla de contingencia bruta, inicial, en la que, por ejemplo, un punto—fila sea:

(783,1114,387,4052,497, 1464, 525, 387)

que constituye el reparto de 9209 individuos en 8 categorias, y supongamos que, respecto de esas mismas
ocho categorias, se reparten 583 individuos, obteniéndose otro punto-fila:

(65,43, 21,294, 79, 57, 18, 6)

Si calcularamos la distancia euclidea entre estos dos puntos-fila, su valor no haria mas que confirmar la
gran diferencia de efectivos que hay en los puntos-fila considerados; pero no mediria la distancia entre los dos
tipos de comportamiento que se reflejan en dichas filas. Habria, pues, que hacer una transformacién sobre
los datos brutos iniciales, k;;, de manera que se eliminara el efecto de los efectivos totales de cada fila. Y lo
mismo cabria decir de las columnas (puntos-columna). No olvidemos que en una tabla de contingencia, filas
y columnas juegan un papel simétrico. Aqui no hay columnas-variables y filas-individuos, como por ejemplo
en las Tablas de Medidas tratadas por Analisis de Componentes Principales.

5.2. Nubes de puntos en R” y en R".

En primer lugar, insistamos en que aunque aqui no tiene sentido distinguir entre filas y columnas desde
el punto de vista de la naturaleza de la tabla de contingencia, nos vamos a colocar en la situacién general
de una matriz de datos, n X p, supuesto entonces que hemos fijado las filas (n) y las columnas (p).

Con objeto de eliminar, como antes deciamos, el efecto de los efectivos totales, definimos los Perfiles-fila
y Perfiles-columna. Estos perfiles se definen asi:

Perfiles-fila: { <J;”> ii=1,..., p} afectados de masas f;.. Hay, pues, n perfiles-filas, cada uno afectado

(3 7

de la masa f;. respectiva (i =1,...,n).
Perfiles-columna: { (?J) i=1,... ,n} , donde la masa de cada perfil es f.;.
-j j
Tenemos pues las siguientes Tablas Transformadas de perfiles:

1 -~ j - p [Masas
TR TR 7
L 7. Ao
! fi- - fi- fz-
fu o fs | w
" I |
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Tabla de Perfiles-Fila

1 PRI j p
YT
f1 £ Fa
f-l f~j f-p
Fa ot fw
" h £ L
Masas | f1 - fj - fop

Tabla de Perfiles-Columna
Asi pues, existen dos nubes de puntos: una constituida por n puntos en RP de coordenadas:

fa fo fafp> -
<fi-’ fi-’ ’fi»7 7fi- ;2 17"'5” (55)

y la otra constituida por p puntos en R™ de coordenadas

fy fa fﬂfm) 4 5.6
(f.j7 fj, 7fvj’ b) fvj ) j ,""p ( * )

cuyos puntos estdn afectados de masas f;. y f.; respectivamente.

Por otra parte, los n puntos-fila anteriores (o perfiles-fila) estdn situados en realidad en un subespacio
p — 1 dimensional de RP, ya que existe entre las coordenadas de cualquiera de ellos la relacién baricéntrica:

Lo mismo cabe decir de los p puntos—columna (perfiles—columna)

Z(‘?) =1 57=1,...,p
Jj

=1

de modo que, andlogamente, estos p puntos en R™, lo estdn en un subespacio (n — 1) dimensional de R™.

5.3. Distancias en R?” y R".

Cuando en AFG considerdbamos la distancia entre puntos-fila o entre puntos-columna, se utilizaba la
distancia euclidea habitual para medir la distancia entre puntos de RP o de R™ respectivamente.

Como ahora, en ACS, consideramos los perfiles-fila y perfiles-columna, que siguen siendo puntos de RP
y R™ respectivamente, pero que estan afectados de masas, la forma de medir distancias entre ellos ha de
modificarse. Asi, para medir la distancia entre dos perfiles-fila, correspondientes a los individuos i e i,, se
puede utilizar, por ejemplo, la distancia x2 definida

d?(i,i/)zzp:(fij— fi'{’)Ql_ (5.7)

(distancia ponderada).
Y en el caso de la distancia entre perfiles-columna, j y j :

2
2/ . Sy - fij B fij’ 1
¢G.5)=Y <f.j f.j/> = (5.8)

i=1




34 Anélisis de Correspondencias Simple.

Este tipo de distancia x2, no es, naturalmente, la tinica que cabe considerar. Tradicionalmente se viene
considerando como habitual en el Andlisis de Correspondencias cldsico y, como es sabido, entre otras ventajas,
este tipo de distancia cumple lo que ya Bencekri denominé Principio de Equivalencia Distribucional,
que desde luego también verifican otras distancias. En realidad es una cuestién de invarianza lo que implica
dicho Principio: Si dos puntos-fila se confunden en uno solo, en RP y se consideran englobados en un solo
punto con masa la suma de las masas de ambos, entonces son invariantes las distancias entre los demds en
RP y en R™. (Y lo mismo si se confunden puntos en R™)

Esta invarianza que hace cumplirse el citado principio, tiene una profunda trascendencia en el Anélisis de
Correspondencias de una tabla de contingencia. En efecto, cuando se establecen las clases de las caracteristi-
cas I y J que definen la Tabla, hay un grado de arbitrariedad méas o menos grande, de modo que podrian en
un principio definirse clases en I o/y en J muy prdzimas entre si. Bien podria ocurrir entonces, que clases
definidas en un principio, se refundieran (o agregraran) en una sola por otros diversos motivos. En estos
casos, es claro que la distancia que utilizasemos deberia ser lo menos sensible ante esas refundiciones de
clases, en el sentido de que no se alterasen las distancias entre puntos ya calculadas y que son entre puntos
a los que no afectan en principio esas refundiciones. La distancia x? dada por (5.7) y (5.8) cumple estas
cualidades.

Esta distancia x? es la natural considerando el espacio de puntos de los perfiles fila (o el de las columnas)

1
como un espacio euclideo ponderado con métrica definida por la matriz D;! = diag (), estando los
-J
puntos del correspondiente espacio afectados por las masas (ponderaciones) asociadas a cada punto, antes
indicadas.

5.3.1. Sobre el Principio de equivalencia distribucional en Analisis de Corres-
pondencias.

En el desarrollo del ACS que hemos realizado, la distancia adoptada entre puntos-fila o puntos-columna,
en RP y en R” respectivamente, dotados de masas, habida cuenta del manejo a través de los respectivos
perfiles que de ellos hacemos, viene dada por la métrica x? en RP y R™ respectivamente (expresiones (5.7) y
(5.8) del parrafo 5.3):

2 fz-j_fz-'jfl
“””‘Z(ﬁ-. )T

n 2
(j.5) = (fj - fﬂ) :

(5.9)

i

En un lenguaje propio de la teoria de Espacios Euclideos Ponderados, estas distancias al cuadrado no son
mas que, obviamente, las distancias al cuadrado entre puntos de los espacios euclideos R? y R™ ponderados,
respectivamente, dadas por:

(i) =(-7)Dgl(i-1) ; Dgo = diag(f,)

/ ’

2G,7)=G-7)DlG-7) ; Den = diag(f)

Aqui i y i son puntos-vectores de R? y j y j de R™ y D, y Dy, definen las métricas en R? y R™
respectivamente.
En el parrafo 5.3 anterior ya hemos comentado el llamado Principio de Equivalencia Distribucional y su
trascendencia en el ACS. Vamos a comprobar ahora que se verifica con las distancias de tipo (5.9).
Supongamos que los puntos-fila i e i estén superpuestos (se confunden) en R?. Entonces ello quiere decir
que:

fij _ fir
fi- fi’.
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puesto que estar superpuestos implica que tienen iguales perfiles en RP. Por tanto, sus perfiles deben coincidir
con el de un punto-fila, ¢*, con un perfil superposiciéon de ambos, y tal que

fis  frj  fir
fio  fo. fe
Obviamente, si entonces consideramos un punto-fila ¢*, con masa la suma de las masas, f;. + f;. = fi.

de los anteriores, ello equivale a considerar que i* es la suma de las dos filas de aquellos. En efecto, de (5.10)
se deduce que:

(5.10)

/ ij T I iy h

fi- + fi’. fz*
de modo que al ser los denominadores iguales (f;. 4+ f;/. = fi.), los numeradores han de serlo f;; + f;/ ;= Jirjs
es decir, introducir el punto ¢ con masa la suma de las sumas de i e i/, equivale a considerar el punto-suma
de las filas correspondiente a los puntos i e i en la matriz de correspondencias fj;. Asi pues, supongamos
que sustituimos dos filas (i e i/) de la matriz original (de las f;;) por la fila dnica que es la suma de ambas
filas, considerando que esta fila resultante tiene la masa dada por la suma de las masas correspondientes. La
pregunta es ésta: ;La superposicién realizada altera las distancias entre puntos-fila en R?; o/y la distancia
entre puntos-columna en R"?

Contestemos por partes:

1. Las distancias entre puntos-fila en R? no se ven afectadas por la superposiciéon. En efecto, si se con-
sideran dos puntos-fila cualesquiera, la distancia al cuadrado x? dada por (5.7), no se altera, ya que

las ponderaciones f.; = Z fij no cambian si, en efecto, dos filas se han sustituido por la fila suma de

ellas. '

. . . . . R .
2. En cuanto a las distancias al cuadrado en R™ ocurre lo siguiente: d?(j,j ) contiene, entre otros su-
. . ’ . . .
mandos, los correspondientes a las dos filas que se han confundido en una unica (las 7 e i ). Estos dos

sumandos son:
2 2
i & _ fijl 1 fi’ ; B fi,j’
Ji (f'j f-j’) " fi. (f.j f (5.11)

Pero esta expresion es igual a

£ i fiy 2+f_, fej — fy 2:
" fzf] fi-f.j’ v fi’.fj fi/.f.j/

=fiB+ fy.B=(fi+[fy)B=[f+DB

o fa
Obsérvese que las cantidades entre paréntesis son en efecto iguales dado que & = 22 Pero los dos

fi~ fi'.

términos en (5.11) se reemplazan, en la superposicién, por

L (firj ey ’
fi*~ f-j f.j’

Este tltimo es, por otra parte, igual a

2
fie fieg fisjt
v fz*fj fi*-f.j’
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que es igual a f;«B.

Luego, en el proceso de superposicién, al calcular d?(j, j /) lo que se hace es sustituir los dos sumandos
en (5.11) por su suma y los demés sumandos de d?(j, 7 ) no se ven afectados por la superposicién; luego
d*(j,7 ) es invariante.

Finalmente, cabe decir que un resultado analogo se puede obtener cuando la superposicién se hace en los
puntos—columna, sustituyendo dos perfiles—columna cualesquiera por una nueva columna que tiene de masa
la suma de las masas respectivas. Esta superposicién de puntos—columna no afecta a la geometria de las filas,
ni al resto de distancias x2, entre los restantes puntos columna, en R”.

5.4. Ajustes a la nube de perfiles en R” y en R".

Una vez que hemos definido las nubes de puntos perfiles (la de perfiles-fila y la de perfiles-columna, en
RP y R™ respectivamente) y recordando que hemos fijado las filas y las columnas (descritas por los indices
1y j respectivamente) y que en una tabla de contingencia los papeles desempenados por los indices ¢ y j
(es decir, filas y columnas de la tabla) son simétricos, vamos a proceder al ajuste a ambas nubes de los
correspondientes subespacios optimos.

Para conseguirlo, cabria pensar en aplicar directamente, por ejemplo a la nube en RP, el Anélisis de
Componentes Principales. Pero hay una dificultad inicial para aplicar el ACP a la situacién del ACS, y es
que la distancia entre perfiles-fila (perfiles-columna) no es una suma de cuadrados, ya que en ACS, R? y R”
no son euclideos sino euclideos ponderados.

Analizamos a continuacién la forma de realizar los ajustes factoriales, primero en el caso de RP y luego
en el de R™.

5.4.1. Ajuste, en RP, de la nube de perfiles-fila.

Los n puntos, perfiles-fila en R?, que constituyen la nube respectiva, son los de coordenadas

fi;g . } )
=y g=1...,pp;t=1,...,n
{fi. ’

Estos puntos pueden ser tratados a través de las coordenadas siguientes:

fij i1 =1
{fl\/E7] ,...,p},z I 1]

Estas coordenadas transformadas, son tales que la distancia euclidea al cuadrado entre dos de esos puntos:

2
. ij fi;
d*(i,i) = l_ J 5.12
o) ;(fi'\/f-j fz-/w/f-j) (512

coincide con la distancia x? entre ellos, es decir, con la distancia segtin la métrica de la que anteriormente
hemos dotado al espacio RP de perfiles-fila.
Pero squé significa manejar los puntos (perfiles-fila) en RP, mediante las coordenadas transformadas?

. ij fij
Evidentemente, pasar de las coordenadas =L a las transformadas, J

fi' fl \/ f-j ’

cambio de escala en los ejes de R? (fij — fz; )
J

Por tanto la dificultad antes planteada de que el ACP no se podia aplicar directamente al anélisis de

la nube de perfiles-fila en RP, queda obviada si manejamos dichos perfiles a través de las coordenadas

fij

fi/ T

no es otra cosa que realizar un

transformadas, , v la distancia euclidea entre puntos transformados equivale a la distancia x? entre

perfiles-fila.
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Por tanto, a continuacién, vamos a aplicar el ACP a la nube de puntos dados por las coordenadas
transformadas en RP, dotado de la distancia euclidea habitual.

Al aplicar el ACP, como previamente hemos visto, es preciso a su vez transformar adecuadamente la
situacién, trasladando el origen del sistema de referencia al centro de gravedad de la respectiva! nube de
puntos en RP.

. Cual es el centro de gravedad de la nube de puntos? Como estan afectados de una masa f;.,

ij 1 fi
AV ER P

dicho centro de gravedad viene dado por:

{Zf(JfQT) =I5 jl,...,p} (5.13)

Por tanto, al trasladar el origen al centro de gravedad, las coordenadas de los puntos-perfiles fila, en RP,
pasan a ser

fij N .

————\/fi s j=1,...,pp ; i=1,...,n (5.14)
{ fin/ g 7 ’

Siguiendo la metodologia del Analisis Factorial General, al proyectar esta nube de puntos transformados

dada por (5.14) sobre el subespacio vectorial definido por el vector unitario u, cada punto ;i = 1,...,n,

proporcionaréd una proyeccion, ¥;, dada asi:

P

~ fis \/7

= ~ VI | (5.15)
= (fi-\/f-j

en donde u; es la j-ésima componente del vector unitario, u, en R?. Pero el punto i-ésimo estd dotado de

una masa f;.. Por tanto, la inercia de la nube (5.14), es decir, la suma ponderada por f;. de todas las
proyecciones al cuadrado, valdra:

NaZ (5.10
=1

por tanto, el subespacio definido por aquel vector, u, tal que se verifica

i=1

define la primera componente principal segun la metodologia del AFG. Continuando dicha metodologia, se
llega a la conclusion de que la matriz de covarianzas a diagonalizar para obtener todas las componentes
principales, T},xp, €s la de término general

w5 () o

Comentario 5.4.1 FEs facil ver que esta matriz T que resuelve el problema puede ponerse como T = X/X,
donde X es una matriz n X p, con término general x;; dado por

Ju—Jity _ffffj (5.18)
\ Ji g

En efecto, segin (5.15), se tiene para la proyeccién del i-ésimo punto sobre u,

xij =

1Recuérdese que, a su vez, el ACP se resolvié aplicando el AFG, por lo tanto, ajustando subespacios vectoriales, lo que
requiere obviamente el centramiento en media.
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AZZ(ff@f?_m)”j:

j=1

’

_ Ji1 B fij B » fip B . .
(fz\/f—l \/fil”fl\/ﬁ \/E7,f7l\/ﬁ \/E)lxp( IEEEER) p)pxl

Podemos considerar globalmente las proyecciones de todos los puntos, en i = 1,...,n, englobindolas en
la expresion matricial:

TR VI "
fiv T Vi fi T Vi flf ~Vi»

U1

T T |
A A v~ i CE R v e CE N I B

fn1 '7 ﬂ', : frp '7 Up
RV N v ik CE R oy i O

en donde H,,xpupx1 es el vector columna n-dimensional que contiene las n proyecciones ¥;; 1 =1,...,n, de
los n puntos de la nube de puntos. Por lo tanto, si consideramos

(Hu) (Hu)

obtenemos la suma de los cuadrados de todas las proyecciones \/I\’l Para obtener, finalmente, la expresion
(5.16), es decir, la suma ponderada de las proyecciones al cuadrado que constituye la Inercia de la nube de
puntos, tendremos que efectuar la operacion

Zn:fi‘@f - (\/JTHU) (\/JTHU) — (H*u) (H*u)

*
en donde la matriz H}, .,

h%-( fiy —\/E>\/fT i=1,....n ; j=1,...,p

tiene por elementos:

fi/ T

Obsérvese que

* fij fzg fz fj fl] fz fj
hi; = - i i
Y (fz\/ﬂ \/>> \/f> fl\/ﬁ \/? \/fz f_]

con lo que queda demostrado (5.18) con H* = X.

Comentario 5.4.2 Por otra parte, probemos (5.17), expresion que denota el término general t; ; de la
matriz T, cuyos autovalores resuelven el problema de Componentes Principales.

FEs claro que la matriz X/X, en notacion del AFG, es la matriz que ha de resolver el problema, en
donde X es la matriz final de los datos, sobre la que se realiza la técnica factorial, obtenida después de las
transformaciones necesarias aplicadas a la matriz inicial de datos brutos.

En el caso del ACS, la matriz X serd la H*, de tal manera que hemos de considerar (H*)l(H*) en virtud
de que la inercia estd afectada por las masas de los perfiles, f;., todo ello segin la expresidn (5.16).

En efecto, el término t; jo de la matriz Tyxp, = (H*) (H*) viene dado por:

fila j-ésima de (H*)l X columna j -ésima de H* =
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- (ffJT‘“’T) vh

fij B : : figr _ , T
+(fi.\/f7 JE)\/T( =Ly | Vet

fnj fn]
+ | ——F=— -J n-\ = — .5’ n:
(fnffj Vf)” iy V)Y

Esta expresion del término (j,j/) puede ponerse en la forma

SV (- (- ) -

que coincide con la expresion (5.17), como pretendiamos demostrar.
Conclusion final:

Calculados por la teorfa general los autovalores A, de la matriz simétrica T' dada por (5.17), la proyeccién
de un punto, i, sobre el eje factorial a-ésimo, u,, vendra dada por:

= fij
Uy = — i i 5.19
;l(wfj f) o

en donde u, es el autovector de T asociado a Ay, con aa=1,...,p.

5.4.2. Simplificacién en los calculos de las proyecciones \Tfm-.

Hay, pues, que calcular los autovalores de la matriz T = (H *)/(H )= X;Xanxp. Pueden comprobarse
los hechos siguientes:

1. El vector u, = («/f.l, NS TR /f.p) es un vector propio de T, con respecto al autovalor 0.

En efecto, esto quiere decir que (T'— AI)u = 0 es cierto para

Tpxpppx1) = Opx1

Es decir

T'(\/f.T,...,\/E7...,\/E>l:0p><l

lo cual es facilmente comprobable (ver Observacién 5.4.4).

2. El hecho de que u, = (\/ﬁ s 7=1,..., p) sea autovalor de T' conlleva consecuencias interesantes que
permiten simplificar los célculos para obtener las proyecciones de los puntos sobre los ejes factoriales.
En efecto, nétese en primer lugar que dado cualquiera otro de los autovectores u,, y denotando por
Uqj & su j-ésima componente, se verifica:

p
> tajV/fi=0 (5.20)
j=1
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Comentario 5.4.3 Si usamos x

Anélisis de Correspondencias Simple.

en virtud de la ortogonalidad entre autovectores. En segundo lugar, si consideramos la proyeccién del
punto i-ésimo de la nube sobre el eje «, ¥,;, dada por (5.19), esta expresién se puede simplificar. En
efecto,

P

T fZ] - f'L] £
\I/ai: - g aj — aj — Uy

J=1

de donde

Ty = Z (f%) U (5.21)

j=1

. Por otra parte puede comprobarse lo siguiente: si uy es autovector de T, distinto del antes denotado

Up, lo es también de T = X*/X*, donde

X*=(2) af = fij (5.22)

YT

y respecto del mismo autovalor.

Asi pues, X™* no es centrada en contraposicién con X que si lo es. Pero es més facil manejar X*, de
tal forma que es mds simple realizar el Analisis de Correspondencias sobre T* = X * X+ que sobre
T=XX.

Obsérvese que hay que tener en cuenta, no obstante, que ello es cierto para todos los autovectores
excepto para el denotado u,, que lo era de 7" respecto del autovalor 0. Este autovector u,, lo es también
de la nueva matriz, 7%, pero en cambio lo es respecto del autovalor unidad.

. _ i fij — fi-fj

en lugar de x;; = ——==== podemos comprobar que T =

NN VEifi

X+ X~ cumple respecto de los autovectores la propiedad dicha.

Primero veamos qué forma tiene T*.

fuo 0 Juo 0 fm
V fl fl m V fn fl
S I T
| VAT N N/
S R
Vi Ty Vil Vi Ty
J1 fiy Jip
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luego el término genérico ¢;;s de la matriz T = X * X* se expresa asf:
t* fl]flj fi]fzj fn]fnj

E N A N PR N

es decir

fzg ij’
;fz\/r fj'

Obsérvese que también puede ser expresado asi:

* fl] 2] ( fij ) fij,
th, = — fi. (5.23)
v ;ﬁm f., Z Fid/ T3 ) \ fur /1 s

Comparando con la expresién (5.17) se ve que t;fj, es andlogo a ¢/, salvo que no esta centrado, es decir, no
estd restado el centro de gravedad dado por las coordenadas

( i j:l,...,p)

Por tanto podemos decir que X* es una matriz no centrada, al contrario de X que si lo es.

En segundo lugar, veamos lo siguiente: Todos los autovectores v, de la matriz T, excepto u,, lo son
también de T* y respecto de los mismos autovalores. En cambio, u, es autovector también de T* pero en
lugar de serlo respecto del autovalor nulo de T, lo es del autovalor unidad de T*.

En efecto, supongamos un autovector u, # up, de componentes u.;. Si v, es autovector de T' respecto
del autovalor A\, y uq lo es de T* respecto del mismo autovalor, entonces

Tug = AaUe

"
T uq = Ao

Luego se trata de comprobar que T'v, = T*u,. Ahora bien, Tu,, es un vector (px1), cuya j-ésima componente
se obtendra multiplicando la j-ésima fila de T" por el vector u,, de componentes v 0 sea:

P
D iy tay

j'=1

./
(%

Anélogamente, se llegaria a

P
*
E tjj/uaj

i'=1

como expresién de la j-ésima componente del vector (T*u,,)
Por tanto se trata de comprobar que

p p
Dty = Y Uy (5.24)

j/:l j/:1

En efecto, utilizando (5.17) y (5.23)

p n
T N vl | SR
J;:l ;ﬂ [fl\/E \/ﬁ] fir/fy 1 Uq
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IRSURN fij fig fij
_g{zﬂlVT]LJf] S A
Zfz f\/Lu /+Zﬁr\r }

y permutando las sumas, queda sélo el primer término del segundo, con lo que se prueba (5.24), puesto que,
aplicando la expresién (5.20),

p
Z“aj\/fj =0
j=1

se obtiene:
1.
p n fU \/f» fz] \/»
i b = -
];:1 ; fz vV f~j /
:i f’Lj i1/f_]uj/ :0
=1 \/ﬁ jl:1
2.
p n f /4 n ,f
Z Zfl\/E y uaj,_z Z\/ﬁij aj’ =
j'=1 =1 fz fj/ j'=1 =1 f.j’
P fj/ n P
:Z\/E [ (wa')uaj'zz VI Fytay =
§'=1 J i=1 i =1
P
= Vfﬂz \/fj'uaj =0
i'=1
3.
P n n P
Z Z {fi' \ f'j\/ fo"}“aj’ = Zfi'\/fj (Z \ f-j’“aj’) =0
j =11=1 i=1 j'=1
Comentario 5.4.4 En cuanto al estudio del vector u, = ( fisi=1,... ,p), se tiene lo siguiente:
Ztml AT ./ = elemento j-ésimo del vector Tup = Apu, =0
En efecto:

iiﬂﬁJWﬂLff]fj

j =11=1

_Z{zﬂ:flfszfﬂj»\ﬁ Zf’ﬁf” Vb -

'—=1 | =1
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—Zfz \rf+2f1f\ff

-y A zf” SV Y T =0

Asi pues, el vector uy es autovector de T, respecto del autovalor 0. En cambio, este autovector u,, que lo
es también de T™, lo es respecto del autovalor 1 de dicha matriz T*.
Es decir, se verifica:

P
* pr— . * fr—
T up = up E tjj/upjf =u

O sea, en virtud de (5.23),

En efecto:

5.4.3. Ajuste a la nube de puntos-columna, en R", constituida por los perfiles-
columna.

Para construir este ajuste, con la metodologia empleada en el ajuste en RP, basta, en ACS, efectuar una
permutacién de los indices generales i,j a todo lo realizado en el citado ajuste en RP. Que esto es cierto
en ACS, es obvio: estamos aplicando técnicas factoriales (AFG o ACP) a una matriz inicial de datos que
constituye, estadisticamente hablando, una Tabla de Contingencia, en la que el papel de filas y columnas es
intercambiable, y, al contrario que ocurre en otras tablas, como por ejemplo las tablas de medidas (variables-
observaciones) a las que se aplica ACP, los papeles de fila y columna son intercambiables.

Comentario 5.4.5 Adviértase que al enunciar que los indices son intercambiables, no se quiere decir que
al realizar el ajuste en R™ a los perfiles—columna, aparezca el mismo ajuste. Lo que queremos decir es que,
técnicamente hablando, el ajuste en R™ se puede obtener intercambiando i y j simplemente.
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Ahora consideramos los puntos j de la nube en R™, que tienen por coordenadas:

{fj:l;f i=1,...,n; f.j} j=1,...,p
en donde f.; es la masa de cada punto.

El centro de gravedad de los p puntos anteriores o centro de gravedad de la nube en R"”, es el punto de
coordenadas (\/fT i=1,... ,n), . A partir de esta nube y centro de gravedad todo el desarrollo es paralelo
al realizado en el caso de la nube en RP.

En concreto, el AFG (o el ACP si se quiere) se aplicarfa en este caso a una matriz S (la antes denotada
T), cuyos autovalores y autovectores resuelven la cuestién. Esta matriz S tendrd como elemento genérico

N

S es, evidentemente, de dimensién n X n, mientras que 7' lo era p X p.

Todo el tratamiento es anédlogo al del caso anterior en RP. Asi, por ejemplo, el escribir S como producto
(de la forma X X ) ahora serd en términos de una matriz andloga a la dada por (5.18) pero permutando ¢
por j, llamémosla X*, y por otro lado, segin el AFG y/o ACP, considerando X X " en lugar de X' X. En
definitiva:

P ’ .
Sii/:;,ﬁj [fg%_\/f]l i \/ﬁ] ii =1,....n

Spyn = H*H* = X*_ _X*

nXxXp“rpxn

Comentario 5.4.6 Notese que:

H _((hzj)) ; hijzgzhij:xij

e V[t

porlo que H* = X . Basta tener en cuenta la observacion 5.4.1 anterior. En definitiva, en lugar de considerar
T =X X, consideramos S = XX .

Igual que en el caso de la nube en RP, aqui puede simplificarse el calculo de autovalores y autovectores,
porque, como es facil comprobar, podemos calcularlo sobre una matriz no centrada, S*, mas facil de manejar,
que tiene los mismos autovalores y autovectores que la matriz S y que es del tipo no centrado:

S* — X**X**/
en donde X™* = (z7¥), siendo
R |
Y ik
Comentario 5.4.7 Puesto que zj7 = xj;, S = X*X*/, en la misma forma en que T = X*X* en la

observacion 5.4.8 anterior referida a la simplificacion en los cdlculos sobre la nube en RP de perfiles-fila.

Una vez que hemos fijado las matrices sobre las que actuar para el cdlculo del subespacio ajustado a
la nube de perfiles-columna, a saber, S = XX 0 bien §* = X*X*/, en el caso de actuar con la matriz
no centrada simplificada, se procederia al cdlculo de los autovalores y autovectores de dicha matriz base de
los célculos. Sean (pq;va) las parejas de autovalores—autovectores de S. Una aplicacién obvia de lo visto al
respecto en AFG, conduce a las conclusiones siguientes:

1. Los autovalores no nulos de S coinciden con los de la matriz T' (utilizada en el ajuste de los perfiles-fila).
De modo que Ay = i ; @ =1,...,¢q; en donde ¢ son los no nulos de los a = 1,...,p autovalores \,.

2. Los correspondientes autovectores, v,, que definen la estructura factorial ajustada a la nube de perfiles-
columna en R", se obtendrdn a partir de la solucién del sistema (S — ul) v = 0 para g = fig, = Ao ; @ =

1,...,p.
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3. Finalmente, a los autovalores y autovectores (pq;vs) le son aplicados respecto de las matrices S o S*
antes definidas, todas las propiedades vistas para T'y T* en la observacion 5.4.3 anterior, considerando
que el autovector equivalente a u, = (\ /fiii=1,... ,p) es ahora el vector v, = (\/fl-. si=1,... ,n).

En funcién de estas consideraciones, se obtiene la siguiente conclusion final sobre el ajuste en R™:
Sean ®,; las coordenadas-proyeccion sobre el Entonces:

o, = ; ( f]J:;JT) Ve (5.25)

en donde v,; es la i-ésima componente del autovector v, de la matriz .S, siendo v, el a-ésimo vector unitario
factorial en R™cuyo soporte es el a-ésimo eje factorial en R™

Comentario 5.4.8 En el esquema adjunto se recoge sumariamente todo el proceso de cdlculo en RP y R™
que hasta aqui hemos sequido.

5.5. Relaciones entre las nubes ajustadas en R” y en R".

En el parrafo anterior hemos ajustado a las nubes de puntos-fila y punto-columna, en R? y en R"™
respectivamente, los respectivos subespacios 6ptimos, segun la teoria general del Anélisis Factorial General
(AFG) aplicada al tipo de tabla objeto del Andlisis de Correspondencias Simple (ACS). Ahora, siguiendo
con la adaptacién del AFG al ACS, vamos a analizar cémo se formulan, en éste iltimo, las relaciones entre
los subespacios ajustados y las subsiguientes relaciones entre las coordenadas de los puntos-fila y puntos-
columna cuando éstos se refieren al sistema de referencia dado por los ejes factoriales en ambos subespacios
ajustados.

5.5.1. Relaciones generales entre los dos espacios ajustados en R? y en R".

Cuando se analizé este tipo de relacién en el AFG, se obtuvo el siguiente resultado general:

1. Las dos nubes ajustadas (perfiles-fila en RP; perfiles-columna en R™), son definidas a partir, respecti-
vamente, de las matrices (X X)pxp ¥ (XX )nxn

2. Sean (Ao, ua) ¥ (fa,va) las parejas autovalores-autovectores de X "X v XX respectivamente. Re-
cuérdese del AFG que A\, = ., para todos aquellos autovalores que no son nulos.

3. Los autovectores u, y v, (que constituyen, respectivamente, vectores unitarios cuyos soportes son los
ejes factoriales en R? y en R™) estdn relacionados entre sf, mediante las expresiones

1 / 1
Uy = — X Vg Vo = — XUg (5.26)
Ve Va

Se trata, pues, de ver cémo las expresiones (5.26) se particularizan al ACS. Recuérdese que en el parrafo
5.4 hemos concluido cuales son las matrices X X y XX " sobre las que se obtienen los ejes factoriales en RP
y en R"en ACS. Recuérdese que segun los parrafos 5.4.2 y 5.4.3, en ultima instancia, por ser mas simples
los célculos, se actia sobre las matrices X+ X y X*X*/, en donde

ij ij
Vil
En consecuencia, las relaciones (5.26) se transcriben asi

1 1 ,
= 7X*’Uza Uq = X~ Vo (527)
Va

(0%

Va

>
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5.5.2. Relaciones entre las coordenadas de los puntos sobre los ejes factoriales
en ambos espacios.

Como se vio en AFG, las coordenadas de los puntos-fila (puntos-columna) en el sistema de ejes factoriales
Uq (va), establecido en R? (R™) vienen dadas por las relaciones Xuq (X vq)

En ACS, actuando con la formulacion simplificada proveniente de manejar X, estas coordenadas son,
respectivamente, X *u, y X *lva.

Comentario 5.5.1 X*u, es un vector n X 1 (X* es n X p y uy, vector unitario en RP, es p x 1) y sus
componentes dan las coordenadas de los n puntos-fila respecto del u, que se vaya considerando. Si denotamos
por Vo, a la i—€sima componente de ese vector n—dimensional, X *uy, Vo; indica la coordenada del i—ésimo
punto—fila, respecto del eje factorial o en mathbbRP.

Andlogamente, X* "V €5 un vector p X 1, resultado de multiplicar la matriz X+ , P XM, por vy, autovector
unitario sequn el eje factorial a-ésimo en R™es decir un vector nx 1. Las p componentes, @a], de ese vector,
X* va, son las coordenadas del j—€simo punto—columna respecto del a—ésimo eje factorial ajustado en R™

Asi pues, las coordenadas citadas son:

P
Ji ii=1,... 5.28
;( m) Uaj ’ Rl ( )

aaj_z:<ffz;ffz>'Uozi.].—17---7]7 (5.29)

=1

¢ Qué relacion existe entre Wo; y ®n; ? Para encontrar esta relaciéon el camino es obvio: las expresiones
(5.28) y (5.29) dan dichas coordenadas en términos de u,, y v, respectivamente y por otro lado las relaciones
entre u, y vo estdan dadas por (5.27). Combinando ambas relaciones se concluye que la componente i-ésima

de vy, a partir de (5.27) es
1 Ji )
Uaj
w2

1

VAa

de donde
Vai fi-{i\lai (530)
Anélogamente se deduce que

Uaj = ﬁ\/ﬁ‘bag‘ (5.31)

Por consiguiente:

= fij 1 = 1 fij =
T, = TP == L, .
> T =V AQZ L3, (5.32)

Y anilogamente

f’L] 1 \/I): 1 fv] ; 5.33
Zf VI s Ve Z (53%)

La conclusién es evidente: las coordenadas, por ejemplo, de los puntos—fila, ¥;, se obtienen con la homo-
tecia ——, mediante una combinacién baricéntrica de coeficientes f—], de todas las coordenadas, respecto
« -

del eje a-ésimo, de los puntos-columna.
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. . . : Jij .
De manera similar, ello equivale a manejar la matriz de componentes “, que en la practica suele

fi.
expresarse en porcentajes en la forma “2 x 100, de modo que si tenemos esta expresién, dividiéndola por

i
100, obtenemos la matriz que hay que emplear para calcular la relacién (5.33).

Pt
Por otra parte, la combinacién baricéntrica E “1®,;, define el baricentro de las coordenadas ®,; de

j=1""

todos los puntos-columna (5 = 1,...,p) respecto del eje a, con la ponderacién f;. del punto-fila i-ésimo del
que se trate, lo que constituye el Principio Baricéntrico del Célculo de las Coordenadas en ACS.

Principio Baricéntrico Ponderaciones

C(6.9) (1/3,1/3,1/3)
(1/5,1/5, 3/5)

(1/20, 1/20, 18/20)
A B C

B(8,2)

All1)
Figura 5.1: Principio baricéntrico

Analogamente, cabria razonar sobre las ®,;. Se deja al lector la correspondiente versién.

Comentario 5.5.2 De las relaciones (5.27) cabe obtener la siguiente conclusion vdlida en ACS: Todos los
autovalores A, son iguales o menores que la unidad. Recuérdese que el autovalor unidad, A = 1, es autovalor
de T* = X* X* y su autovector asociado es up, = (\/f;; 7=1,...,p) (segin vimos en el pdrrafo 5.4.2).
Por tanto, probar lo que aqui proponemos equivale a probar que el mayor autovalor de T* es precisamente
A1 = 1. Dejamos la demostracion al lector.

La tabla 5.1 resume esquematicamente lo analizado en este parrafo.

Comentario 5.5.3 En ACS se tiene

X* = (xj;) con xj; = fij

YT

5.6. Reconstruccion de la Tabla inicial en ACS.

Como se vio en AFG, en realidad lo que pretenden las técnicas factoriales en general es resolver, con
arreglo a determinados criterios, un problema de aproximacion de la matriz inicial de datos X, a partir de la
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Cuadro 5.1: Relacién entre coordenadas sobre ejes factoriales

R™ Observaciones
’ 1 Relaciones generales en
\/TiaX Vo Vo = \/T?XUO, AFC
X0 - 1 X*u Particularizacién al ACS con
o SRV vl b

) j=1,....p mo punto-columna en el a-

Coordenadas de los puntos
fila y columna en ACS

LI \f'ai = coordenada del i-ési-
aj = Z Y Ui mo punto-fila en el eje a-

Uqj
fir/ 1 i=1 FivTi ésimo en mathbbR?

®,; = coordenada del j-ési-

ésimo eje en R™

Relaciones analiticas entre

1 u fij/\ 1 . fij’\
oW Z ﬁq)aj Caj = Vg Z qu% las coordenadas
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que actua la respectiva técnica factorial en cada caso, mediante un nimero menor de valores numéricos. Por
ejemplo, en ACP y ACS, no es la matriz bruta inicial de datos sino ciertas matrices transformadas de ella.

En términos técnicos esta aproximacién tiene lugar mediante matrices de bajo rango, en el contexto del
problema general de obtener, mediante un criterio de minimos cuadrados, la aproximacién de una matriz
dada. Y ello se consigue, desde un punto de vista general, mediante la descomposiciéon de valores singulares
(DVS). Este enfoque general serd analizado en otro lugar de este texto.

De una manera directa, esta cuestién fue resuelta en AFG mediante los autovalores-autovectores de X X
y de XX/, de tal manera que X se aproxima por X*,

q
X7 =3 VAavatg s X(nxp) 5 valn x1) 5 ua(p x 1) (5.34)
a=1

en donde g < p, indica el nimero de los primeros autovalores Aq, ..., \q seleccionados de entre los Ay,..., A,
que en general tendrd X "X . Recuérdese que los que no sean nulos de esos A1, ..., Ap, digamos r de ellos (con
r < min(p; n)), también son autovalores de X X'

Pero, al margen de esta aproximacién de X por X* en términos de esos A1, ..., Aq, se verifica que

p
X ="V Aavau, (5.35)
a=1

lo que permite, teéricamente, la reconstruccion exacta de X a partir de los subespacios ajustados en R? y
Rn

5.6.1. Fdérmula de reconstruccion en ACS.

Veamos cémo la férmula de reconstruccién dada por (5.35) de AFG se adecia al ACS. En este caso,
continuando bajo la suposicién de que actuamos con la matriz simplificada X* definida en el parrafo 5.4.2,
expresion (5.21), se tendrd obviamente

p
’ fij
X =3 VAavau, ; X' =(a}) 5 2l = —L— (5.36)
et ’ NS T

Comentario 5.6.1 Denotamos aqui por X* a la matriz simplificada. No confundir con la denotada también
X* en el contexto de AFG, en donde asi se ha denotado a la matriz aprozimada de X, en la expresion (5.34).

Aqui pretendemos expresar X* mediante las coordenadas @ai y (/I;aj, coordenadas de los puntos-fila,
puntos-columna, respectivamente, en los sistemas factoriales ajustados en RP y R"™Para conseguirlo, susti-
tuimos en (5.36), v ¥ Uq, por las expresiones respectivas en funcién de las coordenadas (dadas por (5.30) y
(5.31) del parrafo 5.5.2).

En efecto:
LV (i) (Vi)
= T = Ao o Vi o,
Z‘z_] flfj OCZ::l \/E\/T /\a f] J
P
1 /-
= O;l Ta (‘I/azq)aj) \V4 f’L f]
de donde

fij = <Z i\@ai‘iag) fifj (5.37)
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5.6.2. Otra forma de escribir la férmula de reconstruccién.

Se acostumbra a escribir la ultima expresién (5.37), simplificada, en el sentido siguiente: Como hemos
visto en la seccién 5.4.2, Ay = 1 es el mayor autovalor de X+ X+ y de X*X* lo que se puede hacer
constar de manera explicita en la férmula de reconstruccién (5.37). En tal caso, ademds, sabemos que
ui=u,=H/f;;i=1...,p) yvi = (/fi.; i=1,...,n), son los autovectores asociados a Ay = 1 = i
en X* X* y X*X* respectivamente. Por lo tanto uy; = \/E y v1; = v/ fi., con lo que

P
1 ~
fij = fifj (1 + Z ,—\I/aiq)ozj> (5.38)
a=2 Aa

ya que, en efecto, el primer término de la suma de (5.37) es
L
VA1
que en virtud de (5.30) y (5.31), parrafo 5.5.2, es igual a

Vi@ = WPy

‘T’u;f’u = (Uli\/rl\/lfT) (uu\//\j\/lf—J) =1

de donde se obtiene la expresién (5.38). Finalmente, la expresion (5.38) se puede también escribir asi:
P
fij = flfj (1 + Z V /\a\Ijai‘I)aj) (539)
a=2

en términos de

\IJozi =

Yo (I>ocj =

V.; ¥ ®oj son los llamados factores normalizados de norma unidad. En efecto, consideremos el vector

constituido por todos los \Tlm, es decir, por todas las coordenadas respecto del eje factorial soporte de uq
factor de los n puntos-fila

’

((I\jah AR (I\/om)

Sabemos que este vector columna n X 1 es por otra parte X *u,. Por tanto, si consideramos las coordenadas
dadas por

’ 1 ~ ]_ ~
\Ilawu»\llom = \I/a,..., Yon
(e ) (wa SRRV )
se tiene:
(\I/alvuw\llan)(\Ilala-“v\:[jom) :H\IIO(H
Pero
(Wala ey ‘I/an) (\I/alv ceey \Ijom) = )\7 (\/I\’ah ey Ejan) ((I\/Cvla ceey \/I}om) =
1 ’ ’ 1 ! ’ 1 ’
- X*)X*a:— X X * g = — Aatiytig = 1
" ( o (X" uq) /\aua U " Uy U
Es decir, [|¥,|| = 1. De ahi que en efecto los ¥,; son normalizados a la unidad.

Anélogamente se procederia para los ®,;.
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5.7. Elementos suplementarios en ACS.

Cuando estudidbamos, como primer ejemplo de técnica factorial, el Andlisis de Componentes Principales,
vimos la necesidad de, una vez realizada la aplicacion del ACP, ubicar en las nubes ajustadas de filas y
columnas, posibles nuevos puntos-fila o puntos-columna.

En ACS el problema es andlogo. Las filas o columnas suplementarias en la tabla bruta inicial conducirdn
a puntos-fila y puntos-columna en perfiles respectivos

Eiij P
L k= ) ke

k. il
5] . + _ +
{ kT } ) k'j - Zkij
*J =1

que corresponden, respectivamente a las situaciones siguientes

i=1 |k - - - kip| k1
Ry
i=nlkpm o e g | B +— Puntos-fila suplementarios
=+ ki kip | kyi
)=+
i=1 ki - - ek +— Columnas suplementarias
Jr
ki (RIRT)
i=n|kpy o0 e ok :
ki o0 e o ky kJJr

Dados pues los perfiles-fila o perfiles-columna correspondientes a las filas o columnas suplementarias,
se procede a situarlos en sus nubes correspondientes, ajustadas en base a la tabla inicial (sin las filas y/o
columnas suplementarias). Y la ubicacién en esas nubes se obtiene aplicando a las matrices suplementarias
R, o R™, previo su paso a las correspondientes en perfiles, las expresiones ((5.32) y (5.33), parrafo 5.5.2, de
modo que, por ejemplo, aplicando (5.32) que en la tabla inicial es

para las coordenadas de las filas suplementarias.

En el caso de tener que ubicar una columna suplementaria, sus coordenadas d
de (5.33) del parrafo 5.5.2

+

«j Se obtendrén a partir

O e
o = YU
aj + T
Ao & K

& =1
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5.8. Ayudas a la interpretacion en ACS.

Desde los inicios del Anélisis de Datos por Benzecri y colaboradores, al tratar cualquiera de sus técnicas,
se incluye como etapa final, una vez terminado su desarrollo, una serie de cuestiones que se engloban bajo
el titulo genérico de Ayudas a la interpretacion. Estas ayudas no son méds que una serie de consecuencias
derivadas del propio desarrollo de la técnica correspondiente, que sirven en la practica, en efecto, de ayuda
para la interpretaciéon de los resultados obtenidos.

En concreto, a nivel de las técnicas factoriales asociadas al Andlisis Factorial General (AFG) del Andlisis
de Datos, las ayudas expresan interpretaciones, normalmente expresables también graficamente, asociadas
a ciertas propiedades de los factores deducidos en cada caso, de modo que podamos medir e interpretar la
importancia de los factores y lo que ellos significan.

En ACP, como caso especial de AFG, ya vimos una medida asociada a los factores obtenidos, que mide
su importancia en la estructura factorial construida. Recordemos la tasa de inercia general de AFG y su
versiéon en ACP, por ejemplo normalizado, en donde

Z/\“ = tr (X'X) =tr (XX’) -

Jj=1

= tr(matriz de correlaciones) = Z Zx?j =p
(2

de tal modo que se define la tasa de inercia asociada a los primeros ¢ factores como:

N
Il
_

=
>
Q

=
>
Q

@
Il
-

A continuacién vamos a desarrollar esta cuestiéon en ACS.

5.8.1. Medidas basicas para la interpretacion en ACS.

Se manejan en la practica del ACS dos medidas dirigidas a facilitar la interpretacién de la estructura
factorial que ACS asocia al espacio de puntos-fila y al de puntos-columna. Estas dos medidas son, en cierto
sentido, duales en la interrelacién punto-factor. Vedmoslas a continuacion.

e Dado un eje factorial cualquiera, digamos el a-ésimo, los n puntos-fila, proyectados sobre dicho eje,
definen sobre €l un conjunto de n valores proyectados, los ¥,; obviamente, cuya dispersiéon vamos a medir
mediante su varianza. Esta varianza, si el origen estd en el centro de gravedad, vendra dada por la expresién
reducida:

DA (5.40)
=1

Los puntos—fila son manejados por los perfiles correspondientes, de masa f;. y si el origen estd en el centro
de gravedad, entonces la media (ponderada) serd:

En efecto:

Jij T
— =g = fij =
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p p
a]f aj f:()
Z /f g = ;UJV J

La ultima igualdad se da en virtud de lo visto en el parrafo 5.4.2. Por tanto, la varianza considerada es
la dada por (5.40). Si esta expresién se calcula explicitamente, se tendrd:

ifl Zfl (\/7UOCZ> Z)‘ vou, Aaivii:)‘a
i=1 i=1

sin méds que tener en cuenta la ecuacién (5.30) del parrafo 5.5.2 y el hecho de ser unitario el vector v, (en la
direccién del eje factorial a-ésimo).

En definitiva, en ACS, la inercia (varianza) de los puntos-fila proyectados, en el eje a-ésimo, vale el
respectivo autovalor A, asociado al autovector u, que define a dicho eje. Es decir:

S FPE =
=1

Comentario 5.8.1 Compdrese este resultado con el del AFG, en donde la importancia de un eje viene
medida en términos de la varianza (inercia) asociada a dicho eje que, por otra parte, es igual al autovalor
correspondiente. En funcion de ésto definiamos la tasa de inercia explicada por cada eje, o por el conjunto
de los q primeros ejes factoriales 7.

Lo anterior da pie a introducir una medida de la contribucién de un punto-fila cualquiera, el i-ésimo, a
la inercia asociada al eje factorial a-ésimo, Ca, (i), definida como el sumando debido al punto é-ésimo en
(5.40), esto es

Can(i) = f;. 02, (5.41)

que suele llamarse Contribucion absoluta del elemento i-ésimo, a la inercia (varianza) explicada por el eje
a-ésimo. A partir de ella, se define la Contribucion relativa del elemento i-ésimo, a la inercia (varianza)
explicada por el eje a-ésimo, CTR, (i), definida como

fi 02,
Aa
Una repeticién de los calculos anteriores, para el j-ésimo punto—columna, de masa f.;, conduce a definir
la contribucién de dicho punto—columna a la inercia asociada al a-ésimo eje factorial en R™En efecto, sin
més que tener en cuenta ahora la expresién (5.31) del parrafo 5.5.2, se llega a

CTR, (i) = (5.42)

al(j) = f;2; ; CTRL(j)= - (5.43)

Noétese que

= . - fz(I\/il 1 . -
ZlCaa(z):Zl . :)\—agfi.\lliz—

es decir, la suma de las contribuciones relativas al eje a—ésimo de todos los puntos de la nube de puntos—fila
vale la unidad. Andlogo ocurre con los puntos—columna.

Las contribuciones (5.41), (5.42) y (5.43) se suelen expresar en la prictica en centésimas o porcentajes,
multiplicindolas por 100, e incluso a veces en milésimas, multiplicindolas por 1000.

e Con las contribuciones absolutas medimos la importancia de una fila o de una columna, a la hora de
explicar la inercia a su vez explicada por un determinado factor 2. Cabe plantear la situacién inversa, es decir,
tratar de medir el efecto (contribucién) de los factores en la posicién de un punto-fila o de un punto-columna
determinados. Estas medidas se realizan mediante unos coeficientes denominados Contribuciones relativas

2Por decirlo de otra manera, en las expresiones (5.41), (5.42) y (5.43) de las contribuciones absolutas, se fija un « y se analiza
variando ¢ o j, la contribucién de los mismos a .
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del factor a-ésimo en el punto-fila i-ésimo (o punto-columna j-ésimo). Veamos cdmo se construyen estas
contribuciones relativas.

1. Consideremos en primer lugar la nube de puntos-fila y sea el i-ésimo punto. Se sabe que el centro de
gravedad de esta nube es el punto de coordenadas (\/f.j s 7=1,... ,p) en RP. Entonces la distancia
al cuadrado de dicho punto ¢ al centro de gravedad viene dada por

e S Fi ) e (f )L

Jj=1 Jj=1

Recuérdese, parrafo 5.4.1 jexpresion (5.12), la distancia entre dos puntos—fila en R? y la expresién
(5.13) que da el centro de gravedad de la nube de puntos-fila. Definimos entonces

Cra(i) = % — ; RP (5.45)

que es llamada Contribucién relativa del eje factorial a-ésimo al punto fila i. Se suele denotar también

COR. (i).

Graficamente, en RP, la situacién es

cos?(0) = ——2—  i=fijo

de modo que Cr, () puede interpretarse como el coseno al cuadrado del punto ¢ con el eje a.

Por otra parte es facil probar que la suma de las contribuciones relativas de todos los ejes factoriales
al punto i vale la unidad. En efecto:

P

Calculemos Z W2, Segiin la expresién (5.19) de 5.4.1 —la dada por (5.30) de 5.5.2 no es adecuada
a=1

aqui— se tiene
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J.d =1 S
25 37

Pero teniendo en cuenta que, dados los autovectores u, (unitarios en la direccién del eje factorial
respectivo F,,), estos son ortogonales (son correspondientes a raices caracteristicas distintas), entonces
la matriz que los contiene como columnas es ortogonal. Es decir

’

(ul‘u2‘7~'~a|ua|a"'a|up) (u1|u2|,...,|ua|,.,,7\up) — Ipxp

De aqui, mediante faciles cdlculos, se comprueba que:

D
E wlo=1 E Ua iU, =0
aj ’ @) Pag
a=1

. N
J#J

En resumen

Por tanto, en efecto:

D Creli) =1

a=1

2. Analogamente, cabe actuar de manera paralela en R™ con la nube de puntos—columna. En definitiva,
se establecen las contribuciones relativas de los ejes factoriales o en R™ a cada punto-columna (j =

1,...,p):

e
Cry(j) = 7 !

. Rr 5.46
jicg) (5.46)

con andlogas interpretaciones a las de Cr, (7). Aqui el centro de gravedad, cg, es el de la nube de puntos—
columna y obviamente nos situamos en R"donde los puntos—columna son los puntos considerados.

Comentario 5.8.2 Otra interpretacion de Cry (i) es como coeficiente de correlacion al cuadrado entre el
eje o y el punto i-ésimo fijado.

. .. 2.
cos? 0 = = = coeficiente de correlacién®(i; o)



