Capitulo 1

DVS. Geometria del ajuste.

1.1.

Planteamiento general del ajuste en un espacio euclideo pon-
derado.

El tratamiento del AFG, ACP y ACS del apartado anterior, supone obviar un planteamiento general
en un espacio euclideo ponderado, con métrica ponderada, puesto que aunque en ACS se han considerado
las masas de los puntos, la forma cuadrética que define la métrica x?, como métrica euclidea ponderada,
no ha sido considerada como tal, reconvirtiendo el problema a la métrica euclidea clasica, al no realizarse
un tratamiento matricial. Para este planteamiento general vamos a considerar los siguientes elementos del
problema:

Sea una tabla Y de orden I x J y vamos a ajustar a la nube de I puntos fila, en el espacio J-dimensional,
un subespacio 6ptimo.

Sea S C R7 un subespacio K*-dimensional de baja dimensién que se va a ajustar a la nube.

Dado un punto cualquiera de la nube, y;, con masa w;; sea ¥; el punto del subespacio S, que ajusta al
Yi-
El punto y; va a ser elegido de manera que la distancia d; es:

& =1 yi = 5 |5, = (i — 5i) Dy(yi — Ui) (1.1)
siendo D, la matriz diagonal que define la métrica en el espacio J—dimensional.

La funcién criterio para elegir el subespacio S es :
U(Ssyr,--oyn) = Y wid; = wilyi — 5:) Dylyi — i) (1.2)

y el criterio de optimacién es:
mgn\IJ(S;y17~-~ YI) (1.3)

Comentario 1.1.1 EIl centroide de la nube en el J-espacio, ¥, es el punto que minimiza® la funcion W
cuando el subespacio S es de dimension K* =0, es decir:

msl’n{Zwi(yi —3)/Dq(yi —s)}; s=7 (1.4)

Demostracion:

ov YWl
= = 722@1‘(%’ —5)Dy =0 ;WiyiDq = zi:wz‘qu T Y

1La suma de los cuadrados de todos los valores respecto a su media es minima.
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Comentario 1.1.2 El subespacio optimo debe contener al centroide, por lo que se simplifica la busqueda a
aquellos que lo contienen.

Figura 1.1: El subespacio éptimo debe contener al centroide
e Yi

Demostracién:

Sea S’ un subespacio paralelo a S que no contiene al centroide 3, vamos a demostrar que no es 6ptimo en el
sentido de minimos cuadrados.

Sea y; €S la proyeccién del punto y; sobre S, se verifica:

(S syr,. .. yr) = Zwi(yi — ;) Dylyi — ;)

Si suponemos que Y, w; = 1, sea g' € 5" el punto més cercano a yyseat=79y— y/ yt=1y; — y;, la
distancia de la nube a S ,, la podemos expresar:

W(S sy1s.-y1) :Zwi Yi — Ui + 9 —yi) Dg(yi — 9 + 9 — y;) =

_sz Yi yz yz +sz Yi yz yz +2sz Yi yl (gl_y;):
_Zwt Yi yz (yz_gt)+tht

ya que el tercer término de la expresién anterior vale cero, por ser ¢; — y; =t un vector constante y cumplirse:
Zwi(yi szyz szyz—y sz y7,+t =y- szyz+t =y - (7 +t):g_g:0
i

Por lo tanto encontramos un subespacio S que contiene a § y que mejora la distancia al subespacio S en
t'Dyt.

Comentario 1.1.3 La formulacién del problema puede expresarse: Sea {ui,us, -+ ,uk+} una base del
subespacio S, entonces se puede poner: y; = § + Zszl firug vy el criterio de optimizacién se puede
formular:

K* / K*
mgn‘l’(s;mwu,yl) = min ) sz‘ (yi_y_Zfikuk> D, (yi_y_Zfikuk> (1.5)
i k=1 k=1

{u1,ups

por lo que la biisqueda de S se reduce a encontrar los K* vectores {uy,- - ,ux-}y a calcular K* x J escalares,
al estar en un espacio J-dimensional. Para identificar la base de vectores solucién 6ptima del problema, de
entre las infinitas bases K* dimensionales ain restringiéndonos a las ortonormales, no vamos a recurrir a la
diferenciacién, sino a la Descomposiciéon en Valores Singulares de una matriz.
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1.2. D.V.S. Introduccion.

La descomposicion en valores singulares de una matriz es la factorizacién de una matriz en producto de
otras tres, cuya estructura y geometria asociadas son faciles de interpretar. Permiten en esencia, resolver los
problemas de optimizacion al ajustar los subespacios factoriales a las nubes de puntos. El desarrollo de la
DVS, lo haremos en espacios euclideos y en espacios euclideos ponderados.

1.3. DVS en el caso euclideo.

Vamos a analizar la descomposicién en valores singulares de una matriz (DVS), suponiendo de partida
un espacio euclideo, posteriormente extenderemos este concepto a un espacio euclideo ponderado.

Definicién 1.1 Se llama DVS de la matriz real Arxj a una factorizacion en tres matrices del tipo:

A1 = Visk Do)k xxUge s (1.6)
en donde
= K =19(A) <min(1,J)
= D, es una matriz diagonal donde o = (ay, - - - ,aK)/ son todos reales positivos. Estos valores se llaman

valores singulares de la matriz A.

’ ’ .
= V y U son ortonormales: V'V = U U = Ig. A las columnas vy, de Vixk, se les denomina vectores
singulares por la izquierda de A, y a las columnas uy de Uy se les denomina vectores singulares por

la derecha de A.

= Los vectores v forman una base ortonormal para las columnas de A en el espacio I—dimensional, y
los uy, forman una base ortonormal para las filas de A en el espacio J—dimensional.

Comentario 1.3.1 Otra forma de escribir la DVS es?:

A:Zakvku;c k=1,--- K ot o >0 (1.7)
k

es decir la DVS de A se puede interpretar como una combinacion lineal en términos de las matrices

’ . . . .
(vguy, ; k=1,---, K) que son de rango uno, donde los coeficientes oy, ponderan la importancia del respectivo
término k—ésimo matricial, en la representacion de A.

1.3.1. Autodescomposicion de una matriz.

Definicién 1.2 La DVS para una matriz cuadrada real y simétrica®: By, (donde rg(B) = K < J) es:

Birxs = Vixx(Da)kxiVicrs = > Mevrvy Dy = diagh, i) s VIV =1 (1.8)
keK

Los valores singulares son en este caso autovalores, y las matrices de vectores singulares a la izquierda vy
derecha coinciden y son los autovectores. Como B es simétrica y real, sus autovalores son reales*.

.z . .z . ’ .
?Esta expresién corresponde a la ya conocida de la reconstruccién de la matriz A donde X = P 1 V2Aavau, siendo
ap =/ A

3B es ortogonalmente diagonalizable.
4La funcién criterio proviene de la autodescomposicién de X' X = UD\U’' = U’ X' XU = D,
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1.4. Algunos resultados sobre la DVS.

Comentario 1.4.1 La existencia de la DVS de una matriz real A;.; se demuestra sin mds que

. . . . ’ / . . . .
presuponer la existencia de las autodescomposiciones® de A'A y AA . Si se consideran dichas malrices
tenemos:

A=VD,U A =UD,V' AA=UD,V VDU =UD.,U AA =VD,UUD,V =VD,V

pero por la autodescomposicion de AA Yy AA" tenemos® :

AA=UDWU  AA =VD\W = A =a2 D,=D; =D} (1.9)

Comentario 1.4.2 Si U estd formada por columnas con los autovectores asociados a los autovalores A
de A'A y V estd formada por columnas con los autovectores asociados a los py autovalores de AA', en-
tonces la DVS de A es: A = VD,U . Conviene en este punto no confundir la DVS de A con las
autodescomposiciones de A'A y AA', es decir podemos expresar la DVS de A:

Arxs = Vixk (Do) kx kU s VV=UU=1I
en donde
= D, valores singulares de A, son las raices cuadradas de los autovalores de A'Aode AA .
= Las columnas de V', vectores singulares por la izquierda de A, son los autovectores de la matriz AA'.
= Las columnas de U, vectores singulares por la derecha de A, son los autovectores de la matriz A'A.

Definicién 1.3 Coordenadas de las filas y columnas de A, respecto de los vectores base en U y
V. Hemos dicho antes que los vectores singulares por la izquierda vy (columnas de V') forman una base
I—dimensional para las columnas de A, y que los ug, columnas de U, forman una base J—dimensional para
las filas de A, ambas ortonormalizadas, entonces:

Frox = Visk(Da)kxx Gixx =Usxr(Da)kxx (1.10)
estas matrices F' y G ast definidas son precisamente las coordenadas de las filas y columnas de A.

En efecto:

{ A=VDU =FU = F = AU = a; = °K | faur 111)

A =UDV =GV = G = AV = a; = S0, g1k

siendo a; la fila i—ésima de A (a; la j—ésima columna de A). La fila i—ésima de F', (columna j—ésima de G),
representa por tanto las coordenadas de a;, (a;) respecto de los vectores base ug, (vx). Recordemos aqui las
expresiones de las coordenadas de las filas y columnas de una matriz X en AFG:

F=Xuy = Ve G=Xvy=\ Ity

1.4.1. DVS completa.

Definicién 1.4 Interesa a veces para ciertos cdlculos completar las bases ortonormales de V. y U en sus
respectivos espacios de forma que se obtengan matrices cuadradas:

‘7:(’[}17-..’1][(;...7’01); IXI ﬁ:(u17"',uK;"',UJ); JXJ

donde Vg1, ,vr son I — K vectores ortonormales a v1,vs, -+ , Vg Y Uk+1, - ,us son J — K vectores
ortonormales a w1, us, - ,ux de forma que :

—f )~ ~ ~ . D, |0

Vv=I ] UU=1 ] AIXJ = VIXIAIXJUJXJ ; stendo A = 0 0 (112)

Hay infinitas formas de completar las bases.

5Las autodescomposiciones existen, al ser los productos A'A y AA' matrices reales y simétricas, pag 625 J. de Burgos.
6Este desarrollo corresponde con los resultados del método no matricial.
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1.5. Aproximaciéon de una matriz por otra de bajo rango mediante
DVS.

Dada una matriz Ay real, la DVS se puede expresar:

K
A= Zakvku;c ;ap > > > ag > 0; (Férmula de reconstruccién de la matriz) (1.13)
k

El concepto de aproximacién de A surge, cuando a partir de un cierto K* los valores singulares son pequefios

comparados con los anteriores de forma que ag«y1, ¥g*t2, -, @ Ve repreﬁentan valores pequenos en relacion
aqai,ag, -+ ,ax-. En este caso podemos considerar A Zk 1 ozkvkuk como una aproximacion de menor
rango de A.

En efecto si consideramos la funcién objetivo”:

((A X)(4 ) ZZ aij — Tij) >y Arxs s Xixy (1.14)

icl jeJ

con el criterio de minimizarla (minimos cuadrados) se verifica:

min tr ((A ~X)(A— X)’) —tr ((A — Ape))(A - A[K*])/> (1.15)

XeF
en donde F es el espacio de todas las matrices (I x J) de rango < K*.

Comentario 1.5.1 La demostracidon de este resultado es como sigue: Sea Ajxy y consideremos su DVS
completa, entonces la funcion objetivo se puede poner®:

tr ((A ~X)(A- X)’) — tr (1717/(14 ~X)UU'(A— X)/) = tr [[W/A VYV XU A~ ﬁﬁ/x’]] -
—tr(VVAUU A —VVAUUX —~VVXUU A +VV XUU X') = (%)
A A [C] (C]

— tr(AA —AO —OA +00) =tr ((A — o)A - @)/) donde:

A=V'AU A =UAV oo A=VAU A =UAV' (D, |0
O=V'XU ©=UXV v X=veu X =067V 0 |0
K
tenemos: ((A 0)(A-09) ) Z(ak —O)? + Z Z 0%, (1) (1.16)
k=1 k=1 =1

1#£k

"La traza del cuadrado de la diferencia entre dos matrices define el cuadrado de la distancia entre ambas, en sentido euclideo.
~~7

8Por ser la DVS de A completa: VvV =1 vUu =1.
Or[V(AU A")] = tr[(AT AW = tr[A(U" A'V)] = tr[AA].
10

ap 0 0 O 011 612 613 614
Si la matriz Azyx4 A—-0O= 0 a2 0 O | —| 621 622 623 624

0 0 a3 O 031 032 033 O34

, (o1 — 011) —012 —013 —014 (a1 —611) —012 —013 —014
tr ((A -0)(A-0) ) = —021 (02 — 622) —623 —024 —021 (a2 — 622) —023 —024
—031 —032 (a3 —033) —034 —031 —032 (a3 —033) —034

= (a1 — 011)° + 075 + 073 + 074 + 03, + (a2 — 022)° + 033 + 034 + 03, + 035 + (a3 — 033)° + 63, =

= (a1 —011) 4 (a2 — 022)* + (o3 — 033)° + 675 + 073 + 074 + 03, + 053 + 034 + 63, + 035 + 63,

),
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siendo rg(©) = rg(X)(*) y la matriz éptima X = VOU', al tener los mismos vectores singulares que A,
tiene los mismos autovalores, siendo © una matriz diagonal de elementos vy, -+ , o+ y los demds valores
cero. Por tanto X = A+ es la dptima, puesto que:

w((a-e)a-e))= Sl

k=K*+1

Comentario 1.5.2 Vamos a adaptar la notacién de la DVS de A cuando utilizamos una aproximacion
de bajo rango, en efecto:

_ ., — (Do | 0 U-
V= )5 D= (B0 ) U= [0 | Vo]
A=Ay + [A— Ag] = VigPagg1Ujxe) + Vie-x-1Dair— 51Uk k-] (1.17)

matriz de residuos

es decir tenemos las matrices:

K K* K
A= Zakvku; ; Al = Zakvku; s A= Aige = Z akvku;c (1.18)
= k=1 k=K*+1

Luego las sumas de los elementos al cuadrado de estas matrices (es decir las trazas de cada matriz por su
traspuesta), son:

I
NE
Lo

A (A Age) Zak ((A Apree)(A = Apgeep) ) Z o
k=1 k=K*+1
(1.19)
Se suele tomar en ACP y en Anélisis Datos como medida de la calidad de la aproximacién por bajo rango,

la tasa de inercia:
_ Zk L O (1.20)
Zk:l O‘k

TK*

1.6. DYVS en el caso euclideo ponderado.

Hasta ahora hemos supuesto espacios euclideos con métrica euclidea clasica, vamos ahora a considerar
espacios euclideos ponderados. Supongamos que en los espacios de dimensiones I, J de la matriz Ary s,
tenemos dos matrices cuadradas: Q7«7 v @« s, definidas positivas y simétricas, tales que la normalidad de
un vector n , I—dimensional por ejemplo, significa que n'Qn =1.

Definicién 1.5 DVS generalizada: Se comprueba fdacilmente que existe una DVS extendida a esta situa-
cion métrica mds general cuya expresion es:

K
AIXJ ZN[XK(DQ)KXKMKXJ :Zaknkmk T(A) =K (121)
k=1
donde:
= D, es una matriz diagonal de valores: ay > ag >,-+- ,ay, > 0 llamados valores singulares generalizados
de A.

= ng, columnas de N, cumplen NQN =1 y son los vectores singulares generalizados por la izquierda de
A.

e =V'XxUyX=vVer (DVS de X), luego © debe ser diagonal y rg(©) = rg(X).
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= my, columnas de M, cumplen MM =1 y son los vectores singulares generalizados por la derecha

de A.

» Qrur y Pyxy son cuadradas, definidas positivas y simétricas.

Comentario 1.6.1 Demostracién: Sea la DVS de la matriz: (Q%Ai)%)]XJ, es decir:
Q2AP: = VDU  VV=UU=I A=Q VDU ® = (1.22)
definimos:
N=Q 3V ; M=®30U = ND,M =Q 3VD,U® =0 2034030 2 = A
y ademdas se verifica:
NON=VQ 200V =VV=I: MOIM=U® 20> 2:U=UU=1

Definicién 1.6 Coordenadas de las filas y columnas de A, respecto de los vectores base en M y N.

Frak = NixkDa)rxx =2 5VDe  Guxk = Myxx(Da)kxkx = 2 2UD, (1.23)
estas matrices F' y G son las coordenadas de las filas y columnas de A respecto a los vectores de las bases

en M y N ya que:

{ A=NDM =FM = F = ADM = a; = Y5 | fums (1.24)

A'=MDN'=GN' —= G = AOQN = a; = Zle GjkNk

Definicién 1.7 Aproximaciéon de bajo rango en el caso generalizado. Si eliminamos los ultimos
L K .
Ag g~ términos de A =", axnpmy, la expresion siguiente:

K*

k=1

es la aprorimacion generalizada de A de rango K*, que es minimo cuadrdtica, es decir minimiza:

mi tr (Q(A — X)B(A - X)’) (1.26)

donde F es el espacio de todas las matrices I x J de rango < K*.
En la préctica se elige la dimensién K* del subespacio en funcién de que presente una clara diferencia entre

AR+ Y OK*41-

1.7. La DVS y la solucién del problema de ajuste de un subespa-
cio.

Habiamos visto en el problema de optimizacion planteado antes, que el subespacio que se trata de ajustar
a la nube de puntos dada (y;;4 = 1,---, ), se obtiene determinando un conjunto de ejes {uy, -+ ,ux~} en
el espacio J—dimensional de forma que determinen un subespacio S 6ptimo, en el sentido de minimizar la
expresion (1.5):

{ur, e upes

K , K*
min , Zwi (yl —y-— Z fikuk> Dy (yz Y- Z fikuk>
i k=1 k=1

estas expresiones dependen de:

1. Las masas w; asignadas a cada punto y; ; ¢ =1,--- 1.



8 DVS. Geometria del ajuste.

2. La métrica euclidea ponderada asociada al J—espacio, definida por (Dg)sx.; de pesos, cuya diagonal
contiene las ponderaciones de cada dimensién del espacio J—dimensional.

Comentario 1.7.1 La descomposicion:

K
Ay = Niwk (Do) kxx My y = Y agngmy,  N'QN =M OM =1
k=1

no es mas que la DVS no generalizada, adaptada a una estructura de espacio euclideo ponderado, ya que
las matrices Q y ® respecto de las que ortonormalizamos, no son mds que las que definen las métricas de
masas y pesos, en los espacios I y J dimensionales.

Comentario 1.7.2 Se puede considerar que la busqueda de un subespacio dptimo S determinado por los
ejes {uy, -+ ,ug+} es un caso particular de la optimizacion consequida por la DVS generalizada.

En efecto, cuando 2 es la matriz diagonal D,, de las masas de los puntos y cuando ® es la matriz diagonal
D, de las ponderaciones asociadas a cada dimensién del espacio J—dimensional, la expresién a minimizar se
escribe:

I
tr (Dw(A — X)Dy(A — X)’) =" wila; — 2:) Dyla; — ;) (1.27)
i=1
donde:
1. (Dy)rxs = diag(wy, -+ ,wy) ;w; = masas i = 1,--- , [

2. (Dg)sxs =diag(qi, -~ ,qs) ;q; = pesos j=1,---J
3. a; = fila i—ésima de A escrita como columna, (a;)yx1 ; ¢ =1, ,1
4. x; = fila i—ésima de X escrita como columna, (z;)jx1; ¢ =1,---,1

Por lo tanto podemos resolver el problema de optimizacién, mediante la DVS generalizada, de forma que la
solucién es:

K*
X = A[K*] = Zaknkmk = N[K*]DQ[K*]M[K*]
k=1
verificindose que:
1. Los vectores my, - - - ,mx~] definen los ejes factoriales o ejes principales, es decir el subespacio ajustado

S C R’ que querfamos obtener, para las filas de la matriz A.

2. Los vectores ny,--- ,nk-) definen los ejes factoriales del subespacio ajustado K *-dimensional S" C R!
para las columnas de la matriz A, mediante un procedimiento similar al utilizado para las filas de la
matriz.

3. Las filas de Fig«] = (N[K*]DQ[K*])MK* = [alnl | agna |, -+ | a[K*]n[K*ﬂ son las coordenadas de los
puntos-filas proyectados de la nube, sobre la estructura factorial anterior mg-;.

4. Las filas de Gg-) = (M[K*]DQ[K*])JX}(* = [alml | agma |, | a[K*]m[K*]] son las coordenadas de
los puntos-columnas proyectados de la nube, sobre la estructura factorial anterior ng-].

5 ai; k=1,---,K* son los K* primeros valores singulares de A en orden decreciente.

Comentario 1.7.3 Comparando (1.5) con (1.27) observamos que la matriz A, se define como la matriz de
filas centradas deY: A=Y — 1y :

I K* K"
> wilai — @) Dylas —w) = | Y wi |4 — 5= favur | Dy (yi == > finun
% a; k=1 k=1

i=1

donde 3 es el centroide de la nube de puntos fila de A.
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Por lo que la matriz A de la DVS generalizada (1.21), es una matriz centrada.

Definicién 1.8 Representacion Biplot. Las filas de Fix+) = Nig+Dqx+] se representan en el subespacio
S, normalmente de 2 o 3 dimensiones, para observar la configuracion multidimensional de las filas de la
matriz de datos A, y las filas de Gg+) = Mig-|Dq(x+] se representan en el subespacio S', para observar la
configuracion multidimensional de las columnas de A. Sin embargo es posible representar las filas de G
como G+ = Mg+ en el mismo espacio que el de las filas de Fix~), esta particular representacion comiin
de puntos fila y columna de la matriz A, se llama representacion biplot.

En una representacién biplot A[g+) = F[K*]GfK*] luego el producto escalar de la i-ésima fila de F' y la j-ésima
fila de G, es un valor aproximado del elemento a;; de la matriz:

ai; ~ figj = |fil - |g;| cos(fi, g;) (1.28)

Los datos a;; se centran usualmente, por ejemplo como en 1.7.3 respecto a la media de las columnas, y
asi una desviacién a;; > 0 se indica por vectores f; y g; formando un dngulo agudo y a;; < 0 por vectores
bajo un angulo obtuso.



