TOPOLOLOGIA I. RELACION DE PROBLEMAS 3

1. Probar que la funcién caracteristica x4 : ([0,1], 7,) — ({0,1},7,) del
subconjunto A = [0,1/2] es sobre, abierta y cerrada, pero no continua.

2. Probar que toda aplicaciéon biyectiva f : (X, Tcp) — (X, Tcr) es un
homeomorfismo.

3. Probar que la esfera (S?, T,) es homeomortfa al elipsoide
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E={(xy,z2) €R3\Q—Z+Z7+C—2 =1}, a,b,c>0,

dotado de la topologia usual.

4. Probar que labola B = {(x1,...,x,) € R" |x2+ - +x2 < 1} dotada
de la topologia usual es homeomorfa al espacio Euclideo IR".

5. Probar que (S? — {(0,...,41)},T,) es homeomorfo al cilindro (S' x
(—=1,1),Ty).

6. Dados los conjuntos X = {1,2,3,4,5} y X' = {a,b} y las topologias
sobre ellos T = {@, X, {1},{3,4},{1,3,4}} y T' = {®, X', {a}}, encontrar
todas las funciones continuas f : (X, 7) — (X', 7).

7. Sin € Z, se define sobre R la familia B, = B, U {n}, donde B es una
base de la topologia usual de R.

(1) Probar que B, es base de una topologia 7, sobre R.
(2) Probar que 77 y 7> son topologias diferentes y en cambio (R, 77) y
(R, 72) son espacios homeomorfos.

8. Probar los siguientes resultados:

(1) Toda aplicacién f : (R, 7cr) — (R, Ty) es cerrada.
(2) (R, 7) vy (R, 7Tcr) no son homeomorfos.
(3) Toda aplicacién sobre f : (X, Tcrp) — (Y, 7T.) es abierta y cerrada.

9. Probar que los siguientes espacios topoldgicos, dotados de la topologia
usual, son homeomorfos:

(1) R*—{(0,0)}.

) {(x,y) e R?*|0<a< \/x2+1y2 < b}.

3) 5! x R.

4) S! x (0, 00).

(5) S x (a,b).

6) {(x,y,z) € R¥|x*+y> =22+ 1}.

7) {(x,y,z) e R®¥|x*+y>=22+1,a < z < b}.
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10. Un espacio topoldgico (X, T') se llama localmente compacto si todo
punto x € X posee una base de entornos consistente de subconjuntos
compactos, esto es existe una base de entornos B* de x tal que W es un
subconjunto compacto de X para todo W € B*.

(1) Probar que (IR, 7,) es un espacio localmente compacto.

(2) Probar que (Q, 7,) no es localmente compacto.

(3) Probar que si f : (X,7) — (X',7') es una aplicacioén continua,
abierta y sobre y (X, 7") es localmente compacto, entonces (X', 7")
también ers localmente compacto.

(4) Probar que la recto de Sorgrenfrey no es localmente compacta.

11. Sea (X,7T) un espacio topoldgico Hausdorff. Probar que si A, B
son dos subconjuntos compactos de X con AN B = &, entonces existen
abiertos O,0' talque ONO' =@, ACO,BC O

12. Probar que no existe una biyeccién continua de (Sl, 7T..) sobre cualquier
subespacio topoldgico de (R, 7).



