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Resumen 

Es importante en la enseñanza de la probabilidad mostrar al estudiante diferentes 

aplicaciones y no reducirlas a juegos de azar. El presente trabajo brinda una aplicación de la 

probabilidad al cálculo de integrales para la estimación de áreas. La propuesta se enmarca 

en el modelo de conocimiento especializado del profesor de matemática (MTSK) adoptado 

por la carrera de enseñanza de la matemática con entornos tecnológicos del tecnológico de 

Costa Rica. En concreto se diseñaron y aplicaron diferentes actividades de aproximación de 

áreas utilizando Excel, donde paulatinamente se van aumentando el nivel de dificultad. La 

finalidad de este trabajo es contribuir con la formación de los futuros docentes en la 

transversalidad de conocimientos matemáticos de diferentes áreas (probabilidad y cálculo 

integral) apoyados con tecnología desde un enfoque didáctico.  

Palabras clave: didáctica, probabilidad frecuencial, ley de los grandes números, cálculo de 

áreas, integral definida. 

Abstract 

In the teaching of probability is important to show the student different applications beyond 

games of chance. The present work provides an application of probability to the calculation 

of integrals for the estimation of areas. The proposal is framed in the mathematics teacher's 

specialized knowledge model (MTSK) adopted by the Enseñanza de la matemática con 

entornos tecnológicos career from the Tecnológico of Costa Rica. In particular, different 

areas approximation activities were designed and applied using Excel, where the difficulty 

level is gradually increased. The purpose of this work is to contribute to the training of 

future teachers in the mathematical knowledge transversely with different areas (probability 

and integral calculus) supported with technology from a didactic approach.  

Keywords: didactic, frequency probability, law of large numbers, calculation of areas, 

definite integral. 

1. Introducción 

En una visión integral de educación matemática, los conceptos deben verse ligados unos 

con otros, y no en forma aislada, con el fin de valorar su carácter de instrumento y 

carácter de objeto, de los cuales habla Douady (1984). El comprender un concepto 

como instrumento para resolver un problema es lo que le da sentido al concepto.  

Por otro lado, en Núñez y Sanabria (2017, p.90) se indica que “el concepto puede 

intervenir en uno o varios marcos: geométrico, numérico y algebraico, entre otros. En 

cada marco el concepto se visualiza en términos de objetos y relaciones, formando 

significados del concepto en el marco”. Este juego de marcos, propuesto por Douady 

(1984), permite establecer correspondencias entre los significados que un mismo 

concepto adquiere en diferentes marcos, y contribuye a construir la diversidad 

semántica del concepto. La autora recomienda, que para que haya un buen 

funcionamiento de los conocimientos de los alumnos, el docente debe proponer 

situaciones problemas en los que intervengan al menos dos marcos. 

Es importante en la enseñanza de la probabilidad el mostrar al estudiante diferentes 

aplicaciones y no reducirlo a juegos de azar; en este sentido, ya Godino, Batanero y 

http://www.ugr.es/local/fqm126/civeest.html
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Cañizares (1988) mostraron numerosas aplicaciones para la educación primaria y 

secundaria. En el nivel universitario nuestra propuesta pretende mostrar la aplicabilidad 

de la probabilidad para resolver problemas en otras áreas de matemáticas. 

Además, hoy en día es importante tomar en cuenta, en los diferentes procesos 

educativos, la tecnología, una de cuyas potencialidades es la simulación de 

experimentos aleatorios. Precisamente Batanero (2003) sugiere que el trabajo con 

simulación implica ya una actividad de modelización, que es una parte importante del 

trabajo con la matemática.  

Por otro lado, recientemente, la escuela de Matemática del Tecnológico de Costa Rica 

aprobó la carrera Enseñanza de la Matemática con Entornos Tecnológicos, la cual 

adoptó un modelo llamado modelo de conocimiento especializado del profesor de 

matemática (MTSK), propuesto por Montes, Contreras y Carrillo (2013), los cuales 

mencionan que:  

Está basado en la idea de que la especialización del conocimiento del profesor de matemáticas 

deriva de su profesión, es decir, el conocimiento que posee será especializado en tanto le sea 

necesario para desarrollar su labor como profesor de matemáticas. (Montes, et al., 2013, p.404).  

Este modelo toma en cuenta seis subdominios: Tres referentes al MK y tres referentes al 

PCK (Conocimiento Didáctico del Contenido), propuesto por Shulman (1986): 

 Los referentes al MK son: Conocimiento de los temas matemáticos (KoT); 

conocimiento de la estructura matemática (KSM) y conocimiento de la práctica 

de la matemática (KPM).  

 Los referentes al PCK son: Conocimiento de las características de aprendizaje de 

matemáticas (KFLM), conocimiento de la enseñanza de las matemáticas (KMT) 

y conocimiento de los estándares de aprendizaje de matemáticas (KMLS) 

(Montes, et al., 2013). 

También asumimos el modelo TPACK propuesto por Koehler y Mishra, (2009), basado 

en las descripciones de PCK de Shulman (1986), con el fin de detallar cómo la 

comprensión de los docentes sobre las tecnologías educativas y el PCK interactúan entre 

sí, para producir una enseñanza efectiva con tecnología (Koehler y Mishra, 2009, p. 62).  

En la justificación para tomar como modelo de formación de profesores de estos 

modelos en la carrera Enseñanza de la Matemática con Entornos Tecnológicos, se 

indica que:  

Dadas las características de la carrera y su énfasis en el uso de la tecnología para la enseñanza de 

la matemática, el modelo, dado que el mismo se ajusta a los procesos de formación del plan de 

estudios aprobado, el cual considera un enfoque humanista y en el que los futuros docentes 

adquieran conocimientos, tanto en el área de la matemática, la pedagogía y la tecnología de 

manera integrada, según los principios establecidos en los modelos. (Escuela de Matemática, 

2017, p.17) 

Y más delante, en el criterio número cuatro del mismo documento se insiste en el 

siguiente punto (Escuela de Matemática, 2017, p.18):  

“Diseñar cursos específicos sobre el uso de la tecnología en la enseñanza y aprendizaje de la 

matemática, donde se aborde no solo el conocimiento tecnológico sino su relación con la 

matemática y con la pedagogía según el modelo TPACK”.  

Este trabajo viene a aportar, en esas líneas, el analizar el cálculo de áreas como un 

problema de probabilidad, e introducir el concepto de integral definida ligado al 

concepto de probabilidad. A su vez, incorporamos la tecnología en el ambiente de clase. 
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Por otro lado, la resolución de problemas debe estar presente en el proceso de 

enseñanza, pero no solo al final para aplicar los conceptos adquiridos, sino también al 

inicio y durante el proceso, para aprehender los conceptos. El profesor debe diseñar 

buenas situaciones problema para lograr estos objetivos. 

En el caso de la probabilidad, Sanabria y Núñez (2016) apuntan que, al revisar diversos 

libros de texto, resolver un problema se reduce al cálculo de la probabilidad de un 

determinado evento, aunque algunos plantean situaciones atractivas y contextualizadas. 

Esto da la sensación de que, después de abordar el estudio de un tópico de probabilidad, 

los problemas a resolver se reducen a calcular probabilidades, donde se busca calcular 

probabilidad sin ningún otro fin, y que después de abordar el estudio teórico de un 

tópico de probabilidad, los problemas a resolver se reducen a calcular probabilidades.  

En ese sentido entonces, es importante considerar cuáles problemas se ajustan bien en 

probabilidad. En Sanabria y Núñez (2016) se proponen tres tipos de contextos que son 

útiles para la enseñanza de la probabilidad: las situaciones centradas en el cálculo de 

probabilidades (ampliamente tratadas en los libros de texto), las situaciones sobre toma 

de decisiones, y las situaciones ajenas al azar, pero que utilizan la probabilidad como 

modelo. Dentro de las situaciones ajenas al azar y que utilizan la probabilidad como 

modelo, destacan los problemas de cálculo de áreas. 

El presente trabajo brinda una propuesta que busca que los estudiantes apliquen el 

concepto de probabilidad y conocimientos de cálculo diferencial para resolver 

problemas de cálculo de área con ayuda de software (Excel o similar). 

2. Marco teórico 

Un requisito para utilizar la probabilidad como herramienta para resolver un problema 

es que el problema involucre a una situación o experiencia de azar real o que utilicemos 

como modelo. Es decir, se pueden presentar problemas desprovistos del contexto de 

azar, donde si la persona que lo resuelve quiere utilizar la probabilidad, debe recrear 

dentro del problema una situación de azar, modelando las relaciones de la situación 

problema con los elementos teóricos de la probabilidad.  

Este tipo de situaciones que utilizan la probabilidad como modelo requieren de un 

dominio más completo y complejo de la probabilidad, pues implican aplicar la 

probabilidad en un contexto donde aparentemente no existe dicha situación aleatoria . 

En este tipo de problema, aplicar el concepto adquirido de probabilidad, implica crear 

las condiciones necesarias para aplicarlo. 

¿Cómo se aplica la probabilidad en este tipo de situaciones? Dado que la probabilidad 

es una medida relativa (medida de la posibilidad de que suceda de un evento), puede ser 

utilizada para hallar medidas absolutas de ciertas magnitudes. Más concretamente, de 

acuerdo a la generalización de la ley de Laplace, dado un evento X de un espacio 

muestral equiprobable Ω, con u una medida asociada a Ω, la probabilidad de que ocurra 

X viene definida por: 

𝑃(𝑋) =
𝑢(𝑋)

𝑢(Ω)
 

Si P(X) y u(Ω) son conocidos, entonces se puede hallar la medida de X. 

Así, en ciertas situaciones que se requiera hallar la medida absoluta de la cantidad de 

una magnitud (por ejemplo, la cantidad de objetos o un área de una figura), esta se 
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puede ver como la medida de un evento de una situación de azar construida.  

Para comprender cómo se puede modelizar esta situación aleatoria, para el caso del 

cálculo de áreas, consideremos f una función continua no negativa en un intervalo [a,b]:  

 Como f es continúa en [a, b], entonces f alcanza su máximo y su mínimo en 

dicho intervalo. Sea M el máximo de f en [a,b].  

 Considere la experiencia aleatoria de elegir un punto azar del rectángulo R 

([a,b]x[0,M]), y el evento E: “el punto elegido al azar se encuentra en la región 

E, es decir, bajo la curva y = f(x), como se muestra en la Figura 1. 

 Entonces 𝑃(𝐸) =
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐸)

𝐴𝑟𝑒𝑎 (𝑅)
=

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐸)

𝑀(𝑏−𝑎)
 ⟹ 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐸) = 𝑃(𝐸) ∙ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

 

Figura 1. Región E delimitada por la curva de la función f y el eje de abscisas 

Así, se define la integral definida para una función f continua no negativa en un 

intervalo [a,b] por: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑃(𝐸) ∙ 𝑀(𝑏 − 𝑎), 

donde M es el máximo de f en [a,b]. 

3. Una propuesta para introducir el cálculo de áreas utilizando probabilidad 

3.1 Participantes. 

La propuesta va dirigida a estudiantes que tienen conceptos básicos de probabilidad 

(probabilidad frecuencial, probabilidad clásica o Ley de Laplace) y de cálculo 

diferencial (Cálculo de máximos y mínimos en un intervalo cerrado).  

En el caso de Costa Rica, los conceptos sobre probabilidad son vistos en secundaria, 

según el Programa del Ministerio de Educación Pública (MEP, 2012). Por lo que, la 

propuesta puede ser usada como un trabajo extra-clase que desarrollan los estudiantes 

que cursan cálculo diferencial después de haber visto el cálculo de máximos y mínimos 

en un intervalo cerrado. Además, creemos que facilitará en los estudiantes la 

comprensión del cálculo integral. La propuesta puede ser fácilmente adaptada a 

estudiantes de secundaria eliminando algunas actividades de cálculo diferencial. 

El objetivo perseguido es aplicar la probabilidad en el cálculo de áreas, para relacionar 

estos dos contenidos y mostrar la aplicabilidad de la probabilidad en otros temas de 

matematicas. A continuación se analizan algunas de las posibles actividades. 

3.2. Primera explicación y primer ejemplo 

Recuerde que, de acuerdo a la generalización de la ley de Laplace, dado un evento X de 

un espacio muestral equiprobable Ω, con u una medida asociada a Ω, se tiene que la 

E

a b

M
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probabilidad de que ocurra X es: 

𝑃(𝑋) =
𝑢(𝑋)

𝑢(Ω)
 

Si P(X) y u(Ω) son conocidos, entonces se puede hallar la medida u de X: u(X).Veamos 

la aplicación de esto en el ejemplo mostrado en la Figura 2. 

Determine, aproximadamente, el área bajo la curva 𝑦 = √𝑥 en el intervalo [0,1]. 

 

Figura 2. Ejemplo 1 de la propuesta de enseñanza 

Veamos cómo se puede resolver este primer ejemplo- Sea A la región a la cual se le 

quiere determinar el área y  el interior del cuadrado de vértices (0,0), (0,1), (1,0) y 

(1,1) (Figura 3): 

 

Figura 3. Región A cuya área se desea determinar 

Para recrear una situación aleatoria, se elige un punto Z al azar del interior del 

cuadrado. Note que la probabilidad de que Z esté en A es: 

𝑃(𝑍 ∈ 𝐴) =
Á𝑟𝑒𝑎(𝐴)

Á𝑟𝑒𝑎(Ω)
= Á𝑟𝑒𝑎(𝐴) 

Así, para determinar el área aproximada de A, basta hallar una aproximación a la 

probabilidad de que Z pertenezca a A. Para ello, utilizando Excel, debemos simular la 

elección al azar de un punto en el interior del cuadrado. Recuerde que un punto queda 

determinado de manera única por sus coordenadas. Se escribe en Excel las fórmulas 

mostradas en la Tabla 1, utilizando tres celdas de la hoja de cálculo. Note que, para 

saber si el punto está en A, se compara la coordenada Y del punto con la imagen de la 

coordenada X del punto en la función 𝑓(𝑥) = √𝑥.  
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Tabla 1. Indicaciones de fórmulas en Excel para el ejemplo 1 

 A B C 

1 Coordenada x del 

punto Z 

Coordenada y del 

punto Z 

¿Pertenece el punto (x,y) a la 

región A? 

2 =Aleatorio() =Aleatorio() =SI(B2<RAIZ(A2); “SI”; “NO”) 

 

Por ejemplo, el punto Z mostrado en la Figura 4 no se encuentra en la región A. En este 

caso √𝑥 < 𝑦 por lo tanto ZA. Para calcular el área será necesario repetir la operación 

un número grande de veces, usando para ello valores aleatorios de puntos en el 

rectángulo dado y comparando cada uno de los puntos obtenidos para ver si se 

encuentra o no debajo de la curva cuya área se quiere calcular. Luego, si se arrastran las 

fórmulas indicadas de la Tabla 1 hasta la fila 1001, se obtienen 1000 simulaciones de la 

situación de azar. Si se cuenta el número de simulaciones que tiene “SI” y se divide 

entre 1000, se obtiene una aproximación a P(A), que constituye una aproximación de la 

área de la región A. 

 

 

Figura 4. Punto Z fuera de la región A 

3.3. Experimentación 

En una primera fase, se propuso a un grupo de 12 estudiantes de la carrera de enseñanza 

de la matemática con entornos tecnológico del tecnológico de Costa Rica realizar la 

actividad anterior. Los jóvenes estaban cursando cálculo y análisis I. Dentro de los 

temas que se ven en la misma está el estudio de extremos de una función continua en un 

intervalo cerrado. Indicamos que estos muchachos aún no han llevado el curso de 

cálculo integral. 

Se trabajó en un laboratorio y se usaron los paquetes de Excel y Geogebra. Con el fin de 

que se familiarizaran con la función "ALEATORIO( )" de Excel, se les indicó que esta 

generaba números aleatorios entre 0 y 1. Luego se les pidió que en una celda generaran 

números aleatorios, entre 2 y 3: Después de darles un par de minutos concluyeron que 

se debía escribir en la celda " = 2 + (3-2)* ALEATORIO( )". Luego les pedimos que 

dieran una fórmula para generar números aleatorios entre dos números reales a y b 

cualesquiera. Escribieron la fórmula " =a + (b - a)* ALEATORIO( ), que en el caso 

particular de la tarea propuesta se corresponde con " = 2 + (3 - 2)* ALEATORIO( )". 
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Por otro lado, ya los estudiantes estaban familiarizados con el paquete GEOGEBRA, se 

les pidió entonces trazar la gráfica de 𝑓(𝑥) = √𝑥 y que sombrearan la región A, región a 

la cual se le quiere determinar el área y, , el interior del cuadrado de vértices (0,0), 

(0,1), (1,0) y (1,1). Luego se les preguntó cómo saber si dado un punto(𝑥, 𝑦) en , éste 

quedaba en la curva. La respuesta de todos ellos fue que estaba en la curva si 𝑦 = √𝑥. 

Luego les preguntamos cómo saber si dicho punto se encontraba bajo la curva, luego 

nos indicaron que el punto estaba bajo la curva si 𝑦 < √𝑥. 

Enseguida les pedimos que simuláramos la situación en Excel tal como se indicó 

anteriormente. Después de realizar la simulación, nos indicaron que una aproximación 

del área es 0,67. Estaban sorprendidos porque el valor que obtuvieron, coincidía con el 

valor del área que indicaba Geogebra. 

En una segunda fase, se les propuso que estimaran el área bajo la curva de la función 

f(x) = (2 − 𝑥)𝑒𝑥 en el intervalo [0,2]. Sin la intervención del profesorado, los 

estudiantes graficaron la curva. Se dieron cuenta que x varía de 0 a 2, por lo que 

escribieron en Excel "0 + 2* ALEATORIO( )". Se dieron cuenta de que la ordenada y 

variaba de 0 al máximo de la función f. Procedieron a calcularlo. Este máximo les dio el 

valor del número e. Así que y variaba de 0 a e. En Excel indicaron las siguientes 

fórmulas: 

Tabla 2. Indicaciones de fórmulas en Excel para la tarea propuesta  

 A B C 

1 Coordenada x del 

punto Z 

Coordenada y del 

punto Z 

¿El punto (x,y) pertenece a la región A? 

2 =2*Aleatorio() =EXP(1)Aleatorio() = SI(B2<(2-A2)EXP(A2); “SI”; “NO”) 

Los estudiantes calcularon la probabilidad frecuencial de que el punto perteneciera a la 

región A. Aproximadamente 0,80. Indicaron que el resultado estaba mal porque en 

Geogebra se marcaba como área 4,39. Se les dio tiempo para averiguar qué ocurría en 

esa diferencia de resultados. Al fin, un par de estudiantes concluyó que el área del 

rectángulo era de 2e, por lo que:  

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐸)

2𝑒
≈ 0,80, de donde 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐸) ≈ 0,80 ∗ 2e ≈ 4,38. 

La gráfica considerada en este ejercicio se da a continuación con el valor del área que 

indica Geogebra: 

 

Figura 5. Gráfica y área bajo la curva de la función (𝟐 − 𝒙)𝒆𝒙 por Geogebra  
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3.4. Actividad de cierre 

Finalmente se les propuso la siguiente situación problema (Figura 6):  

Dada una función f continua no negativa en un intervalo [a,b], ¿Cómo se puede hallar 

aproximadamente el área bajo la curva y = f(x) en el intervalo [a,b]? 

Figura 6. Actividad de cierre de la propuesta de enseñanza 

Les dejamos trabajar unos minutos. Al final concluyeron lo esperado: Como la función 

es continua en el intervalo cerrado [a,b], la función alcanza su máximo absoluto. 

Indicaron que el área de la región A delimitada por la curva y = f(x) en el intervalo [a,b] 

es, aproximadamente: Área(A) ≈ Máximo de la función*(b-a)*P(A). 

Se les indicó, al cierre de la actividad, que lo que acabamos de trabajar era el concepto 

de integral definida para una función f continua no negativa en un intervalo [a, b] que se 

denota por 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑃(𝐸) ∙ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

donde M es el máximo de f en [a,b], P(E) corresponde a la probabilidad de que un punto 

del rectángulo R ([a, b]x[0, M]), esté bajo la curva de la función y = f(x). 

3.5.Actividades a realizar 

Con el fin de reforzar lo establecido anteriormente, se propuso a los estudiantes 

desarrollar las siguientes situaciones problema: 

 (Similar al ejemplo 1, Ver Figura 2). Halle aproximadamente el área bajo la curva 

𝑦 = √𝑥 + 1 en el intervalo [1,6]. 

 (Curva oculta). Determine aproximadamente el área de un círculo de radio 2. 

 (Polígono irregular). Halle aproximadamente el área del polígono ABCDE donde 

las coordenadas de los vértices son: A(1,1), B(3,3), C(5,7), D(7,4), E(10,2). 

 (Debe hallar el máximo). Sea 𝑓(𝑥) = (3 − 𝑥)𝑒𝑥. Halle aproximadamente el área 

bajo la curva 𝑦 = 𝑓(𝑥) en el intervalo [0,3]. 

 (Función por partes). Sea 𝑓(𝑥) = {

2

𝑥
+ 2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

√𝑥2 + 4𝑥 + 3
3

𝑠𝑖 𝑥 < 0
  

Halle aproximadamente el área bajo la curva 𝑦 = 𝑓(𝑥) en el intervalo [-3,2].  

 (Entre una curva y una horizontal). Determine el área entre las cuatro curvas 

siguientes:  

(1) 𝑦 = 𝑥𝑙𝑛2(𝑥) + 5, (2) y = 2, (3) x = 1/2, (4) x = 2. 

 (Entre dos curvas). Determine el área entre las curvas:  

(1) 𝑦 = 1 − 𝑥2, (2) 𝑦 = 𝑥2 
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4. Conclusiones 

En nuestra experiencia se abordó el problema del cálculo del área bajo una curva de un 

función continua y positiva en un intervalo cerrado desde un enfoque probabilístico, 

utilizando la simulación. Como indica Batanero (2003) la simulación permite que el 

estudiante trabaje en el ordenador con un experimento aleatorio que no existe en la 

realidad, creando un micro mundo en que el estudiante puede explorar problemas y 

conceptos de probabilidad. 

La ventaja de la situación de enseñanza propuesta, en el juego de marcos, propuesto por 

Douady (1984), es que permite establecer correspondencias entre los significados que 

un mismo concepto adquiere en diferentes marcos, y contribuye a construir la 

diversidad semántica del concepto. En concreto, hemos podido interpretar el área como 

integral debajo de una curva, como medida de un área y como probabilidad. La autora 

recomienda, que para haya un buen funcionamiento de los conocimientos de los 

alumnos, el docente debe proponer situaciones problemas en los que intervengan al 

menos dos marcos, luego la experimentación permitió llevar la propuesta al aula y 

permitió ver la posibilidad del abordaje de la misma con estudiantes que ya tienen 

conocimientos de cálculo diferencial. Los estudiantes aún no han llevado el curso de 

cálculo integral, por lo que la experimentación fue muy interesante, en el sentido de que 

hablamos del cálculo de áreas bajo una curva, sin hablar de sumas de Riemann. El uso 

de la tecnología facilitó el abordaje de la propuesta. Los estudiantes manifestaron 

sentirse interesados con lo trabajado en esta actividad. 

Al aplicar la probabilidad al cálculo de áreas, mostramos una potencialidad de esta 

disciplina, vinculada a otros contextos: la de brindar un modelo para resolver 

problemas. De esta manera, el cálculo de probabilidades no queda sólo ahí, en el cálculo 

de probabilidad de eventos, sino que además se le da un uso práctico en la resolución de 

problemas. 
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