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Funciones reales

Sean Ay B dos conjuntos. Una funcion de A en B es una regla que a
cada elemento de A asocia un Unico elemento de B.
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Funciones reales

Sean Ay B dos conjuntos. Una funcion de A en B es una regla que a
cada elemento de A asocia un Unico elemento de B.

Observa que una funcion son tres cosas: el conjunto A donde esta
definida, el conjunto B donde toma valores y la regla que la define. El
conjunto A recibe el nombre de dominio de la funcion.
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Funciones reales

Sean Ay B dos conjuntos. Una funcion de A en B es una regla que a
cada elemento de A asocia un Unico elemento de B.

Observa que una funcion son tres cosas: el conjunto A donde esta
definida, el conjunto B donde toma valores y la regla que la define. El
conjunto A recibe el nombre de dominio de la funcion.

En este curso estamos interesados en funciones entre conjuntos de
nameros reales, es decir, Ay B son subconjuntos de R; con
frecuencia B = R. Estas funciones se llaman funciones reales de una
variable real.
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Funciones reales

Sean Ay B dos conjuntos. Una funcion de A en B es una regla que a
cada elemento de A asocia un Unico elemento de B.

Observa que una funcion son tres cosas: el conjunto A donde esta
definida, el conjunto B donde toma valores y la regla que la define. El
conjunto A recibe el nombre de dominio de la funcion.

En este curso estamos interesados en funciones entre conjuntos de
nameros reales, es decir, Ay B son subconjuntos de R; con
frecuencia B = R. Estas funciones se llaman funciones reales de una
variable real.

Convenio. En lo que sigue solamente consideraremos funciones
reales y, si no se especifica otra cosa, se entiende que B = R.
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Funciones reales

Las funciones se representan por letras. En la practica las letras mas
usadas son f, g y h, pero cualquiera otra es también buena.
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Funciones reales

Las funciones se representan por letras. En la practica las letras mas
usadas son f, g y h, pero cualquiera otra es también buena.

Si f es una funcién y x es un nimero que esta en su dominio, se
representa por f(x) (Iéase “f evaluada en x” o “el valor de f en x”) el
namero que f asigna a x, que se llama imagen de x por f .
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Funciones reales

Las funciones se representan por letras. En la practica las letras mas
usadas son f, g y h, pero cualquiera otra es también buena.

Si f es una funcién y x es un nimero que esta en su dominio, se
representa por f(x) (Iéase “f evaluada en x” o “el valor de f en x”) el
namero que f asigna a x, que se llama imagen de x por f .

Es muy importante distinguir entre f (una funcién) y f(x) (un nimero
real).
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dominio es A.
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Funciones reales

Las funciones se representan por letras. En la practica las letras mas
usadas son f, g y h, pero cualquiera otra es también buena.

Si f es una funcién y x es un nimero que esta en su dominio, se
representa por f(x) (Iéase “f evaluada en x” o “el valor de f en x”) el
namero que f asigna a x, que se llama imagen de x por f .

Es muy importante distinguir entre f (una funcién) y f(x) (un nimero
real).

El simbolo f: A — R se utiliza para indicar que f es una funcién cuyo
dominio es A.

Las propiedades de una funcion dependen de la regla que la define y
también de su dominio, por ello dos funciones que tienen distintos
dominios se consideran distintas funciones aunque la regla que las
define sea la misma.
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Funciones reales

Las funciones se representan por letras. En la practica las letras mas
usadas son f, g y h, pero cualquiera otra es también buena.

Si f es una funcién y x es un nimero que esta en su dominio, se
representa por f(x) (Iéase “f evaluada en x” o “el valor de f en x”) el
namero que f asigna a x, que se llama imagen de x por f .

Es muy importante distinguir entre f (una funcién) y f(x) (un nimero
real).

El simbolo f: A — R se utiliza para indicar que f es una funcién cuyo
dominio es A.

Las propiedades de una funcion dependen de la regla que la define y
también de su dominio, por ello dos funciones que tienen distintos
dominios se consideran distintas funciones aunque la regla que las
define sea la misma.

Dos funciones f y g son iguales cuando tienen igual dominio y
f(x) = g(x) para todo x en el dominio comun.
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Funciones reales

Consideremos las funciones siguientes.
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Consideremos las funciones siguientes.
a) f: R — R lafuncion dada por f(x) = x2.
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Consideremos las funciones siguientes.
a) f: R — R lafuncion dada por f(x) = x2.
b) g: R* — R la funcién dada por g(x) = x2.
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Funciones reales

Consideremos las funciones siguientes.

a) f: R — R lafuncion dada por f(x) = x2.

b) g: R* — R la funcién dada por g(x) = x2.

1, six €Q

c)h:R—R Iafuncic’)ndadaporh(x):{ 1, six€e€R\Q
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Funciones reales

Consideremos las funciones siguientes.

a) f: R — R lafuncion dada por f(x) = x2.

b) g: R* — R la funcién dada por g(x) = x2.

c) h: R — R la funcién dada por h(x) = {1’ S? xeQ
-1, sixeR\Q

x3+8x+6

d) Sea f(x) = 71
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Funciones reales

Consideremos las funciones siguientes.

a) f: R — R lafuncion dada por f(x) = x2.

b) g: R* — R la funcién dada por g(x) = x2.

1, six €Q

c)h:R—R Iafuncic’)ndadaporh(x):{ 1, six€e€R\Q

x3+8x+6

X2 —1
Segun lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distintas. De hecho tienen
propiedades distintas. Observa que la funcién definida en b) es creciente y la definida
ena)noloes.

d) Sea f(x) =
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Funciones reales

Consideremos las funciones siguientes.
a) f: R — R lafuncion dada por f(x) = x2.
b) g: R* — R la funcién dada por g(x) = x2.

1, six €Q

c)h:R—R Iafuncic’)ndadaporh(x):{ 1, six€e€R\Q

x3+8x+6

X2 —1
Segun lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distintas. De hecho tienen
propiedades distintas. Observa que la funcién definida en b) es creciente y la definida
ena)noloes.

La funcion definida en c) es llamada funcion de Dirichlet. Observa que no es facil
calcular los valores de dicha funcién porque no siempre se sabe si un namero real
dado es racional o irracional. ¢ Es e + racional? Pese a ello la funcién esta
correctamente definida.

d) Sea f(x) =
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Funciones reales

Consideremos las funciones siguientes.
a) f: R — R lafuncion dada por f(x) = x2.
b) g: R* — R la funcién dada por g(x) = x2.
.z 17 i
¢) h: R — R lafuncién dada por h(x) = S! xeQ
-1, sixeR\Q
x3+8x+6
X2 —1
Segun lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distintas. De hecho tienen
propiedades distintas. Observa que la funcién definida en b) es creciente y la definida
ena)noloes.

d) Sea f(x) =

La funcion definida en c) es llamada funcion de Dirichlet. Observa que no es facil
calcular los valores de dicha funcién porque no siempre se sabe si un namero real
dado es racional o irracional. ¢ Es e + racional? Pese a ello la funcién esta
correctamente definida.

En d) no nos dan explicitamente el dominio de f por lo que se entiende que f esta
definida siempre que f(x) tenga sentido, es decir, siempre que, x? — 1 # 0, esto es,
parax # £1.
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Funciones reales

El convenio del dominio. Cuando una funcién se define por una
formula “f (x) = férmuld’ y el dominio no es explicito, se entiende que
el dominio es el mayor conjunto de valores de x para los cuales la
expresion f(x) tiene sentido como nimero real. Este es el llamado
dominio natural de la funcion.

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Funciones reales

El convenio del dominio. Cuando una funcién se define por una
formula “f (x) = férmuld’ y el dominio no es explicito, se entiende que
el dominio es el mayor conjunto de valores de x para los cuales la
expresion f(x) tiene sentido como nimero real. Este es el llamado
dominio natural de la funcion.

Dada una funcién f: A — R,y un conjunto no vacio C C A, el
conjunto de las imagenes por f de todos los elementos de C:

f(C)={f(x):x € C}

se llama imagen de C por f. Cuando C = A, el conjunto f(A) se llama
conjunto imagen de f y también rango o recorrido de f.
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Funciones reales

Sean f,g: A — R.

@ Se define la funcién suma como la funcién que a cada nimero x € A asigna el
ndmero real f(x) + g(x). Dicha funcién se representa con el simbolo f + g.
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Funciones reales

Sean f,g: A — R.

@ Se define la funcién suma como la funcién que a cada nimero x € A asigna el
ndmero real f(x) + g(x). Dicha funcién se representa con el simbolo f + g.

@ Se define la funcion producto como la funcién que a cada nimero x € A asigna
el nimero real f(x)g(x). Dicha funcion se representa con el simbolo fg.
También podemos multiplicar una funcién f por un nimero « para obtener la
funcién of que asigna a cada x € A el nimero af (x).
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ndmero real f(x) + g(x). Dicha funcién se representa con el simbolo f + g.
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el nimero real f(x)g(x). Dicha funcion se representa con el simbolo fg.
También podemos multiplicar una funcién f por un nimero « para obtener la
funcién of que asigna a cada x € A el nimero af (x).

@ Se define la funcién cociente de f por g como la funcién que a cada nimero

f(x)

x € A con g(x) # 0 asigna el nimero real m Dicha funcién se representa
X

porf
i
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Funciones reales

Sean f,g: A — R.

@ Se define la funcién suma como la funcién que a cada nimero x € A asigna el
ndmero real f(x) + g(x). Dicha funcién se representa con el simbolo f + g.

@ Se define la funcion producto como la funcién que a cada nimero x € A asigna
el nimero real f(x)g(x). Dicha funcion se representa con el simbolo fg.
También podemos multiplicar una funcién f por un nimero « para obtener la
funcién of que asigna a cada x € A el nimero af (x).

@ Se define la funcién cociente de f por g como la funcién que a cada nimero

f(x)

x € A con g(x) # 0 asigna el nimero real W Dicha funcién se representa
por 1
g
Cualquiera sean f,g,h: A — R se verifican las propiedades:
Asociativas. (f +g)+h="f+(g+h); (fg)h ="f(gh)

Conmutativas. f + g =g +f; fg = df
Distributiva. (f + g)h = fh 4+ gh
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Funciones reales

Composicion de funciones. Sean f: A— R y g: B — R funciones
con f(A) C B. En tal caso, la funcién h: A — R dada por

h(x) = g(f(x)) para todo x € A se llama composicién de g con f y se
representa por h = g o f. Observa que la funcién g o f, solamente
esta definida cuando la imagen de f esta contenida en el dominio de
g. La composicion de funciones es asociativa.
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Funciones reales

Composicion de funciones. Sean f: A— R y g: B — R funciones
con f(A) C B. En tal caso, la funcién h: A — R dada por

h(x) = g(f(x)) para todo x € A se llama composicién de g con f y se
representa por h = g o f. Observa que la funcién g o f, solamente
esta definida cuando la imagen de f esta contenida en el dominio de
g. La composicion de funciones es asociativa.

Funciones inyectivas. Se dice que una funcién f: A - R es
inyectiva en un conjunto C C A, si en puntos distintos de C toma
valores distintos; es decir, X,y € C y x #y, entonces f(x) # f(y).
Se dice que f es inyectiva cuando es inyectiva en A.
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Funciones reales

Composicion de funciones. Sean f: A— R y g: B — R funciones
con f(A) C B. En tal caso, la funcién h: A — R dada por

h(x) = g(f(x)) para todo x € A se llama composicién de g con f y se
representa por h = g o f. Observa que la funcién g o f, solamente
esta definida cuando la imagen de f esta contenida en el dominio de
g. La composicion de funciones es asociativa.

Funciones inyectivas. Se dice que una funcién f: A - R es
inyectiva en un conjunto C C A, si en puntos distintos de C toma
valores distintos; es decir, X,y € C y x #y, entonces f(x) # f(y).
Se dice que f es inyectiva cuando es inyectiva en A.

La funcién inversa de una funcién inyectiva. Sif:A— R esuna
funcién inyectiva, puede definirse una nueva funcién en el conjunto
B =f(A), f~1: B — R, que llamaremos funcién inversa de f, que a
cada nimero y € B asigna el Gnico nimero x € A tal que f(x) =y.
Equivalentemente f~1(f(x)) = x paratodo x € A, y también
f(f~1(y)) =y paratodoy € B.
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Funciones reales

Funciones monoétonas

Sea f: A— R y C C A un subconjunto no vacio de A.

Se dice que f es creciente en C, si f conserva el orden entre puntos
de C, es decir,six,y € C y x <y, entonces f(x) < f(y).
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Funciones reales

Funciones monoétonas

Sea f: A— R y C C A un subconjunto no vacio de A.

Se dice que f es creciente en C, si f conserva el orden entre puntos
de C, es decir,six,y € C y x <y, entonces f(x) < f(y).

Se dice que f es decreciente en C, si f invierte el orden entre puntos
de C, es decir, six,y € C y x <Yy, entonces f(x) > f(y).
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Funciones monoétonas

Sea f: A— R y C C A un subconjunto no vacio de A.

Se dice que f es creciente en C, si f conserva el orden entre puntos
de C, es decir,six,y € C y x <y, entonces f(x) < f(y).

Se dice que f es decreciente en C, si f invierte el orden entre puntos
de C, es decir, six,y € C y x <Yy, entonces f(x) > f(y).

Se dice que f es creciente (resp. decreciente) cuando lo es en todo
su dominio de definicion.
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Funciones reales

Funciones monoétonas

Sea f: A— R y C C A un subconjunto no vacio de A.

Se dice que f es creciente en C, si f conserva el orden entre puntos
de C, es decir,six,y € C y x <y, entonces f(x) < f(y).

Se dice que f es decreciente en C, si f invierte el orden entre puntos
de C, es decir, six,y € C y x <Yy, entonces f(x) > f(y).

Se dice que f es creciente (resp. decreciente) cuando lo es en todo
su dominio de definicion.

Se dice que una funcién es monétona para indicar que es creciente o
decreciente.
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Funciones reales

Funciones monoétonas

Sea f: A— R y C C A un subconjunto no vacio de A.

Se dice que f es creciente en C, si f conserva el orden entre puntos
de C, es decir,six,y € C y x <y, entonces f(x) < f(y).

Se dice que f es decreciente en C, si f invierte el orden entre puntos
de C, es decir, six,y € C y x <Yy, entonces f(x) > f(y).

Se dice que f es creciente (resp. decreciente) cuando lo es en todo
su dominio de definicion.

Se dice que una funcién es monétona para indicar que es creciente o
decreciente.

Una funcién mondétona e inyectiva se dice que es estrictamente
monotona, pudiendo ser estrictamente creciente o estrictamente
decreciente.
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Funciones reales

Gréfica de una funcion. La grafica de una funcién f: A — R es el
conjunto de pares de nimeros {(x,f(x)) : x € A}.
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Funciones reales

Gréfica de una funcion. La grafica de una funcién f: A — R es el
conjunto de pares de nimeros {(x,f(x)) : x € A}.

La grafica de una funcion pone de manifiesto, a simple vista, muchas
de sus propiedades. Para dibujar graficas de funciones se precisan
herramientas de calculo como las derivadas.
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Continuidad

Continuidad en un punto

Una funcién f: A — R se dice que es continua en un punto acA si,
para cada nimero ¢ > 0, se puede encontrar un namero ¢ > 0 (que,
en general, dependerd de ¢ y de a) tal que para todo x €A con

Ix —a| < § se verifica que [f(x) —f(a)| <e.
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Continuidad

Continuidad en un punto

Una funcién f: A — R se dice que es continua en un punto acA si,
para cada nimero ¢ > 0, se puede encontrar un namero ¢ > 0 (que,
en general, dependerd de ¢ y de a) tal que para todo x €A con

Ix —a| < § se verifica que [f(x) —f(a)| <e.

La definicién anterior suele escribirse, con abuso del formalismo
l6gico, de la siguiente forma:

VeeR" 36eRT : |X;2|A<5 }:> [f(x) —f(a)] <e

Observacion. Para poder hablar de la continuidad o de la no
continuidad de una funcién en un punto, la funcion debe estar
definida en dicho punto. Si no se conoce el valor de una funcién en
un punto no puede comprobarse si la condicion anterior se verifica o
no en dicho punto y, por ello, no tiene sentido considerar la
continuidad de esa funcién en dicho punto.
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Continuidad

Una funcién f: A — R se dice que es continua por la izquierda en
un punto a€A si, para cada numero ¢ > 0, se puede encontrar un
ndmero § > 0 tal que paratodo x €A con a— § < x < a se verifica
que [f(x) —f(a)| <e.
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Continuidad

Una funcién f: A — R se dice que es continua por la izquierda en
un punto a€A si, para cada numero ¢ > 0, se puede encontrar un
ndmero § > 0 tal que paratodo x €A con a— § < x < a se verifica
que [f(x) —f(a)| <e.

Una funcién f: A — R se dice que es continua por la derecha en
un punto a€A si, para cada nimero ¢ > 0, se puede encontrar un
ndmero § > 0 tal que paratodo x €A con a < x <a+ 4 se verifica
que [f(x) —f(a)] <e.

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Continuidad

Una funcién f: A — R se dice que es continua por la izquierda en
un punto a€A si, para cada numero ¢ > 0, se puede encontrar un
ndmero § > 0 tal que paratodo x €A con a— § < x < a se verifica
que [f(x) —f(a)| <e.

Una funcién f: A — R se dice que es continua por la derecha en
un punto a€A si, para cada nimero ¢ > 0, se puede encontrar un
ndmero § > 0 tal que paratodo x €A con a < x <a+ 4 se verifica
que [f(x) —f(a)] <e.

Se dice que f: A — R es continua en un conjunto no vacio C C A, si
f es continua en todo punto de C.
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Continuidad

Caracterizacion de la continuidad por sucesiones

Sean f: A— R y a€A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en a.

b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A con lim{x,} = a, se
verifica que lim{f(xn)} = f(a).
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Continuidad

Sean f,g : A — R. Se verifica que:

© Las funciones f + g y fg son continuas en todo punto de A en el
gue las dos funciones f y g sean continuas. En particular, las
funciones suma y producto de funciones continuas son
funciones continuas.
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Continuidad

Sean f,g : A — R. Se verifica que:

© Las funciones f + g y fg son continuas en todo punto de A en el
gue las dos funciones f y g sean continuas. En particular, las
funciones suma y producto de funciones continuas son
funciones continuas.

. L1 .
© Sig(x) # 0 paratodo x €A, la funcion g es continua en todo

punto de A en el que g sea continua. En consecuencia, la
funcion cociente de dos funciones continuas cuyo denominador
no se anula nunca es una funcién continua.
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Continuidad

Continuidad de una funcion compuesta

Sean f: A— Ry g: B — R funciones tales que f(A) C B.
Supongamos que f es continua en un punto ac€ A y que g es continua
en el punto f(a). Entonces la funcién compuesta gof: A — R es
continua en el punto a.

En particular, si g es continua en f(A), entonces g o f es continua en
todo punto de A en el que f sea continua. Mas en particular, la
composicién de funciones continuas es una funcién continua.
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Continuidad

Una funcién polinémica o polinomio es una funcién de la forma:
P(X) = Co + C1X + CoX? + - -+ + CpX"

donde cq, ¢, ..., Cn SON nimeros reales llamados coeficientes del
polinomio; neN es un ndmero natural que, supuesto que ¢, # 0, se
llama grado del polinomio. Las funciones polinémicas tienen como
dominio natural de definicién la totalidad de R aunque con frecuencia
nos interesara estudiar una funcién polinémica en un intervalo.
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Continuidad

Una funcién polinémica o polinomio es una funcién de la forma:
P(X) = Co + C1X + CoX? + - -+ + CpX"

donde cq, ¢, ..., Cn SON nimeros reales llamados coeficientes del
polinomio; neN es un ndmero natural que, supuesto que ¢, # 0, se
llama grado del polinomio. Las funciones polinémicas tienen como
dominio natural de definicién la totalidad de R aunque con frecuencia
nos interesara estudiar una funcién polinémica en un intervalo.

Una funcion racional es una funciéon de la forma:
P(x)
Q(x)

donde P (el numerador) y Q (el denominador) son polinomios y Q no
es el polinomio constante igual a 0. La funciéon R tiene como dominio
natural de definicion el conjunto {x € R : Q(x) # 0}.
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Continuidad

Como consecuencia de los resultados anteriores y de las
propiedades de las funciones logaritmo y exponencial, obtenemos el
siguiente resultado.

@ Toda funcién racional es continua en su dominio natural de
definicion.
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Continuidad

Como consecuencia de los resultados anteriores y de las
propiedades de las funciones logaritmo y exponencial, obtenemos el
siguiente resultado.

@ Toda funcién racional es continua en su dominio natural de
definicion.

@ Las funciones exponenciales, logaritmos y potencias de
exponente real son continuas en sus dominios naturales de
definicion.
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Continuidad

Intuitivamente, la continuidad de una funcién en un punto depende
Unicamente del comportamiento de la funcion en la “proximidad” de
dicho punto. Esto se expresa diciendo que la continuidad es una
propiedad local. Vamos a precisar este concepto.
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Continuidad

Intuitivamente, la continuidad de una funcién en un punto depende
Unicamente del comportamiento de la funcion en la “proximidad” de
dicho punto. Esto se expresa diciendo que la continuidad es una
propiedad local. Vamos a precisar este concepto.

Dados una funcion f: A — R y un conjunto no vacio C C A,
podemos definir una nueva funcién, llamada restriccion de f a C que
se representa por fic, que es la funcion definida en el conjunto C que
viene dada por fic(x) = f(x) para todo x € C.
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Continuidad

Intuitivamente, la continuidad de una funcién en un punto depende
Unicamente del comportamiento de la funcion en la “proximidad” de
dicho punto. Esto se expresa diciendo que la continuidad es una
propiedad local. Vamos a precisar este concepto.

Dados una funcion f: A — R y un conjunto no vacio C C A,
podemos definir una nueva funcién, llamada restriccion de f a C que
se representa por fic, que es la funcion definida en el conjunto C que
viene dada por fic(x) = f(x) para todo x € C.

Dada una funcién f: A — R, se dice que una funcién g: B — R es
una extension de f, siB D Ay f es la restriccion de g al conjunto A,
es decir f(x) = g(x) para todo x €A.
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Continuidad

Funcion parte entera

La funcion que a cada nimero x € R asigna el mayor entero que es menor o igual que
x se llama funcién parte entera. Dicha funcién se representa con la letra E y esta
definida para todo x € R por las condiciones siguientes:

A E(X)EZ y E(X)<x <E(X)+1.

Esta funcion es discontinua en to-
dos los enteros. Si consideramos
la funcion f, restriccion de E a
[1,2[, cuyo dominio es el intervalo
[1,2[ y que a cada punto de dicho
intervalo asigna su “parte entera”,
f(x) = E(x), paral < x < 2; en-
tonces f es constante pues, clara-
mente f(x) = 1 para todo x €
: [1,2[, luego f es continua en todos
— -3 los puntos de su dominio, en par-
o _al ticular f es continua en 1 aunque
la funcién “parte entera” es discon-

\ tinua en dicho punto.
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Continuidad

Localizacion de la continuidad

@ Cualquier restriccion de una funcién continua es también
continua.

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Continuidad

Localizacion de la continuidad

@ Cualquier restriccion de una funcién continua es también
continua.

@ Sean f: A— R, acA el unintervalo abierto tal que acl.
Supongamos que la restriccion de f a | N A es continua en a.
Entonces f es continua en a.
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Continuidad

Localizacion de la continuidad

@ Cualquier restriccion de una funcién continua es también
continua.

@ Sean f: A— R, acA el unintervalo abierto tal que acl.
Supongamos que la restriccion de f a | N A es continua en a.
Entonces f es continua en a.

@ Cualquier extension de una funcion continua en un intervalo
abierto es también continua en dicho intervalo abierto.
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Continuidad

Localizacion de la continuidad

@ Cualquier restriccion de una funcién continua es también
continua.

@ Sean f: A— R, acA el unintervalo abierto tal que acl.
Supongamos que la restriccion de f a | N A es continua en a.
Entonces f es continua en a.

@ Cualquier extension de una funcion continua en un intervalo
abierto es también continua en dicho intervalo abierto.

@ Una funcién f es continua en un intervalo abierto | si, y sélo si, la
restriccion f; es continua en |.
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Continuidad

Localizacion de la continuidad

@ Cualquier restriccion de una funcién continua es también
continua.

@ Sean f: A— R, acA el unintervalo abierto tal que acl.
Supongamos que la restriccion de f a | N A es continua en a.
Entonces f es continua en a.

@ Cualquier extension de una funcion continua en un intervalo
abierto es también continua en dicho intervalo abierto.

@ Una funcién f es continua en un intervalo abierto | si, y sélo si, la
restriccion f; es continua en |.
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Continuidad

Localizacion de la continuidad

@ Cualquier restriccion de una funcién continua es también
continua.

@ Sean f: A— R, acA el unintervalo abierto tal que acl.
Supongamos que la restriccion de f a | N A es continua en a.
Entonces f es continua en a.

@ Cualquier extension de una funcion continua en un intervalo
abierto es también continua en dicho intervalo abierto.

@ Una funcién f es continua en un intervalo abierto | si, y sélo si, la
restriccion f; es continua en |.

Sea A C Rya&cA, se dice que a es un punto aislado de A si existe
un intervalo abierto | tal que | N A = {a}.
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Continuidad

Localizacion de la continuidad

@ Cualquier restriccion de una funcién continua es también
continua.

@ Sean f: A— R, acA el unintervalo abierto tal que acl.
Supongamos que la restriccion de f a | N A es continua en a.
Entonces f es continua en a.

@ Cualquier extension de una funcion continua en un intervalo
abierto es también continua en dicho intervalo abierto.

@ Una funcién f es continua en un intervalo abierto | si, y sélo si, la
restriccion f; es continua en |.

Sea A C Rya&cA, se dice que a es un punto aislado de A si existe
un intervalo abierto | tal que | N A = {a}.

Consecuencia del teorema de localizacion es que cualquier funcion
es continua en los puntos aislados de su conjunto de definicion.
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Continuidad

Conservacion local del signo

Sea f: A — R continua en un punto a€A con f(a) # 0. Entonces
hay un nimero r > 0 tal que paratodo x €A con |x —a| <r se
verifica que f(x)f(a) > 0. Es decir, f(x) > 0sif(a) > 0,0f(x) < 0si
f(a) <0, entodo punto x €]a —r,a+ r[NA.
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Teorema de Bolzano

Teorema de los ceros de Bolzano

Toda funcion continua en un intervalo que toma valores
positivos y negativos se anula en algin punto de dicho interv alo.
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Teorema de Bolzano

Teorema del valor intermedio

La imagen de un intervalo por una funcién continua es un
intervalo.
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Teorema de Bolzano

Existencia de raices. Dados a > 0y k €N hay un Gnico nimero
c > Otal que ck = a.
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Teorema de Bolzano

Existencia de raices. Dados a > 0y k €N hay un Gnico nimero
c > Otal que ck = a.

Ceros de polinomios de grado impar.  Toda funcién polindbmica de
grado impar se anula en algin punto.
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Teorema de Bolzano

Aplicaciones del teorema de Bolzano

Se trata de probar que hay un nimero real ¢ tal que f(c) = g(c) o,
dicho de otra forma, que la ecuacion f(x) = g(x) tiene soluciones. La
forma de proceder para aplicar el teorema de Bolzano es la
siguiente.

@ Se pasan todos los términos de la ecuacion a un lado y se define

h(x) =f(x) — g(x).

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Teorema de Bolzano

Aplicaciones del teorema de Bolzano

Se trata de probar que hay un nimero real c tal que f(c) = g(c) o,
dicho de otra forma, que la ecuacion f(x) = g(x) tiene soluciones. La
forma de proceder para aplicar el teorema de Bolzano es la
siguiente.

@ Se pasan todos los términos de la ecuacion a un lado y se define
h(x) =f(x) —g(x).

@ Se comprueba que la funcién h es continua y esta definida en un
intervalo I. Unas veces el intervalo donde h esta definida
debemos elegirlo nosotros de forma adecuada, y otras veces
viene impuesto por el enunciado del ejercicio.
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Teorema de Bolzano

Aplicaciones del teorema de Bolzano

Se trata de probar que hay un nimero real c tal que f(c) = g(c) o,
dicho de otra forma, que la ecuacion f(x) = g(x) tiene soluciones. La
forma de proceder para aplicar el teorema de Bolzano es la
siguiente.

@ Se pasan todos los términos de la ecuacion a un lado y se define
h(x) =f(x) — g(x).

@ Se comprueba que la funcién h es continua y esta definida en un
intervalo I. Unas veces el intervalo donde h esta definida
debemos elegirlo nosotros de forma adecuada, y otras veces
viene impuesto por el enunciado del ejercicio.

@ Se comprueba que hay puntos en | donde la funcién h es
negativa y otros en los que h es positiva. Se concluye, por el
teorema de Bolzano, que h debe anularse en algin punto de I,
que es lo que queriamos probar.

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Continuidad y monotonia

Una funcion monétona cuya imagen es un intervalo es continua
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Continuidad y monotonia

Una funcion monétona cuya imagen es un intervalo es continua

Una funcién mondtona definida en un intervalo es continua si, y solo
si, su imagen es un intervalo.
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Continuidad y monotonia

Una funcion monétona cuya imagen es un intervalo es continua

Una funcién mondtona definida en un intervalo es continua si, y solo
si, su imagen es un intervalo.

La funcién inversa de una funcién estrictamente monétona definida
en un intervalo es continua.
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Continuidad y monotonia

Una funcion monétona cuya imagen es un intervalo es continua

Una funcién mondtona definida en un intervalo es continua si, y solo
si, su imagen es un intervalo.

La funcién inversa de una funcién estrictamente monétona definida
en un intervalo es continua.

Toda funcion inyectiva y continua en un intervalo es
estrictamente mondétona.
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Continuidad y monotonia

Una funcion monétona cuya imagen es un intervalo es continua

Una funcién mondtona definida en un intervalo es continua si, y solo
si, su imagen es un intervalo.

La funcién inversa de una funcién estrictamente monétona definida
en un intervalo es continua.

Toda funcion inyectiva y continua en un intervalo es
estrictamente mondétona.

La funcion inversa de una funcién inyectiva y continua en un intervalo
es continua.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sea f una funcién definida en un conjunto B C R.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sea f una funcién definida en un conjunto B C R.

Se dice que f estd mayorada o acotada superiormente en B, si el
conjunto f(B) estd mayorado, es decir, existe SR tal que f(x) <
para todo x €B.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sea f una funcién definida en un conjunto B C R.

Se dice que f estd mayorada o acotada superiormente en B, si el
conjunto f(B) estd mayorado, es decir, existe SR tal que f(x) <
para todo x €B.

Se dice que f estd minorada o acotada inferiormente en B, si el
conjunto f(B) esta minorado, es decir, existe « €R tal que a < f(x)
para todo x €B.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sea f una funcién definida en un conjunto B C R.

Se dice que f estd mayorada o acotada superiormente en B, si el
conjunto f(B) estd mayorado, es decir, existe SR tal que f(x) <
para todo x €B.

Se dice que f estd minorada o acotada inferiormente en B, si el
conjunto f(B) esta minorado, es decir, existe « €R tal que a < f(x)
para todo x €B.

Se dice que f estd acotada en B si el conjunto f(B) esta acotado, es
decir, existen «, SR tal que a < f(x) <  para todo x €B.
Equivalentemente, existe M > 0 tal que |f(x)|°leM para todo x €B.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sea f una funcién definida en un conjunto B C R.

Se dice que f estd mayorada o acotada superiormente en B, si el
conjunto f(B) estd mayorado, es decir, existe SR tal que f(x) <
para todo x €B.

Se dice que f estd minorada o acotada inferiormente en B, si el
conjunto f(B) esta minorado, es decir, existe « €R tal que a < f(x)
para todo x €B.

Se dice que f estd acotada en B si el conjunto f(B) esta acotado, es
decir, existen «, SR tal que a < f(x) <  para todo x €B.
Equivalentemente, existe M > 0 tal que |f(x)|°leM para todo x €B.

Se dice que f alcanza un maximo (absoluto) en B si el conjunto f(B)
tiene maximo, es decir, existe algun punto v €B tal que f(x) < f(v)
para todo x €B.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sea f una funcién definida en un conjunto B C R.

Se dice que f estd mayorada o acotada superiormente en B, si el
conjunto f(B) estd mayorado, es decir, existe SR tal que f(x) <
para todo x €B.

Se dice que f estd minorada o acotada inferiormente en B, si el
conjunto f(B) esta minorado, es decir, existe « €R tal que a < f(x)
para todo x €B.

Se dice que f estd acotada en B si el conjunto f(B) esta acotado, es
decir, existen «, SR tal que a < f(x) <  para todo x €B.
Equivalentemente, existe M > 0 tal que |f(x)|°leM para todo x €B.
Se dice que f alcanza un maximo (absoluto) en B si el conjunto f(B)
tiene maximo, es decir, existe algun punto v €B tal que f(x) < f(v)
para todo x €B.

Se dice que f alcanza un minimo (absoluto) en B si el conjunto f(B)
tiene minimo, es decir, existe algin punto u €B tal que f(u) < f(x)
para todo x €B.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Teorema de Weierstrass

Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alca nza
en dicho intervalo un maximo y un minimo absolutos.

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Teorema de Weierstrass

Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alca nza
en dicho intervalo un maximo y un minimo absolutos.

Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado esta acotada
en dicho intervalo.
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Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Teorema de Weierstrass

Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alca nza
en dicho intervalo un maximo y un minimo absolutos.

Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado esta acotada
en dicho intervalo.

Una funcién polinémica de grado par cuyo coeficiente lider es
positivo alcanza un minimo absoluto en R y si el coeficiente lider es
negativo alcanza un maximo absoluto en R.

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Limite funcional

En lo que sigue consideraremos la siguiente situacion.

Representaremos por | un intervalo; a sera un puntode I,y f sera
una funcién que supondremos definida en |\ {a} sin excluir la
posibilidad de que dicha funcion pueda estar definida en todo el
intervalo | lo cual, para nuestros propésitos actuales, carece de
importancia.
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Limite funcional

Limite de una funcion en un punto

Se dice que f tiene limite en el punto a si existe un nimero LR tal
gue se verifica lo siguiente:

Ve e Rt 35eR* If(x)—Ll<e

0<|x—a|<5}
=
x el

Dicho nimero se llama limite de f en ay escribimos lim f(x) =L.
X—a
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Limite funcional

Continuidad y limite funcional

Sea f: | — R una funcion definida en un intervalo y sea acl.
Equivalen las afirmaciones siguientes:
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Limite funcional

Continuidad y limite funcional

Sea f: | — R una funcion definida en un intervalo y sea acl.
Equivalen las afirmaciones siguientes:

i) f es continua en a.
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Limite funcional

Continuidad y limite funcional

Sea f: | — R una funcion definida en un intervalo y sea acl.
Equivalen las afirmaciones siguientes:

i) f es continua en a.
i) Xllnaf(x) = f(a).
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Limite funcional

Limites laterales

Supongamos que el conjunto {x €l : a < x} no es vacio. En tal caso, se dice que f
tiene limite por la derecha en a, si existe un nimero a €R tal que se verifica lo
siguiente:

a<x<a+ad

+ +
Ve e Rt JfeR™ : xel

}:> [f(x) —al <e
Dicho nimero se llama limite por la derecha de f en ay, simbdlicamente, escribimos

Xlinaf(x) =a.
x>a
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Limite funcional

Limites laterales

Supongamos que el conjunto {x €l : a < x} no es vacio. En tal caso, se dice que f
tiene limite por la derecha en a, si existe un nimero a €R tal que se verifica lo
siguiente:

a<x<a+ad

+ +
Ve e RT J6€R xel

}:> [f(x) —al <e

Dicho nimero se llama limite por la derecha de f en ay, simbdlicamente, escribimos
lim f(x) = «.

X—a

x>a

Supongamos que el conjunto {x €1 : x < a} no es vacio. En tal caso, se dice que f
tiene limite por la izquierda en a, si existe un nimero S €R tal que se verifica lo
siguiente:

a—-d<x<a

+ + .
Ve e Rt 3SR : xel

}:> [f(x)— B8] <e
Dicho nimero se llama limite por la izquierda de f en ay, simbdlicamente,
escribimos J@af(x) =4.

x<a
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Limite funcional

Relacion entre el limite y los limites laterales

i) Si a=infl, entonces xlinaf( ) = x“Lnaf(X)'

iii) Si a no es un extremo de |, entonces equivalen las
afirmaciones:
a) XIimal‘(x) = L.
b) >!anaf(X) = XIana]‘(X) = L.

x<a X>a
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Limite funcional

Funciones divergentes en un punto (asintotas
verticales))

Se dice que f es positivamente divergente en a si se verifica lo
siguiente:

O<|x—al<é

YM e RT J6eRT :
xel

}: f(x) >M

Simbélicamente, escribimos lim f(x) = 4oc.
X—a
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Limite funcional

Funciones divergentes en un punto (asintotas
verticales))

Se dice que f es positivamente divergente en a si se verifica lo
siguiente:

O<|x—al<é

YM e RT J6eRT :
xel

}: f(x) >M

Simbélicamente, escribimos lim f(x) = 4oc.
X—a

Se dice que f es positivamente divergente por la izquierda  en a
si se verifica lo siguiente:

YM e RT J5eRT : f(x) >M

a—-Jd<x<a
xel

Simbélicamente, escribimos XIi_r>naf(x) = 4o0.
x<a
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Limite funcional

De forma andloga se definen los conceptos:
@ “f es positivamente divergente por la derecha en a”.

Simbélicamente escribimos XIi_rlnaf(x) = 400
X>a
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Limite funcional

De forma andloga se definen los conceptos:

@ “f es positivamente divergente por la derecha en a”.
Simbélicamente escribimos XIi_rlnaf(x) = 400

X>a
o “f es negativamente divergente en a”. Simbdlicamente
lim f(x) = —o0.
X—a
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Limite funcional

De forma andloga se definen los conceptos:

@ “f es positivamente divergente por la derecha en a”.
Simbélicamente escribimos XIi_rlnaf(x) = 400

X>a
o “f es negativamente divergente en a”. Simbdlicamente
lim f(x) = —o0.
X—a

@ “f es negativamente divergente por la izquierda o por la
derecha en a”. Simbdlicamente:

limf(x) = —oc0 limf(x) = —oc0
X—a X—a
Xx<a X>a
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Limite funcional

Limites en infinito (asintotas horizontales)

Sea f: | — R una funcién definida en un intervalo no mayorado |. Se
dice que f tiene limite en oo si existe un numero LR tal que se
verifica lo siguiente:

x> K

Ve e Rt IKeR™
xel

}:> [f(x)—L|<e

Dicho nimero se llama limite de f en +oo, y escribimos
lim f(x)=L.

X—r+00

Anélogamente se define el limite en —cc.
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Limite funcional

Funciones divergentes en infinito

Sea f: | — R una funcién definida en un intervalo no mayorado I. Se
dice que f es positivamente divergente en +oco si se verifica lo
siguiente:

x> K

YM € RT JKeRT :
xel

}:> f(x) > M

En cuyo caso escribimos (X) = 4o0.

lim f
X——400
Anélogamente se define el significado de:

Xﬂrroof(x) = —0o0, Xﬂrpoof(x) = +o0, Xkrl]oof(x) = —00
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Limite funcional

Caracterizacion del limite por sucesiones

Sea f una funcion y sean a,LeR U {+oc0, —oo}. Equivalen las
afirmaciones:

) lim f(x) =L
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Limite funcional

Caracterizacion del limite por sucesiones

Sea f una funcion y sean a,LeR U {+oc0, —oo}. Equivalen las
afirmaciones:

) lim f(x) =L

ii) Para toda sucesion {x,} de puntos en el dominio de definicién de
f, tal que x,, # a paratodoneNy {x,} — a, se verifica que
{f(xn)} — L.
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Limite funcional

<}
o
—~~
H
+
x
SN
[0}
<
I
H
TS

i) im ———= = lim =1, lim(1+x)x=e

x—0 X x—0 X x—0
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Limite funcional

. log(1 + x *—1
) tim 2B €Tl ) e
x—0 X x—0 X x—0
- Jlog()[" .
i) lim - = 0 cualesquierasean o >0y pueR.
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Limite funcional

. log(1 + x *—1

) tim 2B €Tl ) e
x—0 X x—0 X x—0

o [leg()|" .

i) lim ————=— =0 cualesquieraseana >0y ueR.
X—+o0 X

i) Iimox"‘| log(x)[" = 0 cualesquiera sean a > 0y p€R.
X—
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Limite funcional

log(l+x) . -1

1
X

i) im ———= = lim =1, lim(1+x)x=e
x—0 X x—0 X x—0

o log(x)]" ,

i) lim ————=— =0 cualesquieraseana >0y ueR.
X—+o0 X

i) Iimox"‘| log(x)[" = 0 cualesquiera sean a > 0y p€R.
X—

[0}

. . X .
iv) lim — =0 cualesquiera sean a€R Yy i > 0.
X—>+00 eHX
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Limite funcional

Clasificacion de las discontinuidades

Sea f: | — R una funcién definida en un intervalo y sea a<|.

@ Si f tiene limiteen a y Iimaf(x) # f(a), se dice que f tiene en
X—
el punto a una discontinuidad evitable
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Limite funcional

Clasificacion de las discontinuidades

Sea f: | — R una funcién definida en un intervalo y sea a<|.

@ Si f tiene limite en a y lim f(x) # f(a), se dice que f tiene en
X—a
el punto a una discontinuidad evitable
@ Silos dos limites laterales de f en a existen y son distintos:
A T00) 7 fim, 1)
Xx<a X>a
se dice que f tiene en el punto a una discontinuidad de salto
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Limite funcional

Clasificacion de las discontinuidades

Sea f: | — R una funcién definida en un intervalo y sea a<|.

@ Si f tiene limiteen a y XIi_r)naf(x) # f(a), se dice que f tiene en
el punto a una discontinuidad evitable
@ Silos dos limites laterales de f en a existen y son distintos:
Jim 1) # Jim, 1)

se dice que f tiene en el punto a una discontinuidad de salto

@ Si alguno de los limites laterales no existe se dice que f tiene en
el punto a una discontinuidad esencial
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Limite funcional

Algebra de limites

Supongamos que f y g tienen limite en a donde aceptamos que a puede ser un
ndmero real, 0 400, 0 —oco. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f +g y fg tienenlimiteen a y

lim (f +)(x) = fim f(x) + lim g(x), lim (fg)(x) = fim f(x) lim g(x)

lim
X—a
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Limite funcional

Algebra de limites

Supongamos que f y g tienen limite en a donde aceptamos que a puede ser un
ndmero real, 0 400, 0 —oco. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f +g y fg tienenlimiteen a y
lim (f +9)(x) = lim F(x) + lim g(x), lim (fg)(x) = lim f(x) Jim g(x)

lim
X—a

) 1 1
i) Si lim f(x 0, entonces |lim —/— = ———
) x@a ( ) ;é x@a f(x) ><Ii~n>1af(x)
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Limite funcional

Algebra de limites

Supongamos que f y g tienen limite en a donde aceptamos que a puede ser un
ndmero real, 0 400, 0 —oco. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f +g y fg tienenlimiteen a y
lim (f +9)(x) = lim F(x) + lim g(x), lim (fg)(x) = lim f(x) Jim g(x)

lim
X—a

) 1 1
i) Si lim f(x 0, entonces |lim —/— = ———
) x@a ( ) ;é x@a f(x) ><Ii~n>1af(x)

i) Sif(x) < g(x) paratodo x €1, x # a, entonces J@af(x) < xIijnag(x)
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Limite funcional

Algebra de limites

Supongamos que f y g tienen limite en a donde aceptamos que a puede ser un
ndmero real, 0 400, 0 —oco. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f +g y fg tienenlimiteen a y
lim (f +9)(x) = lim F(x) + lim g(x), lim (fg)(x) = lim f(x) Jim g(x)
e . 1 1
i) Si XI@af(x) # 0, entonces Xlﬂwam = W
X—a
i) Sif(x) < g(x) paratodo x €1, x # a, entonces XI@af(x) < xIﬂnag(x)

iv) Supongamos que f(x) < h(x) < g(x) paratodox€l,x #ay
Yo, 1) = im ) = L

Entonces se verifica que h tiene limite en a y lim h(x) = L.
X—a
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Limite funcional

Condiciones que garantizan la divergencia de una
suma o de un producto

Supongamos que f es positivamente divergente en a,
Iimaf(x) = +o00, donde aceptamos que a puede ser un nimero real,
X—

0 +00, 0 —00.
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Limite funcional

Condiciones que garantizan la divergencia de una
suma o de un producto

Supongamos que f es positivamente divergente en a,
Iimaf(x) = +o00, donde aceptamos que a puede ser un nimero real,
X—

0 +00, 0 —00.

i) Supongamos que hay un nimero M €R tal que g(x) > M para
todo x €1, x # a. Entonces J@a(f +9)(X) = +oo.

Javier Pérez Gonzalez Calculo | Continuidad



Limite funcional

Condiciones que garantizan la divergencia de una
suma o de un producto

Supongamos que f es positivamente divergente en a,
Iimaf(x) = +o00, donde aceptamos que a puede ser un nimero real,
X—

0 +00, 0 —00.

i) Supongamos que hay un nimero M €R tal que g(x) > M para
todo x €1, x # a. Entonces J@a(f +9)(X) = +oo.

i) Supongamos que hay un nimero M > 0 tal que g(x) > M para
todo x €1, x # a. Entonces Jigqa(fg)(x) = +o0.
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Limite funcional

Condiciones que garantizan que un producto tenga limite igu ala
cero.
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Limite funcional

Condiciones que garantizan que un producto tenga limite igu ala
cero.

Supongamos que XIi_r}naf(x) =0, y que hay un nimero M > 0 tal que
lg(x)| < M paratodo x €1, X # a. Entonces XIi_r)na(fg)(x) =0.
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Limite funcional

Condiciones que garantizan que un producto tenga limite igu ala
cero.

Supongamos que XIi_r}naf(x) =0, y que hay un nimero M > 0 tal que
lg(x)| < M paratodo x €1, X # a. Entonces XIi_r)na(fg)(x) =0.

La continuidad permuta con el paso al limite.
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Limite funcional

Condiciones que garantizan que un producto tenga limite igu ala
cero.

Supongamos que XIi_r}naf(x) =0, y que hay un nimero M > 0 tal que
lg(x)| < M paratodo x €1, X # a. Entonces XIi_r)na(fg)(x) =0.

La continuidad permuta con el paso al limite.
Si g es continua en el punto L = XIi_r)nﬁf(x), entonces
(g of )(x) = g(L). Simbdlicamente:

lim
X—a

lim (g of )(x) = g(lim f(x))

X—a X—a
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Limite funcional

Se dice que dos funciones f y g son asintéticamente equivalentes
en un punto acR U {400, —o0}, y escribimos f(x) ~ g(x)(x — a),
cuando lim w =1

x=a g(X)
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Limite funcional

Se dice que dos funciones f y g son asintéticamente equivalentes
en un punto acR U {400, —o0}, y escribimos f(x) ~ g(x)(x — a),

cuando lim w = 1.
x=a g(X)

Para calcular el limite de un producto o de un cociente de funciones
podemos sustituir una de ellas por otra asintéticamente equivalente.
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Limite funcional

Se dice que dos funciones f y g son asintéticamente equivalentes
en un punto acR U {400, —o0}, y escribimos f(x) ~ g(x)(x — a),
. f(x)
cuando lim —= = 1.
x—a g(X)
Para calcular el limite de un producto o de un cociente de funciones
podemos sustituir una de ellas por otra asintéticamente equivalente.

Sean f y g funciones asintéticamente equivalentes en un punto acR
obiena=+occo0a=—oo,y h: 1\ {a} — R una funcién cualquiera.
Se verifica que:

o X|i_r>naf(x)h(x) =L XIi_r)nag(x)h(x) =L.
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Limite funcional

Se dice que dos funciones f y g son asintéticamente equivalentes
en un punto acR U {400, —o0}, y escribimos f(x) ~ g(x)(x — a),

cuando lim w = 1.
X—a g(x)

Para calcular el limite de un producto o de un cociente de funciones
podemos sustituir una de ellas por otra asintéticamente equivalente.

Sean f y g funciones asintéticamente equivalentes en un punto acR
obiena=+occo0a=—oo,y h: 1\ {a} — R una funcién cualquiera.
Se verifica que:

o X|i_r>naf(x)h(x) =L XIi_r)nag(x)h(x) =L.

° X|i_r>naf(x)h(x) = +00 = XIi_r>r1ag(x)h(x) = +o0.
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Limite funcional

Limites de una funcidon mondétona

Sea f una funcién creciente definida en un intervalo 1.
i) Para todo punto a€ | que no sea un extremo de | se verifica que:
J@af(x) =sup{f(x) : x€l, x < a}.
x<a
><Ignaf(x) =inf{f(x) : x€l, x > a}.
X>a
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Limite funcional

Limites de una funcidon mondétona

Sea f una funcién creciente definida en un intervalo 1.
i) Para todo punto a€ | que no sea un extremo de | se verifica que:
J@af(x) =sup{f(x) : x€l, x < a}.
x<a
><Ignaf(x) =inf{f(x) : x€l, x > a}.
X>a
i) SiaeR U {—oo} es el extremo izquierdo de I, entonces:
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Limite funcional

Limites de una funcidon mondétona

Sea f una funcién creciente definida en un intervalo 1.
i) Para todo punto a€ | que no sea un extremo de | se verifica que:
J@af(x) =sup{f(x) : x€l, x < a}.
x<a
><Ignaf(x) =inf{f(x) : x€l, x > a}.
X>a
i) SiaeR U {—oo} es el extremo izquierdo de I, entonces:

a) Si f estd minoradaen | es xIimaf(x) =inf{f(x) : xel\ {a}}.
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Limite funcional

Limites de una funcidon mondétona

Sea f una funcién creciente definida en un intervalo |I.

i) Para todo punto a€ | que no sea un extremo de | se verifica que:
J@af(x) =sup{f(x) : x€l, x < a}.
x<a
><Ignaf(x) =inf{f(x) : x€l, x > a}.
X>a

i) SiaeR U {—oo} es el extremo izquierdo de I, entonces:

a) Si f estdminoradaen | es lim f(x) = inf{f(x) : x el \ {a}}.
X—a

b) Si f no esta minoradaen | es lim f(x) = —co.
X—a
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Limite funcional

Limites de una funcidon mondétona

Sea f una funcién creciente definida en un intervalo |I.

i) Para todo punto a€ | que no sea un extremo de | se verifica que:
J@af(x) =sup{f(x) : x€l, x < a}.
x<a
><Ignaf(x) =inf{f(x) : x€l, x > a}.
X>a
i) SiaeRU {—oo} es el extremo izquierdo de I, entonces:
a) Si f estdminoradaen | es lim f(x) = inf{f(x) : x el \ {a}}.
X—a
b) Si f no esta minoradaen | es lim f(x) = —co.
X—a

iii) SiaeRU {+o0} es el extremo derecho de |, entonces:
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Limite funcional

Limites de una funcidon mondétona

Sea f una funcién creciente definida en un intervalo |I.

i) Para todo punto a€ | que no sea un extremo de | se verifica que:
J@af(x) =sup{f(x) : x€l, x < a}.
x<a
><Ignaf(x) =inf{f(x) : x€l, x > a}.
X>a
i) SiaeRU {—oo} es el extremo izquierdo de I, entonces:
a) Si f estdminoradaen | es lim f(x) = inf{f(x) : x el \ {a}}.
X—a
b) Si f no esta minoradaen | es lim f(x) = —co.
X—a

iii) SiaeRU {+o0} es el extremo derecho de |, entonces:
a) Si f estd mayoradaen | es lim f(x) = sup{f(x) : xel \ {a}}.
X—a
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Limite funcional

Limites de una funcidon mondétona

Sea f una funcién creciente definida en un intervalo |I.

i) Para todo punto a€ | que no sea un extremo de | se verifica que:
J@af(x) =sup{f(x) : x€l, x < a}.
x<a
><Ignaf(x) =inf{f(x) : x€l, x > a}.
X>a
i) SiaeRU {—oo} es el extremo izquierdo de I, entonces:
a) Si f estdminoradaen | es lim f(x) = inf{f(x) : x el \ {a}}.
X—a
b) Si f no esta minoradaen | es lim f(x) = —co.
X—a

iii) SiaeRU {+o0} es el extremo derecho de |, entonces:
a) Si f estd mayoradaen | es lim f(x) = sup{f(x) : xel \ {a}}.
X—a
b) Si f no esta mayoradaen | es xIimaf(x) = +o0.
—
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Limite funcional

Discontinuidades de las funciones monotonas

Sea f una funcién monétona en un intervalo. Entonces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del mismo, f
solamente puede tener discontinuidades de salto.
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Limite funcional

Discontinuidades de las funciones monotonas

Sea f una funcién monétona en un intervalo. Entonces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del mismo, f
solamente puede tener discontinuidades de salto.

ii) Si el intervalo tiene maximo o minimo, f puede tener en dichos
puntos discontinuidades evitables.
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Limite funcional

Limites de exponenciales y logaritmos

SeaacR U {—o0,+0c0}. Se verifica que:

9 limf(x) =L <= lim e ) — el
X—a X—a
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Limite funcional

Limites de exponenciales y logaritmos

SeaacR U {—o0,+0c0}. Se verifica que:

9 limf(x) =L <= lim e ) — el
X—a X—a

@ |im f(X) = 400 < lim ™) = 4o,
X—a X—a
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Limite funcional

Limites de exponenciales y logaritmos

SeaacR U {—o0,+0c0}. Se verifica que:

@ limf(x) =L <= lime® =et,
X—a X—a

@ lim f(x) = 400 <= lim e® = 00,
X—a X—a

@ lim f(x) = —00 <= lim '® = 0.
X—a X—a
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Limite funcional

Limites de exponenciales y logaritmos

SeaacR U {—o0,+0c0}. Se verifica que:

9 limf(x) =L <= lim e ) — el
X—a X—a

X) = +00 <= lim e ® = 1.
X—a

@ |limf

(x)
° Iimf(x):—oo<:>)(li£1aef(x):0.
(x)

@ |limf

L>0<+= J@alogf(x) = logL.
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Limite funcional

Limites de exponenciales y logaritmos

SeaacR U {—o0,+0c0}. Se verifica que:

9 limf(x) =L <= lim e ) — el
X—a X—a

@ lim f(x) = 400 <= lim e® = 00,
X—a X—a
@ lim f(x) = —00 <= lim '® = 0.
X—a X—a
] XIinaf(x) =L>0«= J@alogf(x) = logL.
@ lim f(X) = 400 <= lim logf(X) = +oc.
X—a X—a
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Limite funcional

Limites de exponenciales y logaritmos

SeaacR U {—o0,+0c0}. Se verifica que:

@ limf(x) =L <= lime® =et,

X—a X—a
@ lim f(x) = 400 <= lim '™ = 400

X—a X—a
@ lim f(x) = —00 <= lim '® = 0.

X—a X—a
o XIinaf(x) =L>0«<= ||m log f(x) = log L.
o Xlinaf(x) +00 = ||m Iogf( ) = +oo.
o XIinaf(x) 0= I|m Iogf( ) = —o0.
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Limite funcional

Escala de infinitos

@ Las potencias positivas crecen mas rapidamente que los
logaritmos.
|log x|"

lim ——— =0 paratodos a >0y peR.
X——+00 X &
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Limite funcional

Escala de infinitos

@ Las potencias positivas crecen mas rapidamente que los
logaritmos.
 |logx|"
lim ——— =0 paratodos a >0y peR.
X—4o00 X
@ Las potencias positivas decrecen hacia 0 méas rapidamente que
los logaritmos.

lim x| |log[x||" = 0 paratodos a >0y pueR.
x—0
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Limite funcional

Escala de infinitos

@ Las potencias positivas crecen mas rapidamente que los
logaritmos.
 |logx|"
lim ——— =0 paratodos a >0y peR.
X—4o00 X
@ Las potencias positivas decrecen hacia 0 méas rapidamente que
los logaritmos.

lim x| |log[x||" = 0 paratodos a >0y pueR.
x—0

@ Las exponenciales positivas crecen mas rapidamente que las
potencias.
«@

, X
X~|I>Too o =0 paratodos a >0y u > 0.
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Limite funcional

Indeterminaciones en el calculo de limites

El siguiente resultado permite resolver en muchos casos las
indeterminaciones “1>°"y “0cc”

Criterio de equivalencia logaritmica.  Sea a€l, f y g funciones
definidas en | \ {a}. Supongamos que f(x) > 0 parax €l \ {a}, y que
Iimaf(x) = 1. Entonces se tiene que:

X—

) Jim f(x)9%) =" si, y s6losi, lim g(x)(f(x) - 1) = L.

X—a
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Limite funcional

Indeterminaciones en el calculo de limites

El siguiente resultado permite resolver en muchos casos las
indeterminaciones “1>°"y “0cc0”.
Criterio de equivalencia logaritmica.  Sea a€l, f y g funciones

definidas en | \ {a}. Supongamos que f(x) > 0 parax €l \ {a}, y que
XIi_r)naf(x) = 1. Entonces se tiene que:

) Jim f(x)9%) =" si, y s6losi, lim g(x)(f(x) - 1) = L.

X—a

i) lim f(x)9*) = 400 si, y sélo si, Jim g(x)(f(x) — 1) = +oo.

X—a
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Limite funcional

Indeterminaciones en el calculo de limites

El siguiente resultado permite resolver en muchos casos las
indeterminaciones “1>°"y “0cc0”.

Criterio de equivalencia logaritmica.  Sea a€l, f y g funciones
definidas en | \ {a}. Supongamos que f(x) > 0 parax €l \ {a}, y que
XIi_r)naf(x) = 1. Entonces se tiene que:

) Jim f(x)9%) =" si, y s6losi, lim g(x)(f(x) - 1) = L.

X—a

i) lim f(x)9*) = 400 si, y sélo si, Jim g(x)(f(x) — 1) = +oo.

X—a

iii) lim f(x)9*%) = 0 si, y sélo si, Jim g(x)(f(x) — 1) = —co.

X—a
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