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Sea f : A— R un campo escalar continuo y acotado de dos variables
definido en un conjunto A c R? . Supongamos que f(x,y) > 0 para todo
(x,y) €A. Consideremos el “cilindro” en R® que tiene como base el conjunto
Ay como tapadera la gréfica de f, es decir el conjunto

c(f.A) = {(x.y.2)eR%: (x,y) €A, 0 <z <F(x,y)}.
Las siguientes figuras muestran este conjunto para la funcion

f(x,y) =4—-x?—-y?ylos conjuntos A = [-1,1] x [-1,1] y
A={(x,y):x2+y2<2}.
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El valor de integral doble ﬂf(x,y)d(x,y) nos da el volumen de

A
dicho cilindro. Naturalmente, pueden darse otras muchas
interpretaciones. Por ejemplo, la funcién f puede representar una
densidad superficial de masa o de carga eléctrica en una lamina
plana A. En tal caso la integral doble proporciona, respectivamente,
la masa o la carga total de la lamina A.
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El valor de integral doble ﬂf(x,y)d(x,y) nos da el volumen de

A
dicho cilindro. Naturalmente, pueden darse otras muchas
interpretaciones. Por ejemplo, la funcién f puede representar una
densidad superficial de masa o de carga eléctrica en una lamina
plana A. En tal caso la integral doble proporciona, respectivamente,
la masa o la carga total de la lamina A.

Las integrales dobles también permiten calcular areas planas. En
efecto, basta tener en cuenta que si f es la funcion constante igual a
1, esto es f(x,y) =1 para todo (x,y) €A, entonces se tiene que
volumer{C(f,A)) = aredA), pues el volumen de un cilindro de altura
constante igual a 1 es numéricamente igual al area de su base.

JJ docy) = areda) &)
A
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Las integrales triples tienen analogas interpretaciones. Si f : A— R es un
campo escalar de tres variables, positivo, continuo y acotado, definido en un
conjunto A C R3, y consideramos el “cilindro” en R* que tiene como base el
conjunto A y como tapadera la gréafica de f:

C(f,A) = {(x,y,z,w)eR4 ((x,y,2) €A, 0w gf(x,y,z)},
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conjunto A C R3, y consideramos el “cilindro” en R* que tiene como base el
conjunto A y como tapadera la gréafica de f:
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el valor de la integral triple jjff(x,y,z)d(x,y,z) nos da el volumen de dicho

A
cilindro.Naturalmente, pueden darse otras muchas interpretaciones. Por
ejemplo, la funcién f puede representar una densidad volumétrica de masa
o de carga eléctrica en un sélido A. En tal caso la integral triple proporciona,
respectivamente, la masa o la carga total del sélido A.

Si integramos la funcién constante igual a 1 en un sélido A c R3, obtenemos

el volumen de A.
fff d(x,y,z) = volumer(A) 2
A
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El siguiente resultado, que ya utilizamos para calcular volimenes de
cuerpos de revolucion, permite calcular volimenes integrando areas
de secciones planas, y en consecuencia permite calcular una integral
doble mediante dos integrales simples.
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El siguiente resultado, que ya utilizamos para calcular volimenes de
cuerpos de revolucion, permite calcular volimenes integrando areas
de secciones planas, y en consecuencia permite calcular una integral
doble mediante dos integrales simples.

Célculo de volumenes por secciones planas. El volumen de una

region en R3 es igual a la integral del &rea de sus secciones por
planos paralelos a uno dado.
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Consideremos una funcioén positiva, f, definida en el rectangulo
A =[a,b] x [c,d]. Pongamos

0= {(x,y,z)e]R?’ ((x,y)€A, 0<z <f(x,y)}.
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Para calcular el volumen del conjunto Q podemos proceder como sigue.Para
cada xg € [a,b] fijo calculamos el &rea de la seccion, Q(xg), que se obtiene
cortando Q2 con el plano de ecuacion X = xq.Fijate que Q(xg) es una seccion
de Q perpendicular al eje OX y, por tanto, paralela al plano YZ.Como

Q(xo) = {(x0,y,2) :y €[c,d], 0 <z <f(x0,y)}

se tiene que Q(Xp) es la region del plano X = xo comprendida entre la curva
z =f(Xp,y), eleje QY ylasrectasy =c,y =d.
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d
region viene dada por ff(xo,y)dy .

C
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se tiene que Q(Xp) es la region del plano X = xo comprendida entre la curva
z =f(Xp,Y), el eje QY ylas rectasy = ¢, y = d.Como sabes, el area de dicha

d
region viene dada por ff(xo,y)dy .Para calcular el volumen de © hay que

C
integrar las areas de las secciones (x) cuando x € [a,b], y obtenemos
finalmente que

brd
ff f(x,y)d(x,y) = volumer(2) :I Uf(x,y)dy] dx ?3)

[a,b]x[c,d] c
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Razonando de forma anéaloga, considerando secciones (y) de Q
paralelas al plano XZ, se obtiene la igualdad

f f(x,y)d(x,y) = volumern(Q) =
[a,b]x[c.d]

b
Uf(x,y)dx] dy 4)

a

o — o
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Razonando de forma anéaloga, considerando secciones (y) de Q
paralelas al plano XZ, se obtiene la igualdad

f f(x,y)d(x,y) = volumern(Q) =
[a,b]x[c.d]

b
Uf(x,y)dx] dy 4)

a

o — o

De las igualdades (3) y (4) se deduce que

brd drhb
] feeyydey) = | [ff(x,y)dyl ox = | lff(x,y)dX1 dy (5)

[a,b]x[c,d] c La
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brd drb

Las integralesf Uf(x,y)dy] dx yf Uf(x,y)dx] dy se llaman integrales
a Cc Cc a

iteradas y, en las hipétesis hechas, son iguales y su valor comin es igual a la

integral doble ff f(x,y)d(x,y).
[a,b]x[c,d]
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brd drb
Las integralesf Uf(x,y)dy] dx yf Uf(x,y)dx] dy se llaman integrales
a Cc Cc a
iteradas y, en las hipétesis hechas, son iguales y su valor comin es igual a la

integral doble ff f(x,y)d(x,y).
[a,b]x[c,d]

Observa que las integrales iteradas son dos integrales simples. Para calcular
d
ff(x,y)dy lo que se hace es integrar respecto a la variable y considerando
c

x fija.
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x fija.Para ello lo que se hace es obtener una primitiva de la funcion

y —f(X,y) y usar la regla de Barrow.Fijate que una primitiva de la funcién
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Las integralesf Uf(x,y)dy] dx yf Uf(x,y)dx] dy se llaman integrales
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iteradas y, en las hipétesis hechas, son iguales y su valor comin es igual a la
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Observa que las integrales iteradas son dos integrales simples. Para calcular
d
ff(x,y)dy lo que se hace es integrar respecto a la variable y considerando

Cc

x fija.Para ello lo que se hace es obtener una primitiva de la funcion

y —f(X,y) y usar la regla de Barrow.Fijate que una primitiva de la funcién
y — f(X,y) puede describirse como una primitiva parcial de f(x,y) con
respectoay.

La representacion gréfica siguiente puede ayudarte a entender lo que se
hace. La funcién representada es f(x,y) = /36 —3x2 —6y2 en el rectangulo
[-2,2] x [-2,2]. Puedes ver el “cilindro” Q bajo la grafica de la funcién, la
seccion del mismo por el plano X = 0y la proyeccion de dicha seccién sobre
el plano YZ.
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f(0,y)

z
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Para calcular una integral jjf(x,y) d(x,y) cuando el recinto de integracion, A,
A

no es un rectangulo, se procede de la misma forma.
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a |A(x)
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Para calcular una integral jjf(x,y) d(x,y) cuando el recinto de integracion, A,

A
no es un rectangulo, se procede de la misma forma.La Unica diferencia es que
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eje OY ylacurva z =f(x,y) donde la variable y esté en el conjunto

A(x) ={y : (x,y) €A}.Supongamos que A(x) sea un intervalo (tampoco pasa
nada si es unioén de varios intervalos). Entonces tenemos que

b
[ teeyydoey) = | j X,y)dy | dx (6)
A a |A(x)
Analogamente se obtiene que
d

fff(x,y)d(x y) f [f X,y dx] dy 7
A

C

Donde hemos supuesto que [c,d] es la proyeccién de A sobre el eje OY, y para
cada y €[c,d] es A(y) = {x: (x,y) €A}
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En los casos mas corrientes el conjunto A suele ser un conjunto de tipo | o
de tipo Il (recuerda que los vimos al estudiar las aplicaciones de la integral
simple). Esto es

(xX)<y<h(x)}  (tipol)
<x<y(y)r  (tipoll)
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En los casos mas corrientes el conjunto A suele ser un conjunto de tipo | o
de tipo Il (recuerda que los vimos al estudiar las aplicaciones de la integral
simple). Esto es

A = {(xyy):a<x<b, g(x)<y<h(x)}  (tipol)
A = {(xyy):c<y<d, o(y)<x<y(y)} (tipoll)

En tales casos tenemos que

b [h(x)
[ffeayydxy) = j{jf(x,y)dy]dx ®
A a [g(x)

d [w(y)
[ffeay)dxy) = j{ f(x,y)dx]dy ©
A ¢ [o(y)
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Observa que para el caso en que f(x,y) =1 recuperamos las formulas ya
conocidas para el calculo de areas de regiones planas de tipo | y tipo Il.
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En los casos mas corrientes el conjunto A suele ser un conjunto de tipo | o
de tipo Il (recuerda que los vimos al estudiar las aplicaciones de la integral
simple). Esto es

A = {(xyy):a<x<b, g(x)<y<h(x)}  (tipol)
A = {(xyy):c<y<d, o(y)<x<y(y)} (tipoll)

En tales casos tenemos que

b [h(x)
[ffeayydxy) = j{jf(x,y)dy]dx ®
A a [g(x)

d [w(y)
[ffeay)dxy) = j{ f(x,y)dx]dy ©
A ¢ [o(y)

Observa que para el caso en que f(x,y) =1 recuperamos las formulas ya
conocidas para el calculo de areas de regiones planas de tipo | y tipo Il.

Aunque hemos supuesto inicialmente que la funciéon f es positiva, las
igualdades obtenidas son validas para campos escalares continuos y
acotados.
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De forma anéloga a lo antes visto, podemos calcular integrales triples sin
mas que calcular tres integrales simples. Para el caso de una funcién f
definida en el rectangulo de R® A = [a,b] x [c,d] x [u,V] se tiene que

f(x,y,z)d(x,y,z) fb[f[ff(xyz dz} dy] dx

[a,b]x[c,d]x[u,v] a lLc
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definida en el rectangulo de R® A = [a,b] x [c,d] x [u,V] se tiene que
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Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero el valor de todas ellas
es el mismo.
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Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero el valor de todas ellas
es el mismo.Naturalmente, cuando A es un subconjunto de R3 hay mas
posibilidades. Una forma de proceder es expresar el conjunto A por medio de
sus secciones por planos paralelos a uno de los planos coordenados.
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De forma anéloga a lo antes visto, podemos calcular integrales triples sin
mas que calcular tres integrales simples. Para el caso de una funcién f
definida en el rectangulo de R® A = [a,b] x [c,d] x [u,V] se tiene que

f(x,y,z)d(x,y,z) :fb [f Uf(x,y,z)dz} dy] dx

[a,b]x[c,d]x[u,v] a Lc Lu

Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero el valor de todas ellas
es el mismo.Naturalmente, cuando A es un subconjunto de R3 hay mas
posibilidades. Una forma de proceder es expresar el conjunto A por medio de
sus secciones por planos paralelos a uno de los planos coordenados.

Por ejemplo, cortando A por planos paralelos al plano XY podemos
descomponer A en secciones paralelas a dicho plano. Si la proyeccion de A
sobre el eje OZ es unintervalo J =[u,v], y paracadazeJ es

A(z) ={(x,y): (x,y,z) e A} (la proyeccion sobre el plano XY de la seccion
de A por el plano paralelo al plano XY de cota z), entonces

v

ff f(x,y,z)d(x,y,z :f jjf(x,y,z)d(x,y) dz

u [A(z)
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Otra forma de proceder es proyectar A sobre uno de los planos
coordenados para describir A como un conjunto de tipo I. Por
ejemplo, si A puede representarse en la forma

A={(x,y,z):(x,y)€Q, g(x,y) <z <h(x,y)}

donde Q2 es la proyeccion de A sobre el plano XY,y g, h, son
funciones reales definidas en 2, entonces tenemos que

y)

J[ftecy 2ratcy.o jj[j xyz)dz]dwy)

(xy)
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Ejemplo. Calcula, mediante una integral doble, el volumen del tetraedro con
vértices en el origen y en los puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c) (donde a,b,c son
ndmeros positivos).
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Ejemplo. Calcula, mediante una integral doble, el volumen del tetraedro con
vértices en el origen y en los puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c) (donde a,b,c son
ndmeros positivos).

(0,0,c)

(0,b,0)

(a,0,0)

Integrales multiples



Ejemplo. Calcula, mediante una integral doble, el volumen del tetraedro con
vértices en el origen y en los puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c) (donde a,b,c son
ndmeros positivos).
El tetraedro en cuestion es el subconjunto de R3

(0,0,¢) que tiene como base el tridngulo T en azul en la
figura y como tapadera el plano que pasa por los
puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c). La ecuacién de
dicho plano es x/a+y/b+z/c = 1. Por tanto se
trata de calcular el volumen del conjunto

(0,b,0)

(a,0,0)
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Ejemplo. Calcula, mediante una integral doble, el volumen del tetraedro con
vértices en el origen y en los puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c) (donde a,b,c son
ndmeros positivos).
El tetraedro en cuestion es el subconjunto de R3

(0,0,¢) que tiene como base el tridngulo T en azul en la
figura y como tapadera el plano que pasa por los
puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c). La ecuacién de
dicho plano es x/a+y/b+z/c = 1. Por tanto se
trata de calcular el volumen del conjunto

(0,b,0)

(a,0,0)

A={(xy,2)eR®:0<x,0<y, x/a+y/b<1,0<z<c(l-x/a-y/b)}
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Ejemplo. Calcula, mediante una integral doble, el volumen del tetraedro con
vértices en el origen y en los puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c) (donde a,b,c son
ndmeros positivos).
El tetraedro en cuestion es el subconjunto de R3

(0,0,¢) que tiene como base el tridngulo T en azul en la
figura y como tapadera el plano que pasa por los
puntos (a,0,0), (0,b,0) y (0,0,c). La ecuacién de
dicho plano es x/a+y/b+z/c = 1. Por tanto se
trata de calcular el volumen del conjunto

(0,b,0)

(a,0,0)
A= {(x,y,z)e]R3 :0<x,0<y, x/a+y/b<1,0<z gc(lfx/afy/b)}

La proyeccion de A sobre el plano XY es el triangulo
T={(x,y)eR?:0<x,0<y, x/a+y/b <1}y podemos escribir

A= {(x,y,z)eR3 ((x,y)eT,0<z gc(l—x/a—y/b)}
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El volumen de A viene dado por

a [b(1—x/a) X y
NS SrEs

a 2qy=b(1-x/a) a Ry,
”y_ﬂ_y_} _oPla=x), 1
0

b
A
H
|
SR
|
oI
o
=
<
||

O%

a2 X = gabc
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Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de

ecuacion )

x2 y2  z2
az b2 2

donde a > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.

=1
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Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de
ecuacion
x2 y2 72
a2 ' b2 c?

donde a > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.

=1

Se trata, pues, de calcular el volumen del conjunto

%2 2,2
Q:{(x,y,z):¥+ﬁ—2+?<1,z>o}.
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Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de

ecuacion )

x2 y2  z2
az b2 2

donde a > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.

=1

Se trata, pues, de calcular el volumen del conjunto
2 2 2
X z .
Q= {(x,y,z) 2 + i;—z + 2 <l,z> O}.La proyeccion de 2 sobre el plano XY
. x2 y?
es el conjunto A = {(x,y) ‘2 T2 < 1}.
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Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de

ecuacion

2

X 2

y? 7%
p2 Tzt
donde a > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.

Se trata, pues, de calcular el volumen del conjunto
2

22
Q= {(x,y,z) 45 y + <l,z> O}.La proyeccion de 2 sobre el plano XY

b2
. x2 y?2 -
es el conjuntoA:{(x,y) = ﬁ\ }.Podemos escribir
X2 y2
Q=1¢(x,y,2):(x,y)eA, 0<z<c 1—¥—@
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Por tanto 2 P
volumen(Q2) = jjcwl— );—2 - i;—zd(x,y)
A
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Por tanto 2 P
volumen(Q2) = jjc“l— );—2 - )l;—zd(x,y)
A

Para calcular esta integral doble observamos que A es una regién de tipo | en R?

pues
A:{(x,y):—agx <a, —by/1-x2/a2gy gb\/lfxz/aZ}
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Por tanto 2 P
volumen(Q2) = jjc“l— );—2 - )l;—zd(x,y)
A

Para calcular esta integral doble observamos que A es una regién de tipo | en R?

pues
A:{(x,y):—agx <a, —by/1-x2/a2gy gb\/lfxz/aZ}

Por tanto

2 y2 a | by/1-x2/a2 2 y2
ffcwlfgfﬁd(x,y):f f c lfgfﬁdy dx
A

8 |_by/1-x2/a2

Integrales multiples



Por tanto 2 P
volumen(Q2) = jjc“l— );—2 - )l;—zd(x,y)
A

Para calcular esta integral doble observamos que A es una regién de tipo | en R?

pues
A:{(x,y):—agxga, —b./l—x2/a2<ygb\/lfxz/aZ}
Por tanto
by/1-x2/a2
N yz a x2 yz
ffcwlfgfﬁd(x,y):f f c lfgfﬁdy dx
A 2 |—by/1-x2/a2

Tenemos que

by/1-x2/a2 2 2 /2
1- 2 édy = {y = b\/lfxz/azsent] =bc(1—x?/a?) jcosztdt
by X7 2

= %bcn(lfxz/az)
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Finalmente

a
volumer(Q) = %bcrrf(lfxz/az)dx = %abcrr
—a
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Finalmente

a
volumer(Q) = %bcrrf(lfxz/az)dx = %abcrr
—a

. 4 . . .
El volumen del elipsoide completo es §abcrr. En particular, si el elipsoide es una
esfera de radio r, esto es a=b = c =r, deducimos que el volumen de la esfera

4 3
es - 3.
3
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Finalmente

a
volumer(Q) = %bcrrf(lfxz/az)dx = %abcrr
—a

. 4 . . .
El volumen del elipsoide completo es §abcrr. En particular, si el elipsoide es una

esfera de radio r, esto es a=b = c =r, deducimos que el volumen de la esfera
es T3
3

En lugar de proyectar sobre el plano XY podemos proyectar 2 sobre el eje OZ.
Dicha proyeccién es el intervalo [0, c]. Para cada z €[0,c] tenemos que el
conjunto de puntos de € que se proyectan en z, es decir, la seccion de Q por el
plano Z = z, es el conjunto

X2 y2 22
o) = {(xy.2): 5+ L <1- L}
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Finalmente

a
volumer(Q) = %bcrrf(lfxz/az)dx = %abcrr
—a

L 4 . . .

El volumen del elipsoide completo es §abcrr. En particular, si el elipsoide es una
esfera de radio r, esto es a=b = c =r, deducimos que el volumen de la esfera

4 3
es -7,

3
En lugar de proyectar sobre el plano XY podemos proyectar 2 sobre el eje OZ.
Dicha proyeccién es el intervalo [0, c]. Para cada z €[0,c] tenemos que el
conjunto de puntos de € que se proyectan en z, es decir, la seccion de Q por el
plano Z =z, es el conjunto

X2 y2 22

2) = {(xy.2): S+ L <1-5
Como 2 2 2 2 2
X y z X y

a72+ﬁ\1 2<:>72+ﬁ\1

2 2
dondeu:a\/l—z—z,v:b\/l—z—z.
c c
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Finalmente

a
volumer(Q) = %bcrrf(lfxz/az)dx = %abcrr
—a

. 4 . . .
El volumen del elipsoide completo es §abcrr. En particular, si el elipsoide es una

esfera de radio r, esto es a=b = c =r, deducimos que el volumen de la esfera
4
3
es -1,
3

En lugar de proyectar sobre el plano XY podemos proyectar 2 sobre el eje OZ.
Dicha proyeccién es el intervalo [0, c]. Para cada z €[0,c] tenemos que el
conjunto de puntos de € que se proyectan en z, es decir, la seccion de Q por el
plano Z = z, es el conjunto

x2 y2 22
Q(z) = {(x,y,z) SRR~ < 1——}

Como

2 2
donde u = a\/l - z—z V= b\/l - E—Z.Deducimos que (z) es una elipse

contenida en el plano Z = z de semiejes u, v. Sabemos que el area de dicha

2
elipse es igual a muv = mmab (1 - z—z)
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En consecuencia, el volumen de 2 viene dado por

c 2
z 2
Ofnab (1— c_Z) dz = gabcn
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En consecuencia, el volumen de 2 viene dado por

c 2
z 2
Ofnab (1— c_2) dz = gabcn

En la siguiente figura se ha representado el semi-elipsoide abierto para que
pueda apreciarse mejor una seccion por un plano de altura constante.
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Cambio de variable a coordenadas polares. La dificultad en el célculo de una
integral doble puede proceder de la funcién que se integra o del recinto de
integracion. Con frecuencia el recinto de integracion se simplifica expresandolo
en coordenadas polares.
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Cambio de variable a coordenadas polares. La dificultad en el célculo de una
integral doble puede proceder de la funcién que se integra o del recinto de
integracion. Con frecuencia el recinto de integracion se simplifica expresandolo
en coordenadas polares.

Las coordenadas polares de un punto Y
(x,y) del plano son el par de nimeros
(p,?d) dados por

posene  (X,Y)
x=pcosd, y=psend (p>0, —m< I <m) ¢

Observa que las coordenadas polares de
(x,y) se corresponden con el médulo y el o
argumento principal del complejo x + iy.

|
|
|
|
E
|
é X

pCcose
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Cambio de variable a coordenadas polares. La dificultad en el célculo de una
integral doble puede proceder de la funcién que se integra o del recinto de
integracion. Con frecuencia el recinto de integracion se simplifica expresandolo
en coordenadas polares.

Las coordenadas polares de un punto Y
(x,y) del plano son el par de nimeros
(p,?d) dados por

osene  (X,Y)
x=pcosd, y=psend (p>0, —m< I <m) ¢

(x,y) se corresponden con el médulo y el o

argumento principal del complejo x + iy. ®
pCOS6

1
1
1
1
Observa que las coordenadas polares de !
1
1
1

La férmula del cambio de variables a coordenadas polares se expresa por

fff(x y)d(x,y) fff(pcosf) psend)pd(p,d) (10)
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Cambio de variable a coordenadas polares. La dificultad en el célculo de una
integral doble puede proceder de la funcién que se integra o del recinto de
integracion. Con frecuencia el recinto de integracion se simplifica expresandolo
en coordenadas polares.

Las coordenadas polares de un punto Y
(x,y) del plano son el par de nimeros
(p,?d) dados por

osene  (X,Y)
x=pcosd, y=psend (p>0, —m< I <m) ¢

(x,y) se corresponden con el médulo y el o

argumento principal del complejo x + iy. ®
pCOS6

1
1
1
1
Observa que las coordenadas polares de !
1
1
1

La férmula del cambio de variables a coordenadas polares se expresa por

fff(x y)d(x,y) fff(pcosf) psend)pd(p,d) (10)

Donde el conjunto B es la expresion de A en coordenadas polares, es decir

B={(p,%)eR"x]—mn]:(pcos?,psend)€cA}
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Si, por ejemplo, el conjunto A es de tipo |
A={(x,y):a<x<b, g(x) <y <h(x)}
entonces

B={(p,8)eR"x]-mn]:ag pcosd <b, g(pcos?) < psend < h(pcos?)}

Integrales multiples



Si, por ejemplo, el conjunto A es de tipo |
A={(x.y):a<x<b, g(x) <y <h(x)}
entonces
B={(p,8)eR"x]-mn]:ag pcosd <b, g(pcos?) < psend < h(pcos?)}

Es importante describir bien el conjunto B porque para calcular la integral

fff(pcosf),psenﬁ)pd(p,&)
B

tienes que calcular dos integrales simples como ya hemos visto anteriormente.
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Si, por ejemplo, el conjunto A es de tipo |
A={(x.y):a<x<b, g(x) <y <h(x)}
entonces
B={(p,8)eR"x]-mn]:ag pcosd <b, g(pcos?) < psend < h(pcos?)}

Es importante describir bien el conjunto B porque para calcular la integral

fff(pcosf),psenﬁ)pd(p,ﬁ)
B
tienes que calcular dos integrales simples como ya hemos visto anteriormente.

Si, por ejemplo

B={(p,8):a <9 <B,g(d)<p<h(d)}
entonces

Cn

ﬂf(x,y)d(x y) Hf(pcoss psend)pd(p,d :f Lh(j f(pcos?,psend)pdp | d9
A a |g(9)
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Las coordenadas polares son especialmente utiles cuando el conjunto A es un
circulo, o un sector circular o una corona circular, pues en estos casos el conjunto
B es muy sencillo.
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Las coordenadas polares son especialmente utiles cuando el conjunto A es un
circulo, o un sector circular o una corona circular, pues en estos casos el conjunto
B es muy sencillo.Si, por ejemplo, A es el disco D((0,0),R) de centro el origen y
radio R, D((0,0),R) = {(x,y) : x2+y2 < R?}, entonces

B={(p,9)eR"x]—mn]:p<R}=]0,R]x]—m,n]
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Las coordenadas polares son especialmente utiles cuando el conjunto A es un
circulo, o un sector circular o una corona circular, pues en estos casos el conjunto
B es muy sencillo.Si, por ejemplo, A es el disco D((0,0),R) de centro el origen y
radio R, D((0,0),R) = {(x,y) : x2+y2 < R?}, entonces

B={(p,9)eR"x]—mn]:p<R}=]0,R]x]—m,n]

Por tanto
Rrm m| R
ﬂf(x y)d(x,y) f“f pcosB,psenB)pdz‘)}dp:f ff(pcoss,psena)pdp 4o
D((0,0),R) 0 L-m “nlo
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Vamos a calcular la integral

[ ee((¥+y?)/2x)d(x.y)

D((1.0).1)

donde D((1,0),1) = {(x,y) €R?: (x —1)?+y2 < 1} es el disco de centro (1,0) y
radio 1.
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Vamos a calcular la integral

[ ee((¥+y?)/2x)d(x.y)

D((1.0).1)

donde D((1,0),1) = {(x,y) €R?: (x —1)?+y2 < 1} es el disco de centro (1,0) y
radio 1.

Como el dominio de integracion es un
disco y en la funcién que queremos inte- o.s
grar figura la expresién x2 +y?, para cal-

cular la integral pasamos a coordenadas 9
polares. Tenemos que

0.5 1 1,15

-1

e (0 %2) o) = [ (k) 5.
D((1,0),1)
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Donde

B

(p.9)eR" x [-m,m]: (pcosd,psend)eD((1,0),1)} =

{
{(p,&)eR*x[frr,rr]:(pcosﬁfl) +p?sen Sgl}:
{(p,9)eR" x[-mm]:p<2cosd,—m/2< 9 < 1/2}
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Donde
B={(p.8)eR" x[-mm]: (pcosd,psend)cD((1,0),1)} =
:{(p,ﬁ)eﬂvx[frr,rr]:(pcosﬁfl) +p?sen Sgl}:
={(p,8)eR" x[-mm]: p<2cosd,—m/2< I < m/2}

Descomponiendo en dos integrales simples resulta:

/2 [ 2cosd
[foeo ()1 T | T vem(g)oo] o
/2 /2
= 4cos?9dd =2 | (14cos(28))dd =2m
J J
—m/2 —1m/2
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Sea a > 0. Vamos a calcular el volumen del sélido interior al cilindro
x? +y? = ax, que esta comprendido entre el plano z =0 y el cono x? +y? = z2,
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Sea a > 0. Vamos a calcular el volumen del sélido interior al cilindro
x? +y? = ax, que esta comprendido entre el plano z =0 y el cono x? +y? = z2,

Se trata de calcular el volumen del sélido
A= {(x,y,z)eR3 ((x—a/2)®+y2<a?/4,0<z< \/x2+y2}

Dicho solido es la parte de R3 que queda dentro del
cilindro circular recto de base la circunferencia en el
plano XY de centro (a/2,0) y radio a/2 y que es-
ta limitado superiormente por la gréfica del cono de
ecuacion z = \/x2 +y2. Puedes ver el cono y el cilin-
dro en la grafica de la derecha.
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Se trata de una regién de las llamadas de tipo I, cuyo volumen vienen dado por

Vol(A) = ff\/xz—kyzd(x,y)
D
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Se trata de una regién de las llamadas de tipo I, cuyo volumen vienen dado por
Vol(A) = [{'y/x2+y2d(x.y)
D
donde
D={(xy)x?+y?<ax}={(xy): (x—a/2)* +y? <a?/4}

es el disco de centro (a/2,0) y radio a/2.

Integrales multiples



Se trata de una regién de las llamadas de tipo I, cuyo volumen vienen dado por
Vol(A) = [{'y/x2+y2d(x.y)
D
donde
D={(xy)x?+y?<ax}={(xy): (x—a/2)* +y? <a?/4}

es el disco de centro (a/2,0) y radio a/2.La simetria polar de la funcién a integrar
indica que es conveniente hacer un cambio de variable a polares x = pcost,
y = psent.
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Se trata de una regién de las llamadas de tipo I, cuyo volumen vienen dado por
Vol(A) = [{'y/x2+y2d(x.y)
D

donde
D={(xy)x?+y?<ax}={(xy): (x—a/2)* +y? <a?/4}

es el disco de centro (a/2,0) y radio a/2.La simetria polar de la funcién a integrar
indica que es conveniente hacer un cambio de variable a polares x = pcost,

y = psent.
vol(a) = [[\/x2 +y2d(x.y) = [[ p*d(p.1)
D B
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Se trata de una regién de las llamadas de tipo I, cuyo volumen vienen dado por
Vol(A) = [{'y/x2+y2d(x.y)
D

donde
D={(xy)x?+y?<ax}={(xy): (x—a/2)* +y? <a?/4}

es el disco de centro (a/2,0) y radio a/2.La simetria polar de la funcién a integrar
indica que es conveniente hacer un cambio de variable a polares x = pcost,

y = psent.
vol(a) = [[\/x2 +y2d(x.y) = [[ p*d(p.1)
D B

donde

B ={(p,t): (pcost,psent)eD} ={(p,t) : p<acost} =
{(p,t): —m/2<t < /2, p <acost}
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Tenemos que

/2 | acost a3 /2
_ 2 _ 2 _a 3t —
VOl(A)_Hp d(p,t) = j f prdp | dt = f cos*tdt =
B —m/2 0 —11/2
/2
_ad 5 _4ad
=3 f cost(1l—sent)dt =5
—m/2
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