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Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Dados dos vectores en R
n, x = (x1,x2, . . . ,xn), y = (y1,y2, . . . ,yn), se define

su producto escalar por:

〈

x
∣

∣y
〉

=
n

∑
k=1

xk yk = x1y1 +x2y2 + · · ·+xnyn
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Las siguientes propiedades del producto escalar se deducen fácilmente de la
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•
〈

x
∣

∣y
〉

=
〈

y
∣

∣x
〉

para todos x,y∈R
n (simetría).

•
〈

α x +β y
∣

∣z
〉

= α
〈

x
∣

∣z
〉

+β
〈

y
∣

∣z
〉

para todos α,β ∈R y para todos
x,y,z∈R

n (linealidad).
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La norma (euclídea ) de un vector x se define por

‖x‖=
√

〈

x
∣

∣x
〉

=

√

n

∑
k=1

x2
k
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para todos x,y∈R
n se verifica que

∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣6 ‖x‖‖y‖
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x
∣

∣y
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Además, supuesto que x e y no son nulos, la igualdad
∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣= ‖x‖‖y‖
equivale a que hay un número λ ∈R tal que x = λ y.
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Deducimos que

−1 6

〈

x
∣

∣y
〉

‖x‖‖y‖
6 1
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Por tanto, existe un único número t ∈ [0,π] tal que

cos t =

〈

x
∣

∣y
〉

‖x‖‖y‖

Se dice que dicho número t es la medida en radianes del ángulo que forman
los vectores x e y.

Funciones de varias variables



Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para todos x,y∈R
n se verifica que

∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣6 ‖x‖‖y‖

Además, supuesto que x e y no son nulos, la igualdad
∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣= ‖x‖‖y‖
equivale a que hay un número λ ∈R tal que x = λ y.

Deducimos que

−1 6

〈

x
∣

∣y
〉

‖x‖‖y‖
6 1

Por tanto, existe un único número t ∈ [0,π] tal que

cos t =

〈

x
∣

∣y
〉

‖x‖‖y‖

Se dice que dicho número t es la medida en radianes del ángulo que forman
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Se dice que los vectores x e y son ortogonales , y escribimos x ⊥ y, cuando
su producto escalar es cero.
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Desigualdad triangular. Para todos x,y∈R
n se verifica que
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n se verifica que

‖x + y‖6 ‖x‖+ ‖y‖

Además, supuesto que x e y no son nulos, la igualdad
‖x + y‖= ‖x‖+ ‖y‖ equivale a que hay un número λ > 0 tal que
x = λ y (es decir, los vectores x e y están en una misma semirrecta
que pasa por el origen).
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Desigualdad triangular. Para todos x,y∈R
n se verifica que

‖x + y‖6 ‖x‖+ ‖y‖

Además, supuesto que x e y no son nulos, la igualdad
‖x + y‖= ‖x‖+ ‖y‖ equivale a que hay un número λ > 0 tal que
x = λ y (es decir, los vectores x e y están en una misma semirrecta
que pasa por el origen).

Dados dos vectores x e y, el número ‖x − y‖ se llama la distancia
(euclídea) entre x e y.
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Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Para a∈R
n y r > 0, definimos

B(a, r) =
{

x∈R
n : ‖x −a‖< r

}
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Para a∈R
n y r > 0, definimos

B(a, r) =
{

x∈R
n : ‖x −a‖< r

}

Para a = (α,β )∈R
2, tenemos que

B((α,β ), r) =
{

(x ,y)∈R
2 : (x −α)2 +(y −β )2 < r2

}

es un círculo de centro (α,β ) y radio r sin incluir la circunferencia que
lo limita.
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Para a = (α,β )∈R
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B((α,β ), r) =
{

(x ,y)∈R
2 : (x −α)2 +(y −β )2 < r2

}

es un círculo de centro (α,β ) y radio r sin incluir la circunferencia que
lo limita.

Para a = (α,β ,γ)∈R
3, tenemos que

B((α,β ,γ), r) =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : (x −α)2 +(y −β )2 +(z − γ)2 < r2

}

es una bola esférica de centro (α,β ,γ) y radio r sin incluir la esfera
que la limita.
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Dado un conjunto no vacío, A ⊂ R
n, podemos clasificar los puntos de R

n con
respecto al conjunto A como sigue.
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Es evidente que int(A)⊂ A. Se dice que el conjunto A es abierto si
int(A) = A. Se dice que el conjunto A es cerrado si A = int(A)∪Fr(A).Es
evidente que ext(A) = int(Rn\A) y, en consecuencia, A es cerrado si, y sólo
si, su complemento R

n\A es abierto.
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Para todos x∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto B(x, r) es

abierto y se llama la bola abierta de centro a y radio r .
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Para todos x∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto B(x, r) es

abierto y se llama la bola abierta de centro a y radio r .

Dados a∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto

B(a, r) =
{

x∈R
n : ‖x −a‖6 r

}

es cerrado.
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Para todos x∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto B(x, r) es

abierto y se llama la bola abierta de centro a y radio r .

Dados a∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto

B(a, r) =
{

x∈R
n : ‖x −a‖6 r

}

es cerrado.Dicho conjunto se llama bola cerrada de centro a y
radio r .

Para el caso en que n = 2, las bolas cerradas suelen llamarse discos
y se usa la notación B((a,b), r) = D((a,b), r).
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Para todos x∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto B(x, r) es

abierto y se llama la bola abierta de centro a y radio r .

Dados a∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto

B(a, r) =
{

x∈R
n : ‖x −a‖6 r

}

es cerrado.Dicho conjunto se llama bola cerrada de centro a y
radio r .

Para el caso en que n = 2, las bolas cerradas suelen llamarse discos
y se usa la notación B((a,b), r) = D((a,b), r).

Se dice que un conjunto E ⊂ R
n es acotado cuando hay un número

M > 0 tal que ‖x‖6 M para todo x∈E . Se dice que un conjunto
K ⊂ R

n es compacto cuando es cerrado y acotado.
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Un campo escalar de n variables es una función, f : A → R, definida en un
subconjunto no vacío A ⊂R

n que toma valores reales.
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Un campo escalar de n variables es una función, f : A → R, definida en un
subconjunto no vacío A ⊂R

n que toma valores reales.La gráfica de dicho
campo escalar es el subconjunto de Rn+1

G(f ) = {(x , f (x)) : x ∈A} ⊂ R
n+1
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Un campo escalar de n variables es una función, f : A → R, definida en un
subconjunto no vacío A ⊂R

n que toma valores reales.La gráfica de dicho
campo escalar es el subconjunto de Rn+1

G(f ) = {(x , f (x)) : x ∈A} ⊂ R
n+1

Para n = 1, dicha gráfica es una curva en R
2, para n = 2 es una superficie en

R
3. En estos dos casos podemos visualizar la gráfica. Para campos

escalares de tres o más variables su gráfica es una hipersuperficie en R
n con

n > 4 que no se puede visualizar.
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Un campo escalar de n variables es una función, f : A → R, definida en un
subconjunto no vacío A ⊂R

n que toma valores reales.La gráfica de dicho
campo escalar es el subconjunto de Rn+1

G(f ) = {(x , f (x)) : x ∈A} ⊂ R
n+1

Para n = 1, dicha gráfica es una curva en R
2, para n = 2 es una superficie en

R
3. En estos dos casos podemos visualizar la gráfica. Para campos

escalares de tres o más variables su gráfica es una hipersuperficie en R
n con

n > 4 que no se puede visualizar.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual
que lo hacemos con las funciones reales.
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Un campo escalar de n variables es una función, f : A → R, definida en un
subconjunto no vacío A ⊂R

n que toma valores reales.La gráfica de dicho
campo escalar es el subconjunto de Rn+1

G(f ) = {(x , f (x)) : x ∈A} ⊂ R
n+1

Para n = 1, dicha gráfica es una curva en R
2, para n = 2 es una superficie en

R
3. En estos dos casos podemos visualizar la gráfica. Para campos

escalares de tres o más variables su gráfica es una hipersuperficie en R
n con

n > 4 que no se puede visualizar.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual
que lo hacemos con las funciones reales.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n y sea a∈E . Se dice

que f es continuo en a si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que se verifica
‖f (x)− f (a)‖< ε siempre que x∈E y ‖x −a‖< ε.
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Un campo escalar de n variables es una función, f : A → R, definida en un
subconjunto no vacío A ⊂R

n que toma valores reales.La gráfica de dicho
campo escalar es el subconjunto de Rn+1

G(f ) = {(x , f (x)) : x ∈A} ⊂ R
n+1

Para n = 1, dicha gráfica es una curva en R
2, para n = 2 es una superficie en

R
3. En estos dos casos podemos visualizar la gráfica. Para campos

escalares de tres o más variables su gráfica es una hipersuperficie en R
n con

n > 4 que no se puede visualizar.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual
que lo hacemos con las funciones reales.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n y sea a∈E . Se dice

que f es continuo en a si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que se verifica
‖f (x)− f (a)‖< ε siempre que x∈E y ‖x −a‖< ε.

Se dice que f es continuo en un conjunto A ⊂ E si f es continuo en todo
punto a∈A.
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Representaremos por Πj la aplicación Πj : R
n → R que a cada vector

x = (x1,x2, . . .,xn)∈R
n hace corresponder su coordenada j-ésima en la base

canónica.
Πj(x) = Πj((x1,x2, . . . ,xn)) = xj
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Representaremos por Πj la aplicación Πj : R
n → R que a cada vector

x = (x1,x2, . . .,xn)∈R
n hace corresponder su coordenada j-ésima en la base

canónica.
Πj(x) = Πj((x1,x2, . . . ,xn)) = xj

Las aplicaciones Πj , 1 6 j 6 n, así definidas se llaman las proyecciones
canónicas .
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Representaremos por Πj la aplicación Πj : R
n → R que a cada vector

x = (x1,x2, . . .,xn)∈R
n hace corresponder su coordenada j-ésima en la base

canónica.
Πj(x) = Πj((x1,x2, . . . ,xn)) = xj

Las aplicaciones Πj , 1 6 j 6 n, así definidas se llaman las proyecciones
canónicas .Dichas aplicaciones son continuas porque

|Πj(x)−Πj(y)|= |xj −yj | 6 ‖x−y‖
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Representaremos por Πj la aplicación Πj : R
n → R que a cada vector

x = (x1,x2, . . .,xn)∈R
n hace corresponder su coordenada j-ésima en la base

canónica.
Πj(x) = Πj((x1,x2, . . . ,xn)) = xj

Las aplicaciones Πj , 1 6 j 6 n, así definidas se llaman las proyecciones
canónicas .Dichas aplicaciones son continuas porque

|Πj(x)−Πj(y)|= |xj −yj | 6 ‖x−y‖

Si f y g son campos escalares definidos en un conjunto E ⊂R
n, se verifica

que los campos escalares f +g y f g son continuos en todo punto de E
donde f y g sean continuos. Y si f no se anula en E , el campo escalar 1/f
es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.
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Representaremos por Πj la aplicación Πj : R
n → R que a cada vector

x = (x1,x2, . . .,xn)∈R
n hace corresponder su coordenada j-ésima en la base

canónica.
Πj(x) = Πj((x1,x2, . . . ,xn)) = xj

Las aplicaciones Πj , 1 6 j 6 n, así definidas se llaman las proyecciones
canónicas .Dichas aplicaciones son continuas porque

|Πj(x)−Πj(y)|= |xj −yj | 6 ‖x−y‖

Si f y g son campos escalares definidos en un conjunto E ⊂R
n, se verifica

que los campos escalares f +g y f g son continuos en todo punto de E
donde f y g sean continuos. Y si f no se anula en E , el campo escalar 1/f
es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂R
n y sea g una función

real de variable real continua definida en un intervalo I que contiene la
imagen de f , I ⊃ f (E). Entonces el campo escalar g ◦ f es continuo en todo
punto de E donde f sea continuo.
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Para n = 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x ,y ,z)) = x , Π2((x ,y ,z)) = y , Π3((x ,y ,z)) = z
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Para n = 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x ,y ,z)) = x , Π2((x ,y ,z)) = y , Π3((x ,y ,z)) = z

Un producto de estas funciones es una función de la forma f (x ,y ,z) = x my pz q

donde m,p,q son números naturales o nulos. Las funciones polinómicas en tres
variables son combinaciones lineales de este tipo de funciones.
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Para n = 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x ,y ,z)) = x , Π2((x ,y ,z)) = y , Π3((x ,y ,z)) = z

Un producto de estas funciones es una función de la forma f (x ,y ,z) = x my pz q

donde m,p,q son números naturales o nulos. Las funciones polinómicas en tres
variables son combinaciones lineales de este tipo de funciones.

Las funciones racionales de n variables son las funciones de la forma

R(x1,x2, . . . ,xn) =
P(x1,x2, . . .,xn)

Q(x1,x2, . . . ,xn)

Donde P(x1,x2, . . .,xn) y Q(x1,x2, . . . ,xn) son funciones polinómicas de n
variables.
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Para n = 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x ,y ,z)) = x , Π2((x ,y ,z)) = y , Π3((x ,y ,z)) = z

Un producto de estas funciones es una función de la forma f (x ,y ,z) = x my pz q

donde m,p,q son números naturales o nulos. Las funciones polinómicas en tres
variables son combinaciones lineales de este tipo de funciones.

Las funciones racionales de n variables son las funciones de la forma

R(x1,x2, . . . ,xn) =
P(x1,x2, . . .,xn)

Q(x1,x2, . . . ,xn)

Donde P(x1,x2, . . .,xn) y Q(x1,x2, . . . ,xn) son funciones polinómicas de n
variables.El dominio natural de definición de una función racional es el conjunto
de puntos donde no se anula el denominador Ω= {x∈R

n : Q(x) 6= 0}.
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Para n = 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x ,y ,z)) = x , Π2((x ,y ,z)) = y , Π3((x ,y ,z)) = z

Un producto de estas funciones es una función de la forma f (x ,y ,z) = x my pz q

donde m,p,q son números naturales o nulos. Las funciones polinómicas en tres
variables son combinaciones lineales de este tipo de funciones.

Las funciones racionales de n variables son las funciones de la forma

R(x1,x2, . . . ,xn) =
P(x1,x2, . . .,xn)

Q(x1,x2, . . . ,xn)

Donde P(x1,x2, . . .,xn) y Q(x1,x2, . . . ,xn) son funciones polinómicas de n
variables.El dominio natural de definición de una función racional es el conjunto
de puntos donde no se anula el denominador Ω= {x∈R

n : Q(x) 6= 0}.Las
funciones racionales son continuas en su conjunto natural de definición.
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Para n = 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x ,y ,z)) = x , Π2((x ,y ,z)) = y , Π3((x ,y ,z)) = z

Un producto de estas funciones es una función de la forma f (x ,y ,z) = x my pz q

donde m,p,q son números naturales o nulos. Las funciones polinómicas en tres
variables son combinaciones lineales de este tipo de funciones.

Las funciones racionales de n variables son las funciones de la forma

R(x1,x2, . . . ,xn) =
P(x1,x2, . . .,xn)

Q(x1,x2, . . . ,xn)

Donde P(x1,x2, . . .,xn) y Q(x1,x2, . . . ,xn) son funciones polinómicas de n
variables.El dominio natural de definición de una función racional es el conjunto
de puntos donde no se anula el denominador Ω= {x∈R

n : Q(x) 6= 0}.Las
funciones racionales son continuas en su conjunto natural de definición.

Componiendo funciones continuas reales de una variable con funciones
polinómicas y racionales en varias variables obtenemos muchísimos ejemplos de
campos escalares continuos.
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Teorema de Weierstrass. Todo campo escalar continuo en un
conjunto compacto alcanza en dicho conjunto un valor máximo
absoluto y un valor mínimo absoluto.
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Extremos relativos y absolutos

Teorema de Weierstrass. Todo campo escalar continuo en un
conjunto compacto alcanza en dicho conjunto un valor máximo
absoluto y un valor mínimo absoluto.

Dicho de otra forma, si K ⊂ R
n es un conjunto compacto y f es un

campo escalar continuo en K , entonces hay puntos a∈K , b∈K tales
que f (a)6 f (x)6 f (b) para todo x∈K .
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Extremos relativos y absolutos

Sea E ⊂ R
n. Decimos que un punto x∈R

n es un punto de
acumulación del conjunto E si toda bola abierta centrada en x tiene
puntos de E distintos de x.
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Sea E ⊂ R
n. Decimos que un punto x∈R

n es un punto de
acumulación del conjunto E si toda bola abierta centrada en x tiene
puntos de E distintos de x.El conjunto de todos los puntos de
acumulación de E se llama la acumulación de E y se representa por
E ′.
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Sea E ⊂ R
n. Decimos que un punto x∈R

n es un punto de
acumulación del conjunto E si toda bola abierta centrada en x tiene
puntos de E distintos de x.El conjunto de todos los puntos de
acumulación de E se llama la acumulación de E y se representa por
E ′.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n y sea a∈E ′.

Se dice que f tiene límite en a si hay un número L∈R con la
propiedad de que para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que se verifica
‖f (x)−L‖< ε siempre que x∈E y 0 < ‖x −a‖< ε
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Sea E ⊂ R
n. Decimos que un punto x∈R

n es un punto de
acumulación del conjunto E si toda bola abierta centrada en x tiene
puntos de E distintos de x.El conjunto de todos los puntos de
acumulación de E se llama la acumulación de E y se representa por
E ′.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n y sea a∈E ′.

Se dice que f tiene límite en a si hay un número L∈R con la
propiedad de que para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que se verifica
‖f (x)−L‖< ε siempre que x∈E y 0 < ‖x −a‖< ε. Simbólicamente
escribimos ĺım

x→a
f (x) = L. El número L se llama límite de f en a.
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Una curva en R
n es una aplicación continua γ : [a,b]→ R

n.
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n es una aplicación continua γ : [a,b]→ R

n.El punto γ(a) se llama
origen y el punto γ(b) extremo de la curva.
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Una curva en R
n es una aplicación continua γ : [a,b]→ R

n.El punto γ(a) se llama
origen y el punto γ(b) extremo de la curva.Naturalmente, como γ(t)∈R

n

podremos expresarlo por medio de sus componentes en la base canónica que
serán funciones de t .

γ(t) = (γ1(t),γ2(t), . . .,γn(t))
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Una curva en R
n es una aplicación continua γ : [a,b]→ R

n.El punto γ(a) se llama
origen y el punto γ(b) extremo de la curva.Naturalmente, como γ(t)∈R

n

podremos expresarlo por medio de sus componentes en la base canónica que
serán funciones de t .

γ(t) = (γ1(t),γ2(t), . . .,γn(t))

Las funciones γk (t) se llaman funciones componentes de γ .
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Una curva en R
n es una aplicación continua γ : [a,b]→ R

n.El punto γ(a) se llama
origen y el punto γ(b) extremo de la curva.Naturalmente, como γ(t)∈R

n

podremos expresarlo por medio de sus componentes en la base canónica que
serán funciones de t .

γ(t) = (γ1(t),γ2(t), . . .,γn(t))

Las funciones γk (t) se llaman funciones componentes de γ .Se dice que γ es
derivable en un punto t cuando todas sus funciones componentes son derivables
en dicho punto, en cuyo caso la derivada de γ en t es, por definición, el vector

γ ′(t) = (γ1
′(t),γ2

′(t), . . .,γn
′(t))
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Una curva en R
n es una aplicación continua γ : [a,b]→ R

n.El punto γ(a) se llama
origen y el punto γ(b) extremo de la curva.Naturalmente, como γ(t)∈R

n

podremos expresarlo por medio de sus componentes en la base canónica que
serán funciones de t .

γ(t) = (γ1(t),γ2(t), . . .,γn(t))

Las funciones γk (t) se llaman funciones componentes de γ .Se dice que γ es
derivable en un punto t cuando todas sus funciones componentes son derivables
en dicho punto, en cuyo caso la derivada de γ en t es, por definición, el vector

γ ′(t) = (γ1
′(t),γ2

′(t), . . .,γn
′(t))

Dado un punto a = γ(t0) tal que γ ′(t0) 6= 0, se define la recta tangente a γ en el
punto a (aunque es más apropiado decir en el punto t0) como la recta de
ecuación paramétrica x = a+ t γ ′(t0), es decir, la recta que pasa por a con vector
de dirección γ ′(t0).
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Una dirección en R
n es un vector de norma 1.
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Una dirección en R
n es un vector de norma 1.

Dados un punto a∈R
n y una dirección u, la recta que pasa por a con

dirección u es la imagen de la aplicación γ : Rn → R dada por γ(t) = a+ tu,
es decir, es el conjunto de puntos {a+ tu : t ∈R}.
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Una dirección en R
n es un vector de norma 1.

Dados un punto a∈R
n y una dirección u, la recta que pasa por a con

dirección u es la imagen de la aplicación γ : Rn → R dada por γ(t) = a+ tu,
es decir, es el conjunto de puntos {a+ tu : t ∈R}.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto abierto E ⊂ R
n, sea a∈E y

u una dirección. Se define la derivada de f en a en la dirección u como el
límite

Du f (a) = ĺım
t→0

f (a+ t u)− f (a)
t

(1)

supuesto, claro está, que dicho límite exista.
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La derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la dirección
del vector ek de la base canónica, se llama derivada parcial de f en a
respecto a la variable k -ésima.
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La derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la dirección
del vector ek de la base canónica, se llama derivada parcial de f en a
respecto a la variable k -ésima.Está definida por

Dek f (a) = ĺım
t→0

f (a+ t ek)− f (a)
t

= ĺım
t→0

f (a1, . . . ,ak + t , . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak , . . . ,an)

t

= ĺım
xk→ak

f (a1, . . . ,xk , . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak , . . . ,an)

xk −ak
(2)
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La derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la dirección
del vector ek de la base canónica, se llama derivada parcial de f en a
respecto a la variable k -ésima.Está definida por

Dek f (a) = ĺım
t→0

f (a+ t ek)− f (a)
t

= ĺım
t→0

f (a1, . . . ,ak + t , . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak , . . . ,an)

t

= ĺım
xk→ak

f (a1, . . . ,xk , . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak , . . . ,an)

xk −ak
(2)

y se representa con los símbolos Dk f (a) y
∂ f

∂xk
(a).

Funciones de varias variables



Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

La derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la dirección
del vector ek de la base canónica, se llama derivada parcial de f en a
respecto a la variable k -ésima.Está definida por

Dek f (a) = ĺım
t→0

f (a+ t ek)− f (a)
t

= ĺım
t→0

f (a1, . . . ,ak + t , . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak , . . . ,an)

t

= ĺım
xk→ak

f (a1, . . . ,xk , . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak , . . . ,an)

xk −ak
(2)

y se representa con los símbolos Dk f (a) y
∂ f

∂xk
(a).

Observa que la segunda igualdad de (2) nos dice que, para calcular la
derivada parcial Dk f (a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable
k-ésima considerando fijas las demás variables. Por eso se llaman derivadas
parciales.
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Interpretación geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una
función en un punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo
escalar f de dos variables definido en E ⊂ R

2. Fijemos un punto (a,b).
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Interpretación geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una
función en un punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo
escalar f de dos variables definido en E ⊂ R

2. Fijemos un punto (a,b).Las
derivadas parciales de f en (a,b) son, por definición

D1f (a,b) = ĺım
t→0

f (a+ t ,b)− f (a,b)
t

= ĺım
x→a

f (x ,b)− f (a,b)
x −a

D2f (a,b) = ĺım
t→0

f (a,b+ t)− f (a,b)
t

= ĺım
y→b

f (a,y)− f (a,b)
y −b
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Interpretación geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una
función en un punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo
escalar f de dos variables definido en E ⊂ R

2. Fijemos un punto (a,b).Las
derivadas parciales de f en (a,b) son, por definición

D1f (a,b) = ĺım
t→0

f (a+ t ,b)− f (a,b)
t

= ĺım
x→a

f (x ,b)− f (a,b)
x −a

D2f (a,b) = ĺım
t→0

f (a,b+ t)− f (a,b)
t

= ĺım
y→b

f (a,y)− f (a,b)
y −b

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parciales x 7→ f (x ,b) y
y 7→ f (a,y) en los puntos x = a e y = b respectivamente.
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La gráfica de f , es decir, el conjunto S = {(x ,y , f (x ,y)) : (x ,y)∈E} es una
superficie en R

3.
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La gráfica de f , es decir, el conjunto S = {(x ,y , f (x ,y)) : (x ,y)∈E} es una
superficie en R

3.Las funciones

γ1(x) = (x ,b, f (x ,b)), γ2(y) = (a,y , f (a,y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto
(a,b, f (a,b)). Dichas curvas se obtienen cortando la superficie S por los
planos y = b y x = a respectivamente.
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La gráfica de f , es decir, el conjunto S = {(x ,y , f (x ,y)) : (x ,y)∈E} es una
superficie en R

3.Las funciones

γ1(x) = (x ,b, f (x ,b)), γ2(y) = (a,y , f (a,y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto
(a,b, f (a,b)). Dichas curvas se obtienen cortando la superficie S por los
planos y = b y x = a respectivamente.

Los vectores tangentes a dichas curvas en el punto
(a,b, f (a,b)) = γ1(a) = γ2(b) son, respectivamente

γ1
′(a) = (1,0,D1f (a,b)), γ2

′(b) = (0,1,D2f (a,b))

Funciones de varias variables



Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

La gráfica de f , es decir, el conjunto S = {(x ,y , f (x ,y)) : (x ,y)∈E} es una
superficie en R

3.Las funciones

γ1(x) = (x ,b, f (x ,b)), γ2(y) = (a,y , f (a,y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto
(a,b, f (a,b)). Dichas curvas se obtienen cortando la superficie S por los
planos y = b y x = a respectivamente.

Los vectores tangentes a dichas curvas en el punto
(a,b, f (a,b)) = γ1(a) = γ2(b) son, respectivamente

γ1
′(a) = (1,0,D1f (a,b)), γ2

′(b) = (0,1,D2f (a,b))

En la siguiente figura se ha representado la gráfica de f y las curvas
obtenidas cortándola por los planos x = a e y = b junto a sus vectores
tangentes en el punto (a,b, f (a,b)).
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Figura. Derivadas parciales
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Supongamos que f es una función real de una variable real. La derivabilidad
de f en un punto a∈R se expresa por

ĺım
x→a

f (x)− f (a)
x −a

= f ′(a)⇐⇒ ĺım
x→a

f (x)− f (a)− f ′(a)(x −a)
x −a

= 0
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Supongamos que f es una función real de una variable real. La derivabilidad
de f en un punto a∈R se expresa por

ĺım
x→a

f (x)− f (a)
x −a

= f ′(a)⇐⇒ ĺım
x→a

f (x)− f (a)− f ′(a)(x −a)
x −a

= 0

Recuerda que la recta de ecuación cartesiana y = f (a)+ f ′(a)(x −a) es la
recta tangente a la gráfica de f en el punto (a, f (a)).
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Supongamos que f es una función real de una variable real. La derivabilidad
de f en un punto a∈R se expresa por

ĺım
x→a

f (x)− f (a)
x −a

= f ′(a)⇐⇒ ĺım
x→a

f (x)− f (a)− f ′(a)(x −a)
x −a

= 0

Recuerda que la recta de ecuación cartesiana y = f (a)+ f ′(a)(x −a) es la
recta tangente a la gráfica de f en el punto (a, f (a)).

Si ahora f es un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n, cuyo vector

gradiente ∇f (a) está definido en un punto a∈E , podemos considerar el
hiperplano en R

n+1 de ecuación cartesiana

xn+1 = f (a)+
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉
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Supongamos que f es una función real de una variable real. La derivabilidad
de f en un punto a∈R se expresa por

ĺım
x→a

f (x)− f (a)
x −a

= f ′(a)⇐⇒ ĺım
x→a

f (x)− f (a)− f ′(a)(x −a)
x −a

= 0

Recuerda que la recta de ecuación cartesiana y = f (a)+ f ′(a)(x −a) es la
recta tangente a la gráfica de f en el punto (a, f (a)).

Si ahora f es un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n, cuyo vector

gradiente ∇f (a) está definido en un punto a∈E , podemos considerar el
hiperplano en R

n+1 de ecuación cartesiana

xn+1 = f (a)+
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉

Este hiperplano pasa por el punto (a, f (a))∈R
n+1 y es la generalización

natural de la recta tangente a la gráfica de una función.

Funciones de varias variables



Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Observa el parecido formal entre las expresiones

y = f (a)+ f ′(a)(x −a), xn+1 = f (a)+
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉
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Observa el parecido formal entre las expresiones

y = f (a)+ f ′(a)(x −a), xn+1 = f (a)+
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉

Ambas representan hiperplanos (un hiperplano en R
2 es una recta) y la

segunda se deduce de la primera sustituyendo la derivada por el vector
gradiente y el producto usual de números reales por el producto escalar de
vectores. Esto nos lleva a la siguiente definición.
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Observa el parecido formal entre las expresiones

y = f (a)+ f ′(a)(x −a), xn+1 = f (a)+
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉

Ambas representan hiperplanos (un hiperplano en R
2 es una recta) y la

segunda se deduce de la primera sustituyendo la derivada por el vector
gradiente y el producto usual de números reales por el producto escalar de
vectores. Esto nos lleva a la siguiente definición.

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n y sea a un punto

interior de E . Supongamos que está definido el vector gradiente ∇f (a). Se
dice que f es diferenciable en a si se verifica que

ĺım
x→a

f (x)− f (a)−
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉

‖x −a‖
= 0 (3)
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Hiperplano tangente

Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a. El hiperplano en
R

n+1 de ecuación cartesiana

xn+1 = f (a)+
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉

(4)

se llama hiperplano tangente a f en a o hiperplano tangente a la
gráfica de f en el punto (a, f (a)).
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Hiperplano tangente

Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a. El hiperplano en
R

n+1 de ecuación cartesiana

xn+1 = f (a)+
〈

∇f (a)
∣

∣x −a
〉

(4)

se llama hiperplano tangente a f en a o hiperplano tangente a la
gráfica de f en el punto (a, f (a)).

En particular, el plano tangente a la gráfica de un campo escalar,
f : A →R, diferenciable de dos variables en un punto (a,b, f (a,b)) es

z = f (a,b)+D1f (a,b)(x −a)+D2f (a,b)(y −b) (5)
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Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a y sea u una dirección en
R

n. Entonces se verifica que

Du f (a) =
〈

∇f (a)
∣

∣u
〉
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Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a y sea u una dirección en
R

n. Entonces se verifica que

Du f (a) =
〈

∇f (a)
∣

∣u
〉

Supuesto que ∇f (a) 6= 0, se verifica que:

Funciones de varias variables



Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a y sea u una dirección en
R

n. Entonces se verifica que

Du f (a) =
〈

∇f (a)
∣

∣u
〉

Supuesto que ∇f (a) 6= 0, se verifica que:

• La dirección en la que la derivada direccional de f en a es máxima es la

dirección dada por el gradiente, es decir, la dirección u =
∇f (a)

‖∇f (a)‖
.
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Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a y sea u una dirección en
R

n. Entonces se verifica que

Du f (a) =
〈

∇f (a)
∣

∣u
〉

Supuesto que ∇f (a) 6= 0, se verifica que:

• La dirección en la que la derivada direccional de f en a es máxima es la

dirección dada por el gradiente, es decir, la dirección u =
∇f (a)

‖∇f (a)‖
.

• La dirección en la que la derivada direccional de f en a es mínima es la
dirección opuesta a la dada por el gradiente, es decir, la dirección

v =−
∇f (a)
‖∇f (a)‖

.
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La propiedad de ser diferenciable es mucho más fuerte que tener
derivadas parciales. El siguiente resultado proporciona una condición
suficiente de diferenciabilidad muy útil.
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La propiedad de ser diferenciable es mucho más fuerte que tener
derivadas parciales. El siguiente resultado proporciona una condición
suficiente de diferenciabilidad muy útil.

Condición suficiente de diferenciabilidad. Un campo escalar que
tiene derivadas parciales continuas en un conjunto abierto es
diferenciable en todo punto de dicho conjunto.
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Recuerda que la ecuación de una recta en R
2 es de la forma ax +by = c

donde a,b no son ambos nulos. Si dicha recta pasa por un punto (x0,y0)
entonces ax0 +by0 = c y la ecuación de la recta puede escribirse en la forma
a(x −x0)+b(y −y0) = 0, es decir

〈

(a,b)
∣

∣(x −x0,y −y0)
〉

= 0. El vector (a,b)
es ortogonal a la recta.
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Recuerda que la ecuación de una recta en R
2 es de la forma ax +by = c

donde a,b no son ambos nulos. Si dicha recta pasa por un punto (x0,y0)
entonces ax0 +by0 = c y la ecuación de la recta puede escribirse en la forma
a(x −x0)+b(y −y0) = 0, es decir

〈

(a,b)
∣

∣(x −x0,y −y0)
〉

= 0. El vector (a,b)
es ortogonal a la recta.

Sea f : A → R un campo escalar de dos variables. Dado un número c∈ f (A),
el conjunto Γc = {(x ,y)∈A : f (x ,y) = c} es una curva en el plano que se
llama curva de nivel de f . Dicha curva es la proyección en el plano XY de la
curva que se obtiene cortando la gráfica de f por el plano z = c. Se dice que
dicha curva está implícitamente definida por la ecuación f (x ,y)−c = 0.
Observa que las curvas de nivel no se cortan. Las curvas de nivel son las
que se representan en los mapas topográficos.
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Recuerda que la ecuación de una recta en R
2 es de la forma ax +by = c

donde a,b no son ambos nulos. Si dicha recta pasa por un punto (x0,y0)
entonces ax0 +by0 = c y la ecuación de la recta puede escribirse en la forma
a(x −x0)+b(y −y0) = 0, es decir

〈

(a,b)
∣

∣(x −x0,y −y0)
〉

= 0. El vector (a,b)
es ortogonal a la recta.

Sea f : A → R un campo escalar de dos variables. Dado un número c∈ f (A),
el conjunto Γc = {(x ,y)∈A : f (x ,y) = c} es una curva en el plano que se
llama curva de nivel de f . Dicha curva es la proyección en el plano XY de la
curva que se obtiene cortando la gráfica de f por el plano z = c. Se dice que
dicha curva está implícitamente definida por la ecuación f (x ,y)−c = 0.
Observa que las curvas de nivel no se cortan. Las curvas de nivel son las
que se representan en los mapas topográficos.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar de dos variables, f ,
con derivadas parciales continuas es ortogonal en todo punto en el que no
se anula a la tangente a la curva de nivel que pasa por dicho punto. En
consecuencia, supuesto que f (u,v) = c y que ∇f (u,v) 6= (0,0), la ecuación
de la tangente a la curva de nivel Γc en (u,v) es

〈

∇f (u,v)
∣

∣(x −u,y −v)
〉

= 0.
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La ecuación de un plano en R
3 es de la forma ax +by +cz = d donde a,b,c

no son todos nulos. Si dicho plano pasa por (x0,y0,z0) entonces
ax0 +by0 +cz0 = d y la ecuación del plano puede escribirse en la forma
a(x −x0)+b(y −y0)+c(z −z0) = 0, es decir
〈

(a,b,c)
∣

∣(x −x0,y −y0,z −z0)
〉

= 0. El vector (a,b,c) es ortogonal al plano.
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La ecuación de un plano en R
3 es de la forma ax +by +cz = d donde a,b,c

no son todos nulos. Si dicho plano pasa por (x0,y0,z0) entonces
ax0 +by0 +cz0 = d y la ecuación del plano puede escribirse en la forma
a(x −x0)+b(y −y0)+c(z −z0) = 0, es decir
〈

(a,b,c)
∣

∣(x −x0,y −y0,z −z0)
〉

= 0. El vector (a,b,c) es ortogonal al plano.

Sea f : A → R un campo escalar de tres variables. Dado un número c∈ f (A),
el conjunto

Sc = {(x ,y ,z)∈A : f (x ,y ,z) = c}

es una superficie en el espacio que se llama superficie de nivel de f . Se
dice que dicha superficie está implícitamente definida por la ecuación
f (x ,y ,z)−c = 0. Observa que las superficies de nivel no se cortan.
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La ecuación de un plano en R
3 es de la forma ax +by +cz = d donde a,b,c

no son todos nulos. Si dicho plano pasa por (x0,y0,z0) entonces
ax0 +by0 +cz0 = d y la ecuación del plano puede escribirse en la forma
a(x −x0)+b(y −y0)+c(z −z0) = 0, es decir
〈

(a,b,c)
∣

∣(x −x0,y −y0,z −z0)
〉

= 0. El vector (a,b,c) es ortogonal al plano.

Sea f : A → R un campo escalar de tres variables. Dado un número c∈ f (A),
el conjunto

Sc = {(x ,y ,z)∈A : f (x ,y ,z) = c}

es una superficie en el espacio que se llama superficie de nivel de f . Se
dice que dicha superficie está implícitamente definida por la ecuación
f (x ,y ,z)−c = 0. Observa que las superficies de nivel no se cortan.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar de tres variables, f ,
con derivadas parciales continuas es ortogonal en todo punto en el que no
se anula al plano tangente a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.
En consecuencia, supuesto que f (u,v ,w) = c y que ∇f (u,v ,w) 6= (0,0,0), la
ecuación del plano tangente a la superficie de nivel Sc en (u,v ,w) es
〈

∇f (u,v ,w)
∣

∣(x −u,y −v ,z −w)
〉

= 0.
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Cuando una curva Γ en R
3 viene dada como intersección de dos superficies

S1 y S2, la tangente en un punto (a,b,c)∈Γ a la curva Γ es la recta
intersección de los planos tangentes a las superficies en dicho punto.
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Cuando una curva Γ en R
3 viene dada como intersección de dos superficies

S1 y S2, la tangente en un punto (a,b,c)∈Γ a la curva Γ es la recta
intersección de los planos tangentes a las superficies en dicho punto.Por
ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implícitas.

{

S1 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : f (x ,y ,z) = 0

}

S2 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : g(x ,y ,z) = 0

} Γ=S1∩S2 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : g(x ,y ,z) = f (x ,y ,z) = 0

}
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Cuando una curva Γ en R
3 viene dada como intersección de dos superficies

S1 y S2, la tangente en un punto (a,b,c)∈Γ a la curva Γ es la recta
intersección de los planos tangentes a las superficies en dicho punto.Por
ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implícitas.

{

S1 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : f (x ,y ,z) = 0

}

S2 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : g(x ,y ,z) = 0

} Γ=S1∩S2 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : g(x ,y ,z) = f (x ,y ,z) = 0

}

Entonces, las ecuaciones implícitas de la recta tangente a Γ en un punto
(a,b,c)∈Γ son

{ 〈

∇f (a,b,c)
∣

∣(x −a,y −b,z −c)
〉

= 0
〈

∇g(a,b,c)
∣

∣(x −a,y −b,z −c)
〉

= 0
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Cuando una curva Γ en R
3 viene dada como intersección de dos superficies

S1 y S2, la tangente en un punto (a,b,c)∈Γ a la curva Γ es la recta
intersección de los planos tangentes a las superficies en dicho punto.Por
ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implícitas.

{

S1 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : f (x ,y ,z) = 0

}

S2 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : g(x ,y ,z) = 0

} Γ=S1∩S2 =
{

(x ,y ,z)∈R
3 : g(x ,y ,z) = f (x ,y ,z) = 0

}

Entonces, las ecuaciones implícitas de la recta tangente a Γ en un punto
(a,b,c)∈Γ son

{ 〈

∇f (a,b,c)
∣

∣(x −a,y −b,z −c)
〉

= 0
〈

∇g(a,b,c)
∣

∣(x −a,y −b,z −c)
〉

= 0

Donde se supone que los vectores gradiente ∇f (a,b,c), ∇g(a,b,c) son
linealmente independientes pues, en otro caso, la recta tangente a la curva Γ
en (a,b,c) no está definida.
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalar f que tiene derivadas parciales Dk f
en un conjunto E ⊂ R

n. Las funciones Dk f son también campos
escalares que podemos volver a derivar parcialmente en puntos de
E .
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Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalar f que tiene derivadas parciales Dk f
en un conjunto E ⊂ R

n. Las funciones Dk f son también campos
escalares que podemos volver a derivar parcialmente en puntos de
E .Obtenemos de esta forma las derivadas parciales de segundo
orden de f , es decir las funciones Dj(Dk f ), que se representan
simbólicamente de las formas

Djk f (x),
∂ 2f

∂xj ∂xk
(x),

∂ 2f

∂x2
k

(x)
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Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalar f que tiene derivadas parciales Dk f
en un conjunto E ⊂ R

n. Las funciones Dk f son también campos
escalares que podemos volver a derivar parcialmente en puntos de
E .Obtenemos de esta forma las derivadas parciales de segundo
orden de f , es decir las funciones Dj(Dk f ), que se representan
simbólicamente de las formas

Djk f (x),
∂ 2f

∂xj ∂xk
(x),

∂ 2f

∂x2
k

(x)

De forma análoga se definen las derivadas parciales de tercer orden
de f como las derivadas parciales de las derivadas parciales de
segundo orden de f y se representan por

Djkmf (x),
∂ 3f

∂xj ∂xk ∂xm
(x);

∂ 3f

∂x3
k

(x);
∂ 3f

∂x2
k ∂xj

(x)
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas
debe ser o no tenido en cuenta. Afortunadamente, en la mayoría de
los casos podemos olvidarlo porque se verifica el siguiente resultado.
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Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas
debe ser o no tenido en cuenta. Afortunadamente, en la mayoría de
los casos podemos olvidarlo porque se verifica el siguiente resultado.

Se dice que un campo escalar f es de clase Ck en un abierto E ⊂ R
n

si f tiene derivadas parciales de orden k continuas en E .
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Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas
debe ser o no tenido en cuenta. Afortunadamente, en la mayoría de
los casos podemos olvidarlo porque se verifica el siguiente resultado.

Se dice que un campo escalar f es de clase Ck en un abierto E ⊂ R
n

si f tiene derivadas parciales de orden k continuas en E .

Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo
escalar de clase Ck solamente dependen del número de veces que
se deriva parcialmente respecto de cada variable, pero el orden en
que se realicen dichas derivaciones no afecta para nada al resultado
final.
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Producto escalar y norma. Conceptos topológicos

Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n. Se dice que f tiene

un máximo relativo (resp. mínimo relativo ) en un punto a∈E , si a es un
punto interior de E y existe un número r > 0 tal que B(a, r)⊂ E y f (x)6 f (a)
(resp. f (a)6 f (x)) para todo x∈B(a, r).
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Extremos relativos y absolutos

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n. Se dice que f tiene

un máximo relativo (resp. mínimo relativo ) en un punto a∈E , si a es un
punto interior de E y existe un número r > 0 tal que B(a, r)⊂ E y f (x)6 f (a)
(resp. f (a)6 f (x)) para todo x∈B(a, r).Cuando estas desigualdades se
verifican de forma estricta se dice que el máximo o el mínimo relativo es
estricto.
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Extremos relativos y absolutos

Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n. Se dice que f tiene

un máximo relativo (resp. mínimo relativo ) en un punto a∈E , si a es un
punto interior de E y existe un número r > 0 tal que B(a, r)⊂ E y f (x)6 f (a)
(resp. f (a)6 f (x)) para todo x∈B(a, r).Cuando estas desigualdades se
verifican de forma estricta se dice que el máximo o el mínimo relativo es
estricto.Los puntos en los que f tiene un máximo o un mínimo relativos se
llaman extremos relativos de f .
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Sea f un campo escalar definido en un conjunto E ⊂ R
n. Se dice que f tiene

un máximo relativo (resp. mínimo relativo ) en un punto a∈E , si a es un
punto interior de E y existe un número r > 0 tal que B(a, r)⊂ E y f (x)6 f (a)
(resp. f (a)6 f (x)) para todo x∈B(a, r).Cuando estas desigualdades se
verifican de forma estricta se dice que el máximo o el mínimo relativo es
estricto.Los puntos en los que f tiene un máximo o un mínimo relativos se
llaman extremos relativos de f .

Condición necesaria de extremo relativo. Sea f un campo escalar definido
en un conjunto E ⊂R

n y supongamos que f tiene un extremo relativo en un
punto a∈E y además que el vector gradiente de f en a está definido.
Entonces se verifica que ∇f (a) = 0. Es decir, las derivadas parciales de
primer orden de f en a son todas nulas.
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Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman
puntos críticos de f .
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Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman
puntos críticos de f .Los puntos críticos de un campo escalar que no son
extremos relativos se llaman puntos de silla .
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman
puntos críticos de f .Los puntos críticos de un campo escalar que no son
extremos relativos se llaman puntos de silla .

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos críticos el hiperplano
tangente es “horizontal”.
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Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman
puntos críticos de f .Los puntos críticos de un campo escalar que no son
extremos relativos se llaman puntos de silla .

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos críticos el hiperplano
tangente es “horizontal”.

La condición necesaria de extremo relativo no es suficiente. Por ejemplo, el
campo escalar f (x ,y) = x2 −y2 tiene un punto crítico en (0,0), pero no tiene
extremo relativo en dicho punto pues en toda bola centrada en (0,0) toma
valores positivos y negativos.
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Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman
puntos críticos de f .Los puntos críticos de un campo escalar que no son
extremos relativos se llaman puntos de silla .

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos críticos el hiperplano
tangente es “horizontal”.

La condición necesaria de extremo relativo no es suficiente. Por ejemplo, el
campo escalar f (x ,y) = x2 −y2 tiene un punto crítico en (0,0), pero no tiene
extremo relativo en dicho punto pues en toda bola centrada en (0,0) toma
valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona
una condición suficiente de extremo relativo, para campos escalares de
varias variables las derivadas parciales de segundo orden nos van a permitir
dar una condición suficiente de extremo relativo.
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Campos escalares. Continuidad. Derivadas parciales

Extremos relativos y absolutos

Sea f un campo escalar de n variables que tiene derivadas parciales
de segundo orden continuas en un punto a. La matriz n×n

H(f ,a) =
(

Dij f (a)
)

16i ,j6n

se llama matriz hessiana de f en a.
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Sea f un campo escalar de n variables que tiene derivadas parciales
de segundo orden continuas en un punto a. La matriz n×n

H(f ,a) =
(

Dij f (a)
)

16i ,j6n

se llama matriz hessiana de f en a.

Observa que la matriz hessiana es simétrica porque Dij f (a) = Dji f (a).
En consecuencia, dicha matriz define una forma cuadrática, que
representaremos por Q(f ,a), que viene dada para todo
x = (x1,x2, . . . ,xn)∈R

n por

Q(f ,a)(x) = x.H(f ,a).xt =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

Djk f (a)xk xj

donde el punto “.” indica producto matricial y xt es el vector columna
x.
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Una forma cuadrática Q(x) = ∑n
i ,j=1 αijxixj se llama:
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Una forma cuadrática Q(x) = ∑n
i ,j=1 αijxixj se llama:

• Definida positiva si Q(x)> 0 para todo x∈R
n con x 6= 0.
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Una forma cuadrática Q(x) = ∑n
i ,j=1 αijxixj se llama:

• Definida positiva si Q(x)> 0 para todo x∈R
n con x 6= 0.

• Definida negativa si Q(x)< 0 para todo x∈R
n con x 6= 0.
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Una forma cuadrática Q(x) = ∑n
i ,j=1 αijxixj se llama:

• Definida positiva si Q(x)> 0 para todo x∈R
n con x 6= 0.

• Definida negativa si Q(x)< 0 para todo x∈R
n con x 6= 0.

• No definida o indefinida si hay vectores x para los que Q(x)> 0
y hay vectores x para los que Q(x)< 0.
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Condiciones suficientes de extremo relativo. Sea f un campo escalar
definido en un conjunto E ⊂ R

n y supongamos que f tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que
además es un punto crítico de f . Sea Q(f ,a) la forma cuadrática asociada
a la matriz hessiana de f en a.

Q(f ,a)(x) = x.H(f ,a).x t =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

Djk f (a)xk xj
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Condiciones suficientes de extremo relativo. Sea f un campo escalar
definido en un conjunto E ⊂ R

n y supongamos que f tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que
además es un punto crítico de f . Sea Q(f ,a) la forma cuadrática asociada
a la matriz hessiana de f en a.

Q(f ,a)(x) = x.H(f ,a).x t =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

Djk f (a)xk xj

• Si la forma cuadrática Q(f ,a) es definida positiva entonces f tiene en a un
mínimo relativo estricto.
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Condiciones suficientes de extremo relativo. Sea f un campo escalar
definido en un conjunto E ⊂ R

n y supongamos que f tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que
además es un punto crítico de f . Sea Q(f ,a) la forma cuadrática asociada
a la matriz hessiana de f en a.

Q(f ,a)(x) = x.H(f ,a).x t =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

Djk f (a)xk xj

• Si la forma cuadrática Q(f ,a) es definida positiva entonces f tiene en a un
mínimo relativo estricto.

• Si la forma cuadrática Q(f ,a) es definida negativa entonces f tiene en a un
máximo relativo estricto.
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Condiciones suficientes de extremo relativo. Sea f un campo escalar
definido en un conjunto E ⊂ R

n y supongamos que f tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que
además es un punto crítico de f . Sea Q(f ,a) la forma cuadrática asociada
a la matriz hessiana de f en a.

Q(f ,a)(x) = x.H(f ,a).x t =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

Djk f (a)xk xj

• Si la forma cuadrática Q(f ,a) es definida positiva entonces f tiene en a un
mínimo relativo estricto.

• Si la forma cuadrática Q(f ,a) es definida negativa entonces f tiene en a un
máximo relativo estricto.

• Si la forma cuadrática Q(f ,a) es no definida entonces f tiene un punto de
silla en a.
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Sean A=
(

aij
)

16i ,j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =
n

∑
i ,j=1

aijx
ix j (6)

la forma cuadrática definida por A.
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Sean A=
(

aij
)

16i ,j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =
n

∑
i ,j=1

aijx
ix j (6)

la forma cuadrática definida por A.

Es sabido que los valores propios de A son todos ellos números reales.
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Sean A=
(

aij
)

16i ,j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =
n

∑
i ,j=1

aijx
ix j (6)

la forma cuadrática definida por A.

Es sabido que los valores propios de A son todos ellos números reales.Se
verifica que:
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Sean A=
(

aij
)

16i ,j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =
n

∑
i ,j=1

aijx
ix j (6)

la forma cuadrática definida por A.

Es sabido que los valores propios de A son todos ellos números reales.Se
verifica que:

• La forma cuadrática QA es definida positiva si, y sólo si, todos los
valores propios de A son positivos.
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Sean A=
(

aij
)

16i ,j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =
n

∑
i ,j=1

aijx
ix j (6)

la forma cuadrática definida por A.

Es sabido que los valores propios de A son todos ellos números reales.Se
verifica que:

• La forma cuadrática QA es definida positiva si, y sólo si, todos los
valores propios de A son positivos.

• La forma cuadrática QA es definida negativa si, y sólo si, todos los
valores propios de A son negativos.
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Sean A=
(

aij
)

16i ,j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =
n

∑
i ,j=1

aijx
ix j (6)

la forma cuadrática definida por A.

Es sabido que los valores propios de A son todos ellos números reales.Se
verifica que:

• La forma cuadrática QA es definida positiva si, y sólo si, todos los
valores propios de A son positivos.

• La forma cuadrática QA es definida negativa si, y sólo si, todos los
valores propios de A son negativos.

• La cuadrática QA es no definida si, y sólo si, A tiene valores propios
positivos y negativos.
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Para aplicar estos criterios no es preciso calcular los valores propios de A

sino solamente saber cuántos de ellos son positivos, negativos o nulos.
Afortunadamente, hay un criterio que nos proporciona esta información sin
más que observar los coeficientes del polinomio característico.
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f (x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a1x +a0 un polinomio con coeficientes reales
y cuyas raíces son todas números reales. Se verifica entonces que:

• El número de raíces positivas de f (contando multiplicidades) es igual al
número de cambios de signo en la sucesión (an,an−1, . . . ,a1,a0) de los
coeficientes de f .
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sino solamente saber cuántos de ellos son positivos, negativos o nulos.
Afortunadamente, hay un criterio que nos proporciona esta información sin
más que observar los coeficientes del polinomio característico.

Regla de los signos de Descartes. Sea
f (x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a1x +a0 un polinomio con coeficientes reales
y cuyas raíces son todas números reales. Se verifica entonces que:

• El número de raíces positivas de f (contando multiplicidades) es igual al
número de cambios de signo en la sucesión (an,an−1, . . . ,a1,a0) de los
coeficientes de f .

• El número de raíces negativas de f (contando multiplicidades) es igual al
número de cambios de signo en la sucesión
((−1)nan,(−1)n−1an−1, . . . ,−a1,a0) de los coeficientes de f (−x).
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Otro criterio para estudiar el carácter de la forma cuadrática (6) se basa en la
sucesión de signos de los menores principales de la matriz A.
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Otro criterio para estudiar el carácter de la forma cuadrática (6) se basa en la
sucesión de signos de los menores principales de la matriz A.El menor
principal de orden k de la matriz A es el determinante ∆k =

∣

∣aij
∣

∣

16i ,j6k de la
matriz formada por las primeras k filas y k columnas de la matriz A.
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16i ,j6k de la
matriz formada por las primeras k filas y k columnas de la matriz A.Se
verifica que:

• La forma cuadrática es definida positiva si, y sólo si, todos los menores
principales son positivos .
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principales de orden par son positivos y los menores principales de orden
impar son negativos.
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matriz formada por las primeras k filas y k columnas de la matriz A.Se
verifica que:

• La forma cuadrática es definida positiva si, y sólo si, todos los menores
principales son positivos .

• La forma cuadrática es definida negativa si, y sólo si, los menores
principales de orden par son positivos y los menores principales de orden
impar son negativos.

• Si los menores principales son nulos a partir de uno de ellos en adelante
y los no nulos son positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos
negativo, no puede afirmarse nada.
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sucesión de signos de los menores principales de la matriz A.El menor
principal de orden k de la matriz A es el determinante ∆k =
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16i ,j6k de la
matriz formada por las primeras k filas y k columnas de la matriz A.Se
verifica que:

• La forma cuadrática es definida positiva si, y sólo si, todos los menores
principales son positivos .

• La forma cuadrática es definida negativa si, y sólo si, los menores
principales de orden par son positivos y los menores principales de orden
impar son negativos.

• Si los menores principales son nulos a partir de uno de ellos en adelante
y los no nulos son positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos
negativo, no puede afirmarse nada.

• En los demás casos la forma cuadrática es no definida.
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Sea A ⊂ R
2 un conjunto abierto y sea f un campo escalar definido en A que

tiene derivadas parciales de segundo orden continuas. Supongamos que
(a,b)∈A es un punto crítico de f y sea

H(f ,(a,b)) =









∂ 2f
∂x2 (a,b)

∂ 2f
∂x∂y

(a,b)

∂ 2f
∂x∂y

(a,b)
∂ 2f
∂y2 (a,b)









la matriz hessiana de f en (a,b). Notemos detH(f ,(a,b) su determinante.
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







la matriz hessiana de f en (a,b). Notemos detH(f ,(a,b) su determinante.

Si detH(f ,(a,b))> 0 y
∂ 2f
∂x2 (a,b)> 0 entonces f tiene en (a,b) un

mínimo relativo estricto.
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∂ 2f
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máximo relativo estricto.

Si detH(f ,(a,b))< 0 entonces f no tiene extremo relativo en (a,b). Se
dice que (a,b) es un punto de silla de f .

Cuando detH(f ,(a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no
permite decidir si hay o no hay extremo relativo en (a,b).
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Cálculo de extremos absolutos en conjuntos
compactos

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, y de que todo
campo escalar diferenciable es continuo, se verifica que todo campo
escalar diferenciable en un conjunto compacto K ⊂ R

2 alcanza en
dicho conjunto un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto.
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Como consecuencia del teorema de Weierstrass, y de que todo
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escalar diferenciable en un conjunto compacto K ⊂ R
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Cálculo de extremos absolutos en conjuntos
compactos

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, y de que todo
campo escalar diferenciable es continuo, se verifica que todo campo
escalar diferenciable en un conjunto compacto K ⊂ R

2 alcanza en
dicho conjunto un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto.

Dichos valores o bien se alcanzan en el interior de K , en cuyo caso
deben ser puntos críticos de f , o bien se alcanzan en la frontera.

Cuando la frontera de K está formada por curvas conocidas es fácil
calcular los puntos de la frontera en los que el campo puede alcanzar
sus extremos absolutos. Una vez calculados todos estos puntos, se
evalúa en ellos el campo para saber en cuales se alcanzan los
extremos absolutos.
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